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❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ s❧❛✈❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❛s❦s
❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ ❜✉✛❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐♥❦s ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡
s❝❤❡❞✉❧❡rs✳ ❆ ♥❛✐✈❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥t t❤♦✉❣❤✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛
s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❝❛❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❚❤✐s
s❝❛❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛ ❝❛r❡❢✉❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s✉❜t❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
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❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❞❡ tâ❝❤❡s s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡

❘és✉♠é ✿ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✏♣❛q✉❡t ❞❡ tâ❝❤❡s✑✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s
s✉r ❧❡ r♦✉t❛❣❡ ♠✉❧t✐✲❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r s❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té q✉❛♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝r✐tèr❡
❞✬éq✉✐té ❡t s♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦✲
❝❛❧❡s à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♥❛ï✈❡
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ♠✉❧t✐✲❝❤❡♠✐♥ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♥st❛❜❧❡ ❡t ✐♥❡✣❝❛❝❡✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳
❈❡tt❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ♠✉❧t✐✲❝❤❡♠✐♥✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡rs s✉❝❤ ❛s ❣r✐❞✳ ❲❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② r✉♥ ♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❝❝✉r ❬✶❪✳
❍❡♥❝❡✱ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❧❛r❣❡ s②st❡♠s✱ ❛s t❤❡② r❡q✉✐r❡ ❛ ❢✉❧❧
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❤❛♥❞✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ s❡❡❦ ❢✉❧❧② ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♠♦st ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉rs ✐s ❬✷❪ ✇❤❡r❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❢❛✐r♥❡ss ✐s ✐♥s✉r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r
❛♥❛❧②s✐s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✲♠✐♥ ❢❛✐r♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ♠❛❦❡ ♣♦♦r
✉s❛❣❡ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❬✸❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡✐r ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t
s♦♠❡t✐♠❡s ❢❛✐❧ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r t❤❡ α✲❢❛✐r ♦♥❡✱ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❜❡✐♥❣ ❛ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞
❢❛✐r♥❡ss✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✳

❲❡ t❛r❣❡t ❛t ♠❡t❤♦❞s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ s♦✉r❝❡ ✴ ❧✐♥❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹❪✳ ❆t ❡❛❝❤
t✐♠❡ ❡♣♦❝❤✱ t❤❡ ❧✐♥❦s ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣r✐❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✭❣❡♥❡r❛❧❧②
♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐❛ t❤❡ q✉❡✉❡ s✐③❡ ♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞r♦♣♣✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s r❡✲
s♣♦♥❞ ❜② ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡✐r r❛t❡s s♦ ❛s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■♥ ❣r✐❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❢✉❧❧② ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
s♦✉r❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐ts❡❧❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤r❡❡❢♦❧❞✿

❼ ❲❡ ❛❞❛♣t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ r♦✉t✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❬✺❪ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ ❣r✐❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❈P❯ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✏❝❧❛ss✐❝❛❧✑ r❛t❡
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✮❀

❼ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❀

❼ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s r❛✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛s✲
s✐❝❛❧ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✹ ❘✳❇❡rt✐♥✱ ❆✳ ▲❡❣r❛♥❞ ✫ ❈✳ ❚♦✉❛t✐

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ t❤❡
♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❢♦r♠❛❧❧② st❛t❡ ❛♥❞
❥✉st✐❢② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❲❛♥❣✱ P❛❧❛♥✐s✇❛♠✐ ❛♥❞ ▲♦✇ ❬✺❪ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❛♥❞
t❤❡✐r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❛ s❝❛❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❡♥s✉r❡ st❛❜✐❧✐t② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳
❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♥❛✐✈❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉♥st❛❜❧❡
❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡ s❝❛❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈❡s ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ r❡♠❛r❦s ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳

✷ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧s

❲❡ ✉s❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r s✐♠✐❧❛r ♥♦t❛t✐♦♥s t♦ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✻❪ ❛♥❞ ❬✺❪✳

✷✳✶ P❧❛t❢♦r♠ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❣r❛♣❤✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♥♦❞❡✲
✇❡✐❣❤t❡❞ ❡❞❣❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (N, E,W,B)✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❊❛❝❤
♥♦❞❡ Pn ∈ N r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡r Wn ✢♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r s❡❝♦♥❞✳ ❊❛❝❤ ❡❞❣❡ ei,j : (Pi → Pj) ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❛ ✈❛❧✉❡ Bi,j ✇❤✐❝❤
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜❡t✇❡❡♥ Pi ❛♥❞ Pj ✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❧✐♥❡❛r✲❝♦st ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❤❡♥❝❡ ✐t t❛❦❡s X/Bi,j t✐♠❡ ✉♥✐ts t♦ s❡♥❞ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♦❢
s✐③❡ X ❢r♦♠ Pi t♦ Pj ✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ Wi ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ Wi = 0 ♠❡❛♥s t❤❛t Pi ❤❛s
♥♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜✉t ❝❛♥ st✐❧❧ ❢♦r✇❛r❞ ❞❛t❛ t♦ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ Bi,j ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✭♦r ❡q✉❛❧ t♦ 0 ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ Pi ❛♥❞ Pj✮✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s t❤❡ ❢✉❧❧ ♦✈❡r❧❛♣✱ ♠✉❧t✐✲♣♦rt ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❜♦t❤ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ♥♦❞❡ ❝❛♥
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② r❡❝❡✐✈❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡♥❞ ❞❛t❛ t♦ ❛❧❧ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛t ❛r❜✐tr❛r② r❛t❡ ✇❤✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡
r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♣❡❡❞ ❜♦✉♥❞s✮✳

■◆❘■❆



❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❇❛❣✲♦❢✲t❛s❦s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺

Bi→j

Wi

Wj

Pm(1)

Pm(2)

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆ ❣r❛♣❤ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ♥♦❞❡ ✭❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❡❞❣❡ ✭❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮
✇❡✐❣❤ts✳ ❚✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡♣❧♦②♠❡♥ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✳

❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✿ ❧✐♥❡❛r ❝♦sts ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♥❣✱ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r❧❛♣✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲♣♦rt ♠♦❞❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧s♦ ❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠✉❧t✐✲♣♦rt ❡①t❡♥s✐♦♥ ❬✼❪ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡
❤❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ s✐♠♣❧② ❛♠♦✉♥ts t♦
s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ s♣❡❝✐✜❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✇❡❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛t❤s✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥
♦✈❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r K ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ Ak✱ 1 6 k 6 K✳ ❊❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ❛
♠❛st❡r ♥♦❞❡ Pm(k) t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧❧② ❤♦❧❞s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
Ak✳ ❊❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❡q✉❛❧✲s✐③❡❞ t❛s❦s✳ ❲❡ ❝❛♥
t❤✐♥❦ ♦❢ ❡❛❝❤ Ak ❛s ❛ ❜❛❣ ♦❢ t❛s❦s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ ✜❧❡s t❤❛t r❡q✉✐r❡ s♦♠❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❆ t❛s❦ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Ak ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ t❛s❦ ♦❢ t②♣❡ k✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ♦♥❡
❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❛s❦s ❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t
♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❧❡t wk ❜❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭✐♥ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✮
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛ t❛s❦ ♦❢ t②♣❡ k✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ bk ✐s t❤❡ s✐③❡ ✭✐♥ ❜②t❡s✮ ♦❢ ✭t❤❡ ✜❧❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦✮ ❛ t❛s❦ ♦❢ t②♣❡ k✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ✐s
♦✉t✇❛r❞s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦❡r
✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Ak ✐s ❞❡♣❧♦②❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠
❛s ❛ tr❡❡✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛s t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ✐s
✉s❡❞ ❜② ♠❛♥② ❣r✐❞ s❡r✈✐❝❡s ❬✽❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ✇❛♥ts t♦ ✉s❡ ❛ ♥♦❞❡
Pn✱ ❛❧❧ ✐ts ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ Pm(k) t♦ Pn ❞❡♥♦t❡❞ ❜② (Pm(k) ❀ Pn)✳ ■❢

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✻ ❘✳❇❡rt✐♥✱ ❆✳ ▲❡❣r❛♥❞ ✫ ❈✳ ❚♦✉❛t✐

♥♦ s✉❝❤ ♣❛t❤ ❡①✐sts ♦r ✐❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ❝❛♥♥♦t ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡ n ✭❡✳❣✳✱ ❢♦r ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡
r❡❛s♦♥s✮✱ t❤❡♥ (Pm(k) ❀ Pn) ✐s ❡♠♣t②✳

✷✳✸ ❙t❡❛❞②✲❙t❛t❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❆s ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ s✉♣♣❧② ♦❢ t❛s❦s✱ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❛✐♠
❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♣❡r t✐♠❡✲✉♥✐t ✭t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t✮✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t
❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞❡r✐✈❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❬✾❪✳ ■♥
♦✉r s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ t❤✉s
tr② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r
t♦ ❬✻❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ̺n,k

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ♦❢ t②♣❡ k ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② Pn ♣❡r t✐♠❡ ✉♥✐t✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✻❪ t❤❛t ❢❡❛s✐❜❧❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ r❛t❡s ✭✐✳❡✳✱ ❢❡❛s✐❜❧❡ ̺n,k✬s✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡r✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡
♦♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ s✉❝❤ r❛t❡s ✐♥ ❛ ❢✉❧❧② ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✇❛②✳

✷✳✹ ❯t✐❧✐t②

❚❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ ̺k =
∑

n∈N ̺n,k✳
▲❡t Uk(̺k) ❜❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k✳ ❲❡ ❛✐♠ ❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

∑
k∈K Uk✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ Uk ❧❡❛❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ❢❛✐r♥❡ss ❬✶✵❪✳
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ Uk(̺k) = log(̺k) ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❛✐r♥❡ss✮ ♦r Uk(̺k) = ̺α

k/(1 − α) ✭α✲
❢❛✐r♥❡ss✮✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❛✐r♥❡ss ❜✉t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛♥
❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ α✲❢❛✐r♥❡ss✳

✷✳✺ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠

❲❡ ❛✐♠ ❛t ✜♥❞✐♥❣ (̺n,k)16k6K,16n6N t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s
∑

k log(̺k) ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✿

̺k =
∑

n

̺n,k ✭✶✮

∀n,
∑

k

̺n,kwk 6 Wn ✭✷✮

∀(Pi → Pj),
∑

k

∑

n s✉❝❤ t❤❛t

(Pi→Pj)∈(Pm(k)❀Pn)

̺n,kbk 6 Bi,j ✭✸✮

■◆❘■❆



❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❇❛❣✲♦❢✲t❛s❦s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✼

◆♦t t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝♦♥str❛✐♥t ✭✶✮ ✐s ♥♦t ❛ r❡❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜✉t ✐s ♦♥❧②
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥str❛✐♥t ✭✷✮ s✐♠♣❧② st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r n ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✸✮ st❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❧✐♥❦ (Pi → Pj) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ❛s ✐t ❞♦❡s r❡❧② ♥❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
t❤❛t ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♥♦r t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭s✉❝❤ r❡str✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ s❡❛♠❧❡ss❧② ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s✮✳

✸ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

✸✳✶ ❋❧♦✇ ❈♦♥tr♦❧ ✐♥ ▼✉❧t✐✲♣❛t❤ ◆❡t✇♦r❦

❚②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ ♥❡t✇♦r❦✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
max̺

∑
s Us(̺s) ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

̺k =
∑

n

̺n,k ✭✹✮

∀(Pi → Pj),
∑

k

∑

r♦✉t❡s n s✳t✳

(Pi→Pj)∈n

̺n,k 6 Bi,j ✭✺✮

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✮ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② s②s✲
t❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♣❛❝❦❡t s❡♥t ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ ✐ts ♦✇♥ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✺✮
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ k t❤❡♥ ❤❛s nk ♣♦ss✐❜❧❡ r♦✉t❡s✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Us ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✉t✐❧✲
✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❛♥❣✱ P❛❧❛♥✐s✇❛♠✐ ❛♥❞ ▲♦✇ ❬✺❪ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ❡❛❝❤ ✢♦✇ ❤❛s s♦♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts✿ ∀s,∃ms, Ms, mk 6 ̺k 6 Mk✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥
♦✉r ❝♦♥t❡①t s♦✱ ❢♦r s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✺❪✳

❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❆ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❡r µ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✺✮✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

L(̺, µ) =
∑

k∈K

Uk

(
nk∑

n=1

̺n,k

)
+

∑

(Pi→Pj)

µi,j


Bi,j −

∑

k

∑

r♦✉t❡s n s✳t✳

(Pi→Pj)∈n

̺n,k


 .

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✽ ❘✳❇❡rt✐♥✱ ❆✳ ▲❡❣r❛♥❞ ✫ ❈✳ ❚♦✉❛t✐

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ t❤❡ Us ❛r❡ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦❧✈❡✿

max
̺>0

min
µ>0

L(̺, µ). ✭✻✮

❯s✐♥❣ ❙❧❛t❡r✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ̺n,k.
∂L

∂̺n,k
= 0✳

❍❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥② (n, k)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

U ′
k(̺k) =

∑

(Pi → Pj) ∈ r♦✉t❡ n

µi,j ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ̺n,k > 0✳ ✭✼✮

µi,j ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡ ❢♦r r❡s♦✉r❝❡ (Pi → Pj) ❛♥❞ t❤✉s
∑

(Pi→Pj)∈r♦✉t❡ n µi,j

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ✢♦✇ k t♦ ✉s❡ r♦✉t❡ n✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ✐t pn
k ✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡

s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞♦♥❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✮✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ s❤♦✇s t❤❛t✱ ❛t ♦♣t✐♠✉♠✱ ❛❧❧ r♦✉t❡s ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦st pk ❛♥❞ t❤✉s

̺∗k =
∑

n

̺∗n,k = U ′−1(min
n

pn
k).

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t
̺k ♦♥❧②✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉ts ♣❡r ♣❛t❤ ✐t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ̺n,k✮✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ min ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t t✇✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ̺k

✏✈❛r✐❛❜❧❡s✱✑ ❜✉t ♥♦t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ̺n,k✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♦♥❧② ❝♦♥✈❡①✳
■♥ ❬✺❪✱ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥t

♦♥ t❤❡s❡ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✶✳✶ ❋✐rst ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♦ ❛s t♦ ♠❛❦❡ ✐t
str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ̺n,k✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿

max
̺>0,e̺>0

∑
UK

k=1

(
nk∑

n=1

̺n,k

)
−

∑

k

∑

n

1

2
(̺n,k − ˜̺n,k)

2,

✇❤❡r❡ ˜̺n,k ✐s ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ❡❧❡❣❛♥t tr✐❝❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✱ ˜̺n,k = ̺n,k ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✮ ✐s t❤❡

■◆❘■❆



❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❇❛❣✲♦❢✲t❛s❦s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✾

s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳ ❨❡t✱ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ ❛❧❧
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ˜̺n,k ❛♥❞ ̺n,k ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❆
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ st❡♣ s✐③❡ γ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ✭̺ ❛♥❞ ˜̺✮ ❛♥❞ t❤❡
❞✉❛❧ ✭µ✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡❛❞s t♦ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❦s✳

❢♦r❛❧❧ s♦✉r❝❡ k ❞♦✶

❘❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ♣❛t❤ ♣r✐❝❡s pn
k ✳✷

❢♦r❛❧❧ n ∈ 1 . . . nk ❞♦✸

˜̺n,k(t + 1)← (1− γ)˜̺n,k(t) + γ̺n,k(t)
̺n,k(t + 1)← [(1− γ)̺n,k(t) + γ ˜̺n,k(t) + γ(U ′

k(̺k(t))− pn
k(t))]+

̺k(t + 1)←
∑nk

n=1 ̺n,k(t + 1)✹

❙❡♥❞ ̺n,k(t + 1) t♦ ❛❧❧ ❧✐♥❦s ✐♥ ♣❛t❤ n✳✺

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❋❧♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦✉r❝❡ k

❢♦r❛❧❧ ▲✐♥❦ (Pi → Pj) ❞♦✶

❘❡❝❡✐✈❡ ̺n,k ❢♦r ❛❧❧ r♦✉t❡ n ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ k✱ s✉❝❤ t❤❛t (Pi → Pj) ∈ n ❛♥❞✷

❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡s❡ r❛t❡s ✐♥ ̺i,j :
µi,j(t + 1)← [µi,j(t) + γ(̺i,j(t)−Bi,j)]

+
✸

❙❡♥❞ µi,j(t + 1) t♦ ❛❧❧ s♦✉r❝❡s k ✉s✐♥❣ (Pi → Pj)✳✹

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❋❧♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧✐♥❦ (Pi → Pj)

✸✳✶✳✷ ❙❡❝♦♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❬✺❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜✲❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ♦♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❛ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ✢♦✇ ̺k ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ k ❛♥❞ ❛ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ̺k✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤♦✇ t♦ s♣❧✐t t❤❡ tr❛✣❝ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r♦✉t❡s✳

❚❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ❛t s♦✉r❝❡ k ❝♦♠♣✉t❡s

̺∗k = U ′−1(p∗k)✱✇❤❡r❡ p∗k(t) = min
r♦✉t❡s n

pn
k(t)

❚❤❡ r♦✉t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✵ ❘✳❇❡rt✐♥✱ ❆✳ ▲❡❣r❛♥❞ ✫ ❈✳ ❚♦✉❛t✐

✶✳ ❯♣❞❛t❡s ❛❧❧ r❛t❡s✿

∀n, ̺n,k(t + 1) = [̺n,k(t)− γ(pn
k(t)− p∗k(t))]

+ . ✭✽✮

✷✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ♣✐❝❦s ❛♥② r♦✉t❡ j t❤❛t ❤❛s ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ ✐ts
r❛t❡ t♦

̺j,k(t + 1) =


̺k(t + 1)−

∑

n6=j

̺n,k(t + 1)




+

✭✾✮

❚❤✉s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛t❤s t❤❛t ❝♦st ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r✐❝❡
✐s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✭❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮✮✳ ❚❤✐s ✐♥s✉r❡s t❤❛t ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ♦♥❧②
r♦✉t❡s ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦sts ❛r❡ ✉s❡❞✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❡♣♦❝❤✱ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ r♦✉t❡s ♦❢ ❡q✉❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♦♥❡ r♦✉t❡ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ s♦ t❤❛t

∑
n ̺n,k r❡♠❛✐♥s ❡q✉❛❧ t♦ ̺k✳

❚❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡✐♥❣ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♥♦t
❣✐✈❡♥ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✇♦✉❧❞ r❡❢❡r t♦ ❬✺❪ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

✸✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❆s ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ♥♦t❡❞✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❛❣✲♦❢✲t❛s❦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦♥
❣r✐❞✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ r♦✉t✐♥❣✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ st✉❞② ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t ✐t t♦
♦✉r ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤s✳

✸✳✷✳✶ ❘♦✉t❡s ✈s ❙❧❛✈❡s

●r✐❞s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ✇❤❡r❡ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞ ❛❝❝❡ss r❡str✐❝t✐♦♥s
❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤✉s t❤❡r❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❛② t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳
❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② ♠❛♥② ❣r✐❞ s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ ❛
✉♥✐q✉❡ ✭❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮ r♦✉t❡ ❢r♦♠ ❛ ♠❛st❡r t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❧❛✈❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤
r♦✉t✐♥❣✳

✸✳✷✳✷ ▲❛❣r❛♥❣❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❡rs

❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✷✮ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♥❡✇
❝♦♥str❛✐♥t ❞♦❡s ♥♦t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ♦♥❧② ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛❞❞ ❛♥
♦t❤❡r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r λ s✐♠✐❧❛r t♦ µ✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞

■◆❘■❆



❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❇❛❣✲♦❢✲t❛s❦s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✶

t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✭mk ❛♥❞ Mk r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❛s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✺❪✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦♥❧② ✐♠♣❧② s✐♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✸✳✷✳✸ ❚♦♣♦❧♦❣②

❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳ ■♥ ❣r✐❞s✱ t❤❡ ♠❛st❡r✲s❧❛✈❡ ♣❛✐rs ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ r♦✉t❡s ✐♥ t❤❡
✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡r❡ ✐s t❤✉s ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏r♦✉t❡s✑ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✏s♦✉r❝❡s✳✑ ❚❤✐s ♠❛② ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳

✸✳✷✳✹ ❉❡❝✐s✐♦♥ ◆♦❞❡s

❆ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱
s♦✉r❝❡s ❛❞❛♣t ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡✱ ✐♥ ❣r✐❞s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡ ♥♦❞❡s ✭❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠❛st❡r ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts s❧❛✈❡✮ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ r❛t❡s✱ s♦ ❛s t♦
♣r❡✈❡♥t ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛st❡r✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡✇❧② ♣r♦♣♦s❡❞ s♦✉r❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞
✐ts❡❧❢ ❜❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✳

✹ Pr♦♣♦s❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ■♠♣♦rt❛♥t Pr♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

L(̺, ˜̺, λ, µ) =
∑

k∈K

Uk

(
∑

i

̺i,k

)
+
∑

i

λi

(
Wi −

∑

k

̺i,kwk

)
−

∑

k∈K

∑

i

1

2
(̺i,k − ˜̺i,k)2

+
∑

(Pi→Pj)

µi,j


Bi,j −

∑

k

∑

n s✉❝❤ t❤❛t

(Pi→Pj)∈(Pm(k)❀Pn)

̺n,kbk


 .

❋♦r s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s η ❛♥❞ σ✿





ηn
k =

∑

(Pi→Pj)∈(Pm(k)❀Pn)

µi,j ,

σn
k =

∑

n s✉❝❤ t❤❛t

(Pi→Pj)∈(Pm(k)❀Pn)

̺n,k.

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✷ ❘✳❇❡rt✐♥✱ ❆✳ ▲❡❣r❛♥❞ ✫ ❈✳ ❚♦✉❛t✐

❚❤❛t ✐s✱ ηn
k ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r✐❝❡ ♣❡r ▼❜ t♦ s❡♥❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ Pm(k) t♦ Pn ❛♥❞ σn

k ✐s t❤❡
t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❛s❦s ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k s❡♥t ❢r♦♠ Pm(k) t♦ Pn ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✳
❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿





ηj
k = ηi

k + µi,j

σi
k = ̺i,kbk +

∑

j s✳t✳(Pi→Pj)

σj
k

✹✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❯s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞✲s✐③❡ γ st❡♣ ❣r❛❞✐❡♥t ✭✇❤❡r❡ t❤❡ γ ✈❛❧✉❡ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣❞❛t❡s ❢♦r λ✱ µ✱ ̺ ❛♥❞ ˜̺✿

pi
k(t + 1)← bkη

i
k(t) + wkλi(t) ✭✶✵✮

˜̺i,k(t + 1)← (1− γe̺)˜̺i,k(t) + γe̺̺i,k(t) ✭✶✶✮

̺i,k(t + 1)← [(1− γ̺)̺i,k(t) + γ̺ ˜̺i,k(t) + γ̺(U
′
k(̺k(t))− pi

k(t))]
+ ✭✶✷✮

̺k(t + 1)← σ
m(k)
k (t + 1) ✭✶✸✮

λi(t + 1)←

[
λi(t) + γλ

(
∑

k

wk̺i,k −Wi

)]+

✭✶✹✮

µi,j(t + 1)←

[
µi,j(t) + γµ

(
∑

k

bkσ
i
k −Bi,j

)]+

✭✶✺✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ i t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ✇❤♦ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
❢♦r ̺k,i✱ ̺k,i✱ ηk,i ❛♥❞ σk,i✳ ❊❛❝❤ ❧✐♥❦ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✐ts ♦✇♥ µi,j ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡
✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✐ts ♦✇♥ λi✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧ ✉♣❞❛t❡s
❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❛♥❞ ✹✳

✹✳✷ ■♥t❡r❡st✐♥❣ Pr♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ❢✉❧❧② ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♣r♦✈❡❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❝♦rr❡❝t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ γλ✱γµ✱γ̺✱ ❛♥❞
γe̺ ✭■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳✮ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♠❛❧❧
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ❞♦❡s ✇❛st❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ▲❛st✱ ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
s❡❛♠❧❡ss❧② ❛❞❛♣ts t♦ Wi ♦❢ Bi,j ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■◆❘■❆



❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❇❛❣✲♦❢✲t❛s❦s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✸

❢♦r❛❧❧ ❆❣❡♥t k ♦♥ ♥♦❞❡ i ❞♦✶

●❡t ❧♦❝❛❧ ♣r✐❝❡ λi✷

●❡t ♣r✐❝❡ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛t❤❡r µi✸

❘❡❝❡✐✈❡ ηi
k✳✹

❙❡♥❞ ηi
k + µi t♦ ❛❧❧ s♦♥s✳✺

❘❡❝❡✐✈❡ σj
k ❢r♦♠ ❛❧❧ s♦♥s✳✻

σi
k ← ̺k,i +

∑
j σj

k✼

❙❡♥❞ σi
k t♦ t❤❡ ❢❛t❤❡r✳✽

❘❡❝❡✐✈❡ ̺k ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ✐t t♦ ❛❧❧ s♦♥s✳✾

●✐✈❡ bkσ
i
k ❛♥❞ wk̺i,k t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r✐❝❡ ♠❛♥❛❣❡r✳✶✵

pi
k ← bkη

i
k + wkλi

̺i,k ← [(1− γ̺)̺i,k + γ̺ ˜̺i,k(t) + γ̺(U
′
k(̺k(t))− pi

k(t))]
+

˜̺i,k ← (1− γe̺)˜̺i,k + γe̺̺i,k✶✶

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✿ ❙❝❤❡❞✉❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ♦♥ ♥♦❞❡ i

❢♦r❛❧❧ Pr✐❝❡ ✉♣❞❛t❡ ♦♥ ♥♦❞❡ i ❞♦✶

●❡t bkσ
i
k ❛♥❞ wk̺i,k ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳✷

µi,j ← [µi,j + γµ

(∑
k bkσ

i
k −Bi,j

)
]+

λi ← [λi + γλ (
∑

k wk̺i,k −Wi)]
+

✸

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿ Pr✐❝✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ k ♦♥ ♥♦❞❡ i

✹✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ■ss✉❡s

■♥ ♦✉r t❡st✱ ✇❡ ✉s❡ Uk(̺k) = log(̺k) ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ̺i,k ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷
✇r✐t❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

̺i,k(t + 1)←

[
(1− γ̺)̺i,k(t) + γ̺ ˜̺i,k(t) + γ̺

(
1

̺k(t)
− pi

k(t)

)]+

.

❆ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ̺ ❧❡❛❞s t♦ ❤✉❣❡ ✉♣❞❛t❡s ❛♥❞ t❤✉s t♦ s❡✈❡r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ ❬✺❪✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st❡♣ s✐③❡s ❢♦r t❤❡ ˜̺ ♣❛rt ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝❡ pi

k

♣❛rt ❛♥❞ t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ✉♣❞❛t❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

̺i,k(t + 1)←
[
(1− γ(1)

̺ )̺i,k(t) + γ(1)
̺ ˜̺i,k(t) + γ(2)

̺

(
1− ̺k(t).p

i
k(t)

) ]+
. ✭✶✻✮

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✹ ❘✳❇❡rt✐♥✱ ❆✳ ▲❡❣r❛♥❞ ✫ ❈✳ ❚♦✉❛t✐

❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛✈♦✐❞ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ✵ t❤❛t ♦❢t❡♥
♦❝❝✉rr❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✉♣❞❛t❡ s❝❤❡♠❡ ❜✉t t❤❛t ✐t ✐s ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ❞❛♠♣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✉♣❞❛t✐♥❣ ̺ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡
♣r✐❝❡s λ ❛♥❞ µ✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ̺✬s ✉♣❞❛t❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ̺
s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭♦r ❜❡ s♠❛❧❧❡r✮ ❛s t❤❡ ✜rst ♦♥❡ t♦ ❛✈♦✐❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ♣r❡✈❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
♣r✐❝❡ λi ♦❢ Pi ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ∆λi✳ ❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥❝✉rs ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ∆̺i,k ♦❢ ̺i,k✿

∆̺i,k = −γ(2)
̺ wk∆λi̺k.

■♥ t✉r♥✱ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥❝✉rs ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ λi✿

∑

k

γλ.wk.∆̺i,k = ∆λi.

(
∑

k

γλ.γ(2)
̺ w2

k̺k

)
.

❚❤✉s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❣r❛❞✐❡♥t ✐s st❛❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢

∑

k

γλ.γ(2)
̺ w2

k̺k < 1.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

λi(t + 1)←

[
λi(t) + γλ

∑
k wk̺i,k −Wi∑

k w2
k̺k

]+

✭✶✼✮

❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

µi,j(t + 1)←


µi,j(t) + γµ

∑
k bkσ

i
k −Bi,j∑

k

∑
n s✉❝❤ t❤❛t

(Pi→Pj)∈(Pm(k)❀Pn)
b2
k̺k




+

. ✭✶✽✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s s❝❛❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❡✈❡♥ r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛s ❛❧❧ ♣r♦❝❡s✲
s♦rs ❛❧r❡❛❞② r❡❝❡✐✈❡ ̺k t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ̺ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮✮✳ ❙✉❝❤ ❛ s❝❛❧✐♥❣
✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

■◆❘■❆



❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❇❛❣✲♦❢✲t❛s❦s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✺

✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭t❤❡
✉♥s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✈❡rs✉s t❤❡ s❝❛❧❡❞ ♦♥❡✮✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❞❡t❛✐❧s ❤♦✇ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡
❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✉♥s❝❛❧❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✺✮✮
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✼✮
❛♥❞ ✭✶✽✮✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮✳

✺✳✶ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

✺✳✶✳✶ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙✐♠●r✐❞ s✐♠✉❧❛t♦r ❬✶✶❪✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
✐♥ ❬✻❪ t❤❛t ❢❡❛s✐❜❧❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ r❛t❡s ✭✐✳❡✳✱ ❢❡❛s✐❜❧❡ ̺n,k✬s✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❡✣✲
❝✐❡♥t ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
s✉❝❤ r❛t❡s ✐♥ ❛ ❢✉❧❧② ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✇❛②✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✉s❡
s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s✱ ❡❛❝❤ st❡♣ r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡
❞❡♣❧♦②♠❡♥t tr❡❡✳

❯♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❢❛✉❧t st❡♣ s✐③❡s ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥
❛❧❧ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙t❡♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✈❛r✐❛❜❧❡ γe̺ γ
(1)
̺ γ

(2)
̺ γλ γµ

✈❛❧✉❡ 0.02 0.02 100.0 5.10−3 5.10−4

✈❛r✐❛❜❧❡ ̺✐♥✐t λ✐♥✐t µ✐♥✐t

✈❛❧✉❡ 6.105 2.10−2 2.10−2

✺✳✶✳✷ P❧❛t❢♦r♠ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ✜rst s❡t ♦❢ t❡sts ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦♥❧② 5 ♥♦❞❡s ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❋♦r ❡❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞
❧✐♥❦s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥♦r ♦✉r ♣r♦t♦t②♣❡ r❡q✉✐r❡s t❤❛t✳

✺✳✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✲t♦✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❛✲
t✐♦ ✭❈❈❘✮✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡ (b, w)✿ (1000, 5000)✱
(2000, 800)✱ ❛♥❞ (1500, 1500)✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾
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B = 5.108

W = 5.108

m(3) m(1)

m(2)

C

A

B

ED

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙✐♠♣❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❆❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡s✳

❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛st❡r✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ◆❛♠❡❧②✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ 1✱ 2 ❛♥❞ 3 ❛r❡
❤♦st❡❞ ❜② ♥♦❞❡s D✱ A ❛♥❞ C r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✺✳✶✳✹ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r s✉❝❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❡❛s②✳
■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❙❉P ✭❙❡♠✐✲
❉❡✜♥✐t❡ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✮✳ ❙❉P ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡
s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦r ❝♦♥st❛♥ts✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❢❛✐r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s s✉❜❥❡❝t t♦ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❙❉P ♣r♦❣r❛♠ ❬✶✷❪✳ ❆s t❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡✱ ✐t ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉✐❝❦ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡✱ ②❡t ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s
t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❙❉P s♦❧✈❡r ❝❛❧❧❡❞ ❉❙❉P✶✳

✺✳✷ ❯♥s❝❛❧❡❞ ❱❡rs✐♦♥

❖✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ st✉❞② ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ st❡♣ s✐③❡s ✭❢♦r ̺✱ λ ❛♥❞ µ✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② s❡t✳

✶❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲✉♥✐①✳♠❝s✳❛♥❧✳❣♦✈✴❉❙❉P✴

■◆❘■❆



❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❇❛❣✲♦❢✲t❛s❦s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✼
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❖❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
∑

log ̺ ❢♦r t❤❡ ✉♥s❝❛❧❡❞ ✈❡r✲
s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ✐♥ t❤❡
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❧❡❛❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❖❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
∑

log ̺ ❢♦r t❤❡ ✉♥s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✳ ❙♠❛❧❧❡r st❡♣ s✐③❡s ✭γλ = 5.10−4✱ γλ = 5.10−5✱

γ
(2)
̺ = 1.0✮ ❤❡❧♣ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡rr❛t✐❝ ✈❛❧✉❡s ❜✉t ✐♥❝✉r ❛ ✈❡r② s❧♦✇

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✽ ❘✳❇❡rt✐♥✱ ❆✳ ▲❡❣r❛♥❞ ✫ ❈✳ ❚♦✉❛t✐

 0

 100000

 200000

 300000

 400000

 500000

 600000

 0  50  100  150  200  250  300  350  400

̺1

̺2

̺3

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ 400 ✐t❡r❛t✐♦♥s✿ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✜✈❡ ♦r ♠♦r❡ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥✳

■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s❡t ♦❢ 400 ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡

st❡♣ s✐③❡s ❢♦r γe̺ ❛♥❞ γ
(1)
̺ ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥ t❤❡

❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ γ
(2)
̺ ♦❢ ̺ ✇❛s ♦❢ ✉♣♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳

❲❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ ❋✐❣✉r❡s ✸ ❛♥❞ ✹✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ♦♥❡s
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ 4 ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② t❤❡ ❙❉P ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ 99.5%✱ 99% ❛♥❞ 95% ♦❢

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❋♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ
(2)
̺ ✭❡✳❣✳✱ γ

(2)
̺ = 100✮✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡✱ ❡❛❝❤ ✉♣❞❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡✐♥❣ t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ▲❛r❣❡ ✉♣❞❛t❡s ❝❛♥

❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ st❡♣ s✐③❡ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ γ
(2)
̺ = 0.1✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ❨❡t✱

❛❧t❤♦✉❣❤ ♠♦r❡ st❛❜❧❡✱ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇❡❧❧✳

❚❤✐s ❜❡✐♥❣ s❛✐❞✱ ❧❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✉♣❞❛t❡s ♦♥ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✭✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ γ
(2)
̺ = 100✮✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② ❞♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✢✉❝t✉❛t❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❛t❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✺ ♣❛t❤s ✐t ❢♦❧❧♦✇s✿ ̺k =

∑
̺i,k✳ ❋✐❣✉r❡ ✻

s❤♦✇s ❤♦✇ ̺1 ❞❡❝♦♠♣♦s❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ̺i,1 ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡
s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✈❛r✐❡s ❜② t❤❡ ✐♥st❛♥ts t❤❡② ❛r❡ r❡s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡ ❡♣♦❝❤s
❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s✉❞❞❡♥ ❥✉♠♣s ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡s✳

■◆❘■❆
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s✳

■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❡rr❛t✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s ✐♥ ❡❛❝❤
♥♦❞❡ ❛♥❞ ❧✐♥❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ♥✉❧❧ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✮✳

❍❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ st❡❛❞✐❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐t t❤r♦✉❣❤♣✉t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡
r❡s♦✉r❝❡s ✐t ✉s❡s ❛r❡ ♥✉❧❧✳ ❚❤❡♥✱ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❛ r❡s♦✉r❝❡ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✉r❛t❡❞ ❛♥❞
✐ts ♣r✐❝❡ s✉❞❞❡♥❧② ✏❥✉♠♣s✱✑ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥✉❧❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✉s❡
✐t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss r❡✐t❡r❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡✳
■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ✉♣❞❛t❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t❤❡
s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s s❛t✉r❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡
wk̺k ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ t♦ t❤❡
̺k✬s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② s✉❝❤ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✐♥ ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭r❡❣❛r❞❧❡ss
♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γλ ❛♥❞ γµ✮✳

✺✳✸ ❙❝❛❧❡❞ ❱❡rs✐♦♥

❲❡ r❛♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❲❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ ❢r♦♠
t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❤♦✇ q✉✐❝❦❧② t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✈❛♥✐s❤ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r♦✉t❡ ❛♥❞
t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✳

 37

 38

 39

 40

 41

 42

 43

 44

 45

 0  10  20  30  40  50
 37

 38

 39

 40

 41

 42

 43

 44

 45

 0  50  100  150  200  250  300  350  400

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❙❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❞✉❡ t♦ ❛ r❡❛❧❧② ❜❛❞❧②
❝❤♦s❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ q✉✐❝❦❧② ✈❛♥✐s❤ ✭❧❡❢t ❣r❛♣❤✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧♠♦st ✐♥st❛♥t❧②
r❡❛❝❤❡s ❛ ❞❡❝❡♥t ✈❛❧✉❡ ✭5% ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r 17 ✐t❡r❛t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧②
q✉✐❝❦❧② t♦ ❛ ❣♦♦❞ ✈❛❧✉❡ ✭1% ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❛❢t❡r 83 ✐t❡r❛t✐♦♥s✮ ✭r✐❣❤t
♣❧♦t✮✳

■◆❘■❆
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❙❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤ ✲ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✿ ❛❢t❡r 498 ✐t❡r✲
❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡♠❛✐♥s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 99.5% ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ st✐❧❧ ❢✉rt❤❡r
✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭◆♦t❛✿ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ 20 ✐t❡r❛t✐♦♥s✮✳

❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✾ t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥
s♦ ❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ✇❤❛t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✉♥s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳

▲❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✵✮✳ ❆s ✇✐t❤
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛♥ ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❢❛✐r❧② ❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✳ ❨❡t✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✐s ♥♦t ❛s q✉✐❝❦✳ ❆❢t❡r 2000 ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
5% ♦❢ ✐t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ r❛t❡ t❤❛t
♠❛❦❡ ❣♦♦❞ ✉s❛❣❡ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✏✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✑ ✭t❤❡
✜rst ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦r ❧❛r❣❡ ✉♣❞❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ✈❡r② ❞❡s✐r❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ✜♥❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✶✮✳ ❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✲
s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ✇❡r❡ ❡✐t❤❡r ♥✉❧❧ ♦r ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♥♦✇ ❤❛✈❡
s♠❛❧❧✱ ②❡t str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠✲
❜❡r✳ ❚❤✐s r❡✢❡❝ts ❛♥ ❤❛r♠♦♥✐♦✉s ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭❞✉❡ t♦ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✮✱ t❤❡✐r ❝✉r✈❡ q✉✐❝❦❧②
❞✐s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳
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t❤❛t t❤❡ r❡ss♦✉r❝❡s t❤❡② r❡❢❡r t♦ ✐s ♥❡✐t❤❡r ✉♥❞❡r ✉t✐❧✐③❡❞ ♥♦r ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞✳
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✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ r♦✉t✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❬✺❪ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❇❛❣✲♦❢✲t❛s❦s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s❡s✱ ❛
✏♥❛✐✈❡✑ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♥♦✈❡❧ s❝❛❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
t♦ ❞❛♠♣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤✐s s❝❛❧✐♥❣ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✉s❛❣❡ ✐s ♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✭❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ✐ts ♦✇♥
wk ❛♥❞ bk✮✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s s✐♠♣❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ♦❢
♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ♦♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✭♦✉r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t❡♥❞ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❜✉t ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ st✉❞② ✐s ✉♥❞❡r✇❛②✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐♥❦ ♦❢ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤✐s s❝❛❧✐♥❣
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r

❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡ ✐ts ♦✇♥ st❡♣ s✐③❡ γ
(2)
̺ ✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♦♥ γ

(2)
̺ s♦ t❤❛t

❡❛❝❤ ✉♣❞❛t❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ̺i,k ✇♦✉❧❞ ❡♥s✉r❡
❛ ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❛❧❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ❜✉t ✇❡ ❛r❡ st✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤✐s ✐ss✉❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆✳ ▲❡❣r❛♥❞ ❛♥❞ ❈✳ ❚♦✉❛t✐✱ ✏◆♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜❛❣✲♦❢✲t❛s❦
❛♣♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✺t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥s ✭■◆❋❖❈❖▼✬✵✼✮✱ ❆❧❛s❦❛✱ ❯❙❆✱ ▼❛② ✷✵✵✼✳

❬✷❪ ❖✳ ❇❡❛✉♠♦♥t✱ ▲❛rr② ❈❛rt❡r✱ ❏❡❛♥♥❡ ❋❡rr❛♥t❡✱ ❆r♥❛✉❞ ▲❡❣r❛♥❞✱ ▲♦r✐s ▼❛r❝❤❛❧✱
❛♥❞ ❨✈❡s ❘♦❜❡rt✱ ✏❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✉s ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡rs ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜❛❣✲♦❢✲t❛s❦
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱✑ ✐♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②♠♣♦s✐✉♠
■P❉P❙✬✷✵✵✻✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✻✳

❬✸❪ ❋✳ ❑❡❧❧②✱ ❆✳ ▼❛✉❧❧♦♦✱ ❛♥❞ ❉✳ ❚❛♥✱ ✏❘❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✿
s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡s✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❢❛✐r♥❡ss ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t②✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧
❘❡s❡❛r❝❤ ❙♦❝✐❡t②✱ ✈♦❧✳ ✹✾✱ ♣♣✳ ✷✸✼✕✷✺✷✱ ✶✾✾✽✳

❬✹❪ ❙✳ ▲♦✇✱ ✏❆ ❞✉❛❧✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚❈P ❛♥❞ q✉❡✉❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱✑
■❊❊❊✴❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✶✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✺✷✺✕✺✸✻✱ ✷✵✵✸✳

❬✺❪ ❲✳✲❍✳ ❲❛♥❣✱ ▼✳ P❛❧❛♥✐s✇❛♠✐✱ ❛♥❞ ❙✳ ▲♦✇✱ ✏❖♣t✐♠❛❧ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ r♦✉t✐♥❣
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❬✽❪ ❊✳ ❈❛r♦♥ ❛♥❞ ❋✳ ❉❡s♣r❡③✱ ✏❉✐❡t✿ ❆ s❝❛❧❛❜❧❡ t♦♦❧❜♦① t♦ ❜✉✐❧❞ ♥❡t✇♦r❦ ❡♥❛❜❧❡❞
s❡r✈❡rs ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✱✑ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✷✵✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣♣✳ ✸✸✺✕✸✺✷✱ ✷✵✵✻✳
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