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Résumé—Le développement de deux expressions formelles d’estimation des
parametres par une approche algébrique constitue la principale motivation
de cet article, ces deux expressions étant obtenues en suivant les idées in-
troduites par M. Fliess et H. Sira-Ramirez parues dans [1], [2]. Cette ap-
proche est dédiée a une classe générale de systemes linéaires stationnaires.
Les expressions formelles des parameétres inconnus sont obtenues en fonc-
tion d’intégrales portant sur la sortie et sur ’entrée. Pour ce faire, on ap-
plique les outils mathématiques suivants : la transformation de Laplace, la
formule de Leibniz et les outils issus du calcul opérationnel. Un example
en dimension trois d’un moteur a courant continu et des simulations sont
donnés afin d’illustrer les performances de cette approche.

Mots-clés— Systemes linéaires, estimation des paramétrique, approche
algébrique.

I. INTRODUCTION

Version provisoire.

De nombreux modeles font intervenir des parametres qui
doivent étre estimés afin de faire des prévisions d’évolution du
systeme ou afin d’élaborer une loi de commande. Les mesures
obtenues sur le processus, augmentées de la connaissance des
excitations appliquées a ce dernier, permettent de constituer les
données utiles (lorsque cela est possible) a la determination de
ces parametres. Les deux principales méthodes utilisées sont! :

— la méthode des moindres carrés (LS, RLS, RELS) (pour

plus de détails voir [3]),

— la mise en place d’un observateur (en général a conver-

gence asymptotique?).

Les principales faiblesses relatives de ces techniques sont
liées aux bruits de mesure, au caractere asymptotique de la
convergence (observateur) et a la difficulté de les mettre en
ceuvre pour une identification en ligne et en boucle fermée.

Dans cet article, nous nous intéressons a I’estima-
tion paramétrique pour des systemes linéaires stationnaires.
Récemment, M. Fliess et H. Sira-Ramirez ont développé une
nouvelle approche basée sur des méthodes algébriques [1], [2].
Cette approche possede les propriétés suivantes :

— les calculs peuvent €tre effectués par un ordinateur et d’une

maniere tres rapide,

— I’identification en boucle fermée est possible grace a une

identification en temps réel (en temps tres petit),

— une bonne robustesse par rapport au bruit de mesure (qu’il

soit blanc ou d’une autre nature) peut étre obtenue.

IBien qu’il existe d’autres techniques, elles sont relativement moins répandues

ZDepuis peu des observateurs en temps fini commencent & voir le jour (voir
par exemple [4], [5], [6]), mais ils n’ont pas encore été exploités pour de I’iden-
tification car ils sont, en général, relativement sensible aux bruits de mesure.
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Le travail présenté ici a pour but de donner 1’expres-
sion formelle d’estimation des parametres par cette approche
algébrique.

II. PROBLEMATIQUE
Considérons un systéme linéaire stationnaire :
x =Ax+Bu
y =Cx
ol x € R" est I’état, u € R est I’entrée et y € R est la sortie.
A e R™" B e R™M et C € R*" sont des matrices constantes.
Par la suite on considérera des systemes monovariables, c’est-
a-dire : m=d =1, soit u € R et y € R. Dans cet article, une
approche algébrique est considérée pour I’estimation des pa-
rametres. Dans [1], [2], 1a notion d’identifiabilité est revisitée du
point de vue de I’algebre différentielle. Dans ce cas, on dit que

les parametres inconnus ® = (0;...0;) sont linéairement identi-
fiables si et seulement si

ey

01
P|:|=Q+R
0;

— les entrées des matrices P et Q, de dimensions respectives
T X T et T x 1, appartiennent & Spat (4] (u,y),

— det(P) £0,

— R € R? avec les entrées appartenant a Span; )4 (m), &

étant le vecteur des perturbations.

Le but est d’estimer les parametres inconnus d’une maniere
rapide et sur la base de mesures bruitées. Pour cela, I’expression
formelle des parametres est déterminée en fonction d’intégrales
portant sur la sortie et I’entrée. L’influence des bruits sur la me-
sure peut également étre réduite avec 1’opération intégrale qui a
un effet de filtrage.

III. APPROCHE ALGEBRIQUE POUR L’ESTIMATION
DES PARAMETRES

Considérons le systtme (1). On obtient la relation
entrée/sortie :
Y iy =Y biu 2
i=0 i=0

aveca, = letm < n.



Nous donnons maintenant 1’expression formelle des pa-
rametres du systeme obtenu selon deux méthodes basée sur une
approche algébrique.

A. Premiére Méthode

Théoreme 1: Pour les systemes linéaires & parametres inva-
riants dans le temps avec la relation entrée/sortie (2), les estima-
tions des coefficients constants inconnus ag, . ..,d,—1,bg,-..,bn
sont données par I’expression suivante :

do —Fu 1 [y(1)]
a1 Fia —Fip\ " —Fay(t
ol I U T i U I
b ~Fonsmi1[y(t)]
avec
Fouly(®)] Fo1a[y(t)]
Fi, = : :
Fou[y(1)] Fu1ay(t)]
Foi[u(r)] Fon1 [u(1)]
Fip = : :
Foulu(t)] ... Eunlu(t))
Font1[y()] Fyr i1 [y(t)]
Fyy = : :
Fontm1[y(t)] Fy 1 nem1[y(1)]
Fony1[u(t)] Fonnr1 [u(t)]
Fap = : :
FO ntmt1 [u(?)] Fnntm+1 [u(1)]

¢ij Jot — )it (—1)i f(1)dt

Fplf@0)] =Y, Qn—i—j+p—1)

Jj=n—i

n i!
w= () N

ou I’indice p € [1, P] et P représentant le nombre de paramétres
inconnus que 1’on désire estimer et qui varie dans I’intervalle
[L,n+m+1].

“

Preuve
a) Application de la transformation de Laplace sur la relation
entrée/sortie (2) :

;ai (s‘m) —s" 1y — ny' ) 1))
= lzzobl (Siu(5> —S’ 1u(0) — - uEl_1)> (6)

b) Manipulation algébrique.

Pour éliminer les conditions initiales, on dérive I’expression
précédente n fois par rapport a s en utilisant la formule de Leib-
niz :

d"(x(s)y(s)) _ yn (1) d"I(x(s)) d/(3(5))
-%()

ds" 7].:0 j) dsh—i dsi 7

et la relation :

I -k :
dk(sl) oS si0<k<I
= 0, si0<I<k (7
’ CML D 1< 0 <k

On obtient alors :

Sy () ST di(y(s))

ig(’)al <j=n—i (J) (i+j—n)! ds/ )
v, [y () T d(u(s)
_,-Zéb'<z (j>(i+jn)! ds/ ) ®)

Jj=n—i

Multiplions les deux membres de (8) par s—(tp) .

n
) ai
i=0

n

cij dGs) &,
Z 'S2n+p7i7j de - I;)bl

Jj=n—i

i cij d(u(s))
Ty

Jj=n—i
)]

¢) Retour dans le domaine temporel.
Rappelons la transformation inverse de Laplace et la formule
qui transforme une intégrale double en une intégrale simple :

z7! (lde(s)> :/.../(—rl)ky(r])drl Ldr, 1>1

st dsk
t (4 __ -1
/.../y(rl)drl...dq:/ wdn (10)
Jo (=1
Avec ces deux formules, on obtient :
1.d*Y (s) f =) (=1)hy(r)
o1 (L :/ dr, 1>1
<sl ds* ) 0 -1 bot=

T

Donc,
~ 1 di(y(s)) =) (=) iy(n)
gl(ssz.f i )Z/o (2n—i—j)!y d

et la transformation inverse de Laplace de (9) est :

cij Jo(t =) (1) y(n)de
Cn—i—jtp-1)

Jj=n—i

[ f o e

- 1 N N .
i=0 j=n—i (2”717]+P*1)!

On obtient donc P relations liant les parametres et on peut
écrire I'expression formelle de I’estimation de 1’ensemble des
parametres sous la forme (3) en prenant P =n+m+ 1.

B. Deuxieme Méthode

Théoreme 2: Pour les systemes linéaires & parametres inva-
riants dans le temps avec la relation entrée/sortie (2), les estima-
tions des coefficients constants inconnus ag, .. .,d,—1,b0, .. .,bn
sont données par I’expression suivante :

ao —Fuay(1)]
G | _ (P —F\ | —Fab)]

bo | (an _]F2b> —Funi [y(1)] (n
Zﬂ\m - Nn,n+m+1 [y(t)]



avec
Fou[y(r)] Fo11[(1)]
Fig= : :
FO,nb’(t)] Fuy [y (t)]
—Fo1[u(t)] Foua[u(t)]
Fip = : :
Foulu(r)] Fipnlu(t)]
F0,11+1 (1)) ~n717n+1 (1)
F2a = : :
Fopem1 [y(1))] Byt et [y(7)]
Fo i1 [u(t)] o1 [u(1)]
Fap = : :
Fopme [u(1)] Fongmer [u(t)]
ntp=l &l pyn—iejtp—1(_ )i
Fiplf()] = j=n4§'—1—i “iE fO(t(z,:)_i_j+p_( 1;) /)
(12)
5 n+p—1 i!
C"”‘”:< l; )(i+j—n—p+1>! (1

ol I'indice p € [1,P] et P représente le nombre de paramétres
inconnus que I’on désire estimer et qui varie dans I'intervalle
[L,n+m+1].

Preuve
a) Application de la transformation de Laplace sur la relation
entrée/sortie (2) :

;)Cli (siy(s) — si’ly(O) - —ygl ) 1))
:l;)b, (s"u(s)—si71u<0)—...—ugf);l)) (14)

b) Manipulation algébrique.

Pour éliminer les conditions initiales, on dérive I’expression
précédente n+ p — 1 fois par rapport a s en utilisant la formule
de Leibniz et la relation (7), on obtient :

di . . . T
= R J (i+j—n—p+1)! ds/

Fol % (") LA CO)
TR\ LA G ) ien—pt) ay )

”ﬂ;*l) (lﬂ*nlilpﬂ)' et multiplions les deux

membres de I’expression précédente par s~ ("*+1)

Posons ¢; j , = (

i“‘ "+f Gy dO)
1 . T =
5 s s
m n+p—1 & d]<M(S))
b LP 15
Z ! 2ntp—i—j i (15)
=0 j=ntp—1-i* $

¢) Retour dans le domaine temporel.

La transformation inverse de Laplace de (15) est :

fof " Gl @
ai . .
i=0  \j=n+p—1-i 2n—i—j+p—1)!

(sl o)
i=0

Cn—i—j+p—1)!
Donc, on peut réécrire 1I’expression formelle de I’estimation
des parametres sous la forme (11).

Jj=n+p—1-i

IV. EXEMPLE : MOTEUR A COURANT CONTINU

Un moteur a courant continu est décrit de la maniere suivante :

X1 =X
Jx, =Kjx3
Lxs =—Rx3—Kxxp+u

oll y = x7 est la sortie measurable ; x; est la position angulaire
du rotor, x; est la vitesse angulaire du rotor, x3 est le courant
du rotor et u est la tension d’entrée. K1,K>,J,L et R sont des
parametres constants et strictement positifs.

A. Approche algébrique

Partons de la relation entrée/sortie :

R KK K
(3) K @) 21 K
y (t)+Ly (t)+ 17 y(t) 77

Les états x(¢) sont exprimés en fonction de la sortie y :

u(t) (16)

Xy =yl
x5 =)

xr =y(1)
)

Dans cet exemple, puisqu’on normalise a3 = 1 etqu'on aag =

N . KK
0, on a seulement 3 parametres inconnus a; = =71, ap = % et

K s .
bo = 7} a estimer.

Méthode 1
a) Application de la transformation de Laplace sur la relation
entrée/sortie (16) :

() = 23(0) = 53(0) -y2(0) )

£ 3 (5() ~9(0) ~5(0))
K>K
L

K

(sy(s) =¥(0)) = 7u(s)

a7

b) Manipulation algébrique.
Dériver trois fois (17) par rapport a s pour éliminer les condi-
tions initiales :

<6y(s) 118, D) | g2 d6) |

ds ds?
2 3
LR (D) o dY(6) L od y(s)
L ds

ds? ds?
n KK, 3d2y(s) Py(s)\ _ Ki d’u(s)
L] ds?

STds T L] ds?

$ d*y(s)
ds3

(18)



Multiplier les deux membres de (18) par s Fialy(t)] = /Fl,l [y(t)] Fialy(t) = /Fl,z[y(t)]
6 18dy(s) 9 d®y(s) 1d%(s Pl = [ Rab®)]  Rab@)] = [ F2[()]
<s4 O+ 5 o a e dys(s)) / /

s ds d 52 ds3

d
R [(6dy(s) 6d>(s) 1d%(s
+L( y()Jri3 s(2)+7 y())

KKy (3d*(s) 1d° Ki 1 d*u
5 y(2)+73 y(j) =13 (3) (19)
L] \s* ds s° ds L] s* ds
Méthode 2
Multiplier les deux membres de (18) par s— : a) Application de la transformation de Laplace sur la relation
entrée/sortie (16) :
6 18dy(s) = 9 d*y( 1 d3y( 5 ) . 2
(5 <S>+?4 ) 2D LAY (3(6) —25(0) ~55(0)~y2(0))
R
6 dy(s) 6 d%(s) . 1 d(s) + 7 (5%(5) = (0) = 3(0))
L\s ds s ds? s3 ds3
K>K; o)) — K 23
KoKy (3. d%(s) | 1dP(s)\ _ Ki 1 d’u(s) @) 7 6y(s) = y(0)) = Juls)  (23)
LI \s5 ds? st ds® ) LIsS ds o _
b) Manipulation algébrique.
Dériver trois fois (23) par rapport a s pour éliminer les condi-
Multiplier les deux membres de (18) par s70: tions initiales :
d d?y a3
g(s)+§dy(s)+9d2 <6y()+18 ’c’;)+92 d(2)+s3 dy(j)>
6 2 ds s ds? s ) s ;
d d d
6 dy(s) | 6 d*(s) i ¥(s) +L<6 );Z(S)+6S dy(zs)ﬂz dygs))
L\s® ds & ds? s ds3 s ) s 5 s X
KK d d K d-
) KKy (3 () | 1d(s)\  Ki 1 dus) on n lle (3 dy(zs) 4y dy(:)) _ f} du(;) 24)
LI \s® ds? ' s5 ds3 ) LIs® ds? s s s
Multiplier les deux membres de (24) par s—*
¢) Revenir dans le domaine temporel.
En appliquant la transformation inverse de Laplace aux rela- 6 (s) + 18dy(s) , 9 d*y(s) 1d3y(S)
tions (19), (20) et (21), et en utilisant la formule (10) qui trans- s4y 3 ds s2  ds? s ds3
ff)rme une 1ntégrale douple en une 1ntég¥ale simple, on ol?tlent R(6dy(s) 6d(s) 1 d(s)
I’expression suivante qui fournit les relations entre ces trois pa- AT + 2 ds

rametres inconnus en fonction d’intégrales portant sur la sortie

¥(t) et 'entrée u(t). KaKi idz)’(s) ldSY(S) Ki 1 d’u(s)
* LI \s* ds? + $ ds3 ) LIst ds 25
10 Fab®)] Pal®)]  —Foru@ " [—Foipy(o)] Dériver (23) par rapport a s quatre fois :
o) | = FLz?Ef% FzzF’EtH *FO,ZFI?H *Fmgglﬂ (22) 5 ) 5 5 . J0s)
bo(t) Fsb@)]  Fasl@)]  —Foslu —F33y(r dy(s dy(s ,d3y(s 3d
(24 S 365 128 o )
avec 2 3 4
R (,d5(5) o @) odh0)
¢ 3 2 L ds 2 dS3 dS4
. (t—9) » _ (t—0)" ;3
Fialy(r)] = A 3 3 ¢°y(9) TR ¢°y(¢)ld¢ K>K; 4d3y(s) d*y(s)\ Ky d*u(s) 2%
f(t—¢) (1—9)? , + L] ds3 te ds* ) L] ds* (26)
Faly(@)] :/ [_6T¢y(¢)+6T¢ ¥(9)
0 N Multiplier les deux membres de (26) par s~
—(1=9)¢°y(9)ldo
_[1(e—9) 5 24dy(s) | 36d%y(s) 12d%(s)  1d*(s)
Fo,1fu(t)] = _/0 fq) u(¢)d¢ 4 ds + §3 ds? + 52 ds3 + s d 4
_ M e=9) o (1—9)° R (12d%(s) 8d%(s) 1d
Fab)] = [ 167 575(0) 18 03(0) +E (B2 500, S D0)
+9(1—9)9°y(9) — 9°¥(9)1d¢o KoK (4d'y(s) | 1dh(s)) _Ki L dbuls)
+ LI \s* ds3 ' & ds* ) LIs* dst



Dériver (23) par rapport a s cinq fois :

dz() d’y(s) 2d%y(s) | 3dy(s)
60 60s 15s
< ds? + ds3 - ds* T dsd
d’y(s) d'y(s) | Ld°¥(s)
20 10
I ( ds T T >
KKy (_d*y(s)  d’y(s) Ki du(s)
5 =— 28
L] ( dst T Tag L] dsd (28)
Multiplier les deux membres de (28) par s—*
60 dy(s) | 60 d’y(s)  15d*y( 1
st ds? 3 dss 2 ds4 s
LR 20 d%y(s) | 10 d*y( l
L\s ds3 ' $ ds4 52
K:Ki (5d'y(s) | 1dy(s)\ _ Ki 1 dufs)
—= 29
+ L] (s4 ds* te $ds T LIS dsd 29

Apres avoir appliqué la transformation inverse de Laplace aux
relations (25), (27) et (29), on obtient les relations suivantes :

(@(f)) (Fllb’] B [y(1)] —F01[”(l]> (—Falb( ])
a (1) Fialy@)]  Boaly(t))  —Foolu(t)] —Fah@)] ] (30)
bo(1) Fis@)]  FBsbO]  —Fosu()] —F33[y(1)]
t —H)3 Y
Aab0)= [ B 00) - S0t 0)a0
ot _A)3 M2
Rab0] = [ 1-6"2 2 0v0) 465 000)
—(1=9)9°5(9)ldo
t(+_ )3
Foaluto) = - [ S 9%u(o)a0
ot _ A3 A2
A0 = [ 1650 - 18 P ov0)
+9(t = 9)9°5(9) — 9°¥(9)]d9
t _ 3 _ 2
Rab] = [ 1475 000) + 04010
t —_H)3 A2
Raab] = [ 1255 0%000) -8 g% 0)
+(t—9)9"y(9))dg
t _ 3
Foalu)] = [ “S2 6t utondo
t —_ H)3 A2
Aab0] = 1245 0000) 436" 0200)

—12(t— )9 y(9) + 0" y(9)]d¢

t _H)3 _A\2
Aab) = [ 55040 - S o)1

t _ 2
Rab0] = [ 12052 0%0) +10= P t000)

—(t=9)0°¥(9)ld¢

t(t _ )3

Foslu(n)] = — /0 %qﬁu@)wp
3 —_ h)2

Fab)) = [ 10052 0000 -0 gv0)

+15(t—)d*y(9) —¢5y(¢)}da5

B. Simulation

L’estimation des parameétres et la robustesse par rapport au bruit
de mesure sont illustrées en simulation. Conditions initiales :
x3(0) = 3(A), x2(0) = 0(rad/s) et x1(0) = 1(rad) avec la ten-
sion d’entrée u(t) = 24sin(z). Les parametres suivants sont uti-
lisés pour la simulation : K1 =1(N/(m-A)),K2=2(N/(m-A)),

=0.1(H), R=1(Q) et J = 5(N - s*/m - rad). Donc a; =
K;fl =4 a=8=10ethy=1 =2.

Il faut noter qu’au temps ¢t = 0, les matrices et les vecteurs
servant a obtenir les coefficients dans les relations (22) et (30)
sont nuls, et les parametres sont alors indéterminés. Nous de-
vons donc commencer a évaluer la formule non pas au temps
t = 0 mais aprés un court instant € (quand ¢ € [0, €], on fige les
parametres a 0).

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18

Fig. 1. Parametres réels et ses valeurs estimés (sans bruit).

Fig. 2. Paramétres réels et ses valeurs estimés (avec le bruit blanc).

La figure 1 (ou la figure de gauche est le résultat de la
premiere méthode alors que la figure de droite est le résultat
de la deuxieme méthode) montre que I’estimateur fonctionne
bien puisque les parametres estimés atteignent exactement les
parametres réels apres un temps petit € (ici on choisit € = 0.15s).



Dans la figure 2, le signal mesuré y(z) est perturbé par un bruit
blanc (généré par ordinateur), répartie uniformément dans 1’in-
tervalle [—0.004,0.004], avec une fréquence d’échantillonnage
de 1000 Hz et € = 0.8s. On peut voir que I’estimateur est peu
sensible par rapport au bruit blanc.

V. CONCLUSION

Dans cet article, deux expressions formelles pour I’esti-
mation des parametres par une approche algébrique ont été
développées. Cette approche est dédiée a une classe générale
de systemes linéaires stationnaires. Remarquons que cette ap-
proche posseéde de bonnes propriétés de robustesse par rapport
au bruit blanc.
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