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❆❜str❛❝t✿ ▼♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛ r❡❝❡♥t ♣❛r❛❞✐❣♠ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♦❢
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧st t❤❡✐r ♣♦♣✉❧❛r✐t② ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❣r♦✇✱ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ t❤❡♦r②
♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t s②st❡♠s ✐s ♥♦t ②❡t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡❧❛❜♦r❛t❡❞✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❛♥❞ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳
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♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
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❛♥❞ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢
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❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✶✶✱ ✶✷✱ ✷❪✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❛❧r❡❛❞② ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜r✐❡✢② r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s ❜② ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r❛♣❤ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣❛r❛❞✐❣♠
✇✐❧❧ ❜❡ ♦✉r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❤❛❧❧ ♣r♦❝❡❡❞ t♦✇❛r❞s ❛ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜② ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts✳

❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❛❧❧ ✏❜❛s✐❝ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✑ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❝❛♥
❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts
❛r❡ ❛s ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✱ ✐✳❡✳✱ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ s②st❡♠s ❬✹❪✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r
❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ r♦❛♠✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❜❡tt❡r ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❡♠♣♦r❛r② ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧✉r❡s
❛♥❞ ❛❧s♦ ❝♦♥s✉♠❡ ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛❝t✐✈✐t✐❡s
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❛❧❧♦✇
t♦ ❜r✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣
♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t ❜♦t❤ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
❡♥t✐t✐❡s✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ❞❡✜♥❡ ♦♥❧② t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✭❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ ♦❢ ❛❣❡♥t s②st❡♠s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ s②st❡♠s ✐s ♥♦t ❛ ♥❡✇ ✐❞❡❛❀ t❛❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✵❪ ❛s ❛♥ ❡❛r❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ✜❡❧❞ ♦❢ st✉❞②✳
■♥ ❬✶✵❪✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞✴♦r
❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❣❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r ✐s ♦♥ t❤❡✐r ❡①t❡r♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♠❛✐♥❧② ♠♦t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ♥❡t✇♦r❦ ♣❧❛❝❡s✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♦✉r ✐♥t❡♥t✐♦♥ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣✮ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t s②st❡♠s✳ ❚♦
t❤✐s ❡♥❞✱ ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ✏❜r✐❞❣❡✑ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t s②st❡♠s✳

●r❛♣❤ ❘❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❙②st❡♠s✿ Pr♦❝❡ss♦r ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❧❛❜❡❧❡❞ ❣r❛♣❤s G = (V,E, L, λ) ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧s L ❛♥❞ ❛ ✭♣♦ss✐❜❧②
♣❛rt✐❛❧✮ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ : (V ⊎ E) −→ L t❤❛t ❛tt❛❝❤❡s ❧❛❜❡❧s t♦ ✈❡rt✐❝❡s ✭♥♦❞❡s✮ ❛♥❞✴♦r ❡❞❣❡s
✭❛r❝s✮ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❧❡①✐❝❛❧❧② ❛♣♣❡❛r ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛r❡ ✉s❡❞
t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r✉♥ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆ ✜♥❛❧ ❧❛❜❡❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡r❡❜②✱
t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♠✉st ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤r❡❡ ❧♦❝❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❢✉❧✜❧❧❡❞✿

❝✶✿ ❘❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡ ✭❢r♦♠ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✮❀

❝✷✿ ❊❛❝❤ st❡♣ ❝❛♥ ♦♥❧② r❡❧❛❜❡❧ ❛ ❧✐♠✐t❡❞✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜ ❣r❛♣❤ ✭✜①❡❞ ✐♥ s✐③❡✮❀

❝✸✿ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ st❡♣ ✐♥ ❛ ✏♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✑ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ s✉❝❤ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ ♥♦t ❜② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❉✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❜❛s✐❝ ✉♥✐ts ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐♦✉s r✉❧❡ t②♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛♥❞
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✺❪✱ ❝♦♠♣r✐s❡ ❝♦♥str✉❝ts s✉❝❤ ❛s✿

❼ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✱ ✐✳❡✳✱ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ ❤❛❧❢ ❛♥ ❡❞❣❡✱

❼ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r r❡❧❛❜❡❧✐♥❣✱ ✐✳❡✳✱ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❡❞❣❡✱

❼ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❧❛❜❡❧s ♦❢ ❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r
♦❢ ❛ st❛r ✐s r❡❧❛❜❡❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ st❛r ✭r❛❞✐✉s 1✮✱

❼ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡♥t✐r❡ st❛r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ st❛r✱

❼ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s ✷✱

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾
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❆
✵
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❆
✶
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❆
✲

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❘✉❧❡s ❢♦r ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r♦♦t❡❞ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡

❼ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❧❛r❣❡r ❜❛❧❧s ♦r st❛rs✱

❼ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s k ✇✐t❤ k ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱

◆♦t❡ t❤❛t ♥♦t ❡✈❡r② r✉❧❡ t②♣❡ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ✭❞❡s❝r✐❜✐♥❣✮ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ✇❡❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ r✉❧❡ t②♣❡ ✭r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞✲
✐♥❣ ♦♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✮✱ ♦t❤❡rs✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t②♣❡s ♦❢ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡s ❬✶✸❪✳ ❆♥②✇❛②✱ ❛ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❣✐✈❡s ✉s
❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ✉♥✐✜❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ t❤✐♥❦✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡ s②st❡♠✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ r✉❧❡s ♦♥❧②✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛
s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ❢❛s❤✐♦♥✶✳

▼♦❜✐❧❡ ❆❣❡♥t ❙②st❡♠s✿ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛s❦ ❤♦✇ t♦ t✉r♥ ♦✉t ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥t♦ ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ❤♦✇ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤
❛ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥t♦ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❡tt✐♥❣✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ♠❛♥② t②♣❡s ♦❢
❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ♠❡ss❛❣❡s✱ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✮✱ t❤❡
t②♣❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥② ✭❡✳❣✳✱ s②♥❝❤r♦♥♦✉s✱ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡♥t✐t✐❡s ✭❡✳❣✳✱
♣r♦❝❡ss♦rs✱ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts✮✱ ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❦♥♦✇♥
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ s②st❡♠s ❬✶✺✱ ✶✻✱ ✶✹✱ ✾❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✳

❲❤❡♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts✱ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢
✐ss✉❡s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆♠♦♥❣st t❤♦s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥t
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛♥ ❛❣❡♥t ❛rr✐✈❡❞ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❵❝❧❛ss✐❝❛❧❧②✬✱ s♦♠❡ t②♣❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛
s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣
st❡♣ ❬✸❪✱ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ s❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♥♦❞❡s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤♦s❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■♥ ❛ ♣✉r❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t s②st❡♠✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠❡ss❛❣❡s❀ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❛❣❡♥ts ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ t♦ ♥♦❞❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✑ ❧♦♦s❡s ✐ts tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✿ ■♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠✱
❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡② ♠✐❣❤t ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝❧♦❝❦ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❢♦❧❧♦✇
t❤❡✐r ♦✇♥ ❧♦❝❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ ♣❛❝❡✱ ❜✉t ♥♦ ♥♦❞❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❢❛❧❧ ❛s❧❡❡♣ ✉♥t✐❧ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t s②st❡♠✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡ ✐s ❛s❧❡❡♣ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♥♦
❛❣❡♥t ✐s ❧♦❝❛❧❧② ♣r❡s❡♥t✿ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏s②♥❝❤r♦♥②✑ ✐♥ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t s②st❡♠ ❝❛♥ ♦♥❧②
❜❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛❣❡♥t ♠♦✈❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ q✉❛s✐✲s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞
♥❡✐❣❤❜♦r ♥♦❞❡s✳
❘❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ P❛♣❡r✿ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳

❼ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜r♦❛❞❧② ❝❧❛ss✐❢② ✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s ♦❢ ❛❣❡♥t s②st❡♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✏✐♥♥❡r ✇♦r❦✐♥❣s✑ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✐ts ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s s❤❛❧❧ ❤❡❧♣ t❤❡
r❡❛❞❡r t♦ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r ✐♥ ❛ ✇✐❞❡r ❝♦♥t❡①t✳

✶■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✱ ✐t ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ R

✭r♦♦t✮ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ❧❛❜❡❧ N

■◆❘■❆



▼♦❜✐❧❡ ❆❣❡♥ts ❋♦r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ▲♦❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ●r❛♣❤s ✺

❼ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ❜❛s✐❝ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡s
❝❛❧❧❡❞ t②♣❡ ▲❈✵ ❛♥❞ ▲❈✶✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦✉t❧✐♥❡❞
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

❼ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✭♦r ❢r❛♠❡✇♦r❦✮ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥② ❝❧❛ss
♦❢ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡s✱ t❤❡r❡❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ s❡♠❛♥t✐❝s✱ st❛t❡❢✉❧ ❛♥❞ ❈♦♥❝✉rr❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮✳

❼ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣❛♣❡r ❛♥❞ ❤✐♥t ❛t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❣❡♥t ❙②st❡♠s ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦ ◆♦❞❡s

▼♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t s②st❡♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ♦♣❡r❛t❡✱ ❛r❡ ♠❛♥②❢♦❧❞✳ ❚♦
❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✇♦r❦ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✮ ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ♦❢ st✉❞②✱
✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t ❤❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s ♦r
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❦❡t❝❤❡s s✉❝❤ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✖ ♥♦t
✐♥ ❣r❡❛t ❞❡t❛✐❧ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r✮✱ ②❡t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♣❧❛❝✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ✇✐❞❡r ❝♦♥t❡①t ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳

❆❣❡♥t P♦♣✉❧❛t✐♦♥✿ ❆s ❢❛r ❛s t❤❡ ❛❣❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡✱ ❢r♦♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❣❡♥ts ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✳

❆❣❡♥t ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥✿ ❆s ❢❛r ❛s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐s✲
t✐♥❣✉✐s❤ r❡❣✐♦♥❛❧ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ♦♥❧②✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧✱ ✐♥ ❛ ✏t❡r♠✐♥❛t❡✲❛♥❞✲r❡st❛rt✑ ♠♦❞❡✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❣❡♥t s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦♥ ❡✈❡r② ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡✳ ❆ r❡❣✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦♥ t❤❡
❝♦♥tr❛r②✱ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ✐♥ ❛ ✏❜r❡❛❦✲❛♥❞✲❝♦♥t✐♥✉❡✑ ♠♦❞❡✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♥♦❞❡ t♦ ♥♦❞❡✿ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱
❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛❝❡s✳

❆❣❡♥t ❙t❛t❡s✿ ❈❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛❣❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭r❡❣✐♦♥❛❧ ♦r ❧♦❝❛❧ ✖ s❡❡
❛❜♦✈❡✮ ✐s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❛♥ ❛❣❡♥t ♠✉st ❜❡ ✏❡q✉✐♣♣❡❞✑ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ r❡❣✐♦♥❛❧
♦r ❧♦❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ st❛t❡✲r✐❝❤ ❢r♦♠ st❛t❡✲♣♦♦r ❛❣❡♥ts✳ ❙t❛t❡✲
♣♦♦r ❛❣❡♥ts ❛r❡ r❛t❤❡r ♠✐♥✐♠❛❧✐st ❝r❡❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❝❛rr② t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r♦❣r❛♠✲♣♦✐♥t❡r
❢r♦♠ ♥♦❞❡ t♦ ♥♦❞❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② s✐♠♣❧② r❡❜♦♦t ❛♥❞ r❡st❛rt t❤❡♠s❡❧✈❡s ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② ❛rr✐✈❡ ❛t ❛
♥❡✇ ♥♦❞❡ t❤❛t ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡✐r ❝♦❞❡✳ ❙t❛t❡✲r✐❝❤ ❛❣❡♥ts✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❤♦ ❝❛♥ ✐♥t❡rr✉♣t t❤❡✐r
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐t ❛t ❛♥♦t❤❡r ♥♦❞❡✱ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛rr② t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥t❡r
✇✐t❤ t❤❡♠ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ t♦ ♥♦❞❡ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❊✈❡r② ❛❣❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤
❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ♠❡♠♦r②✱ s✉❝❤ t❤❛t ❤❡ ❝❛♥ ❛t ❧❡❛st r❡♠❡♠❜❡r ♦♥ ❤✐s ❥♦✉r♥❡② ✇❤❡r❡ ❤❡ ❝❛♠❡ ❢r♦♠✳
■❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ❜✉t ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦❞❡✱ t❤❡♥ ✏♠❡♠♦r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✑ t♦ t❤✐s ❛❣❡♥t
❝❛♥♥♦t ♠❡❛♥ ❛♥②t❤✐♥❣ ❜✉t s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ s❡❧❢✲♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♦✇♥ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦❞❡✳ ❖✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✏❛❜str❛❝t ❛✇❛②✑ ❢r♦♠ t❤✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧✳

❆❣❡♥t ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥✿ ❘❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❛❣❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❛❜♦✈❡✮ ✐s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❤♦✇
❛♥ ❛❣❡♥t s②st❡♠ ❜❡❤❛✈❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❝♦❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭♦r ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✮ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭♦r
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡✮ ❛❣❡♥t s②st❡♠s✳ ■♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❣❡♥t s②st❡♠s✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏t❛s❦✑ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♦♥❡ ❛❣❡♥t✱ ✇❤♦ ❞♦❡s ❤✐s ❥♦❜ ❛s ✐❢ ❤❡ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❧♦♥❡ ✐♥ ❤✐s ✇♦r❧❞✳ ■♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t
s②st❡♠s✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏t❛s❦✑ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ♥❡❡❞s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s
♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✇♦r❦✲s❤❛r✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❢♦r ✐ts ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ❲❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛♥ ❛❣❡♥t s②st❡♠ ✐s
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✏❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡✑ ❞❡♣❡♥❞s t❤✉s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭❤✐❣❤ ♦r ❧♦✇✮ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏t❛s❦✑ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳

◆❡t✇♦r❦ ◆♦❞❡s✿ ❲❡ r❡❣❛r❞ ♦✉r ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ❛❣❡♥ts ♦♣❡r❛t❡✮ t♦ ❜❡ ❛
♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♠♦♥♦ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♠♦♥♦ ♣r♦❝❡ss♦rs t♦❣❡t❤❡r ❛❝❤✐❡✈❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥t

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✻ ❇✳ ❉❡r❜❡❧✱ ❙✳ ●r✉♥❡r✱ ▼✳ ▼♦s❜❛❤

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❜② ✐ts❡❧❢ s✐♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛ tr❛♥s♣✉t❡r
♦r ♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥t s②st❡♠ ❜② ✐ts❡❧❢✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ✐♥
s✉❝❤ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② ❛rr✐✈❡ ❛t ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ s❤❛❧❧ ❛ ♠♦♥♦ ♥♦❞❡ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ♠♦r❡ t❤❛♥
♦♥❡ ❛❣❡♥t ✭♣r♦❣r❛♠✮ ❛rr✐✈❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛t s✉❝❤ ❛ ♥♦❞❡ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧②✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛❣❡♥ts ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡
❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ✏❝❤❛♦s✑ ♦r✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛ ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✳

Ps❡✉❞♦✲❈♦♥❝✉rr❡♥❝②✿ ❚♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✐ss✉❡s ✭❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ ❛❣❡♥t ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡✮ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✿ ❋■❋❖ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡st t❡❝❤♥✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❢r♦♠ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇✮✱ ❛s ✐t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠s ❬✻❪✳ ❲✐t❤ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱
❡✈❡r② ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡ ✭♣r♦❝❡ss♦r✮ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❛✐t✐♥❣ q✉❡✉❡ ❢♦r ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts
✭♣r♦❝❡ss❡s✮ t❤❛t ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❡♠♣t② ✭❬❪✮ ♦r ♥♦♥✲❡♠♣t② ✭❬a1|a2|a3| . . .❪✮✳ ■❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ q✉❡✉❡ ✐s
♥♦♥✲❡♠♣t②✱ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ❋■❋❖ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛s s♦♦♥
❛s t❤❡✐r ❥♦❜ ✐s ❞♦♥❡✳ ✭■♥ ❝❛s❡ t❤❡ q✉❡✉❡ ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ✐s ♣❛ss✐✈❡✱ ♦r ✏❛s❧❡❡♣✑✳✮
❖♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐❣♥♦r❡ t❤♦s❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ tr❡❛t t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❛❣❡♥ts a1, a2 ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡ p ❜② r❛♥❞♦♠ s❡q✉❡♥t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ✏✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣✑ ❛s✿ (a1|a2)p✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❣❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s
✭✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❣r❛♣❤ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣✮ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✸ ❇❛s✐❝ ❆❣❡♥t ❖♣❡r❛t✐♦♥s

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤♦s❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❵❛♥❝❤♦r❡❞✬ ✭❡✳❣✳ ❡❞❣❡✲s❤❛♣❡❞
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ ❜❛❧❧✲s❤❛♣❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧♦❝❛❧ ❣r❛♣❤ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t❤❛t
t♦ ❡✈❡r② t②♣❡ ♦❢ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡ ✇❡ ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥t t②♣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡
t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡ ♦♥ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤♦st ❣r❛♣❤ ✭♥❡t✇♦r❦✮✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜✲s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦✈❡❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r r✉❧❡s ♦❢ t②♣❡ ▲❈✵ ❛♥❞ ▲❈✶✳

P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ r✉❧❡s✱ ❛❣❡♥ts ♠✉st ❛❧s♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❬✶✺✱ ✶✻✱ ✶✹✱ ✾❪ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❣❡♥t✲❢r❡❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❣r❛♣❤ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❙✉❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r r❡❧❛❜❡❧✐♥❣
❛♥ ❡♥t✐r❡ ❡❞❣❡ ✭s❡❡ ▲❈✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❵❤❛♥❞s❤❛❦❡✬ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✼❪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t s②st❡♠✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝❧♦❝❦ s❤❛r❡❞ ❜②
❛❧❧ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❬✼❪✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥
♠❛♥② ♣♦✐♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡② ❛r❡ s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡②
❛♣♣❧② ❢♦r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✱ ✉s❡ ❧❡ss ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❞ ❢♦r ▲❈✶ t②♣❡ r✉❧❡s✳

✸✳✶ ❇❧♦❝❦✐♥❣✲❋r❡❡ ▲❈✵✿

❚❤❡ ▲❈✵ r✉❧❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛♥♥✐♥❣
tr❡❡s✮ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤✐s✿

▲❈✵ r✉❧❡✿ t

T
❞

N
t

T
✲ t

T
✲

■t r❡♣❧❛❝❡s ◆♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s ❜② ❚❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤✉s ✐ts ♦✇♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❜②
❡✈❡r② ❛❝t✉❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ r✉❧❡ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ t②♣❡ T ❧❛❜❡❧✳

■◆❘■❆



▼♦❜✐❧❡ ❆❣❡♥ts ❋♦r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ▲♦❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ●r❛♣❤s ✼

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛♥② ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❛❣❡♥t ❝♦❞❡ ❛t ❛❧❧✳ ■♥st❡❛❞✱ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❵♦♣❡r❛t✐♥❣✬ s②st❡♠s ♦❢ t❤❡
♥♦❞❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥t❡r♥❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ q✉❡✉❡s t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥
♦♥❡ ❛❣❡♥t ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❤❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❦❡s ♦♥❧②
♠✐♥✐♠❛❧✐st r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛s ❢❛r ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✭❝♦❞❡✮ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳

❖✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❵❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✬ ✐♥ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ❛❜♦✈❡ ✭s❡❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ❛❣❡♥t
A0 ✐s tr②✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② ❛♥ ▲❈✵ r✉❧❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡✛♦rts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts Ai ✇❤♦ ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ ❞♦
t❤❡ s❛♠❡✳

✸✳✶✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s✱ P❛rt ❆✿ ❆❣❡♥ts

❼ ❆❧❧ ▲❈✵ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✭❛✮ t❤❡② ❝❛rr② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❣r❛♠
❝♦❞❡ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝❛rr② ❛♥② st❛t✐❝ ✉♥✐q✉❡ ■❉ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡♠ ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧✳

❼ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ♥♦t ❵❝♦♥t✐♥✉❡✬ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡ ❛❢t❡r ♠✐❣r❛t✐♥❣
❢r♦♠ ♦♥❡ ♥♦❞❡ n t♦ ❛♥♦t❤❡r ♥♦❞❡ n′✳ ❚❤✉s t❤❡② ♠✉st ❛❧✇❛②s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡✐r ✈❡r② ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢
♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② ❛rr✐✈❡ ❛t ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❧❛❝❡❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ t❤❡②
❞♦ ♥♦t ❝❛rr② ❛ ♣❡rs✐st❡♥t ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥t❡r ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐♥❡ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡✳

❼ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ♥❡❡❞s ♦♥❡ ❜✐t ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥t ♠❡♠♦r② C ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ ❝♦♥t❡①t
❢r♦♠ ✇❤❡r❡ ❤❡ ❝❛♠❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❈✵ ❘✉❧❡✱ ♥❛♠❡❧② {T✖N} =⇒
{T → T }✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ♠✉st ❤❛✈❡ ✈✐s✐t❡❞ ❛ T ♥♦❞❡ ❜❡❢♦r❡ ❤❡ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❛♥ N ♥♦❞❡ t♦ T ✳
❈♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r N ♥♦❞❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠❛② ♥♦t ✉♣❞❛t❡ ❛♥ N ♥♦❞❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡
❛❣❡♥t ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ✇r♦♥❣ r✉❧❡✱ ♥❛♠❡❧② {N✖N} =⇒ {N → T }✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥t ♠❡♠♦r②✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❝❛rr② ❛❧♦♥❣ ✐♥
❤✐s ❵r✉❝❦s❛❝❦✬ ✇❤✐❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ t♦ ♥♦❞❡✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦✉❧❞ ♥♦t r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ t②♣❡ ♦❢
♥♦❞❡ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ ❤❡ ❝❛♠❡ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ t❤✉s ♥♦t ❝♦rr❡❝t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t ▲❈✵✷✳ ❆t ❛❣❡♥t ❝r❡❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✇❡ s❡t C := false ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t♦ ❵tr✉❡✬ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s ❢♦✉♥❞ ✐ts ✈❡r②
✜rst ▲❈✵ ❝♦♥t❡①t ♥♦❞❡ ♦❢ t②♣❡ T ✳

❚❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧✐st✐❝❛❧❧② t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛♥❞
❵♥♦♥✲✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t✬ ❛❣❡♥ts ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢❀ ②❡t t❤❡s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡♥t✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ▲❈✵ r✉❧❡✱ ✐❢ ♦♥❧② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢❡❛t✉r❡s✿

✸✳✶✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s✱ P❛rt ❇✿ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❼ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲❈✵ r✉❧❡ ♦❢ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ♥♦❞❡ ♣♦ss❡ss❡s ♦♥❡ ♦✉t ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t②♣❡s
T ✿ ❚❤❡s❡ ❛r❡ T ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② N ✳

❼ ❆ ♥♦❞❡ s❤❛❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❛✐t✐♥❣ q✉❡✉❡ ❢♦r ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛❣❡♥ts✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ ❢✉❧❧② ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✱ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ ❛ ♥♦❞❡✬s ✇❛✐t✐♥❣ q✉❡✉❡ ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛r❜✐tr❛r②❀ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝♦✉❧❞ ❵✈❛♥✐s❤✬ ✐♥ ❛ q✉❡✉❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❥✉st
❛ ❢❡✇ ♠✐❝r♦ s❡❝♦♥❞s✳

❼ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ❣❡ts ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐ts ❛❣❡♥t ❝♦❞❡✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✇❛✐t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ✉♥t✐❧ t❤❛t ❛❣❡♥t ❤❛s
✜♥✐s❤❡❞ ✐ts t❛s❦✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❵r♦✉♥❞ r♦❜✐♥✬ ✭♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♣s❡✉❞♦✲s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s✮ ♣r♦❝❡ss♦r
s❤❛r✐♥❣ ❛♠♦♥❣st ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❛❣❡♥ts s✐tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t t✇♦ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❞✐st✉r❜ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇❤✐❧❡ s✐tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

✷❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠✉st ♠♦❞✐❢② ✐ts ♦✇♥ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡ ✖❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❵❝♦r❡ ✇❛r✬ ❣❛♠❡✖ ✇❤❡♥
♠♦❞✐❢②✐♥❣ ✐ts ♦✇♥ ♣❡rs✐st❡♥t ♠❡♠♦r②✱ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ❜✉t ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✽ ❇✳ ❉❡r❜❡❧✱ ❙✳ ●r✉♥❡r✱ ▼✳ ▼♦s❜❛❤

❼ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ♥♦❞❡ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❧♦❝❛❧❧② ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ✭♣♦rt ♥❛♠❡s✮ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts
❛❞❥❛❝❡♥t ❡❞❣❡s ei✳

❼ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❢♦r♠ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛❣❡♥t a0 ❛❜♦✉t ❧♦❝❛❧ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ei t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❛t ❛❣❡♥t ❡♥t❡r❡❞ t❤❛t ♥♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ st♦r❡❞
✐♥ t❤❡ ❵♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✬ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❡✈❡♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ❛❣❡♥t ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡✬s
✐♥t❡r♥❛❧ q✉❡✉❡✳

❼ ❆❢t❡r ❛♥ ▲❈❖ r✉❧❡ {T✖N} =⇒ {T → T } ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♥♦❞❡ v✱ ✐✳❡✳
❛♥♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤ ✭→✮ ♦❢ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ v ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ✐t ❜②
❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts t②♣❡ ❢r♦♠ N t♦ T ✱ v ✇✐❧❧ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ♠❛r❦ t❤❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✳ ❆ ❧✐♥❦
♠❡♠♦r② L s❤❛❧❧ st♦r❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
❡❞❣❡ ✐♥ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡✱ s✉❝❤ t❤❛t L ✐s ❡✐t❤❡r ❡♠♣t② ♦r ✐t ❝❛rr✐❡s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦rts
♦❢ ✐ts ♥♦❞❡✳

✸✳✶✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭Ps❡✉❞♦✲❈♦❞❡✮

P❘❖❈❊❉❯❘❊ ❆●❊◆❚❬❈❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴❈ ✐s ♣❡rs✐st❡♥t ❞✉r✐♥❣ ♠✐❣r❛t✐♦♥✦
❇❊●■◆
❆❘❘■❱❊ ❅ ♥♦❞❡❀
❇❊●■◆ ❆❚❖▼■❈ ❙❊❈❚■❖◆

✐❢✭ ❚✭♥♦❞❡✮ ❂❂ ❵T ✬ ✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ ❢♦✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ▲❈✵ r✉❧❡ ❝♦♥t❡①t
❈ ✿❂ tr✉❡❀
♣ ✿❂ ❣❡t❆♥②P♦rt✭♥♦❞❡✮❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ tr② t♦ ✜♥❞ ♥♦❞❡ t②♣❡ ❵N ✬
▲❊❆❱❊✭♣✮❀

✐❢✭ ❚✭♥♦❞❡✮ ❂❂ ❵N ✬ ❆◆❉ ❈ ❂❂ tr✉❡ ✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡
✐ ✿❂ ❣❡t▼②■♥❝♦♠✐♥❣P♦rt✭♥♦❞❡✮❀
▲✭♥♦❞❡✮ ✿❂ ✐❀
❚✭♥♦❞❡✮ ✿❂ ❵ T ✬❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ ✉♣❞❛t❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞
♣ ✿❂ ❣❡t❆♥②P♦rt✭♥♦❞❡✮❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ tr② t♦ ✜♥❞ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦
▲❊❆❱❊✭♣✮❀

✐❢✭ ❚✭♥♦❞❡✮ ❂❂ ❵N ✬ ❆◆❉ ❈ ❂❂ ❢❛❧s❡ ✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✴✴ ♥♦t s❡❡♥ T ✲❝♦♥t❡①t
♣ ✿❂ ❣❡t❆♥②P♦rt✭♥♦❞❡✮❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ tr② t♦ ✜♥❞ ♥♦❞❡ t②♣❡ ❵ T ✬
▲❊❆❱❊✭♣✮❀

❊◆❉ ❆❚❖▼■❈ ❙❊❈❚■❖◆
❊◆❉

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ▲❈✵ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❝♦❞❡ ❢♦r ❛♥ ❛❣❡♥t✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷ ✭t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜②
t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts✮✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡s ♦❢ t②♣❡ ▲❈✵✳ ❉❡❛❞❧♦❝❦✲❋r❡❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s❡♠❛♣❤♦r❡s✱ ❡t❝✳✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t ❛❧❧✳ ▼✉t✉❛❧
❊①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❵♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✬ ♦❢ t❤❛t ♥♦❞❡
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❋■❋❖ q✉❡✉❡ ❢♦r ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛❣❡♥ts✳ ❈♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥② ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧✐♥❦✱ ❛♥❞ ❛♥②
❛❣❡♥t ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ s✉❝❤ ❧✐♥❦s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♠❡♠♦r② C ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❛❣❡♥t
❤❛s ❢♦✉♥❞ ❤✐s ✜rst ❝♦♥t❡①t ♥♦❞❡ ♦❢ t②♣❡ T ✱ C ✇✐❧❧ s✇✐t❝❤ t♦ ❵tr✉❡✬ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❜❛❝❦

■◆❘■❆



▼♦❜✐❧❡ ❆❣❡♥ts ❋♦r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ▲♦❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ●r❛♣❤s ✾

t♦ ❵❢❛❧s❡✬ ❛❣❛✐♥✱ ❢♦r ❛♥② ♥♦❞❡ ✈✐s✐t❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r✇❛r❞ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ T t♦♦✱ ♦r ✇✐❧❧ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠
N t♦ T ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦✉r ❛❣❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✈❡ ✐s
❛❧♠♦st st❛t❡✲❧❡ss✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② st❛t❡✲❧❡ss ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
t❤❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✭❛t ❝r❡❛t✐♦♥ t✐♠❡✮ ✐s ❛ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t②♣❡ T ✳

✸✳✷ ▲❈✶ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❚②♣❡s ♦❢ ❆❣❡♥ts

▲❈✶ ✐s t❤❡ ❵st❛r✬ r✉❧❡ t②♣❡ t❤❛t ✉♣❞❛t❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ▲❈✶ ✇♦r❦s ❧✐❦❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t♦♥ r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬✽❪✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s s❦❡t❝❤
t❤❡ ✉♣❞❛t❡ t②♣❡ ♦❢ ▲❈✶ ❛s✿

▲❈✶ r✉❧❡✿ ❡
N
{ ⊗

X
}∗ ✲ ✉

T
{ ⊗

X
}∗

✇❤❡r❡❜② X st❛♥❞s ❢♦r ❛♥② ♥♦❞❡ ❧❛❜❡❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡❀ ♦♥❧② t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ st❛r ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t✇♦
❛❣❡♥ts ✇❤♦ ✇✐s❤ t♦ ✉♣❞❛t❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♥♦❞❡s ❝❛♥♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ❛❣❡♥ts
♦❢ t②♣❡ ❵❙t❛r✬ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ▲❈✶✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲♣r♦♥❡✳ ❚♦ ❜r❡❛❦ t❤❡
s②♠♠❡tr② ♦❢ ❛ ♠✉t✉❛❧✲❜❧♦❝❦ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ♦❢ t②♣❡ ❵▲❛♠♣♦rt✬ ✇✐❧❧ ❝r❛✇❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❡❜ ❛♥❞
❛ss✐❣♥ ♣r✐♦r✐t② ❧❛❜❡❧s ✇❤❡r❡✈❡r ❛ ♠✉t✉❛❧✲❜❧♦❝❦ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛♥ ❛r❡❛ ✇✐t❤ ❛
❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❝❛♥ ❜❡ s❡r✈❡❞ ✜rst ❜② t❤❡ ❛❣❡♥ts ♦❢ t②♣❡ ❵❙t❛r✬✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❵❙t❛r✬ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡r❡❛❢t❡r t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ❵▲❛♠♣♦rt✬✳

✸✳✷✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✭♦♥❧② ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✮ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ st❛r ❝❡♥t❡r
✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ✇✐t❤ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r ♥♦❞❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♦♥❡ ❤②♣❡r ❡❞❣❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♥♦❞❡ s❡t V✱ ❛ ❤②♣❡r
❡❞❣❡ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ h = (v, V )✱ ✇❤❡r❡❜② v ∈ V ❛♥❞ V ⊆ V✳ ❚❤✉s ❛♥ ❛❣❡♥t s❤❛❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ h(v) ∈ V ✭❛♥❞ ❢♦r ❛♥② v′ ∈ V ✱ h−(v′) = v✮ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ st❛r ❛♥❞ ✐ts ❢r✐♥❣❡s ✭♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❆ ♥♦❞❡ s❤❛❧❧ ❜❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ r✐❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡✱
♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

❼ p ∈ IN0 ⊎ {−1} ✐s ❛ ♣r✐♦r✐t② ✢❛❣ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣❡t✐♥❣
♥❡✐❣❤❜♦r ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ✭❚❤❡ ✈❛❧✉❡ −1 ♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s ♥♦❞❡ ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ r❛♥❦❡❞ ✐♥ ❛♥②
♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✳✮

❼ m ✐s t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♠❛✐♥ ❧❛❜❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥② ▲❈✶ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❼ h ✐s t❤❡ ♥♦❞❡✬s ❤②♣❡r ❡❞❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❛ ❵❙t❛r✬ ❛❣❡♥t t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡ ✇✐t❤✐♥ ❛
st❛r s❤❛♣❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳

❼ M = [m1, . . . ,mn] ✐s ❛ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ ❜✉✛❡r mi ❢♦r ❡✈❡r② ♥❡✐❣❤❜♦r ♥♦❞❡ vi = h(v) ∈ V ✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r✉❧❡ ▲❈✶ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ ✐ts
♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ M ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❡①❛❝t❧② ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ✭▲❈✵✮✱ ❛ ✬❙t❛r✬ ❛❣❡♥t s❤❛❧❧ ♣♦ss❡ss ❛ s♠❛❧❧✱ ♣❡rs✐st❡♥t r✉♥t✐♠❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❝❛rr② ❢r♦♠ ♥♦❞❡ t♦ ♥♦❞❡ ❞✉r✐♥❣ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤✐s r✉♥t✐♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛r❡

❼ ❛ ♥✉♠❜❡r ♠❡♠♦r② ✭❵♠②✲♣r✐♦✬✱ ✐♥✐t✳✿♥✐❧✮✱ s✉❝❤ t❤❛t ♣r✐♦r✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡❀

❼ ❛ ❤②♣❡r ❡❞❣❡ ♠❡♠♦r②✱ ✭❵♠②✲❧❛❜❡❧✬✱ ✐♥✐t✳✿♥✐❧✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛
st❛r✲s❤❛♣❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ♥♦❞❡s❀

❼ ❛ ✇♦r❦✲♠♦❞❡ ✢❛❣ ✭❵♠②✲❝♦✉♥t❡r✬✱ ✐♥✐t✳✿✵✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❤❡ ✐s ✐♥
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ st❛r✱ ♦r ❛t t❤❡ ❢r✐♥❣❡ ♦❢ ❛ st❛r✱ ♦r ✐♥ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❥♦❜❀

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✵ ❇✳ ❉❡r❜❡❧✱ ❙✳ ●r✉♥❡r✱ ▼✳ ▼♦s❜❛❤

❼ ❛ ♠❡♠♦r② ✭❵♠②✲♠❡♠♦✬✱ ✐♥✐t✳✿♥✐❧✮ ❢♦r r❡❛❞✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡✬s ❧❛❜❡❧ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ st❛r✳

✸✳✷✳✷ ❆❣❡♥t ❵❙t❛r✬ ✭Ps❡✉❞♦✲❈♦❞❡✮

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ♦❢ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸ ❢♦r t❤❡ ❵❙t❛r✬ ❛❣❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡
♦r ❧❡ss s❡❧❢✲❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✖ ♥♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦❞❡ ✐s st❛rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❛❣❡♥t ❛rr✐✈❡s ❛t ❛ ♥❡✇ ♥♦❞❡✱ ✭t❤✉s✿ ♥♦ ♣❡rs✐st❡♥t ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥t❡r ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♥♦ ❝♦❞❡✲❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥✮✿

❇❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❛②s✿ ❲❤❡♥ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs
t❤❡♥ ②♦✉ ♠✉st ❛♣♣❧② t❤❡ ▲❈✶ r✉❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ✐s ♣r✐♦r✱ t❤❡♥ ②♦✉ ❝❛♥♥♦t ❝♦❧❧❡❝t ✐ts
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ②♦✉ ♠✉st r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✉♥❞♦♥❡❀ ❛♥❞ tr② ❛❣❛✐♥ ❧❛t❡r✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❧❛❜❡❧s
❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣♣♦rt✐✈❡ ❵▲❛♠♣♦rt✬✱ ❛❣❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✸✳✷✳✸ ❆❣❡♥t ❵▲❛♠♣♦rt✬ ✭Ps❡✉❞♦✲❈♦❞❡✮

❚❤✐s ❛❣❡♥t ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss
♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♥✉♠❜❡rs✱ ✇❡ st✐♣✉❧❛t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❜❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❵▲❛♠♣♦rt✬ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ❵▲❛♠♣♦rt✬ ✐s ♦♥❧② s❤♦rt✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❵▲❛♠♣♦rt✬ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❢❛st t♦ ❞♦ ❤✐s ❥♦❜ ❛❝r♦ss t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❵▲❛♠♣♦rt✬ ✜♥❞s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ✭✇✐t❤ ♥✉♠❜❡r
✵✮✱ ❵▲❛♠♣♦rt✬ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♥✉♠❜❡r n > 0 t♦ ✐t✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ❵❙t❛r✬
❛❣❡♥t ❤❛s t♦ ✉♣❞❛t❡ ❤✐s ♦✇♥ ♣r✐♦r✐t② ♠❡♠♦r② ✇❤❡♥❡✈❡r ❤❡ ❝♦♠❡s ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✖ ❜❡❝❛✉s❡
❵▲❛♠♣♦rt✬ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✈✐s✐t❡❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❵❙t❛r✬ ❛❣❡♥t ✇❛s ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♥✉♠❜❡rs ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❵▲❛♠♣♦rt✬ ❛❣❡♥t✱ t❤❡ ❵❙t❛r✬
❛❣❡♥ts ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❝❛♥ t❡♠♣♦r❛r✐❧② ♣r♦t❡❝t t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s
❛❣❛✐♥st ♦t❤❡r ❵❙t❛r✬ ❛❣❡♥ts r♦❛♠✐♥❣ ✐♥ t❤❛t ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

✹ ❆ ●❡♥❡r❛❧ ▼♦❜✐❧❡ ❆❣❡♥t ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❘❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❙②s✲

t❡♠s

❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①❛♠♣❧❡s ✭▲❈✵✱ ▲❈✶✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇
❛✐♠✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥② ❧♦❝❛❧ ❣r❛♣❤ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❧♦❝❛❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤
r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ k✲❧♦❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠ R✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t
R ✐s ❝❛❧❧❡❞ k✲❧♦❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐❢ ❛♥② r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡ ♦❢ R ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s ❛t ♠♦st k✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ ♥♦❞❡s
❛♥❞ ❡❞❣❡s ✐♥ ❛ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s k ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❖♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❢♦r
st✉❞②✐♥❣ ❣r❛♣❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ ❣r❛♣❤ r❡❝♦❣♥✐③❡rs ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ st❛t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❬✶✼❪ ✐t ✐s s❤♦✇s ❤♦✇ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❤❛♥❞② r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❡♥✈♦❧✈✐♥❣ ✈❡rt❡① ✭❡❞❣❡✮ ❞❡❧❡t✐♦♥
✭❛❞❞✐t✐♦♥✮ ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥❡♠❡♥t ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ k✲❧♦❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳

❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ n ❛❣❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❝❛tt❡r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s
t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛♣♣❧② t❤❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡s ❣✐✈❡♥ ❜② R ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛❥♦r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❡①❡❝✉t❡
t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇❛②✱ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ❜❡✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♥❣ s♦♠❡ r✉❧❡
✐♥ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡♥ ♥♦ ♦t❤❡r ❛❣❡♥t s❤♦✉❧❞ ❡①❡❝✉t❡ ❛ r✉❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ✖
♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ✇r♦♥❣ ♦r ✐❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
t❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭n = 1✮✱ t❤❡r❡❛❢t❡r ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛♥② ❛❣❡♥ts ✭n > 1✮✳

■◆❘■❆



▼♦❜✐❧❡ ❆❣❡♥ts ❋♦r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ▲♦❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ●r❛♣❤s ✶✶

❆● ❉❊❋ P❊❘❙■❙❚❊◆❚ ❱❆❘✿
♠②✲❧❛❜❡❧✭✐♥✐t✿♥✐❧✮✱ ♠②✲♣r✐♦✭✐♥✐t✿♥✐❧✮✱
♠②✲♠❡♠♦✭✐♥✐t✿♥✐❧✮✱ ♠②✲❝♦✉♥t❡r✭✐♥✐t✿✵✮ ❀

❇❊●■◆
✐❢ ■❋ ✭♠②✲❝♦✉♥t = ✵✮ ❆◆❉ ✭❤♦st✲♣r✐♦ = −1✮ t❤❡♥

❤♦st✲♣r✐♦ := ✵ ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✴✴ ♠❛r❦ ❝❡♥t❡r ❛❝t✐✈❡
♠②✲♣r✐♦ := ❤♦st✲♣r✐♦ ❀
♠②✲❝♦✉♥t := ✶ ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ ♣r❡♣❛r❡ ❢♦r ✇♦r❦

✐❢ ✭♠②✲❝♦✉♥t = ✶✮ t❤❡♥
♠②✲❧❛❜❡❧ := ❤♦st✲❤②♣ ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ r❡♠❡♠❜❡r ❤②♣❡r ❡❞❣❡
♠②✲♣r✐♦ := ❤♦st✲♣r✐♦ ❀
♠②✲❝♦✉♥t := ✷ ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ ♣r❡♣❛r❡ ❢♦r ❢r✐♥❣❡
❉❖ s❡❧❡❝t ♥❡✐❣❤❜♦r ◆ ✇✐t❤ ❤♦st✲▼❬◆❪ = ♥✐❧ ❀
❉❖ ♠♦✈❡ ❛♥❞ ❡♥q✉❡✉❡ ✐♥t♦ ❬♠②✲❧❛❜❡❧ → ◆❪ ❀

✐❢ ✭♠②✲❝♦✉♥t = ✷✮ ❆◆❉ ✭✭❤♦st✲♣r✐♦ = −1✮ ❖❘ ✭♠②✲♣r✐♦ < ❤♦st✲♣r✐♦✮✮ t❤❡♥
♠②✲♠❡♠♦ := ❤♦st✲♠ ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✴✴ ❝♦❧❧❡❝t ✐♥❢♦
♠②✲❝♦✉♥t := ✸ ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✴✴ ♣r❡♣❛r❡ ❢♦r ❝❡♥t❡r
❉❖ ♠♦✈❡ ❛♥❞ ❡♥q✉❡✉❡ ✐♥t♦ ❬♠②✲❧❛❜❡❧−❪ ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ ❣♦ ❜❛❝❦

✐❢ ✭♠②✲❝♦✉♥t = ✷✮ ❆◆❉ ✭♠②✲♣r✐♦ > ❤♦st✲♣r✐♦✮ t❤❡♥
♠②✲♠❡♠♦ := ♥✐❧ ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✴✴ ❢r✐♥❣❡ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞
♠②✲❝♦✉♥t := ✸ ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✴✴ ♣r❡♣❛r❡ ❢♦r ❝❡♥t❡r
❉❖ ♠♦✈❡ ❛♥❞ ❡♥q✉❡✉❡ ✐♥t♦ ❬♠②✲❧❛❜❡❧−❪ ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ ❣♦ ❜❛❝❦

✐❢ ✭♠②✲❝♦✉♥t = ✸✮ t❤❡♥
❉❖ ✉♣❞❛t❡ ❤♦st✲▼ ← ♠②✲♠❡♠♦ ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✴✴ ❜r✐♥❣ ✐♥❢♦
✐❢ ■❋ ✭❤♦st✲▼ ❝♦♥t❛✐♥s ♥✐❧✮ t❤❡♥ ♠②✲❝♦✉♥t := ✶ ❡❧s❡ ♠②✲❝♦✉♥t := ✹

✐❢ ✭♠②✲❝♦✉♥t = ✹✮ t❤❡♥
✴✴ ❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❝❤❡❝❦❡❞
❉❖ ✉♣❞❛t❡ ❤♦st✲♠ = • ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✴✴ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❡♥t❡r
❤♦st✲♣r✐♦ := −1 ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ ❥♦❜ ❞♦♥❡
♠②✲❝♦✉♥t := ✵ ❀
❉❖ ♠♦✈❡ ❛✇❛② t♦ ❛♥♦t❤❡r ❥♦❜ ❀

✐❢ ✭♦t❤❡r✇✐s❡✮ t❤❡♥
✴✴ ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❞♦ ❤❡r❡ ♠②✲❝♦✉♥t := ✵ ❀
❉❖ ♠♦✈❡ ❛✇❛② t♦ ❛♥♦t❤❡r ❥♦❜ ❀

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ▲❈✶ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❝♦❞❡ ❢♦r ❛ ✬❙t❛r✬ ❛❣❡♥t

✐❢ ✭❤♦st✲♣r✐♦ = 0✮ t❤❡♥
✴✴ ❢♦✉♥❞ ♥♦❞❡ ✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥
❤♦st✲♣r✐♦ := ♠②✲♥✉♠❜❡r ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♣r✐♦r✐t②
♠②✲♥✉♠❜❡r := ♠②✲♥✉♠❜❡r +1 ❀
❉❖ ♠♦✈❡ ❛✇❛② t♦ ❛♥♦t❤❡r ❥♦❜ ❀

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▲❈✶ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❝♦❞❡ ❢♦r ✬▲❛♠♣♦rt✬ ❛❣❡♥t

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✷ ❇✳ ❉❡r❜❡❧✱ ❙✳ ●r✉♥❡r✱ ▼✳ ▼♦s❜❛❤

✹✳✶ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❵✇❤✐t❡❜♦❛r❞✬ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ r❡❛❞
❛♥❞ ✇r✐t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ✐ts ✇❤✐t❡❜♦❛r❞✳
❚❤❡ ✇❤✐t❡❜♦❛r❞ WB(v) ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ v ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧s♦ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❣❡♥ts t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t♦❣❡t❤❡r ✭❡✳❣✳✱ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♥♦❞❡ ♠❛② ❜❡ r❡❧❛❜❡❧❡❞✮✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♥♦❞❡ v ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② WB(v).c t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (X, i) ✇✐t❤ X ❛ ❧❛❜❡❧ ❢r♦♠
s❡t {▼,▲♦❝❦❡❞} ❛♥❞ i ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❛❣❡♥t
❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✭❛♥❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✮ ❛r❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❛♥❞ ✐❢ k > 2✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ♥♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦
❡①❡❝✉t❡ ❛ k✲❧♦❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r ❛♥② ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ❝❧❛✐♠ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❬✹❪✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧t t❤❡r❡ s❛②s t❤❛t ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts
❛♥❞ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ s②st❡♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛❜✐❧✐t② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✸✳ ❙✐♥❝❡ ✐t
✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ k✲❧♦❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r ❛♥②
❣r❛♣❤ ✉s✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s ✭s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❬✶✱ ✶✺❪✮✱ ♦✉r ❝❧❛✐♠ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❝❧❛r✐t②✱
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ ❛❣❡♥t Ai ✭✇✐t❤ i ∈ {1, · · · , n}✮ ✐s i✳

✹✳✷ ❙✐♥❣❧❡ ❆❣❡♥t ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❋♦r ♥♦✇ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ❣r❛♣❤ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤✐s
s❝❡♥❛r✐♦✿

❼ ❍♦✇ s❤❛❧❧ t❤❡ ❛❣❡♥t tr❛✈❡rs❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t ♦♠✐tt✐♥❣ ❛♥② ♥♦❞❡❄

❼ ❍♦✇ ❞♦❡s t❤❡ ❛❣❡♥t r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❛ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡
♦♥ t❤✐s ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❛t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞❄

❚❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡✳ ❚❤✉s✱ ✜rst ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❣❡♥t
❝♦♥str✉❝t ❛ r♦♦t❡❞ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ T ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ▼❛♥② s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✇✐❧❧ ❞♦ ✭s❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❢♦r
❛ ❉❡♣t❤ ❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✭❉❋❙✮ tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ✉s❡ T ❛s ❛ ♠❛♣ ❢♦r tr❛✈❡❧✐♥❣
❛❝r♦ss t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ♦❢ T ✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❉❋❙✲tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢
T ✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❛❣❡♥ts ✈✐s✐t ❛ ♥❡✇ ♥♦❞❡✱ ❤❡ t❡♠♣♦r❛r✐❧② ✐♥t❡rr✉♣ts ❤✐s ❉❋❙✲tr❛✈❡rs❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s t❤❡ ❉❋❙✲tr❛✈❡rs❛❧ t♦ ✈✐s✐t ❛♥♦t❤❡r
♥♦❞❡ ✐♥ T ✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s tr❛✈❡rs❡❞ t❤❡ ❛❣❡♥t ✇✐❧❧ st❛rt ❛ ♥❡✇ ❉❋❙✲tr❛✈❡rs❛❧✱ ❛♥❞ s♦
♦♥✱ ✉♥t✐❧ ♥♦ ❢✉rt❤❡r r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡
❣r❛♣❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ❛t s♦♠❡ t✐♠❡ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥t✱ s✉❝❤ t❤❛t ♥♦❞❡ st❛r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

◆♦✇ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ ❛ ❣r❛♣❤ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡ ❛❢t❡r ❛rr✐✈❛❧ ❛t s♦♠❡
♥♦❞❡ v✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ✏❧❡❛r♥✑ t❤❡ k✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ v ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❡❝❦
✐❢ ❛ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♥♦❞❡✬s k✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ✜rst
❝♦♥str✉❝ts ❛ ❇r❡❛❞t❤ ❋✐rst ❙♣❛♥♥✐♥❣ ✭❇❋❙✮ tr❡❡ TB(v,k) ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧ B(v, k) r♦♦t❡❞ ❛t v ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ❧❛②❡r❡❞ ❢❛s❤✐♦♥✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❵❝♦❧❧❡❝ts✬ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ B(v, k) ❜②
tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ tr❡❡ TB(v,k)✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ✉♥✐q✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs t❤❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✬s k✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐s q✉✐t❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❛t ♥♦ s✉❝❤ ✉♥✐q✉❡ ♥♦❞❡
✐❞❡♥t✐✜❡rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t t♦♦ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❧❡t t❤❡ ❛❣❡♥t ❤✐♠s❡❧❢ ❝r❡❛t❡ s✉❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❡rs
❢♦r t❤❡ ✈✐s✐t❡❞ ♥♦❞❡s ✭❡✳❣✳✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ T ✮✳ ❍❛✈✐♥❣ ✏❧❡❛r♥❡❞✑ t❤❡
t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ B(v, k)✱ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t s♦♠❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡ r ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ B(v, k)✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ✈✐s✐ts B(v, k) ❛❣❛✐♥ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ tr❡❡ TB(v,k)✮ ❛♥❞ ❛tt❛❝❤❡s ♥❡✇
❧❛❜❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r✉❧❡ r✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
♦♥❡ ❧♦❝❛❧ r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❤♦st✲❣r❛♣❤✳ ❋♦r t❤❡
❧❛tt❡r ♣✉r♣♦s❡ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❢✉❧✱ ❜✉t ✐t ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠✲✇❛❧❦ ✇✐t❤♦✉t

✸■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ✈✐❝❡
✈❡rs❛✳

■◆❘■❆



▼♦❜✐❧❡ ❆❣❡♥ts ❋♦r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ▲♦❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ●r❛♣❤s ✶✸

❛♥② ❣❧♦❜❛❧ s♣❛♥♥✐♥❣✲tr❡❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❲✐t❤✐♥ ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❛❞♦♣t ❛
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✳

✹✳✸ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆❣❡♥t ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡
♦✉r ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ k✲❧♦❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r ❛♥② ✐♥t❡❣❡rs
k, n > 1✳

✹✳✸✳✶ ■♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ n r❡❣✐♦♥s (Gi)i∈{1,...,n} ❛♥❞
t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ r❡❣✐♦♥ Gi t♦ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t Ai✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡s
✐♥ ✐ts ♦✇♥ r❡❣✐♦♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❜② ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s ✐s ♠❛♥❛❣❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡r❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
r❡❣✐♦♥s✳

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ♥♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❛❣❡♥t ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ t❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ✐❞❡♥t✐✜❡rs
tr❛✈❡❧ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♥♦❞❡✳ ■❢ ♥♦ ❢r❡❡ ♥♦❞❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❉❋❙✲tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✮✱ t❤❡ ❛❣❡♥t s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♥♦❞❡
✈❛♥✐s❤❡s ✭✐t ❞✐❡s✮✳

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❡①❡❝✉t❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❉❋❙✲tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t s②st❡♠✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♠✐tt❡❞
t❤❡ ❞❡t❛✐❧s s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ❛♥ ❛❣❡♥t ♠❛r❦s ❛ ♥♦❞❡ ♦r ❛♥ ❡❞❣❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❵✇❤✐t❡❜♦❛r❞s✬ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✮✳ ❆❢t❡r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t ❤❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛
s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② TGi

✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ Gi ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ G

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛❣❡♥t Ai✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t

♠❛r❦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♥♦❞❡ ❛s r♦♦t ♦❢ TGi
❀

✜♥❞ ❛ ♥❡✇ ✉♥✲❡①♣❧♦r❡❞ ♥♦❞❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✴✴ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲♠❛r❦❡❞
♥❡✐❣❤❜♦r
✐❢ ❛ ♥❡✇ ✉♥✲❡①♣❧♦r❡❞ ♥♦❞❡ v ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❡♥

♠❛r❦ t❤❡ ♥❡✇ ❡①♣❧♦r❡❞ ♥♦❞❡ v ❛s ♣❛rt ♦❢ s✉❜✲❣r❛♣❤ Gi❀
✉♣❞❛t❡ t❤❡ r♦♦t❡❞ tr❡❡ TGi

❀
❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭❉❋❙✲tr❛✈❡rs❛❧✮ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ v ✭❣♦ t♦ ❧✐♥❡ 2✮❀

❡❧s❡
♠♦✈❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❡♥t ♥♦❞❡ u ✉s✐♥❣ t❤❡ r♦♦t❡❞ tr❡❡ TGi

❀
✐❢ ♥♦❞❡ u ✐s t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ ❛❧❧ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡s ♦❢ u ✇❡r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡♥

st♦♣ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥❀
TGi

✐s r❡❛❞②❀
❡❧s❡

❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ u ✭❣♦ t♦ ❧✐♥❡ 2✮❀

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ■♥✐t◆❡t✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ r❡❣✐♦♥ Gi✿ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❝♦❞❡ ❢♦r ❛❣❡♥t
♥✉♠❜❡r i

❢❛✐❧s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ tr❡❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❣❡♥t s❤♦✉❧❞ ✈❛♥✐s❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛❣❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❣✐♦♥ ✭t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣r❛♣❤✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ■♥✐t◆❡t✇♦r❦ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺
❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ ❢♦r❡st ♦❢ G ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ✉♥✐q✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ■♥✐t❆❣❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ✇❛② ✉s✐♥❣ r✉❧❡s t②♣❡ ▲❈✵ ♦r ▲❈✶✳

✹✳✸✳✷ ❊①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣

◆♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥s (Gi)i∈{1,...,n} ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♥❣ r❡❧❛✲
❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥ ✐ts ♦✇♥ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ r✉❧❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❧✐❦❡ s♣❡❝✐✜❡❞

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✹ ❇✳ ❉❡r❜❡❧✱ ❙✳ ●r✉♥❡r✱ ▼✳ ▼♦s❜❛❤

❜② ♦✉r s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❝♦♥✢✐❝ts ♠❛② ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡r❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✐s t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
t❤❡s❡ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ❋✐rst✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t Ai ❝♦♥str✉❝ts ❛ ❇❋❙✲s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ TBi(v,k) ♦❢ B(v, k) ❢♦r ❡❛❝❤
♥♦❞❡ v ∈ Gi ✭♥♦t❡ t❤❛t TBi(v,k) ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛♥♦t❤❡r r❡❣✐♦♥ Gj 6= Gi✮✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t
Ai tr❛✈❡rs❡s Gi ✐♥ ❛ ❉❋❙ ❢❛s❤✐♦♥ ✉s✐♥❣ TGi

✳ ❲❤❡♥ ❛❣❡♥t Ai ✐s ❛t ❛ ♥♦❞❡ v ∈ Gi✱ ✐t tr✐❡s t♦ ❛♣♣❧②
❛ r✉❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ♣❤❛s❡ str❛t❡❣②✿

✶✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡✱ ❛❣❡♥t Ai tr❛✈❡rs❡s TBi(v,k) ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝ts t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ B(v, k) ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝❤❡❝❦ ✐❢ ❛ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■❢ ♥♦ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡♥ Ai ❝♦♥t✐♥✉❡s t❤❡ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢
TGi

✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ Ai ❣♦❡s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✳

✷✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ ❛❣❡♥t Ai tr❛✈❡rs❡s TBi(v,k) ❛♥❞ tr✐❡s t♦ ♠❛r❦ t❤❡ WB(w).c ✜❡❧❞ ♦❢ ❛❧❧
♥♦❞❡s w ∈ B(v, k) ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❛ ❧❛❜❡❧ ✭▼✱✐✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❼ ■❢ ❛ ♥♦❞❡ w ∈ B(v, k) ✐s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ ✭❧♦❝❦❡❞✱❥✮ ❢♦r ❛♥② j 6= i✱ t❤❡♥ ❛❣❡♥t Ai

✇❛✐ts ✉♥t✐❧ ♥♦❞❡ w ✐s ✉♥❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛❣❡♥t Aj ✭s❡❡ ♥❡①t ♣❤❛s❡✮✳

❼ ■❢ ❛ ♥♦❞❡ w ∈ B(v, k) ✐s ❛❧r❡❛❞② ♠❛r❦❡❞ ✭▼✱❥✮ ❜② ❛♥♦t❤❡r ❛❣❡♥t Aj 6= Ai✱ t❤❡♥ t❤❡r❡
❛r❡ t✇♦ ❝❛s❡s✿

✕ ■❢ i < j t❤❡♥ Ai ✉♥♠❛r❦s ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ❤❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ♠❛r❦❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s t❤❡
tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ TGi

✭❣♦ t♦ st❡♣ 1✮✳

✕ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ Ai ♠❛r❦s w ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ ✭▼✱✐✮ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s t❤❡ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ TBi(v,k)

✭❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ B(v, k)✮✳

✸✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❤❛s❡✱ ✐❢ Ai s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ♠❛r❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ B(v, k) ✇✐t❤ ✭▼✱✐✮✱ t❤❡♥ ✐t
tr❛✈❡rs❡s TBi(v,k) ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧♦❝❦ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ B(v, k) ❜② ♠❛r❦✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤
t❤❡ ❡①tr❛ ❧❛❜❡❧ ✭❧♦❝❦❡❞✱✐✮✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❜❛❧❧ ✐s r❡❛❞② t♦ ❜❡ r❡❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❛ r✉❧❡✳ ■❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦❞❡ w ∈ B(v, k) ✐s ♥♦t ✭▼✱✐✮ t❤❡♥ Ai ✉♥♠❛r❦s ❛❧❧
♥♦❞❡s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ ✭▼✱✐✮ ♦r t❤♦s❡ ❧♦❝❦❡❞ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ ✭❧♦❝❦❡❞✱✐✮ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s t❤❡
❉❋❙✲tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ TGi

✭✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ WB(w).c ✜❡❧❞ ♦❢ ♥♦❞❡s w ∈ B(v, k)
♠❛r❦❡❞ ❜② ❤✐♠s❡❧❢ ❛♥❞ ❣♦❡s t♦ ♣❤❛s❡ 1✮✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❛❣❡♥t Ai tr❛✈❡rs❡s TBi(v,k) ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❧♦❝❦ t❤❡ ♥♦❞❡s✱ ✐t ❛❧s♦ ❝♦❧❧❡❝ts t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ B(v, k) ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡♣❛r❡
❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s t♦ ♠❛❦❡ ❛♥♦t❤❡r tr❛✈❡rs❛❧✳

✹✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣❤❛s❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t Ai ❤❛s s✉❝❝❡❡❞❡❞ ❧♦❝❦✐♥❣ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥
B(v, k)✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❣❡♥t tr❛✈❡rs❡s B(v, k) ❢♦r t❤❡ ❢♦✉rt❤ t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❛ r✉❧❡✳ ❆t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐t ✉♥❧♦❝❦s t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ B(v, k)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s t❤❡ ❉❋❙✲tr❛✈❡rs❛❧
♦❢ TGi

❛♥❞ st❛rts ❛♥♦t❤❡r ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ ❛❣❛✐♥✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✜♥❞s ❛ r✉❧❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛❢t❡r t❤❡
✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣❤❛s❡✱ ♥♦ r✉❧❡ ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ s♦♠❡ ♥♦❞❡s ✐♥ B(v, k) ♠❛② ❝❤❛♥❣❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♥♦❞❡ w ♠❛r❦❡❞
✭❧♦❝❦❡❞✱✐✮ ❜② ❛♥ ❛❣❡♥t Ai ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♦♥❧② ❜② ❛❣❡♥t Ai ❤✐♠s❡❧❢✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t j

✇❛♥ts t♦ ♠❛r❦ ♥♦❞❡ w✱ t❤❡♥ ❤❡ ♠✉st ✇❛✐t ✉♥t✐❧ ❛❣❡♥t Ai ✉♥♠❛r❦s ✐t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✿ s❡✈❡r❛❧ tr❛✈❡rs❛❧s
♦❢ B(v, k) ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t v ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❢r♦♥t✐❡r ♦❢ s♦♠❡ ♦t❤❡r r❡❣✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ j 6= i s✉❝❤ t❤❛t B(v, k) ∩ Gj 6= ∅✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❝❛♥
♠❛❦❡ ❢✉rt❤❡r ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛r❦ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛t t❤❡✐r ❢r♦♥t✐❡r ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❝❛♥
❛✈♦✐❞ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❧ B(v, k) s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✐❢ ♥♦❞❡ v ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❢r♦♥t✐❡r✳

✹✳✸✳✸ ❈♦rr❡❝t♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s

❋✐rst✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❞♦♥❡ ❜② ❛♥ ❛❣❡♥t Ai ❧♦❝❛❧❧② ♦♥ ❛ ❜❛❧❧ B(v, k) ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ■♥
❢❛❝t✱ t❤❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜❛❧❧ ✐s ❛❧✇❛②s ❞♦♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✈❛❧✐❞ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡
r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✐♥♣✉t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ❜❡✐♥❣ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ w

✭♦r ❛♥ ❡❞❣❡✮ ♦❢ ❛ ❜❛❧❧ B(v, k) ✐♥ ♣❤❛s❡ 4✱ ♥♦ ♦t❤❡r ❛❣❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ w′ ✐♥ B(v, k)
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦♣❡rt② ✐s ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t✿ ❛♥ ❛❣❡♥t Ai ❜❡❣✐♥s

■◆❘■❆



▼♦❜✐❧❡ ❆❣❡♥ts ❋♦r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ▲♦❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ●r❛♣❤s ✶✺

r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛ ❜❛❧❧ B(v, k) ✐♥ ♣❤❛s❡ 4 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜❛❧❧ B(v, k) ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤
❧❛❜❡❧ ✭❧♦❝❦❡❞✱✐✮✱ ❛♥❞ ♥♦❞❡s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ ✭❧♦❝❦❡❞✱✐✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉♥❧♦❝❦❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳

◆♦✇✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t❤❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✳

▲❡♠♠❛ ✶ ❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♦❢t❡♥ ✐♥ ❛♥②
♥♦❞❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛❣❡♥t Ai ♠❛② ✇❛✐t ❛t ❛ ♥♦❞❡ w ✐s ✇❤❡♥ w ✐s ♠❛r❦❡❞ ✭❧♦❝❦❡❞✱❥✮
✇✐t❤ i 6= j ✭♣❤❛s❡ 2✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❛❣❡♥t Ai ♠❛② ✇❛✐t ✐❢ t❤❡ ♥♦❞❡ w ✇❛s ❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r
❛❣❡♥t Aj ✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ 3 ❛♥❞ 4✱ ✇❡ ❛r❡ s✉r❡ t❤❛t ♥♦❞❡ w ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛❣❡♥t
Aj ✱ t❤✉s ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ ♥♦❞❡ w ✇❛s ❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛❣❡♥t Aj ✱ t❤❡♥ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
❛❣❡♥t Aj ❤❛s s✉❝❝❡❡❞❡❞ ✐♥t♦ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♣❤❛s❡ 2✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❤❛s ♠❛r❦❡❞ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
B(v, k) ❜❛❧❧ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ ✭▼✱❥✮✳ ❚❤✉s✱ ❛❣❡♥t Aj ✐s ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡✐t❤❡r ♣❤❛s❡ 3 ♦r ♣❤❛s❡ 4✱ ✇❤✐❧❡ ❛❣❡♥t
Ai ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ✐♥ ♥♦❞❡ w✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ 3 ❛♥❞ 4✱ ❛❣❡♥t Aj ✐s ♥❡✈❡r ❜❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ ✐t
❛❧✇❛②s ✉♥❧♦❝❦s t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ B(v, k)✳ �

❚❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡ ♣r♦♣❡rt② st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✲
♥❡ss ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ♦♥❧② ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤
♦t❤❡rs✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐❢ ❛ r✉❧❡ r ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛♥② ♥♦❞❡ v ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛❣❡♥t Ai t❤❛t s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ B(v, k) ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ❛t ♥♦❞❡ v ❛❧✇❛②s ✈❡r✐✜❡s ✇❤❡t❤❡r
❛ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✉s ✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t st❛rts ♠❛r❦✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ s♦♠❡ ❜❛❧❧ B(v, k)✱ t❤❡♥ t❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t s♦♠❡ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ B(v, k)✳ ◆♦✇✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t Ai ❢❛✐❧s ♣r❡♣❛r✐♥❣
❛ ❜❛❧❧ B(v, k) ✐♥ ♣❤❛s❡ 3 ✐✳❡✳✱ ✐t ❢❛✐❧s ❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ B(v, k)✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ♠✉st ❡①✐st ❛♥♦t❤❡r
❛❣❡♥t Aj ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ r✉❧❡ ✐♥ ❛ ❜❛❧❧ B(w, k) s✉❝❤ t❤❛t j > i ❛♥❞ B(v, k) ∪B(w, k) 6= ∅✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥t
Aj ♠❛② ❛❧s♦ ❢❛✐❧ ♣r❡♣❛r✐♥❣ ❜❛❧❧ B(w, k) ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛❣❡♥t Aℓ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐❞❡♥t✐✜❡r✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ✬❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡✬ ♣r♦♣❡rt② ✇❡ ❛r❡ s✉r❡ t❤❛t ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ♣❛ss❡ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡✱ ❛t
❧❡❛st t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐❞❡♥t✐✜❡r ✇✐❧❧ s✉❝❝❡❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ r✉❧❡✳

◆♦✇✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t s♦♠❡ r✉❧❡ r ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❜❛❧❧ B(v, k) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡
t❤❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t❤❛t ✐s ♥♦ ♦t❤❡r r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ♥♦❞❡ ❜❡❢♦r❡ r✉❧❡ r

✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ B(v, k)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❣❡♥t Ai ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ Gi ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ v ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ❛❣❡♥t
✇❤♦ ♣❛ss❡s t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛❣❡♥ts
✇❤❡♥ ♣r❡♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❧ B(v, k) ✐♥ ♣❤❛s❡ 3✳

❚❤✉s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❖✉r ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❝♦rr❡❝t✱ t❤❛t ✐s✿

❼ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱

❼ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r✉❧❡ st❛r✈❛t✐♦♥✱

❼ t❤❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛❣❡♥ts ✐s ❝♦rr❡❝t✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❇② ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ❛r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠✲
♣r❡❤❡♥s✐✈❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✭✐✮ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛
❢♦r♠❛❧ t♦♦❧✲❜♦① ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ✭✐✐✮ ♦✉r ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛
♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦♦❧✲❜♦① ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡♠✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❦❡② t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣✱ ♣r♦✈✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✻ ❇✳ ❉❡r❜❡❧✱ ❙✳ ●r✉♥❡r✱ ▼✳ ▼♦s❜❛❤

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ s②st❡♠s ❜②
✉s✐♥❣ t♦❦❡♥s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛❣❡♥ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦r ❥✉st ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✐♥❝❡ ♥♦❞❡s ✇✐❧❧
❤❛✈❡ t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠❡ss❛❣❡ t②♣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♠♦❜✐❧❡
❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥t♦ ❜r✐♥❣✐♥❣ ❛ ♥❡✇ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
s♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❛❧❧♦✇s
❜♦t❤ ❛♥ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤
s❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❉✳ ❆♥❣❧✉✐♥✳ ▲♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ 12th ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥
t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✽✷✕✾✸✱ ✶✾✽✵✳

❬✷❪ ▼✳ ❇❛✉❞❡r♦♥✱ ❨✳ ▼ét✐✈✐❡r✱ ▼✳ ▼♦s❜❛❤✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙❡❧❧❛♠✐✳ ❋r♦♠ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ❛s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt✱ ▲❛❇❘■✱ ❘❘✲✶✷✼✶✲✵✷✱ ✷✵✵✷✳

❬✸❪ ▼✳ ❇❛✉❞❡r♦♥ ❛♥❞ ▼✳ ▼♦s❜❛❤✳ ❆ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥❞ ✈✐s✉✲
❛❧✐③✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ P✳ ❇♦tt♦♥✐ ❛♥❞ ▼✳ ▼✐♥❛s✱ ❡❞✐t♦rs✱ ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❱✐s✉❛❧ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✭●❚✲❱▼❚✬✵✷✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✷ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❇❛r❝❡❧♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ✷✵✵✸✳

❬✹❪ ❏✳ ❈❤❛❧♦♣✐♥✱ ❊✳ ●♦❞❛r❞✱ ❨✳ ▼ét✐✈✐❡r✱ ❛♥❞ ❘✳ ❖ss❛♠②✳ ▼♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✈❡rs✉s ♠❡ss❛❣❡
♣❛ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ✶✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❖♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❖❢ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙②st❡♠s
✭❖P❖❉■❙✬✵✻✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✸✵✺ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✽✼✕✷✵✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✵✻✳

❬✺❪ ❏✳ ❈❤❛❧♦♣✐♥ ❛♥❞ ❉✳ P❛✉❧✉s♠❛✳ ●r❛♣❤ ❧❛❜❡❧✐♥❣s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳
■♥ 32th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ●r❛♣❤✲❚❤❡♦r❡t✐❝ ❈♦♥❝❡♣ts ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❲●✬✵✻✮✱
✈♦❧✉♠❡ ✹✷✼✶ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✵✶✕✸✶✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✳

❬✻❪ ❍✳ ▼✳ ❉❡✐t❡❧✱ P✳ ❏✳ ❉❡✐t❡❧✱ ❛♥❞ ❉✳ ❘✳ ❈❤♦✛♥❡s✳ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❙②st❡♠s ✭✸r❞ ❊❞✐t✐♦♥✮✳ Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✱
■♥❝✳✱ ❯♣♣❡r ❙❛❞❞❧❡ ❘✐✈❡r✱ ◆❏✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✸✳

❬✼❪ ❇✳ ❉❡r❜❡❧✳ ❊✣❝✐❡♥t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❤❛♥❞s❤❛❦❡ ✉s✐♥❣ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts✳ ■♥ 8th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥✲
❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ✭■❈❉❈◆✬✵✻✮✱ ♣❛❣❡s ✷✾✹✕✸✵✺✳ ▲◆❈❙ ✹✸✵✽✱
✷✵✵✻✳

❬✽❪ ❙✳ ●r✉♥❡r✳ ▼♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t s②st❡♠s ❛♥❞ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✶✹✵✵✲✵✻✱ ▲❛❇❘■ ✲
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇♦r❞❡❛✉① ✶✱ ✷✵✵✻✳

❬✾❪ ❆✳ ❊✳ ❍✐❜❛♦✉✐✱ ❨✳ ▼ét✐✈✐❡r✱ ❏✳ ❘♦❜s♦♥✱ ◆✳ ❙❛❤❡❜✲❉❥❛❤r♦♠✐✱ ❛♥❞ ❆✳ ❩❡♠♠❛r✐✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢
❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ t✐♠❡t❛❜❧❡ ❤❛♥❞s❤❛❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✶✹✵✷✲✵✻✱ ▲❛❇❘■✱
✷✵✵✻✳

❬✶✵❪ P✳ ❑♥✐rs❝❤ ❛♥❞ ❍✳✲❏✳ ❑r❡♦✇s❦✐✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❣❡♥t s②st❡♠s ❜② ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
■♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ●r❛♣❤ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ■♥❞✉str✐❛❧ ❘❡❧❡✈❛♥❝❡ ✭❆●❚■❱❊✬✾✾✮✱ ✈♦❧✉♠❡
✶✼✼✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✼✾✕✽✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✵✳

❬✶✶❪ ■✳ ▲✐t♦✈s❦②✱ ❨✳ ▼ét✐✈✐❡r✱ ❛♥❞ ❊✳ ❙♦♣❡♥❛✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r ❣r❛♣❤ r❡❧❛❜❡❧❧✐♥❣ s②st❡♠s✳
▼❛t❤✳ ❙②st✳ ❚❤❡♦r②✱ ✷✽✿✹✶✕✻✺✱ ✶✾✾✺✳

❬✶✷❪ ■✳ ▲✐t♦✈s❦②✱ ❨✳ ▼ét✐✈✐❡r✱ ❛♥❞ ❊✳ ❙♦♣❡♥❛✳ ●r❛♣❤ r❡❧❛❜❡❧❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
■♥ ❍✳ ❊❤r✐❣✱ ❍✳ ❑r❡♦✇s❦✐✱ ❯✳ ▼♦♥t❛♥❛r✐✱ ❛♥❞ ●✳ ❘♦③❡♥❜❡r❣✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❣r❛♣❤
❣r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❜② ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✱ ♣❛❣❡s ✶✕✺✻✳ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱
✶✾✾✾✳

❬✶✸❪ ■✳ ▲✐t♦✈s❦②✱ ❨✳ ▼ét✐✈✐❡r✱ ❛♥❞ ❲✳ ❩✐❡❧♦♥❦❛✳ ❖♥ t❤❡ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ●r❛♣❤s ✇✐t❤
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