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Résumé

Nous proposons dans cet article de mettre en avant quelques idées pour la simulation
numeérique de plusieurs classes d’équations d’ondes dispersives (KdV, Benjamin-Ono) ou
non (Kuramoto-Sivashinski) par des méthodes multiniveaux. Nous partons des idées ini-
tialement développés pour les équations dissipatives et en proposons une extension. Il en
ressort que la présence d’une régularisation en temps est nécessaire pour pouvoir traiter de
manieére stable, et avec des schémas appropriés, les différentes échelles de la solution, préala-
blement générées & l’aide de méthodes hierarchiques (inconnues incrémentales, ondelettes,
Fourier).
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Introduction

La simulation numérique de systémes dynamiques met souvent en évidence la présence
d’échelles (ou de structures) de tailles différentes; on note canoniquement Y les grandes struc-
tures et Z les petites structures. Les Y sont associés a la partie principale de la solution, les
Z a une partie fluctuente. Dans la simulation de la turbulence, les méthodes LES ou de sous-
mailles proposent de traiter ces structures numériquement de maniére différente, en s’appuyant
par exemple sur une modélisation (relation de fermeture). Au milieu des années 80, et pour
des systémes dynamiques dissipatifs, les travaux de Temam et al [Tem97| ont permis de justi-
fier mathématiquement la démarche de séparation des échelles (théorie des variétés inertielles).
D’abord formulés dans un cadre spectral, les méthodes de Galerkin non-linéaires (GNL) ont
été présentées comme un cadre numérique pour mettre en application la modélisation des Z
par les Y. La méthode a été étendue par la suite a des situations plus générales, citons Marion-
Temam [MT89, MT90| pour les éléments finis, Temam [CT91a, CT91b] pour les différences
finies, Goubet |Gou93| pour les ondelettes.

Dans la pratique, la projection sur une variété inertielle (approximative) ne permet pas
de mettre en avant ’efficacité de la démarche en termes de réduction de temps de calcul, comme
I’a montré F. Pascal [Pas92| en éléments finis.

En fait, 'idée principale de la démarche consiste a traiter différemment les Y et les Z,
c’est-a-dire & définir un schéma numérique différent pour les Y et pour les Z. Cette approche
a donné lieu & de nouveaux types de schémas “multiniveaux en temps” : citons par exemples
Debussche-Dubois-Temam [DDT95], C. Calgaro et J. Laminie en éléments finis (hiérarchiques)
pour les équations de Burgers et de Navier-Stokes |[CLT97, CDL98|, Dubois-Jauberteau-Temam
en spectral pour la simulation de la turbulence homogeéne [DJT98], Costa-Dettori-Gottlieb-
Temam [CDGTO01| pour Burgers en Fourier et Chebyshev, F. Pouit [Pou98|, JP. Chehab et
B. Costa [CC03, CC04]| en différences finies pour Burgers, A. Debussche, J. Laminie et E.
Zahrouni [DLZ05] en ondelettes et éléments finis pour Burgers.

Tous les travaux sus-cités s’appuyent sur une décomposition a priori des inconnues en
termes de grandes et de petites structures — les techniques utilisées & cet effet varient suivant le
contexte, nous y reviendrons plus tard — et sur un traitement numeérique différencié de celles-ci.
Cette stratégie se justifie par un phénomeéne caractéristique des systémes dissipatifs, a savoir le
transfert de I'énergie de la solution des hauts vers les bas modes de Fourier, ce qui peut se voir
également comme une propriété de régularisation.

La finalité de notre projet ici est d’appliquer cette approche a des équations d’ondes
dispersives ou non et qui présentent des caractéristiques toutes autres. En particulier, certaines
d’entre elles admettent des solutions localisées en espace (solitons) ou peuvent présenter des
phénomeénes d’explosion en temps fini; dans ce dernier cas les transferts d’énergie des hauts
modes vers les bas modes ne peuvent avoir lieu.

Nous considérons ici successivement quelques équations d’ondes 1D pour lesquelles nous
proposons des schémas multiniveaux s’appuyant sur une décomposition de type Y-Z, en Fourier,
en inconnues incrémentales en différences finies et en interpolettes suivant les cas; I'utilisation
des ondelettes interpolantes est motivée pour le développement de maillages adaptatifs et le
calcul de solutions explosives trés localisées en espace.

Notre travail est organisé comme suit : dans un premier temps nous rappelons quelques
décompositions en espace / fréquences (Inconnues incrémentales, Interpolettes, Fourier) que
nous utiliserons pour définir les différents niveaux d’échelles. Ensuite, pour un probléme mo-



déle assez général, incluant les équations de KdV et de Benjamin-Ono, nous proposons des
schémas de discrétisation en espace et en temps vérifiant des propriétés de conservation d’in-
variants au niveau discret. Puis, plus particuliérement pour KdV, nous introduisons différents
schémas multiniveaux de type Runge Kutta. L’approche de type GNL n’est pas concluante
dans ce cas et nous proposons quelques pistes de résolutions adpatatives avec des techniques de
seuillage. L’équation de Kuramoto-Sivashinski qui comporte des termes dissipatifs, présente en
revanche des propriétés de régularisation, ce qui permet d’appliquer avec succés les techniques
multiniveaux. Des propriétés de régularisation semblent donc étre un préalable a ’application
d’une approche multiniveaux et il serait a cet égard intéressant de considérer les équations fai-
blement amorties, telles que KdV [Ghi88b, Ghi%4, Gou00, GR02] ou Schrédinger non linéaire
(NLS)|Ghi88a, Gou96, AMCT08|, pour lesquelles les solutions sont régularisées asymptotique-
ment : il s’agit-la d’une situation intermédiaire entre le cas dissipatif et celui dispersif.

1 Séparation des échelles

1.1 La décomposition en grandes et petites échelles

La simulation numérique de systémes dynamiques met souvent en évidence la présence
d’échelles (ou de structures) de tailles différentes, associées respectivement aux modes lents et
modes rapides du flot. D’autre part, la stabilité des schémas numeériques classiques est subor-
donnée a leur capacité a représenter les fréquences élevées de la solution. Ces schémas reposent
sur un traitement uniforme de toutes les données; la stabilité numérique est donc limitée par
le comportement des hautes fréquences par rapport a la discrétisation considérée.

Un moyen d’augmenter la stabilité des schémas numériques et donc de pouvoir calculer
plus précisement, mais aussi plus rapidement, la solution du probléme pour les grand inter-
valles de temps consiste a introduire une décomposition des inconnues en termes de grandes et
petites structures et de traiter celles-ci différemment dans le schéma numérique en temps. Plus
précisement, la décomposition en grandes et petites structures consiste & réorganiser a priori
les données en termes de partie principale et partie fluctuante de la solution. Il est & noter
que cette décomposition différe des décompositions LES (Large Eddies Simulations) v = u + @
dans lesquelles la partie principale «# est bien de ’ordre de la solution physique v mais la par-
tie fluctuante 4 est seulement de moyenne petite en temps. Dans la décomposition que nous
considérerons, la partie fluctuante sera aussi petite en espace.

Lorsque les conditions aux limites sont périodiques, on approche les fonctions assez ré-
guliéres par des séries de Fourier tronquées :

2n
u =~ Z QW5
i=1

ou les «; sont des réels et les w; les 2n premiers éléments d’un base hilbertienne. Nous avons
alors évidemment
n 2n
u:Zaiwi—F Z aiwi:Y—FZ.
i=1 i=n+1
Les Y sont décrits par les petites longueurs d’ondes et, de par la convergence de la série,

contiennent la majeur part de I’énergie. Les Z sont associés aux fréquences élevées et sont
“petits” par rapport aux Y.



La mise en ceuvre de cette décomposition s’effectue au moyen de FFT. Néanmoins, cette
décomposition a deux inconvenients, d’'une part elle ne s’applique qu’aux conditions aux limites
périodiques et d’autre part les différentes échelles ne sont pas du tout localisées en espace, ce
qui oblige & éffectuer des calculs couteux pour capter des phénoménes trés localisés en espace,
du type explosion de la solution en temps fini. Cette décomposition est parfaitement localisée
en fréquence, mais pas du tout en espace.

Dans le cas non périodique, ou si on veut travailler localement en espace, les méthodes
hiérarchiques offrent un compromis trés intéressant pour séparer les échelles a la fois en fré-
quence et en espace. Ces méthodes hiérarchiques (inconnues incrémentales, ondelettes, bases
hiérarchiques en éléments finis,...) reposent toutes sur le méme schéma de construction. Tout
d’abord, on considere plusieurs grilles de discrétisation en espace et l’on distingue les inconnues
portées par la grille grossiere de celles portées par les grilles complémentaires : la grille gros-
siére ne peut représenter que les basses fréquences alors que les grilles fines complémentaires
peuvent capter les modes élevés, en réalisant une séparation en fréquence de la solution. Dans
un deuxiéme temps, on remplace les inconnues de grilles fines complémentaires par des nouvelles
inconnues qui représentent localement l'erreur d’interpolation. On opére ainsi une séparation
des échelles en espace. Nous détaillons plus bas dans cette section les différentes décompositions
en différences finies et en ondelettes.

SiI’on ommet pour 'instant un éventuel seuillage numérique, cette décomposition consiste
en un changement de variables que 'on représente par une matrice de transfert S'; la trans-
formation est en effet linéaire en I'absence de seuillage. La matrice S représente aussi bien
une FFT, une transformée en ondelettes, qu’une matrice de tranfert de base hiérarchiques ou
d’inconnues incrémentales.

Plus précisément, si U est le vecteur contenant les approximations nodales de la solution,

on définit U par la relation R
U=5U

avec U = (Y, Z)T. Ici, Y correspond & 'approximation de la solution dans l’espace grossier, Y’
est donc de 'ordre de la solution physique, tandis que Z contient les corrections & la solution
correspondants aux erreurs d’interpolation sur les grilles fines successives.

Considérons 1’équation d’évolution non linéaire suivante :

(1.1)

owu(t) = L(t,u)+ N(t,u), x€]0,7[, t>0,
u(0,2) = wg(z), x €0, 7],

ou L (resp. N) est un opérateur linéaire (resp. non linéaire). Apres discrétisation en espace,
nous obtenons le systéme différentiel & m inconnues suivant :

W _ g = NO@, (1.2)

dt
U0) = UyeR™, (1.3)

qui se reécrit en systéme couplé en Y et Z :

ay h h h
— LY -1z = NP(v.2), (1.4)
az h h h
WY LYz = NP(v.2), (15)



Ici LZ(;L) désignent les blocs de la matrice S~'L() S suivant la décomposition Y-Z :

(R) 7 (R) (k)
g1 g L% L1}2L CSTING(UY) = NYh (Y, 2)
Ly LS NP(Y, 2)

Enfin, on note Id (resp. Idy, Idy) la matrice identité de la méme taille que la matrice L (resp.
(h) 1 (h)
Lyy, Lyy).

1.2 En différences finies (Inconnues incrémentales)

1.2.1 Principe

La construction des inconnues incrémentales s’effectue en deux étapes :
1. Hiérarchisation

2. Changement de variables (récursif)

1.2.2 La hiérarchisation

Considérons d’abord deux grilles. Soit h le pas de Gp, la grille la plus fine. On suppose
pour simplifier que Gop, C Gy ; cela n’est pas toujours le cas mais on peut se ramener a une
situation similaire par coarsening, tel que proposé plus bas pour résoudre le probléme de Stokes.
La hiérarchisation consiste & réordonner les inconnues en rangeant d’abord celles de la grille la
plus grossiére Gh, puis, successivement, celles des Gy \ Gap, j = 1,-- -, d. On illustre ci-dessous
ce réordonnement en dimensions 1 et 2 d’espace.

0O X 0 X o0 X o0 X o0

En dimension 2, si G}, est la grille fine composée des points (ih,jh), i,j =1,...,2N — 1,
alors les points de la grille grossiére sont (2ih,2jh) comme ci-dessous

S © © © © © ©

S X © X © X o -
S © O © © © O -
S X © X © X o -
S © O © © © O -
S X © X o X o -
S © © © © © O

1.2.3 Changement de variables

Lorsque deux niveaux de grilles sont utilisés, le changement de variables consiste a laisser
inchangées les inconnues de la grille grossiére et a remplacer celles de la grille complémentaire
Gp \ Gap, par une erreur d’interpolation :

Z=U;—RoY, (1.6)



ou R: Gy — Gp\Gpg est un opérateur d’interpolation d’ordre p. On parlera alors d’inconnues
incrémentales d’ordre p. Quand plus de 2 niveaux de grille sont considérés, le changement de
variables consiste & produire récursivement plusieurs blocs d’inconnues incrémentales et on a
la relation

Yy Yy
uf ?1
Ufy =S| ?
U,fd Zd

La matrice S du changement de variables est appelée matrice de transfert.

Exemple
Décrivons la construction des inconnues incrémentales (II) d’ordre 2. En dimension un, soit
Uj, j=0,...,2N — 1 les inconnues nodales sur G,. On pose

1 .
Zojy1 = Ugjp1 — 3 (Uzj +Usjy2),j=0,---, N — 1, (1.7)

Les II sont donc définies comme des incréments (erreur d’interpolation) de U a la valeur moyenne
des inconnues de la grille grossiére voisins.
En dimension 2, on procéde de maniére analogue tout en distinguant 3 situations différentes :

o
X
o
X
o

(1.9)

Les inconnues incrementales (associée a des conditions aux limites de Dirichlet homogéne) sont
donc définies par

22i2j+41 = U2§2j+1 — B (w225 + u2i2j+2)
2it12j = Uit12) 5 (w225 + u2i42,25) 5
Z2%+41,2j+1 = U2%+41,25+1 — 1 (u2i,2j + Ugi+2,25 + U22j4+2 + U2i+2,2j+2) )

pour i,j =0,...N —1let Uyg=0si coufe{0,1}.

1.3 Inconnues incrémentales et compression des données

Bien évidemment, la formule de Taylor assure que les II de la j-iéme grille sont en (’)(h;l),
si d est Pordre du schéma d’interpolation utilisé. Cette différence d’ordre de grandeur en com-
posantes grossiéres et incémentales apparait & travers des estimations de type energie, dont le
cadre sous-jacent est le probléme de Poisson, voir [CT91a|. Dans Chehab-Miranville [CM98],
nous proposons une construction générale des I sur un maillage non uniforme, en dimensions 1
et 2 d’espace. En particulier, Si ’on considére la solution du probléme de Dirichlet sur le carré
unité, on montre que pour deux niveaux de discrétisation on a la



Proposition 1

N-1

2 2 2
Z {24125 T 23i2j41 + 22412541 < ﬁ’f’%z,
7'7.]:0

N-1

Z (Y2i42,2f — yzi,2j)2 < Ch |f|%27
i,j=0

N-1

> (yaizjr2 — y2i2;)’ < 57 1fl72
i,j=0

ol

h = Maxi,j\/(xi-l-l — 1) (Yj+1 — Yj-1),

oh = Min(4Z, 34).

dx = Max(xip1 — xi), 0y = Max(y;41 — ;)

et ¢ est une constante indépendante de la discrétisation.

Cela garantit donc que les z sont "petits" lorsque % — 0, quand h — 0, c’est-a-dire quand le
maillage utilisé n’est pas trop anisotropique. C’est le cas du maillage de type Chebyshev, utilisé
par exemple pour simuler le probléme de la cavité entrainée en formulation w — v, comme par
exemple proposé par J. Shen [She91l| Ces estimations généralisent celles données dans Chen-
Temam [CT91a] .

Bien entendu, des structures plus fines peuvent étre générées en considérant non plus un
schéma d’interpolation d’ordre 2 mais d’ordre plus élevé. Dans ce cas 'utilisation d’'un schéma
explicite nécessite de prendre en compte un nombre important d’inconnues pour interpoler les
inconnues proches du bord. Pour palier a cette difficulté, on propose dans [Che98| d’utiliser
des schémas compacts. Les schémas compacts (CS) sont des schémas implicites qui ont connu
un regain d’intérét pour la simulation de la turbulence , la résolution numérique de probléme
hyperboliques [CGA91] et le calcul de chocs [CS94]; ils permettent d’atteindre une précision
proche de celle du spectral en utilisant des différences finies, Lele |Lel92|, et peuvent prendre
en compte des conditions aux limites non périodiques. Ils ont été abondamment utilisés ces
derniéres années pour la simulation de problémes de mécanique des fluides numeériques, voir
par exemple Liu-Wang [LW04].

Les schémas compacts approchent un opérateur discret par une fraction rationnelle; ils sont
donc implicites, ce qui permet de limiter la largeur de bande des points a prendre en compte
tout en atteignant une haute précision. On écrit I'opérateur discret sous la forme

D=P1Q (1.10)

ou P, la partie implicite, est une matrice bande, tri ou penta diagonale, et ) une matrice
de discrétisation de D a un ordre inférieur, contenant éventuellement la discrétisation des
conditions aux limites; on renvoie le lecteur a [Lel92, CM98| pour une construction générale.



Comme proposé dans [Che98]|, on peut adapter la construction des IT aux conditions aux limites
sous-jacentes au probléme considéré, de sorte & s’affranchir d’effets de bord. Outre les conditions

de type Dirichlet décrites jusqu’a présent, on peut envisager par exemple
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1.4 Bases interpolantes et Décomposition multi-échelles
1.4.1 Grilles dyadiques et schéma de subdivision

Pour tout entier j > 0, on consideére la grille formée des points dyadiques,
Gj ={xjr =k/2 pour k € N}.

G; est dite grille de niveau j, réalise une subdivision équidistante de IR et pour tout entier
72>0,0na

G;j C Gjt1,
Gi+1\ G = {xjr1.601 = ZH pour k € N}

On remarque qu’un neeud de G;11 est soit un neeud de G; soit le milieu de deux neeuds successifs
de gj.

Donné la solution d’un probleme aux limites, elle est interpolée sur les grilles G; par des fonc-
tions périodiques et polynémiales par morceaux. Plus précisement, cette solution est approchée
par des fonctions de sous espaces de dimension finie engendrés par des fonctions périodiques,
réguliéres et polynomiales par morceaux. Ces fonctions sont générées par des opérations de di-
latation et de translation de la périodisé d’une unique fonction ¢ & support compact, réguliére,
vérifiant une ’equation a deux échelles. De plus ¢ est interpolante sur Z,

VEEZ (k) =6k (1.11)

De telle fonctions sont construites en générale par les méthodes d’analyse multi-résolution. La
fonction ¢ est dite fonction d’échelle interpolante.

Dans notre travail on considére des fonctions ¢ construitent par Deslauriers-Dubuc dans
[MDD93] par le schéma de subdivision dont il est utile de rappeller le principe de fonctionne-
ment. Ce schéma nous servira dans la suite pour réaliser les opérations d’analyse et de synthése
de la solution.

Soit f une fonction définie continue sur IR et soit la suite (f;x)r définie par fjr = f(z;k).
Etant donné, un entier M pair, on construit la suite (f;41%)r approchant f aux points de Gj41
par le schéma suivant :

fi+1.26 = [k fi+1.2641 = Pt 26+1(%j41,2541)5 (1.12)

ou Pji12k41 est le polynéme d’interpolation de Lagrange défini par

——4+1<I<

5 < - Pj1ok+1(%j kt1) = [kt (1.13)

Le polynome Pji1 241 nous permet d’evaluer la valeur de f au point ;11 ox41 = %
par interpolation de valeurs approchées de f sur la grille moins fine G;.
On a alors d’aprés (1.13),

M
2 X — i+l
Proen(®) = 3 e J] it (119)
=—M g rl Tiktr = Tjketl
2
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Le fait que les points de G; sont équidistants on a

M
2
fivrzmer =Y, hifjrs (1.15)
-4
ot les coefficients h; sont calculés en prenant x = ;41 2x+1 dans (1.14), on a pour —% << %,

(i~ 5 +3)
(=) +1-DIG -0

h = (—1)gt1 (1.16)

1.4.2 Les fonctions d’échelles et d’ondelettes

On définit 'opérateur d’interpolation I; sur la grille G;, en utilisant une fonction ¢
interpolante que l'on construit de proche en proche sur les grilles G; de proches en proches a
l'aide du schéma de subdivision. Etant donné un entier M pair, on définit for = (k) = dx.0.
Pour j > 1, les valeurs de ¢ sur G; sont données par la suite (f; ) définie par (1.12). Donc, par
construction on a,

M

2
Vi>0Vk€EZ, o(xjpion1)= . ho(@)pir)- (1.17)

r:—%-‘rl

La fonction ¢ ainsi construite sur les rationels s’étend d’une maniére unique par contnuité a
IR. En outre ¢ est une fonction d’échelle interpolante, a support compact,

supp(p) = [-M +1,M — 1] (1.18)
vérifie une relation & deux échelles,

M-1
px)= > grp2z—r). (1.19)
—M+1

Les coefficients g, sont donnés & partir de h, définies par (1.16),

1 r =0,
gr = 0 r#0 r est pair,
hr1 r est impair.

La fonction ¢ ainsi construite est dans C%, la classe de régularité de Holder. La régularité de
telle fonction est étudiée dans [DD89| et d’une maniére générale dans le livre de Daubechies
[Dau93].

 génére localement les polynomes de degré < M — 1, ce qui revient a dire pour tout polyndéme
P de degrée < M — 1 il existe des coefficients (pg)y telles que

P=> prp(. — k).
k

On pose ¢; x(z) = p(2/z — k). On remarque que

Vk, k‘, €, ij,k($j,k’) = 5k,K’- (1.20)
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La famille (p; ) est dite alors interpolante sur la grille G;. L’opérateur I; peut-étre défini par

Li(u) = u(z)r)esn,

k

de maniére a ce que,
Ii(u) (@) = u(wjk).
A la fonction d’échelle ¢ est associée la fonction
() = 2z —1)
est appelée fonction ondelette. On pose v ,(z) = P (2/x — k).
Vk K €T jp(z;,) =0 (1.21)
VK €T (T g iy) = Ok (1.22)

Pour décrire les algorithmes d’analyse et de synthése que nous procure cette famille de fonction,
on introduit les suites de sous-espaces vectoriels engendrées par I’adhérence de ses combinaisons
linéaires finies des ;1 et ¥;,

2
Vj = Vect {@ji, k€ Z}L )

W, = Vect (i, kEZ)" .
On a alors grace a (1.19) et (1.21-1.22)
Vi C Vi1, Vipt=V; & Wj.
Siu € V)i alors on a d’une part,
u(z) = ki1 ePir1k(T) (1.23)
et d’autre part,

u(z) = y(z)+ 2(2),
y(@) = Xpoyrpik(z), (1.24)
z2(x) = g Biktik().

Le passage de (1.23) a (1.24) est dit schéma de décomposition ou d’analyse. On a

w(Tjk) = Qjy12k,
= Q5 ks

car les fonctions v; ; s’annullent aux points de la forme x;1 4.

U(l’j+1,2k+1) = Qj11,2k+1,
= y(@jr126+1) + 2(Tj41,2641)- (1.25)

12



Or la famille 9} est interpolante aux points xj41 2k+1 et donc

2(Tjp10641) = Bjk-
Grace a (1.14), on a
M
Y(Tj41,264+1) = Zf:_%ﬂ hr 0oy
Donc,
Qi = Qj1,2k,
i (1.26)
Bie = rrghrr = T2y hetykr
La collection des familles
(jon)kez | JWik)j>jokez (1.27)

permet de décomposer des fonctions continues. Tout d’abord, pour chaque fonction continue f,
on définit les suites

M
ajr = f(xk) Bik = gtk — 2 2ar g P f (T ) (1.28)
2

On a alors le résultat suivant [Don92|,

Théoréme 1 Soit ¢ une fonction interplolante d’ordre M. Considérons une fonction f qui
est la somme d’un polyndme de degré < M — 1 et d’une fonction continue et nulle a linfini.
Alors avec les coefficients oy, et B, définie par (1.28) et pour tout niveaw grossier jo > 0 on
a’

F=" ajnion+ . D Biwtik (1.29)

kEZ j>jo kE€EZ

avec une convergence en norme L, []

On rappelle que les espaces de Sobolev H? (]Rd) ne s’'injectent dans les espaces des fonctions
continues que pour s > %

Pour tout entier M, on note aps 'indice de régularité de la fonction d’échelle ¢ de Deslauriers
et Dubuc d’ordre M.

Théoréme 2 Sile min(a(M), M) > o > % alors

1 - 1
Wfllme ~ (Crez o kl®)Z + (Xisjo 27 Xrez 1B5kl?) 2. (1.30)
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Les propriétés d’approximation dans les espaces fonctionnels et de localisation sont données
dans un article par D. Donoho sur les ondelettes interpolantes.

Les fonctions ¢ et 1 ne vérifient les conditions aux limites périodiques. Pour cela, on
considére alors les fonctions suivantes :

(e = > wjkle—1),
l
P @) = Y k(e 1)
l
On vérifie alors que

j,e;:(fﬂ +1) = j,e/r:(fﬂ)’
er er
P (@) = @y (@),

Il en est de méme pour les 1/)5.’?:. De plus, il est clair que les fonctions (’Dz;c}: vérifient I’équation
de dilatation (1.19) et sont interpolantes sur G; et les fonctions ¢§7e,: s’annullent aux points G;
et sont interpolantes aux G; 41 \ G;. On considére alors des sous espaces Vj et W,

Vjp” = Vect {goj7k, ke{0, --,20 — 1}} ,

WP = Vect {zpj,k, kel ,2]’}} .

1. Vjp et W]p " sont des sous-espaces de dimension 27.
2. On a alors les mémes algorithmes d’analyse et de synthése qui sont décrits par (1.26).

3. Les familles de fonctions péridioques, permettent d’obtenir ’analogue du théoréme 2.

er er
(P vez WD) ) jzio ke (1.31)

Pour plus de details concernant les analyses multi-résolutions et les bases d’ondelletes qui s’y
rattachent, voir [Mey97].
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2 Le probléme modéle et la discrétisation en espace et en temps

Nous détaillons ici, pour le probléme (1.1), la semi-discrétisation en espace puis celle en
temps des opérateurs linéaires et non linéaires. On établit le résultat suivant

Lemme 1 On suppose que (1.1) admet une solution régulicre et qu’il peut se réécrire sous la
forme

0 0 0F(u)
ur + %(ﬁu) + % ou 0, =€, (232)
u(z,0) = up(x), z €, (2.33)

posée sur ) = IR ou bien avec des conditions aux limites périodiques st le domaine est fini, i.e.
Q =]0,7[. On suppose que L est un opérateur linéaire auto adjoint qui commute avec 3% Alors

/Qu(.,t) dx :/Qu(.,O) dz,

/Qu2(.,t) dx = / u?(.,0) de,

/QG(u)(.,t) dz :Q/QG(u)(.,O) d,

avec G(u) = % < Lu,u > +F(u).

Preuve. La forme conservative de I’équation donne automatiquement la conservation de la
masse. Pour la conservation de la norme L?, compte tenu des conditions aux limites, remarquons
que, d’une part

B T S S
< a—x(ﬁu),u >=< E%,u >=< 8x’£ u>=— < u, 8x(£ u) >=—< aac(ﬁu),u > .
Ainsi < Z%(Eu),u >= 0. D’autre part,
0 OF(u) B OF(u) Ou _ OF (u) B
0z ou 7T TS Tou var T T " on 1>=0.

En vertu des hypothéses, on peut écrire I’équation sous la forme

9 (9G(u)\

G(u)

En prenant le produit scalaire dans L? de I’équation avec 6_8u—’ il vient

0=< U,

0G(u) . 0 (8G(u)> 7 0G(u)

oz ou ou

0Gw) _ d
ou o >=< Ut,w >= E/G(U)dﬂ?

|
On observe que les termes linéaires et non-linéaires des équations de KdV ou de Benjamin-
Omno (généralisées ou non) satisfont les hypothéses du Lemme 1; en particulier on peut réécrire

OF (u
N(u) = 3%79% avec F'(u) = mu””.

Nous pouvons établir un résultat analogue pour les équations de type Schrédinger. Nous avons le
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Lemme 2 On suppose que (1.1) peut se réécrire sous la forme

OF (u)
ou

ug +1 <£u + > =0,z €, (2.34)
u(z,0) = ug(z) = €9, (2.35)

posée sur ) = IR ou bien avec des conditions auz limites périodiques si le domaine est fini, i.e.
Q =|0,7[. Ici u est a valeurs complexes. On suppose que L est un opérateur linéaire autoadjoint
et que F(.) est a valeurs réelles. Alors

/Qu(.,t) dz :/Qu(.,O) dx,

/u2(.,t) dx = /Qu2(.,0) dz,

Q
QG(u)(.,t) dx = /QG(u)(.,O) dz,

avec G(u) = % < Lu,u > +F(u) ot < .,.> désigne le produit scalaire hermitien.

Preuve. La preuve est analogue & celle du lemme 1. ®

2.1 Discrétisation en espace

Lorsque la simulation demande une grande précision, en espace notamment, il est possible
d’utiliser plusieurs schémas d’ordre différent pour discrétiser en espace les termes linéaires et
non linéaires.

Pour tout entier j > 0, noté N; = 27, on considére la grille formée des points dyadiques,

Gj ={xjr= k/2j pour k=0,...,N;}.

G; est dite grille de niveau j, réalise une subdivision équidistante de ]0, 7| et pour tout entier
j>0,0na

G;j C Gjt1,
Gir1\Gj = {xj110611 = 34+ pour k=0,...,N;}.

On remarque qu’un neeud de G;11 est soit un neeud de G; soit le milieu de deux neeuds successifs
de gj.

2.1.1 Différences finies

On consideére alors une solution u = u(t,z) de (1.1) que 'on suppose assez réguliére de
maniére & ce qu’il est possible d’approcher pour tout ¢t > 0, la solution u(t,z) par U;(t,z;x) €
RN+ ou j désigne le niveau de discrétisation en espace.

La fonction approchée Uj(t,.) est en fait définie par un systéme d’E.D.O.

dt=J

{ du;(t) = LU, Uy) + NO (¢, U;) (2.36)
U;(0) = U, |

que l'on obtient en écrivant (1.1) aux points (z;) et en effectuant des développements de
Taylor adéquats. Ici LU) et NU) sont les opérateurs L et N discrétisés sur la grille de niveau j.
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2.1.2 Ondelettes interpolantes

On consideére alors une solution v = u(t,x) de (1.1) que 'on suppose assez régulére de
maniére & ce qu’il est possible d’approcher pour tout ¢ > 0, la fonction z — (¢, x) par une
fonction u;(t,.) : V; — V; telle que

Vh=0,--20 =1, w(t,zjx) ~ult,zjL).
On rappelle que si I’espace fonctionnel V; est engendré par une base interpolante, on peut écrire

21 -1
uj(t,x) = Z Uj(t, 1)) k-
k=0
La fonction approchée u;(t,.) est en fait définie par le systéme d’E.D.O. 2.36 que I'on obtient
en écrivant (1.1) aux points (1) et en effectuant des développements de Taylor adéquats.
Pour tout entier 7, on définit une approximation de la dérivée partielle 88; aux points de
la grille dyadique G;, par un opérateur aux différences finies centrées d’ordre M, voir annexe.

2.2 Discrétisation en temps

Donnée une discrétisation de Uintervalle de temps de simulation [0,7], 0 = tp < t; <
coe <ty < tpy1 < ... <ty =T, on note pour tout n,0 <n < N — 1k, =t 41 —t, le pas
de discrétisation en temps. Dans toute la suite, pour les vecteurs solution discréte on néglige
I'indice j du niveau de discrétisation en espace.

2.2.1 Schémas de type Crank-Nicholson

Il existe plusieurs versions de ce schéma.

Schéma de Crank-Nicholson (CN) :

U™ U™ 1 gy ity — L) irm (h) (r 1
Schéma de Duran Sanz-Serna (DSS), [DSS00] :
n+l _ 7 n n+1
% _ %Lw)(m F Uty = N(h’(%) (2.38)

Nous considérons également un troisiéme schéma, inspiré de celui proposé par Delfour,
Fortin et Payre [DFP81| pour I’équation de Schrodinger. Il permet de conserver le troisiéme
invariant (energie).

Schéma de Delfour-Fortin-Payre (DFP) :

grtl —yn 1
ko, 2

le symbole ./ désignant la division ponctuelle, composantes par composantes.
Ces trois schémas sont inconditionnellement stables mais U™ est défini comme solution
d’un probléme non linéaire. Comme proposé dans Bona |[Bon, Wor91, BDOM95, BDKS86]|, on
résout ce systéme a chaque pas de temps par quelques itérations de point fixe (2 ou 3 suffisent).

L(h)(Un + Un—H) — (F(h)(Un—H) _ F(h)(Un))/(Un—H _ Un) (2'39)
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Schéma (CN) et point fixe
Poser vp=U" k=0
jusqu’a convergence
Calculer wvpy = (Id — ky/2 L)1 ((Id + k, /2 LIHU™ + %"(NW(U") + N (vk)))
E=k+1

Le schéma de point fixe pour (DSS) (resp. (DFP)) s’écrit de fagon similaire, en remplagant
FVO @) + N () par N0 (EZF0%) (resp. par (FO)(uy) — FO©™). /(v = U™) ).

Schéma de Crank-Nicholson et Splitiing

La décomposition en grandes et petites échelles permet de résoudre itérativement ces pro-
blémes de point fixe en Y et en Z par une méthode de type Gauss-Seidel non-linéaire.

Schéma (CN) et point fixe en Y et en Z

Poser (Y, ZMT = S71U", vy =YY", wo= 2"
Calculer (nlyo,nlz)’ = STINW(U™)
jusqu’a convergence
Calculer  (nlyg,nlzp)” = STINM(Say), dy = (vg, wi)”
Calculer w4y = (Idy — kn/2L§}{))_1 ((Idl + kn/2L§}{)) n ]%"(nlyo + nlyy + ng) (wo + wk)))
k.

Calculer wgy1 = (Ids — k‘n/ZLgé))_l ((Idg + k:n/2Lg2L))Z + - (nlzo + nlzy, + Lgl) (vo + vk)))
E=k+1
Définir Ut = S(ug, wy)T

Remarque 1 Sur la conservation numérique des invariants.

La moyenne est conservée en Y et en Z respectivement. En effet, prenons-la nulle pour
simplifier. Nous avons

ZU—O@Z +ZUfZ_0cwch (U, Up)"

U\ (I 0 Y
v, )"\ B 1)\ 2z)
0= Yi+> Zi+y (BY)
Or >2(BY); =YY, (propriétés d’interpolation de B). Il en découle que
2Y YVi=-> Z.

Ce résultat reste vrai indépendamment de la définition de Z, dés que l'on utilise un schéma
explicite, ainsi

on a donc

Y Y =0om*
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pour des 1Us d’ordre 2p.

Dans le cas des inconnues incrémentales orthogonales (voir anneze) ou des ondelettes

orthogonales, on a la relation
ST'S = Id.

Si Uon note S™U = U et en prenant le produit scalaire euclidien de 1.2 avec U on obtient :

}dIIUll2 _ }dIIUII2
2 dt 2 dt

La conservation de la norme L? pourra donc étre controlée niveau de grille par niveau de grille.
< LM(U),U >=< LM (85710), 857U >=< LM (SU), SU >=< (STLW$U,U >= 0.

La structure antisymétrique de L") est conservée, ce n'est pas le cas en général ot la matrice
est (STYLMS) au liew de (STLM S) ici.

A la maniére des méthodes (pseudo)spectrales le terme non linéaire est évalué dans la base
"physique” 1.e. nodale.

En général le schéma de Crank-Nicholson ne permet pas de conserver le deuxiéme invariant
(norme L?) de la solution. En revanche, dans le schéma de Duran Sanz-Serna 2.38, on pourra
définir Vopérateur non-linéaire discret N de sorte a ce que les premiers invariants soient
conservés au niveau discret. Nous allons décrire comment construire 'opérateur non-linéaire
N®) afin de conserver aussi le deuxiéme invariant, la norme L? de la solution.

Partons tout d’abord de la semi discrétisation en temps de I’équation (2.32). On établit
le résultat suivant :

Lemme 3 Soit l’'équation d’évolution

0 0 OF(u)
us + %(ﬁu) + o ou 0, =€, (2.40)
u(z,0) = up(x), =z € Q. (2.41)

On fait les hypothéses du lemme (1). Alors, le schéma de Durdn Sanz-Serna (DSS) appliqué a
Uéquation semi-discrétisée en temps conserve la masse et la norme L?.

Preuve. Le schéma (DSS) pour I’équation semi-discrétisée en temps s’écrit

n+1 _ u™ 10 " it

u 9 OF u™ 4+ u"t!

8x8u( 2 ) =0.

En prenant le produit scalaire dans L? de chaque terme de I'équation avec w(zx) := 1 (respec-
tivement avec w = =—5——, on obtient la conservation de la masse (respectivement de la
norme L?).

Remarquons que le troisiéme invariant n’est conservé qu’a l'ordre 2. En effet, avec les mémes

notations, on considére le produit scalaire de ’équation avec le vecteur

% un+1+un
ou 2 '
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On obtient

kn, T Ou 2 e
Or
n+1 n n+1 n n+1 n n+1 n
nily WU 0G u"" +u (A7) u" =,
Gt = G+ < L), (S ) s o)
et

un+1+un oG un+1+un un—l—l — " un—l—l —um
(- < S (S ) s o )

Il s’ensuit que

G n+1 — G(u™ n+1 n n+l _ . n n+l _ . n
(u ]){:n (u™) —< %%(u 2+u )’u o U >+O(Hu U ||2)

n+l _ . n
= O ),
]
Maintenant, on peut établir la conservation de la masse et de la norme L? discrétes. En pre-

nant le produit scalaire discret de 1’équation 2.38 avec le vecteur 1 € IR™i*! dont toutes les
composantes sont égales & 1, on obtient pour tout n > 0

Un+1 _ Un B et .

et, par anti-symétrie de L,

) Un+1+Un

< L) ;) 1>=0.

Enfin,
< N®W) 1 >=0, YW e RV*!,

des que N est une discrétisation du terme non linéaire écrit sous forme conservative; on
pourra écrire :

NM(U) = Dy(Du(FM(U)),
étant D, une approximation de l'opérateur (% par un schéma aux différences, avec y = x ou

y = U. Afin d’obtenir la conservation de la norme L? discréte, on prend le produit scalaire
+1
discret de 2.38 avec &24_—Un Cela donne :
< oo U”+12+U” > 4+ < L(h)(U"+12+U")’ urtiyun

kn 2
h Un+1 un U7L+1 un
+ < N () U202 =,

avec
Un+1 —_pyn Un+1 4+ Un ’un+1’2 _ ’un‘2
>=

ky, ’ 2 2k, ’
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et, par anti-symétrie de L,

Ureun, Ut o

< LW 5 , 5 >= 0.
La conservation de la norme L? équivaut & imposer
n+1 n n+1 n
<N(h)(U +U)U +U ~—0,

2 ’ 2
c’est-a-dire
< N®MW), W >=0, YW € RN+,

En utilisant les notations précédentes, on a :

< NOW), W > =< D (Dw (FMW)), W
=-< DW(F(h)(W)),D W >
= — < D, FOW),1>
=0.

Remarque 2 Le schéma DSS préserve numériqguement le second invariant mais n’est en géné-

(h) . — ) .
ral que d’ordre 1 en espace. En effet, en approchant Dy (F™ (W)); par £ (WI/I)/ZE — g/ 1(W)’_1 ,

nous obtenons, dans le cas d’une nonlinéarité en uPu, :

p+2 P+2 ptl
1 Wik —W o 1 pH1— ]W]

Dy (FM(W)); = (p+D(p+2) Wipn—Wir  (p+1)(p+ 2);) o -

Un dévoloppement de Taylor en W; montre qu’il s’agit d’une formule d’ordre 1.

Nous pouvons établir un résultat analogue pour le schéma de Delfour, Fortin et Payre (DFP)
ou cette fois-ci le premier et le troisiéme invariants sont exactement conservés, le second 1’étant
numeériquement au second ordre.

Lemme 4 Le Schéma (DFP) 2.39 conserve le premier et le troisiéme invariant.
Preuve. Le schéma (DFP) complétement discrétisé s’écrit

Un+1 _yn

- + D, (%(L(h)Un-i-l + L(h)Un) + (F(h)(Un-i-l) - F(h)(Un))/(Un-i-l - Un)) =0

La forme conservative assure la conservation du premier invariant. Pour le troisiéme, on consi-
dere la produit scalaire de ce systéme avec le vecteur %(L(h)U”Jrl + LMWy + (FM (Unt!) —
FM(@Um). /(U™ — U™). 1l vient
n+l _ 7711 1
< % §(L(h)U”+1 + LWy 4 (FM oty — FB(Um)). /(U — U™ >= 0.
Or

urtt—un 1

- ,2( LMWyt 4 LWyn) >=

1
ST (< LUt umt s - < LWy U >,
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et d’autre part

< UTH_}C— Un’ (F(h)(Un-i-l) _ F(h)(Un))/(Un-i-l _ Un) >

Uz?“ Up (FW@™)e — (FM(U™)
- Z UTH-I U]?

_ %Z F(h Un+1 _ Z(F(h)(Un))k
k

" 2

En sommant ces deux identités et en multipliant par h;, le pas en espace, on trouve

1
D_(FWU)hy + 53 LOUHUET =3 (FO(U"))kh
k

k k
+13" LWupuph
k

)

soit

D (GOU)hy =GP U™)hy.

k k

Ceci ne traduit rien d’autre que la conservation de / G(u)dzr au niveau discret, ou l'intégrale

est approché par une formule des rectangles. m

2.2.2 Schémas de type Runge-Kutta

Nous considérerons les méthodes de Runge-Kutta & 4 niveaux : RK43, qui est semi-
implicite A-stable d’ordre 3, et RK4, qui est explicite A-stable d’ordre 4. Elles sont respective-
ment décrites a ’aide de tableaux suivants :

010 olo

111 1

AR E 72 0

jﬁ_lél 3]0 5 0

1jo o 21 110 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1
6 3 3 6 6 3 3 ©

Soit U° une approximation de la solution initiale u(t = 0,z;y), alors pour tout n > 0,
I'approximation U"*! de la solution u(t,1, xj ) sera calculée par I'un des schémas présentés
ci-dessous.

22



Schéma classique RK43

Le schéma classique RK43

Poser
Calculer nlp = N"(y))

Calculer wo = (Id —ky/3 L)~ ((Id + k,/6 L"M)v; + k,, /2 nly)
Calculer nly = N ()

Calculer w3 = (Id—k, L™~ ((Id + kn/2 L™)v; — Kk, L™Mvy + Ky, /2 nly)
Calculer nil3 = N (u3)

Calculer w4 = (Id — ky/3 L")~ (vy + 2k, /3 LWv3 + k,, nl3)

Calculer nly = N (vy)

Définir Ul =U"+k,/6 (nll ol + LM (v + v4))

Ulen

+kn/3 (”l2 +nlz + LM (vy + U3))

Schéma de splitting RK43-RK4 type Driscoll

Driscoll propose dans [Dri02] de séparer I'intégration des Y et des Z : l'idée consiste a utiliser
un schéma RK43 pour ’équation en Y et un schéma RK4 explicite pour ’équation en Z. Nous
avons testé ce schéma et une variante (plus stable) de celui-ci, présentée ci-dessous.

Le schéma de splitting RK43-RK4 amélioré

Poser
Calculer

Calculer

Calculer

Poser
Calculer

Calculer

Calculer

Poser
Calculer

Calculer
Calculer

Poser
Calculer

Définir

Définir

n=U", (Y, 2V =5~ 0", g1 =Y", 2, = 2"
(nlyl,nlzlfr::AS_lfVU”(vl)

yo = (Idy — kn/3 L) L((Tdy + kn /6 L)1 + K /2 (niyy + L 21))
2 = (Idy — kn /3 LYY 1 (Tdy + kn /6 LSV 21 + /2 (nlzy + LP1))

vy = S(y2, 22)7
(nlyg,nger::,9_1PJU”(UQ)

y3 = (Idy — ky L§g>>-1<<fd1 + k2 Lijf)yl — kn Lﬁg’yz + k)2 (nlys + Lﬁg’zm
23 = (Idy — ky L) 7H((Ida + kn/2 L)) 21 — ki LY 20 + kn /2 (nlzo + LS y3))

v3 = S(ys3,23)7
(nlys,nlzs)T = STINM (vy)

yo = (Idy — kn/3 LED) (g1 + 2k, /3 L3 + ki (nlys + LYy 23))
24 = (Idy — kn /3 LS (21 + 2k, /3 L 25 + Ky (nlzg + L8 y0))

vy = S(ys, 21)"

(nlyg,nlzg)T = STINW (vy)

Y =Y 4k, /6 (nlyl +nlys + L8 (1 + ya) + L) (20 + 24))
+kn/3 (nlyz +nlys + LY (g2 + ys) + L) (20 + 2'3))

T“:ZM%MG@M+MM+$wm+mHL$@me

/3 (nlzs +nlzg + L8 (42 + ys) + LS (22 + 2))
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Schéma RK43 type “multiniveaux GNL”

On essaie d’écrire un algorithme multiniveaux type GNL. Il s’agit de décomposer la solution
en deux parties, comme dans le cas précédent, mais cette fois-ci on résout par le schéma RK43
seulement 1’équation en Y pendant que les Z sont figées. On remarque que le terme linéaire

h . . . .
L§2) Z" intervient comme un terme source, en explicite.

Le schéma RK43 type “multiniveaux GNL”

Poser vy =0" (Y, Z"T =871U", 4y =Y"
Calculer (nlyy,nlz)’ = S_IN(h)(Ul)

Calculer  ys = (Idy — kn/3 L") "N(Tdy + kn /6 L)yy + kn /2 (niyy + LW Z7))

Poser Vg = 5(927 Zn)T
Calculer (nlys,nlz)’ = S_IN(h)(W)

Calculer y3 = (Idy — ky L)) ((Tdi + kn/2 L )y1 — ko LWys + k2 (nlys + L) 27))
Poser v3 = S(ys, 27T
Calculer (nlys,nlzz)” = S~IN®M (v3)
Calculer i = (Idi — kn/3 LY}) " (y1 + 2k, /3 Lys + Ky (nlys + Ly Z7))
Poser vy = S(ys, 27T
Calculer  (nlys,nlzy)” = S~INW(vy)
Définir Y™l =Y"k,/6 (nly1 +nlys + LW (yy + y4))
+hkn/3 (nlyz +nlys + LYY (g + y3)) + ki LYy 27
Définir  Z"Tl=7n
3 Application a certaines équations d’ondes
3.1 L’équation de Korteweg de Vries (KDV)
Considérons 1’équation de KdV généralisée, écrite sous forme conservative :
1 p+1 _
ut+82(,uum+mu ) =0 zelR, t>0 (3.42)
u(z,0) = wup(x) reR

avec u > 0 et p > 1. Comme dans [?], on prend comme donnée initiale le soliton
uo(z) = Asech??(K (z — 2°)),
alors la solution exacte de (3.42) est :
u(z,t) = A sech’’?(K(x —a° — Ct)), z€ R, t >0,

avec la vitesse C' de propagation du soliton :

2AP p [C
C=—=" ot K=L/=
(p+1)(p+2) 2\/:
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Afin de simuler la solution physique qui est posée sur tout IR, on considére un domaine
2 = (0,L) avec L assez grand afin que le soliton reste complétement & l'intérieur du do-
maine méme pour des simulations en temps trés longues. Les conditions aux limites sont prises
périodiques, mais des conditions de Dirichlet homogénes peuvent également étre imposées. La
solution initiale est un soliton centré en 2° = L/2. On considérera le valeurs : p = 1074, p = 4
et amplitude A = 0.8, pour laquelle on n’a pas de phénomeéne d’explosion en temps finis. Dans
les simulations suivantes, on prendra L =4 ou L = 8 en fonction du temps d’arret 7.
Pour des solutions assez réguliéres, les invariants de (3.42) s’écrivent :

L

I_1(u) :/0 u(z, t)dz,
L

Ip(u) :/0 u?(z,t)dz,

L(u) = /OL(up+2 — wui)dw

Nous nous sommes inspirés des schémas en temps suivants :
1. schéma de type Crank-Nicholson (CN) ou (DSS),
2. schéma de Runge-Kutta classique (RK43),

3. plusieurs schéma en temps de type Crank-Nicholson ou Runge-Kutta avec séparation des
échelles.

Les schémas classiques (RK43) et (CN) permettent de bien simuler le soliton qui est
solution de (3.42) lorsque le pas d’espace h; et 'ordre de discrétisation des opérateurs sont
choisis convenablement. On peut conclure que :

1. Une discrétisation en espace des opérateurs qui est seulement d’ordre deux ne permet
de simuler correctement la solution sur des longs intervalles de temps que si le pas de
discrétisation en espace est suffisamment petit. Par la suite on prendra une discrétisation
des opérateurs d’ordre 4 (ou supérieure), sauf pour le schéma (DSS), qui ne conserve
exactement l'invariant Iy que si les opérateurs sont d’ordre deux.

2. Pour un pas de temps k, = &t fixé, assez petit, si le pas d’espace est choisit trop grand,
le schéma n’est pas stable. En effet, pour 6t = 0.001 fixé, on représente en figure 3 deux
évolutions non correctes du soliton. A gauche, avec = (0,4) et h; = 276 on représente
la solution calculée & ¢ = 50. La solution numeérique a une vitesse et une amplitude
supérieure a la solution exacte. A droite, avec Q = (0,8) et h; = 277 on représente la
solution calculée a ¢ = 100. La solution numérique a le bon profil mais présente encore
une vitesse légérement supérieure a la solution exacte. En revanche, si on prend h; < 278,
I’erreur entre la solution numérique et la solution exacte reste trés petit méme pour des
longues simulations.

3.1.1 Schéma de Crank-Nicholson (CN)

Le schéma CN conserve seulement le premier invariant grace a la forme conservative des
équations. Afin de controler la conservation des invariants Iy et I7, on regarde I’évolution de
I’erreur relative commise sur ces deux invariants :

_ Ho(t) — 1o(0)]

Fo(t) = ol _ L) = L(0)]

B0 ="
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FiG. 3 — Soliton initial et son évolution en temps. A gauche : simulation jusqu’a ¢t = 50 avec
hj =276 A droite : simulation jusqu’a t = 100 avec h; = 277,

Dans le tableau 1 on donne les erreurs relatives Ey(t = 15) et Ej(t = 15), en comparant
la précision de l'algorithme de Crank-Nicholson (CN) pour des discrétisations des opérateurs
d’ordre deux et quatre et pour différents nombres d’itérations non linéaires kmax. L’initialisa-
tion de chaque itération de point fixe est donnée par la formule d’extrapolation d’ordre deux
vo = (3U™ — U™1)/2, sauf pour la premiére itération pour laquelle on prend vg = U° et on
fait kmax + 2 itérations internes. Ici, on fixe h; = 278 et 6t = 0.002.

kmax =3 | kmax =4 | kmaz = 10

ORDRE 4
Eo(t=15) | 7-1077 81077 4.10710
Ei(t=15) | 0.1158 3-107% 9-10~*

ORDRE 2
Eo(t=15) | 4-107° 3-107° 3-107°
Ey(t=15) | 0.0316 0.0324 0.0324

TAB. 1 — Erreurs relatives Ey(t = 15) et Ej(t = 15), schéma (CN).

On constate que la conservation numérique du deuxiéme et troisiéme invariants est sa-
tisfaisante seulement & l'ordre quatre. La figure 4 représente I’évolution en temps de Fj(t), en
comparant deux discrétisations spatiales (h; = 277 et h; = 278), deux tests d’arret du point
fixe (kmax = 3 et kmax = 4) et différents valeurs de dt. La conservation du troisiéme invariant
s’améliore quand h; et 6t diminuent, en faisant un nombre d’itérations non linéaires tres faible.

3.1.2 Schéma de Duran Sanz-Serna (DSS)

La conservation théorique du deuxiéme invariant n’est possible que si les opérateurs sont
discrétisés a 'ordre deux. Soit 6t = 0.002 donné; pour h; = 278 fixé, la partie supérieure du
tableau 2 donne les erreurs relatives Ey(t = 15) et E;(t = 15) en fonction du nombre d’itérations
internes kmax, tandis que dans la partie inférieure on fixe kmaxr = 4, et on détermine les
erreurs relatives en fonction du pas d’espace hj;. Pour obtenir des résultats satisfaisants, ce
schéma requiert un pas d’espace trés petit et un grand nombre d’itérations internes.
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FiG. 4 — Evolution en temps de lerreur du troisiéme invariant Fj(t) pour différents pas de

Invariant I3, L=4, h:277, kmax=3

— dt=0.01
— - dt=0.005
— — dt=0.002

10 20 30 40 50

Invariant I3, L=4, h:2_8, kmax=3

J —— dt=0.01
— dt=0.005 |1
— — dt=0.002

10 20 30 40 50

10

Invariant I3, L=4, h:277, kmax=4

10 —— dt=0.01
- dt=0.005
3 — — dt=0.002
10
(0] 10 20 30 40 50
Invariant I3, L=4, h:2_8, kmax=4
—— dt=0.01
10° — . dt=0.005
— — dt=0.002
107%}.7
/
I e
oy !
ul

30 40 50

temps dt, pas d’espace h; et itérations de point fixe kmax.

hj = 278 | kmazx =3 | kmaz =4 | kmaz = 10
Eo(t=15) | 3-1077 21077 10~
Ey(t = 15) 0.91 0.91 0.91

kmar =4 | h; = 28 hj = 279 hj = 2-10
Eo(t=15)| 2-107° | 5-107° | 7-107°
Ey(t = 15) 0.91 0.29 0.0796

TAB. 2 — Erreurs relatives Ey(t = 15) et Ej(t = 15), schéma (DSS).

3.1.3 Schéma classique RK43

Le schéma RK43 ne conserve que le premier invariant, grace & la forme conservative
des équations. Dans le tableau 3 on donne les erreurs relatives Ey(t = 15) et E1(t = 15), en
les comparant sur différentes grilles de discrétisation, avec §t = 0.001 fixé et des opérateurs
discrétisés a 'ordre 4. La conservation numérique du deuxiéme invariant est satisfaisante. Celle
du troisieme invariant est assez bonne, malgré qu’elle est se dégrade par rapport au schéma
de Crank-Nicholson (CN) avec kmax = 4. Afin de réduire 'erreur relative E; sur le troisiéme
invariant, il faut raffiner au méme temps le pas d’espace et le pas de temps, comme on peut le
constater en figure 5 qui représente son évolution en temps.

hj=2""|h;j=2"%|h; =27
Eo(t=15) | 1077 1078 1078
Ey(t=15)] 0.0151 0.0013 | 0.0364

TAB. 3 — Erreurs relatives Ey(t = 15) et E1(t = 15), schéma (RK43).
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Invariant I3, L=4, h=2"¢ Invariant I3, L=4, h=2""
10

10"

10

s —— dt=0.01 _ ;
10 —. dt=0.005 | 10 “ﬁz i —. dt=0.005 |3
— — dt=0.002 i - — dt=0.002
. — dt=0.001 . 4m ‘ — dt=0.001
10 10
o 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Invariant I3, L=4, h=2"8 Invariant I3, L=4, h=2"°

—— dt=0.01 s —- dt=0.005
L — - dt=0.005 |, — — dt=0.002
10 — — dt=0.002 |1 10 —— dt=0.001
—— dt=0.001 — — dt=0.0005

o 10 20 30 40 50 o 10 20 30 40 50

FiG. 5 — Evolution en temps de lerreur du troisiéme invariant Fj(t) pour différents pas de
temps dt et pas d’espace h;.

3.1.4 Plusieurs schémas en temps avec séparation des échelles

Avec une décomposition qui actuellement ne travaille que sur deux grilles, nous avons
testé plusieurs algorithmes en temps associés a une analyse par ondelette interpolantes d’ordre
élévé. On remarquera, en figure 6, la différence d’amplitude des coefficients des différents blocs
dans lequels la matrice de Popérateur linéaire L") est décomposée par la séparation des échelles
Y et Z.

Schéma de Crank-Nicholson (CN) et décomposition TU

La décomposition en grandes et petites échelles permet de résoudre itérativement les problémes
de point fixe en Y et en Z (voir le schéma (CN) et pt fixe en Y et en Z). Neanmoins, ce schéma
est beaucoup moins stable que celui de (CN) classique. En effet, pour h; = 278 et kmax = 4
fixés, l’algorithme ne converge qu’a partir d’'un 6t < 21074 et diverge pour 6t = 3-107%. Le
probléme pratique réside en la mise au point d’algorithmes de point fixe efficaces en Y et en Z.

Schéma de Runge-Kutta (RK43) et seuillage

Avec une décomposition U"(z; ) = Y™ (k) + Z™(x; k), & chaque itération en temps on consi-
dére un critére de seuillage sur les coefficients ondelettes de type

sipour = —1,0,+1 Z"(x;x41) < € alors Z"(x; ) = 0.

La précision € est fixée au départ et depend du niveau de discrétisation du probléme. Il reste &
étudier plus en détail la relation entre le seuil €, le pas d’espace h; et le maximum des coeffi-
cients ondelettes. Pour ce qui concerne la technique de seuillage, on n’élimine pas un coefficient
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MATR-11 hier MATR-12 hier

20 40

MATR-21 hier MATR-22 hier

F1G. 6 — Représentation de I’amplitude des coefficients matriciels des blocs Lgf{), ng), Lgll), ng).

ondelettes, méme si inférieur au seuil fixé, lorsqu’il est voisin immédiat d’un coefficient de va-
leur supérieure au seuil. On pourra tester aussi de garder plusieurs voisins. Par ce critére de
seuillage, on elimine plus de 90% des coefficients Z"(z; ). En figure 7 on peut voir que les
coefficients Z"(z; 1) non seuillés sont localisés autour du soliton.

Sans le critére qui prend en compte les voisins immédiats des coefficients sous le seuil
€, la solution calculée n’est plus correcte. On remarque cela en figure 8, non seulement sur le
graphique de la solution, mais aussi sur erreur |[u — ue||? et sur I'erreur relative Fy(t) du
troisieme invariant.

En éliminant de cette maniére des coefficients ondelettes, on se rameéne a résoudre, a
chaque itération en temps et pour chaque étape du schéma RK43, un systéme linéaire de taille
inférieure & celle du probléme sur la grille fine. Néanmoins, ’assemblage du terme non linéaire

08 ~
0.6 4
041 -
021 -

o L T L L L T L
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x 107 Z et Z-non-nul

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FiG. 7 — En haut : représentation de la solution U™(z) et Y™(z); en bas : représentation de
Z™(x) et des coefficients non seuillés.
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Erreur |l u - u, 112 , algo=RK43+seuillage Invariant I,, algo=RK43+seuillage

107° 107°

-
o 05 1 15 2 25 3 35 4 — — seuillage + O voisin — — seuillage + O voisin
. —— seuillage + 1 voisin ~ —— seuillage + 1 voisin

o 10 20 30 40 50 o 10 20 30

F1G. 8 — A gauche : Solution calculée et solution exacte & ¢t = 50. A droite : évolution de ’erreur
sur la solution ||u — ue.||? et de 'erreur relative Ej(t) pour 0 ou 1 voisin ajouté au critére de
seuillage.

est toujours effectué sur la base nodale, & partir de la solution réconstruite aprés I'étape de
seuillage.

On fixe par la suite le domaine de calcul (2 = (0,4) pour des simulations jusqu’a t = 50
et Q = (0,8) pour des simulations jusqu’a ¢t = 100), le pas d’espace h; = 278, le pas de temps
5t = 0.002 et le paramétre de seuillage e = 1077,

On compare d’abord l'influence de l'ordre d’interpolation choisie pour effectuer la dé-
composition de la solution U"(x; 1) = Y™ (x; ) + Z"(xj%). On trace en figure 9 I'evolution de
lerreur ||u—ue.||? et de Uerreur relative E1(t) sur le troisiéme invariant pour des interpolations
d’ordre 4 et 6. On remarque immediatement qu’il faut considérer des interpolations d’ordre
supérieur a celui de discrétisation des opérateurs. En particulier, une discrétisation a ’ordre 4
nécessite d’une interpolation au moins d’ordre 6, pour que la solution numérique ait la bonne
vitesse de propagation.

On compare ensuite 'influence du parametre de seuillage €. En figure 10 on représente
Pévolution de l'erreur relative sur le troisiéme invariant F1(t), en considérant différentes valeurs
de €. Si on seuille avec des valeurs de € > 107, le schéma n’est pas stable. Pour 1076 < ¢ < 1077,
erreur relative ||u — ue,||? croit jusqu’a 1072, mais soit F;(t) devient trop grand, soit il oscille
beaucoup, c’est qui signifie que 'invariant I;(¢) n’est pas bien conservé, méme si sa valeur
n’explose pas mais oscille autour de la valeur I;(t = 0). Des valeurs de € égales & 1077 (resp.
5-1077, 107®) sont appropri¢es et permettent en moyenne d’éliminer 488 (resp. 486, 481)
coefficients sur 512= size(Z).

Enfin, en figure 11 on présente a gauche la décomposition de la solution a ¢ = 100, pour
remarquer encore une fois que les coefficients Z"(x; ;) non seuillés restent localisés autour du
soliton. Au centre on montre ’évolution de la norme euclidienne relative & la décomposition
de la solution et du terme non linéaire. A droite on montre I’évolution de la norme euclidienne
des différents blocs du terme linéaire, la plus part de ceux-ci étant négligés dans le cas du
déraffinement de maillage.

Schémas “Driscoll et Driscoll amélioré” avec seuillage
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Erreur || u - u,, 117, algo=RK43+seuillage, L=8, h=2"%, dt=0.002 Invariant I, algo=RK43+seuillage, L=8, eps=10"", h=2"%, dt=0.002

— — ordre interp=4
—— ordre interp=6

— — ordre interp=4
i —— ordre interp=6

o 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100 o 10 20 30 40 50 60 70 80

FIG. 9 — A gauche : évolution de l'erreur sur la solution ||u — ue.||?; & droite : évolution de
Perreur relative Fi(t) pour des interpolations d’ordre 4 et 6.

Invariant I, L=4, h=2"%, dt=0.002
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F1G. 10 — Evolution en temps de l'erreur du troisiéme invariant E(t) pour différentes valeurs
du parameétre de seuillage e.

Pour cette classe de schémas, le critére de seuillage permet des séparer en deux parties la
solution. A chaque itération en temps, on construit deux tableaux de pointeurs : le premier
donne les points non seuillés, i.e. tous ceux de la grille grossiére et ceux non seuillés appar-
tenant & la grille fine; le deuxiéme tableau contient les points correspondant aux coefficients
ondelettes que dans le cas du “déraffinement” auraient été annulés.

A partir de cette décomposition des inconnues, on résout a chaque étape du RK43 deux
systémes couplés. Celui correspondant aux coefficients Z"(x; 1) < € sera résolu soit par l’al-
gorithme proposé par Driscoll [Dri02], soit par un algorithme appélé Driscoll amélioré (voir le
schéma de splitting RK43-RK4 amélioré). La stabilité des ces deux schémas est comparable,
mais bien inférieure & celle de l'algorithme type déraffinement de maillage. Le tableau 3.1.4
resume la stabilité des ces différents algorithmes. On effectue les calculs en fixant h; = 278
et éventuellement € = 1077, On remarque que les pas de temps pour assurer la stabilité sont
beaucoup plus petits de ceux pour les schémas classiques ou avec seuillage.
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Vet (=100)
1 T T T

6 62 64 66 68 1 72 14 16 18 8

ar ZetZ-non-nul (t=100)
T T T T

+

4 L L L L L L I I I
6 62 64 66 68 7 72 14 16 78 8

Norme L2Y

Norme L2Z

Norme L2 ALL*Y Norme L2AL2*Z

Nome L2 AL,

FiG. 11 — A gauche, zoom de la solution finale
bas de Z(x) et des coefficients non seuillés. Au centre, en haut : norme des blocs Y et Z de la

solution. Au centre, en bas :

. en haut représentation de U(z) et Y (x), en

norme du terme non linéaire, projeté sur les blocs Y + Z > € et

Z < €. A droite : décomposition du terme linéaire sur les blocs Y + Z > e et Z < € : seul le
bloc en haut & gauche intervient dans les calculs.
algo 0t = 0.001 0t = 0.0004 0t = 0.0003
Driscoll NAN NAN stable
Driscoll + seuillage Z oscillent trop | Z™(x;) > € dans tout stable
Driscoll amélioré NAN NAN stable
Driscoll amélioré + seuillage | Z oscillent trop | Z™(x; ) > € dans tout stable

Schéma RK43 type “multiniveaux GNL”

Le dernier schéma proposé est un algorithme multiniveaux de type Galerkin Non Linéaire
[?]. Il s’agit de décomposer la solution en deux parties, comme dans le cas précédent. Cette
fois-ci, on résout a chaque étape du schéma RK43 un seul systéme non linéaire, celui relatif au
bloc des coefficients Y et Z non seuillés, pendant que les coefficients Z sous le seuil sont figées
(ie. Z"(zp) = Z™(jp) si Z(xj) < €).

Cet algorithme présente la méme stabilité que 1’algorithme de Runge-Kutta (RK43) avec
seuillage (calculs effectués avec §t = 0.002). Néanmoins, il ne conserve pas correctement le
troisiéme invariant, comme on peut ’observer dans la figure 12.

3.2 L’équation de Benjamin Ono (BO)

Counsidérons 1’équation de Benjamin Ono généralisée suivante :

{ up — H(ugy) + vPu, =

u(zx,0)
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10 T 10 T
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
" Invariant 3 " Invariant 3
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10'8 I I I I I I I I I 10’3 I I I I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

F1G. 12 — A gauche : evolution en temps des trois invariants de KDV pour l'algorithme RK43
avec seuillage. A droite : evolution en temps des trois invariants de KDV pour l'algorithme
RK43 type “multiniveaux GNL”.

avec p > 1; ici ‘H désigne la transformée de Hilbert :
1 _
H(u) :pv_/ Mdy.
T JR Y

On réécrira cette équation sous forme conservative

{ up — Oy (H(ux)—l—ﬁupﬂ) = 0 zelR, t>0 (3.44)

u(z,0) = wo(x) reR
Lorsque p = 1, cette équation posséde une infinité d’invariants, voir [ABFS89|, parmi lesquels :
I q1(u) = /udx,
Iy(u) = /uzdx,
L(u) = %/u?’dx - /uHuwdx,

3
L(u) = lef/u‘ldx ~3 /u2Huxdx + 2/u92£dx,( pour p = 1)
et lorsque p > 2, '’équation n’a plus que 3 invariants
I_1(u) = /uda:,

I(u) = [ u?de,

Li(u) = m/u””da: - /uHuxda:.

Nous étudions ici cette équation sur l'intervalle unité avec des conditions aux limites pério-
diques.
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3.2.1 Discrétisation en espace

La principale difficulté réside ici dans la discrétisation de la transformée de Hilbert de la
dérivée seconde. Nous considérons pour cela deux approches

La premiére, comme proposée dans [BK04, TM98| est basée sur le calcul de H(u,,) dans
I'espace de Fourier via le symbole de lopérateur HOp, : —il€|€, ot i = /—1. Dans le cas
périodique, cela permet d’effectuer efficacement le calcul au moyen de FFT. Toutefois, cela ne
s’adresse qu’aux discrétisations d’ordre 2 en espace [TM98|, pour les différences finies ou & une
meéthode spectrale de Fourier [BK04|.
En approchant la solution u(x,t) par une série de Fourier tronquée

N/2—1

un(x,t) = Z Gy (1) e

k=—N/2
on est amené a intégrer numériquement en temps (dans l’espace de Fourier) le systéme diffé-

rentiel

dig(t)
dt

1 —
+ ikl + — (u§v+1(x,t)>k —0, k=-4,. . N1 (3.45)

La seconde approche repose sur l'identité formelle
HOzy = 0V —A

que ’on obtient par interprétation du symbole. Cette écriture permet d’envisager la discrétisa-
tion de H(uzy) sous la forme
H=-D,B

ou D, est une matrice (antisymétrique) de discrétisation de la dérivée premiére et B est la
racine carrée matricielle de A, la matrice (symétrique et semi définie positive) —0,,. Cette
définition de H est donc compatible avec la discrétisation en espace au moyen de schémas aux
différences (explicites) d’ordre élevé, voir annexe. Les schémas en temps seront alors développés
dans ’espace physique pour l'intégration numérique du systéme

1
‘;—g + D, (BU + 5U2> =0, (3.46)

ou U(t) est le vecteur dont les composantes sont les approximations de u(z,t) au points z; de
la grille en espace et au temps t. Il est & remarquer que si A est Toeplitz, semi définie positive,
il en est de méme pour B, néanmoins B est une matrice pleine. Il en découle que les 3 premiers
invariants de BO sont automatiquement conservés pour l’équation semi-discrétisée en espace.

3.2.2 Schémas en temps

Nous considérons ici le schéma DSS de type Crank-Nicolson (qui conservent exactement
2 invariants).
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3.2.3 Résultats numériques

Nous nous basons sur le travail de Bona et Kalisch [BK04| pour valider nos codes.

A titre de premiére illustration, nous considérons la simulation d’une travelling wave.
L’équation BO posséde la solution exacte

(z.1) sin(\)
u(z,t) = —
coshz(%) — cos?(152)
avec la vitesse ¢ = m. Les deux premiers invariants sont parfaitement conservés tandis
. Solution a t=0 et t=1
invariant 0 : la moyenne 45 . . i i .
10761006 . . ) . S j
/ \\ /\\
4F ! \ ,“‘l \
Lo
/ v
161008 ‘ ‘ ‘ s 35f | L/ \
0 2 4 6 8 10 / / \
! A

invariant 1 : la norme 12
0.6364 T T

0.6364

0.6364 - - - -
0 2 4 6 8 10
invariant 2 : energie
-10

i \/W
—10%%7 1 1 1 L E

F1G. 13 — Schéma Sanz-Serna. Travelling wave avec p =1, A =1 et ¢ = 1.313, At = l.e — 4,
N =512, ordre 2 en espace

que le troisiéme l’est numériquement avec une trés grande précision ; U'erreur relative est infé-
rieure a 1l.e-3.

3.3 L’équation de Kuramoto-Sivashinski (KSE)

L’équation de Kuramoto-Sivashinsky décrit la propagation d’un front de flamme d’une
combution, sous certaines hypothéses. En domaine périodique elle s’écrit sous la forme

1
Ut + Ugggr + Uzy + §(um)2 =0, zeR,t>0 (3.47)
u(z,0) = up(z) (3.48)

M u ,
@(5E+L,t):@($at)7]207"',3- (3.49)

Cette équation comporte un terme dissipatif : elle a été étudiée dans le cadre de la théorie
des variétées inertielles [Tem97] mais aussi, d’'un point de vue numérique, dans ’optique de la
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mise en ceuvre de méthodes de type Galerkin non linéaire, voir par exemple [JRTO01]. Ce n’est
pas notre choix ici, mais signalons que certains auteurs considérent 1’équation obtenue par
dérivation en espace de tous ses termes, sous une forme de type Burgers [JRT01] : en posant

__ Ou
v = ErS
U + Vppze + Vge + 00, =0, z€IR,t>0 (3.50)
u(z,0) = up(z) (3.51)
v i) ‘
@(QJJFLJ):@(%J),J207"',3- (3.52)

3.3.1 Discrétisation du probléme

Nous décrivons ici les schémas obtenus par discrétisation spatiale en différences finies.
Nous avons également développés un code en Fourier, qui donne des résultats numériques
comparables.

3.3.2 Discrétisation en espace

On note A la matrice de discrétisation de Popérateur Opppr + Ope sur la grille fine. On
intégre alors le systéme différentiel

U= -S"YASU — STINL(SU),
avec les notations habituelles.

3.3.3 Schémas en temps

Nous utilisons les 2 schémas suivants :

Schéma d’Euler implicite

Calculer  wpt1 = (uy + dtA)™! (u, — dtNL(uy))),

Schéma d’Euler semi-implicite en Y et en Z
Calculer  Yni1 = (Yn + dtA11) " (yn — dt(Ar22, + NLy(yn,2n))),

calculer  z,i1 = (Id+dt* As) ! (2, — dt(As1yns1 + NL.(yn, 2n))).

3.3.4 Reésultats numériques

Les résultats numériques présentés ici ont été comparés avec ceux de Lin Bo Zhang
|Zha87|, obtenus d'une part, avec une discrétisation spatiale par différences finies d’ordre 2 et,
d’autre part, par une méthode spectrale en Fourier.

Influence de ’ordre du schéma d’interpolation

On observe numériquement que, le schéma semi-implicite est d’autant plus stable que ’ordre
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d’interpolation est élevé, c’est & dire que les composantes en Z sont petites; c’est en fait ca-
ractéristique de 'approche Y — Z dés que le systéme est dissipatif. Cette influence est bien str
renforcée si le schéma en espace n’est pas suffisemment précis ou si le pas de temps n’est pas
assez petit : la perte de précision, typiquement ’affaissement de la “bosse” centrale du profil de
flamme, survient pour des valeurs de Z pas assez “petites”. C’est un indicateur pour développer
des schémas adaptatifs pour cette équation. Par exemple, il a fallu prendre pour N = 64 (32
pts sur la grille grossiére) et L = 50, des inconnues d’ordre 8, le pas de temps étant le méme
que celui de la méthode classique, & savoir At = 0.01.

Validation des résultats

Les comparaisons que nous faisons avec les résultats de Lin-Bo Zhang portent sur 1’évolu-
tion en temps de la moyenne et sur I’évolution de la configuration du front de flamme & des
temps donnés, étant évidemment partis de la méme condition initiale :u(x,0) = cos(2£).
Notre code en Fourier fournit exactement les mémes résultats que ceux de Zhang, il peut servir
de référence. C’est classique mais particuliérement valable pour KSE, le nombre de points de
discrétisation nécessaire pour bien représenter la solution est trés fortement lié & la précision
avec laquelle les opérateurs différentiels sont approchés : les schémas en différences finies d’ordre
élevés, tels les schémas compacts, permettent d’obtenir des résultats comparables avec ceux en
Fourier en utilisant le méme nombre de points.

Les résultats présenté ci-dessous ont été obtenus avec une discrétisation en espace d’ordre 4 et

pour les valeurs de L, n et At suivantes :

- L=10; N =16, At =0.1

- L=20; N=32 At=0.1

~ L=50; N =64, At =0.01 (pour Euler et Euler Y-Z),0.1 pour RK34

- L =100; N =128, At = 0.005
pour un jeu de paramétres donné, le nombre de points est le méme que celui utilisé dans le
code Fourier.

Evolution temporelle de la moyenne

Tous nos codes (differences finies, Fourier) fournissent les mémes résultats qui sont conformes
avec ceux obtenus par Lin-Bo Zhang [Zha87|.
Evolution du front de flamme

Pour L = 50 et N = 64 (Figure 17), on observe un leger affaissement (oscillation) de
la bosse centrale alors qu’elle devrait-étre parfaitement plane, cela est vrai pour KSE nodal
comme pour KSE Y-Z. Ce defaut disparait en prenant plus de points ou en augmentant ’ordre
de discrétisation en espace.

Pour L = 100 (Figure 18) et N = 128 les résultats de KSE nodal et KSE Y-Zsont comparables.

Concernant la rapidité d’execution : le code en Y — Z nécessite d’inverser a chaque étape
2 matrices de taille N/2 au lieu d’une matrice de taille N pour KSE nodal. On obtient un gain
de temps de calcul avec ’approche Y-Z. Bien que les programmes aient été écrits en Matlab,
ceci ouvre une perspective pour espérer obtenir des codes plus efficaces.
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Evolution de la moyenne en temps pour L=10, 20, 50, 100

M ~ L=10

—— L=20
—=- L=50
—— L=100

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
temps

FiGg. 14 — KSE : Moyenne en temps de la solution pour L = 10,20, 50, 100

KSE, L=10, 0,20, 40, 60, 80,100 KSE-YZ, L=10, £=0,20, 40, 60, 80, 100
100 100
-10 v -10 v
200 200
3 3
10 v 10 v
501 501
601 601
-10 v -10 v
80 L L L L L L L L L | 80 L L L L L L L L L |
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X X

F1G. 15— KSE : Front de flamme au temps 0, 20, 40, 60, 80, 100 pour L = 10, At = 0.01,N = 64
a) Euler classique, b) Euler Y-Z (IU2)

IU d’ordre élevé

Nous comparons ici les résultats pour L = 50 et N = 64 en prenant des discrétisations d’ordre
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KSE, L=20, 1=0,20, 40, 60, 80 , 100 KSE-YZ, L=20, =0,20, 40, 60, 80, 100

10 10
-10F -10f
—zo\_/\_/ -ZOW
3-30F 3-30
W W
40+ -40f
_50\—/\—/ —50\_/\_/
60 -60f
W \—/\/
L L L L L L L L L ] '!G L L L L L L L L L ]
0 2 4 6 8 1 L #4118 2 0 2 4 6 8 10 L #4118 2
X X

F1G. 16 — KSE : Front de flamme au temps 0, 20, 40, 60, 80, 100 pour L = 20, At = 0.01,N = 64
a) Euler classique, b) Euler Y-Z (IU4)

KSE, L=50, 1=0,20, 40, 60, 80, 100 KSE-YZ, L=50, =0,20, 40, 60, 80, 100
10 10
0 Mﬁ ’ Mﬁ
mW mW
-20F -20F
3 3
30 30
-40r -40F
Sov\f\/\_/ SOWWW
1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 60 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 2 25 30 35 40 45 50
X X

F1G. 17 — KSE : Front de flamme au temps 0, 20, 40, 60, 80, 100 pour L = 50, At = 0.01,N = 64
a) Euler classique, b) Euler Y-Z (IU8)

élevé en espace (schémas compacts (CS)) et en faisant varier 'ordre des inconnues incrémen-
tales. Il apparait clairement que ’ordre de grandeur des IU influe directement sur la précision
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KSE, L=100, t=0,20, 40, 60, 80 KSE-YZ, =50, t=0,20, 40, 60, 80

F1G. 18 — KSE : Front de flamme au temps 0, 20, 40, 60, 80 pour L = 100, At = 0.01,N = 64
a) Euler classique, b) Euler Y-Z (IU8)

du schéma. Les résultats du schéma en Y-Z présentés figures 19 et 20 sont comparables & ceux
du schéma classique dés que sont utilisées de TU d’ordre 6.
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FiG. 19 — KSE : Front de flamme au temps 0, 20, 40, 60, 80 pour L = 50, At = 0.005,N = 64
Discr. espace : CS 4 , a) IU2, b) IU4, ¢) 1U6, d) TU8
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FiG. 20 — KSE : Front de flamme au temps 0, 20, 40, 60, 80 pour L = 50, At = 0.005,N = 64
Discr. espace : CS 6 a) IU2, b) IU4, ¢) IU6, d) TU8
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4 Conclusion

A travers ce travail, nous avons essayé de mettre en ceuvre, en les adaptant, des méthodes
multiniveaux empruntant aux idées de GNL. II ressort de nos simulations que le manque de
régularisation, donc de transfert d’énergie des hauts vers les bas modes de Fourier, pour KdV
et BO, ne permet pas d’adapter directement la stratégie utilisée pour les équations dissipatives.
A contrario, 'équation de Kuramoto Sivashinki, par ses propriétés dissipatives rend possible
une telle adaptation, ce qui permet d’appliquer avec succes les techniques multiniveaux. Notons
tout de méme que I'analyse des solutions numériques par des bases hiérarchiques, ondelettes ou
inconnues incrémenatles, se présente comme un outil pour développer des maillages adapatatifs,
pour capter une solution explosive localisée par exemple. Elles peuvent également étre mises
en ceuvre pour filtrer certaines fréquences (seuillage).

Les propriétés de régularisation semblent donc bien étre nécessaires a 'application d’une
approche multiniveaux de type GNL et il serait intéressant de considérer les équations faible-
ment amorties, telles que KAV ou NLS pour lesquelles les solutions sont régularisées asymptoti-
quement en temps. Ceci est une situation intermédiaire entre le cas dissipatif et celui dispersif.
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5 Annexe

5.1 Schémas de discrétisation et d’interpolation

5.1.1 Les schémas complets

On reprend les notations dde la section 2. Voici les tableaux pour les schémas d’interpo-
lation généraux. La suite (fji1x)r approchant f aux points de la grille Gj41 de niveau j + 1
est définie par le schéma suivant :

M
2
Pitopr1(@jsrond1) = Y ifins
— 441
2

fi+1.26 = [k fi+12k+1 =

avec Pjy1 2x4+1 le polynéme d’interpolation dans la base de Lagrange qui nous permet de calcu-
ler la valeur d’une fonction f au point ;41 2541 = % par interpolation de valeurs approchées
de f sur la grille G; de niveau j. M indique I'ordre de I'interpolation et la somme a été détaillée
pour le cas des “point centraux”.

5.1.2 Formules d’interpolation pour les inconnues incrémentales et les interpo-
lettes

Les coefficients h; pour le bord gauche et les points centraux sont donnés dans les tableaux
suivant. Les poids sont les mémes pour le bord droit, mais sont & prendre dans I’ordre inverse.
— Interpolation d’ordre 4
Bord gauche (k = 0) et points centraux (k > 0).

|t ] 1 o | 1 [ 2 [ 3]
k=0 5/16 | 15/16 | -5/16 | 1/16
k=0 | -1/16 | 9/16 | 9/16 | -1/16

— Interpolation d’ordre 6
Bord gauche (k =0,1) et points centraux (k > 1).

2o o 7or 2 [ 3 [ 4 [ 5 |
k0 63/256 | 315/256 | -105/128 | 63/128 | 45250 | 7/256
k-1 7/256 | 105/256 | 105/128 | 35/128 | 21/256 | -3/256

k-1 | 3/256 | -25/256 | 75/128 | 75/128 | -25/256 | 3/256

— Interpolation d’ordre 8
Bord gauche (k = 0,1,2) et points centraux (kK > 2). Il faut diviser les valeurs de la
table ci-dessous par 2048.

Lt [3[2[1[o [t [ 2 |3 ] 4[5 [6]7]
k0 429 | 3003 | -3003 | 3003 | 2145 | 1001 | -273 | 33
k1 33 | 693 | 2079 | 1155 | 693 | 207 | 77 | 9
k2 9 |-105 | 945 | 1575 | 525 | 189 | 45 | 5

k-2 | 5|49 | 245 | 1225 | 1225 | 245 | 49 | &
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Remarque 3 Lorsque les conditions auz limites sont périodiques, les schémas d’interpolation
s’appliquent en tout point. Pour des conditions de type Dirichlet ou Neumann, par exemple,
il faut définir des schémas particuliers prés des bords; la complexité augmente de maniére
dramatique avec l’ordre.

5.1.3 Schémas aux différences pour les dérivées

Pour tout entier ¢, on définit I’approximation de la dérivée partielle aa—;i aux points de la

grille dyadique G;, par un opérateur aux différences finies centrées d’ordre M comme suit :
(@) .
P13
froom= > D fain)en

ou

DY f(ajk) = ﬁzsdg  fievs:
J

Les tableaux suivants donnent les coefficients dgi) pour le calcul des plusieurs dérivées en espace
et pour plusieurs ordres de précision M. Lorsque les conditions aux limites du probléme sont
périodiques, les schémas de discrétisation sont centrés, en revanche on utilisera des schémas
décentrés pour les points du maillage spatial qui sont pres du bord du domaine.
— Dérivée premiére
Coefficients dgl) pour le bord gauche et les points centraux. Les coefficients pour le
bord droit sont de signe opposé et pris dans l'ordre inverse.

‘ordre‘ s:‘ -3 ‘ -2 ‘ -1 ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
M=2 | k=0 -3/2 2 -1/2
k>0 -1/2 0 1/2
M=4 | k=0 -25/12 | 4 -3 4/3 | -1/4
k=1 -1/4| -5/6 |3/2] -1/2 | 1/12
k>1 1/12 | -2/3 0 2/3 | -1/12

| M=6 | k>2[-1/60 [3/20 [-3/4] 0 [3/4]-3/20]1/60 | |

— Dérivée seconde
Coefficients dg2) pour le bord gauche et les points centraux. Les coefficients pour le
bord droit sont pris dans 'ordre inverse.

lordre [ s= [ 3 | 2 [-1] o | 1 [ 2 | 3 [ 4 | 5 |
M=2 | k—0 2 -5 4 -1
k>0 1 -2 1
M=4 | k=0 15/4 [-77/6 [ 107/6 [ -13 [ 61/12 |-5/6
k=1 5/6 | -5/4 [ -1/3 [ 7/6 [-1/2] 1/12
k>1 -1/12[4/3 ] -5/2 [ 4/3 | -1/12

| M=6 | k>2[1/90 [ -3/20 | 3/2 [ -49/18 | 3/2 | -3/20 | 1/90 | \ |

Dérivée troisiéme Coefficients d§3) pour le bord gauche et les points centraux. Les
coefficients pour le bord droit sont de signe opposé et pris dans ’ordre inverse.
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lordre | s= [ 4 | -3 | -2 1] 0 [ 1 2 3 | 4 ] 5
M=2 | k=0 -17/4 | 71/4 | 59/2 | 49/2 | 41/4 | 7/4
k=1 -7/4 25/4 | -17/2 | 112 [ -7/4 1/4

k>1 -1/2 1 0 -1 1/2

M=4 [ k=0 -967/120 [ 638/15 | -3929/40 | 389/3 | -2545/24 | 268/5
k=1 -29/15 | 889/120 | -58/5 | 241/24 | -17/3 [ 89/40 | -8/15
k=2 -7/120 | -22/15 | 231/40 | -25/3 | 143/24 | -12/5 | 71/120 | -1/15
k>2 1/8 -1 13/8 0 -13/8 1 -1/8

| M=6 | k>3 [ -7/240 | 3/10 | -169/120 | 61/30 | 0 | -61/30 | 169/120 [ -3/10 | 7/240 |

Dérivée quatriéme Coefficients dg4) pour le bord gauche et les points centraux. Les
coefficients pour le bord droit sont pris dans ’ordre inverse.

lordre [ s= [ 3 [ 2] -1 ] o [ 1 | 2 | 3 [ 4] 5 | 6 | 7|
M=2 | k=0 -14 26 -24 11 -2
k=1 2 -9 16 -14 6 -1
k>1 1 | 4 6 4 1
M=4 | k=0 28/3 [ -111/2 ] 142 |-1219/6 | 176 | -185/2 [ 82/3 [ -7/2
k=1 7/2 |-56/3] 85/2 | -54 | 251/6 | -20 | 11/2 | -2/3
k=2 2/3]-11/6 | 0 [ 31/6 [-22/3| 9/2 |-4/3] 1/6
k>2|-1/6 | 2 [-13/2] 28/3 | -13/2 | 2 -1/6

Remarque 4 Recherche de schémas préservant la hiérarchie. Par ailleurs, nous avons dé-
veloppé des codes de calcul formel (en Maple) pour construire des schémas essentiellement
mvariants par hiérarchisation ; ¢’est & dire que la restriction de la discrétisation de 'opérateur
différentiel a la grille grossiére, dans la base hiérarchique, est proportionnelle & la matrice de
discrétisation du méme opérateur, dans la base nodale, & un terme d’ordre inférieur prés. Cette
propriété est importante puisqu’elle permet de reconstruire localement les opérateurs trés faci-
lement, allégeant ainsi les calculs et les stockages matriciels. Certains opérateurs, d’ordre pair
par exemple, ont cette propriété (typiquement la dérivée seconde en dimension 1). Ce n’est mal-
heureusement pas le cas pour les schémas de discrétisation de la dérivée troisiéme. Néanmoins,
cette investigation permis de mettre en évidence que la hiérarchisation faisait passer d’une fa-
mille de couplage discrétisation - interpolation & une autre. Nous envisageons de construire des
familles de schémas sous contrainte, quitte o augmenter la largeur de bande du schéma.

5.2 Inconnues Incrémentales (> orthogonales

Comme nous ’avons mentionné dans l’introduction, les méthodes de Galerkin non li-
néaires reposent sur l'utilisation d'une loi (exacte ou approchée) z = ¢(y) décrivant 'inter-
action entre grandes structures y et des petites structures z. Ce type de relation a d’abord
été proposé dans le cadre spectral et s’appuie sur la propriété d’orthogonalité L? des échelles,
[MT89, MT90, Tem97, DJT98|, l’adaptation aux ondelettes est proposée dans [Gou93]. Les
Inconnues Incrémentales telles qu’introduites dans |[Tem90| ne jouissent pas de cette propriétés
d’orthogonalité. On peut néanmoins construire des I.I. en s’inspirant des ondelettes de Haar
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[CT93]. Ce sont des inconnues d’ordre 1 et il a été proposé des IU orthogonales d’ordre 2 dans
[BCI8|. Le principe de construction en est le suivant (pour une discrétisation sur l'intervalle
et pour des conditions aux limites de type Dirichlet). On se donne 2N — 1 points interieurs de
10, 1] réguliérement répartis et 'on définit les espaces

Py ={U €R* ™/ — Uy _o+2Usi—y — Uy =0, i=1,---,N},
Oy ={U E]RzN_l/Uzi_l +2U9 + Usiy1 =0, i=1,---,N — 1}.

Nous avons alors dim(Py) = N —1, dim(Qp,) = N et R*N"1 = (P,)®(Py), (Pn) L (Pn) = N.
On écrit

pi:—%f<U2i_1+2U2i+Uzi+1), i=1,-,N-1,
¢ = 7 (=Usi—2 + 2U3-1 = Uy), i=1,--- N,

On a alors
u=VTp+WTyq

avec V et W matrices orthogonales. En posant T'= VV™ + WWT, on peut écrire
Tu=Vp+Wgq
d’ou
u=T"Wp+T " Wq(=y+2)

Nous représentons ci-dessous la décomposition de la fonction u(x) = sin(27z)exp(—(x—0.5)%/0.01)
en inconnues incrémentales orthogonales d’ordre 2, sur deux niveaux de grilles. On remarquera
le caractére oscillant des z, lié aux propriétés d’orthogonalité, ce que l'on ne retrouve pas dans
les II classiques.
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FIG. 21 — u(z) = sin(2rx)exp(—(z — 0.5)2/0.01), Y et Z
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