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❝♦♥❢♦r♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r q✉❡ ❝❡tt❡
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❈❡ r❛♣♣♦rt ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉ ♠♦②❡♥
❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ♣♦ssé❞❛♥t ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞é❥à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❡
t②♣❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✐str✐❜✉❛♥t ❧❡ rés✐❞✉✳ ❉❛♥s ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠é❡s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✱ q✉✐ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡
é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❞♦♥♥é✳ ❯♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s❛ ❣r❛♥❞❡
s♦✉♣❧❡ss❡✳ ❯♥ ❞❡ s❡s ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥ts ❡st s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ t❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✐str✐❜✉❛♥t ❧❡ rés✐❞✉✱ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s à ❞ét❡r♠✐♥❡r s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡❡s ♣❛r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❞♦♥♥é✱ ♠❛✐s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ♠♦✐♥❞r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❞❡s ❜♦r♥❡s L∞✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

❉❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♦ù ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐✲
r❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ P 1 ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t
♠❛✐s q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❄❄✳ ❊♥ ❢❛✐t✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡ r❛♠è♥❡ à ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✱ ✷❪ ❡t ❄❄ s✐ ♦♥ ❢♦r❝❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❛✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté q✉✐ s♦♥t
✐❝✐ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥♦♥
♦s❝✐❧❧❛♥t❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s s❛♥s ♣❛r❛♠ètr❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❝❛❧❛✐r❡✳ ◆♦✉s
❡①♣❧✐q✉♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧✬ét❡♥❞r❡ ❛✉① ❝❛s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ✸❉ ❡st
s✐♠♣❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡s✳

✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❝❛❧❛✐r❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❞❡ R
2 ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r

❞✐✈ f(u) = 0 s✐ x ∈ Ω
u = g s✐ x ∈ Γ− ✭✶✮

✶



♦ù Γ− ❡st ❧❡ ❜♦r❞ ❡♥tr❛♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r

Γ− = {x ∈ ∂Ω t❡❧ q✉❡ ∇uf · ~n < 0}

♦ù ~n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ Ω ❡♥ x✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞èr❡r ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ Ω ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❖♥ ✈❛ ❞❛♥s ✉♥

♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♦♥ ❡①♣❧✐q✉❡r❛ ❝♦♠♠❡♥t ❧✬ét❡♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s
❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬é❧é♠❡♥ts q✉❛❞r✐❧❛tér❛✉①✳ ▲❡ ❝❛s ✸❉ s❡ tr❛✐t❡r❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r K ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ Th✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ h ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s
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❉❛♥s K✱ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés s♦♥t s❡s s♦♠♠❡ts✱ ❡t ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡❡ ❞❛♥s K ♣❛r ❧❡
♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✉♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① s♦♠♠❡t ❞❡ K✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r uh ✱ ❡t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳
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❋✐❣✳ ✶ ✕ ❊❧é♠❡♥ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛✳

❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✸❪✱ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s♦♥t ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♣♦✐♥ts s✐t✉és ❛✉① ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s
s❡❣♠❡♥ts r❡❧✐❛♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ K✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❜❛s❡ P 1 ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❞❛♥s L2(K)✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs
❞❡ ré✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés✐❞✉ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❜✐❡♥ é♣r♦✉✈é❡s q✉✬♦♥ ❡♠♣❧♦✐❡ ♣♦✉r st❛❜✐❧✐s❡r ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✐str✐❜✉❛♥t ❧❡ rés✐❞✉✳
▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣♦s❡r à ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①✳

▲✬✐❞é❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❞❡rr✐èr❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt ❡st ❞✬♦✉❜❧✐❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞❡ ✏❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡✑ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♦ù s♦♥t ❧♦❝❛❧✐sés
❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞✉ s❝❤é♠❛ ✈❡rs ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❞❡✉① s♦rt❡s ❞❡ rés✐❞✉s t♦t❛✉① ✿
✕ ❯♥ rés✐❞✉ ♣❛r é❧é♠❡♥t✱

ΦK =

∫

∂K

f(u) · ~ndl

♦ù ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❜♦r❞ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ u ❞❛♥s K✱
✕ ❯♥ rés✐❞✉ ♣❛r ❛rêt❡ Γ✱ s♦✐t

ΦΓ =

∫

Γ

[

f(u) · ~n
]

dl

✷



♦ù [g(u)] ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s❛✉t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬❛rêt❡ Γ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ s✐ ~n ❞és✐❣♥❡ ❧❛
♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ à K ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✮✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝♦té ❞r♦✐t ❡t ✉♥ ❝♦té ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t ❞♦♥❝
♦♥ ♣♦s❡

[f(u) · ~n] = (f(uD) − f(uG)) · ~n.

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ΦΓ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ u ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡✳
❖♥ é❝❧❛t❡ ❛❧♦rs ❧❡s rés✐❞✉s ❡♥ s♦✉s✕rés✐❞✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ■❝✐✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐①

❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ▲❛①✲❋r✐❡❞r✐❝❤s✱ ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡s ❝❤♦✐① s❡r❛✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝
✕ ♣♦✉r ❧✬é❧é♠❡♥t K ❞❡ s♦♠♠❡ts l ∈ {i, j, k}✱

ΦK
l =

ΦK

3
+ αK(ul − u)

❛✈❡❝

u =
ui + uj + uk

3
,

✕ ❡t ♣♦✉r ❧✬❛rêt❡ Γ✱

ΦΓ
l =

ΦΓ

4
+ αΓ(ul − u)

❛✈❡❝

u =
ui + uj + uk + up

3

♦ù ui, uj , uk, up s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳
❖♥ ❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

∑

i∈K

ΦK
i = ΦK

∑

i∈Γ

ΦΓ
i = ΦΓ

✭✷✮

P♦s❛♥t Q = K ♦✉ Γ✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① rés✐❞✉s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∑

j∈Q

=
∑

j∈Q

cQ
ij(ui − uj)

❛✈❡❝ cK
ij ≥ 0 s✐ α ≥ max ||f ′(u)||✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r u q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♦♥ ❛

✭♣♦✉r Q = K ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮

ΦK
l =

ΦK

3
+ αK(ul − u)

1

3

∫

∂K

(

f(u) − f(ū)
)

· ~ndl + αK(ul − u)

∑

j∈K

1

3

(

∫

∂K

(∫

0

1f ′(su + (1 − s)ū)ds · ~ndl

)

ds − alpha

)

(ui − uj)

❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t uh ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ tr♦✉✈❡r uh ❧✐✲

♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ tr✐❛♥❣❧❡ K t❡❧ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t i ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭❞♦♥❝ ✐❝✐ s♦♠♠❡t ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✮✱

∑

K,i∈K

ΦK
i +

∑

Γ,i∈Γ

ΦΓ
i = 0. ✭✸✮

❖♥ ♣ré❝✐s❡r❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳

✸



❊♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐r uh ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

un+1

i = un
i − ωi

(

∑

K,i∈K

ΦK
i +

∑

Γ,i∈Γ

ΦΓ
i

)

❛✈❡❝

ωi

(

∑

K,i∈K

cK
ij +

∑

Γ,i∈Γ

cΓ
ij

)

≤ 1,

♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✳
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❡♥ ♣♦s❛♥t

ΦK,⋆
i = βK

i ΦK ❡t ΦΓ,⋆
i = βΓ

i ΦK ✭✹✮

❛✈❡❝✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t

xK
i =

ΦK
i

ΦK
, xΓ

i =
ΦΓ

i

ΦΓ
,

βK
i =

max(xK
i , 0)

∑

j∈K

max(xK
j , 0)

, βΓ
i =

max(xΓ
i , 0)

∑

j∈K

max(xΓ
j , 0)

. ✭✺✮

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ✓❝❧❛ss✐q✉❡✔✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐s ❣râ❝❡ ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✷✮✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✭✸✮ ♦ù ❧❡s rés✐❞✉s ΦK

i ✭r❡s♣✳ ΦΓ
i ✮ s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ΦK,⋆

i ✭r❡s♣✳

ΦΓ,⋆
i ✳

❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ s❡ ré❢èr❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳
▲❡ s❝❤é♠❛ ✭✸✮ r❡st❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ s❡✉❧❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s r❡st❡ à ♣ré❝✐s❡r✳ ▲❡s rés✐❞✉s ❣❧♦❜❛✉① ♣❛r é❧é♠❡♥ts

q

k K

i

j

Γij

!n

K ′ k′

❋✐❣✳ ✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡✳

s♦♥t ❞é✜♥✐s s❛♥s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳ P❛r ❛rêt❡ Γ✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❡♥t❡♥❞r❡ ✓❛rêt❡ ✈✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✔✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✱ ♣♦✉r ❧✬é❧é♠❡♥t K✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❧✬❛rêt❡ [i, q]✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é❧é♠❡♥t K ′✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ♣r❡♥❞r❡ [i, j]✳ ■❧ ❢❛✉t
r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté q✱ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✱ ❡st ❛❝t✐❢ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts
r❡♣rés❡♥tés s❛✉❢ K ′✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❛ ♣r✐s❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛rêt❡s✳

▲❡ r❡st❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡✳

✹



✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉ ❝❛s s❝❛❧❛✐r❡✳

❖♥ ✈❛ r❡♣r❡♥❞r❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✿ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✉r❣❡rs ✿

−x
∂u

∂y
+ y

∂u

∂x
= 0 (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1],

u(x, 0) =







− sin

(

π
2x − 0.2

0.6

)

s✐ 0.1 ≤ x ≤ 0.4

0 s✐♥♦♥✳

✭✻✮

❡t
1

2

∂u2

∂x
+

∂u

∂y
= 0 (x, y) ∈]0, 1[2

u(x, y) =







1 − 2x x ∈ [0, 1], y = 0
1.5 x = 0, y ∈ [0, 1]
−0.5 x = 1, y ∈ [0, 1]

✭✼✮

❈✬❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
P♦✉r ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❛✉① ♥♦❡✉❞s

❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ■❝✐ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣tés à ❝❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❀ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ été ♦❜❧✐❣é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❡
♥♦❡✉❞ Mi ❧❛ ✈❛❧❡✉r

ui =

∑

K,Mi∈K uK
i

∑

K,Mi∈K 1

♦ù uK
i r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛✉ ♣♦✐♥t Mi q✉❛♥❞ Mi ❡st ✈✉ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t K✳ ❊♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❚❡❝♣❧♦t✱ ✐❧ ❛✉r❛✐t

été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♠♣❧♦②❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉s ❜r✉t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛✉① ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝❛r
❚❡❝♣❧♦t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛✐t r❡sté ❡♥t✐❡r ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♦ù
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs tr♦✉s✳

✸✳✶ ❘és✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✉r❣❡rs✳

❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸ ❧❡s ✐s♦❧✐❣♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ✭✼✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡①❡♠♣ts ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t
❝♦♥❢♦r♠❡s à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

✹ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ r❡st❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s ✓❧✐♠✐tés✔ ✭✹✮ ❡t ✭✺✮✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s βK

i ❡t βΓ
i ❞♦✐t êtr❡ ♣ré❝✐sé❡✳

❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ ♦♥ ❡♠♣❧♦✐❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✶❪ ❡t q✉✬♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∂U

∂t
+

∂F (U)

∂x
+

∂G(U)

∂y
= 0

♦ù ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈é❡s ❡st

U =









ρ
ρu
ρv
E









,

❡t ❧❡s ✢✉① F ❡t G s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r

F (U) =









ρu
ρu2 + p

ρuv
u(E + p)









, G(U) =









ρv
ρuv

ρv2 + p
v(E + p)









.

✺



■❝✐✱ ρ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ u ❡t v s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ E ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❡t p
❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞✬ét❛t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❡r♠❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ✐❝✐ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✱

p = (γ − 1)
(

E −
1

2
ρ(u2 + v2)

)

.

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ γ ✈❛✉t 1.4✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✈✐t❡ss❡✮ ~n ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s nx ❡t ny✳ ◆♦t❛♥t A ❡t

B ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡s ❞❡s ✢✉① F ❡t G ♣❛r r❛♣♣♦rt à U ✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

Anx + Bny

❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ à ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡s ré❡❧❧❡s ✿ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t λ1 = ~u · ~n
q✉✐ ❡st ❞♦✉❜❧❡ ❡t λ± = ~u · ~n ± c✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ c ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥✱

c2 = γ
p

ρ
.

❖♥ ♥♦t❡r❛ r1✱ r2 ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és à λ1 ❡t r3,4 ❝❡✉① ❛ss♦❝✐és à λ±✳ P❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛✱
s✐ H ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥t❤❛❧♣✐❡ t♦t❛❧❡✱ un = ~u · ~n ❡t ut = −nyu + nxv✱

r1 =









1
u
v

u2
+v2

2









, r2 =









0
−ny

nx

ut









, r3 =









1
u − cnx

v − cny

H − unc









, r4 =









1
u + cnx

v + cny

H + unc









.

❊♥ s♦✐t✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ❝✬❡st q✉❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t
♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ■❝✐✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t
❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❧✬❡♥t❤❛❧♣✐❡✱ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s
♣♦✉r ✉♥ ét❛t ♠♦②❡♥✳ P❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ❢❛✐t❡s✱ ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡t ét❛t ♥✬❡st ♣❛s très
✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❖♥ ❛ ♣r✐s ✉♥ ét❛t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r✐♠✐②✐✈❡s q✉✐ s♦♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ét❛ts
❞é✜♥✐s ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t K ♦✉ Γ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s rés✐❞✉s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡❝✐ ❢❛✐t✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱ ♣♦✉r ❧✬é❧é♠❡♥t Q = K ♦✉ Γ✳

✶✳ ❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ΦQ
l ✱ l = 1, ·, N ✭◆❂✸ ♣♦✉r ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡✱ ✹ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛rêt❡✮✱ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉r

♣r♦♣r❡s

ΦQ
l =

∑

ℓ=1,4

(ΦQ
l )ℓrℓ,

✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠êtr❡ ℓ ✭❞♦♥❝ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s rℓ ✜①és✮✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

N
∑

l=1

(ΦQ
l )ℓ = (ΦQ)ℓ

❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ❞é✜♥✐t (ΦQ
l )⋆

ℓ ♣❛r

(ΦQ
l )⋆

ℓ =

(

(ΦQ
l )ℓ/(ΦQ)ℓ

)+

N
∑

j=1

(

(ΦQ
j )ℓ/(ΦQ)ℓ

)+
(ΦQ)ℓ,

✸✳ ❊♥✜♥

(ΦQ
l )⋆ =

4
∑

ℓ=1

(ΦQ
l )⋆

ℓrℓ.

✻



❉❛♥s t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s
r❛❥♦✉té ❞❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✓st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✔ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❬✹❪✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✐❧
♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐r❡ s✐ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♦✉ ♥♦♥ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ✿

✕ ▲❡ ❝♦❞❡ ♣r♦t♦t②♣❡ q✉✐ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ✓❝❧❛ss✐q✉❡✔✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❝❤✉t❡ ❜r✉t❛❧❡ ❞✉ rés✐❞✉ ✐tér❛t✐❢ ✭✷✲✸ ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✮ ❡t
❡♥s✉✐t❡✱ ✐❧ st❛❣♥❡✳ P♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡♠♣❧♦②❡r
q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬✐tér❛t✐♦♥✱ ✈♦✐r❡ ♣❧✉s✳ ❈❡❝✐ ét❛♥t ❞✐t✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✓s❝r❛♠❥❡t✔
♣rés❡♥té ♣❧✉s ❜❛s✱ ♦♥ ❛ ❡♠♣❧♦②é ✷✵✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳

✕ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♠♣❧♦②é ✭P❛r❛✈✐❡✇✮ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✉① ♥♦❡✉❞s
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ■❝✐✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣❛r s♦♠♠❡t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❢❛✐t ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ q✉✐ ❛ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❧✐ss❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t s❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽ ♦ù
♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ♣♦✉r ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s ✿ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐str✐❜✉t✐❢ ✓❝❧❛ss✐q✉❡✔ ❡t ✉♥
❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞é❝r✐t ✐❝✐✳ ❖♥ ❛ ❡♥✈✐s❛❣é ❞✬❡♠♣❧♦②❡r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❚❡❝P❧♦t q✉✐ ❞✐s♣♦s❡ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ✽
❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✿ ❡♥ ❧✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♦ù ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✱ ❚❡❝P❧♦t
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r tr✐❛♥❣✉❧❡r ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ✐s♦❧✐❣♥❡s✳ ■❝✐✱ ♦♥ ❛✈❛✐t ❡♥✈✐s❛❣é ❞❡ ❢♦✉♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡s ❝❤❛♠♣s ✭❞❡♥s✐té✱ ✈✐t❡ss❡✱ ♣r❡ss✐♦♥✮ ❛✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❛ ❢❛❧❧✉
❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ❝❡tt❡ ♦♣t✐♦♥ ❝❛r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ s❝r❛♠❥❡t ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ tr♦✉✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
❧❡ r❡♠♣❧✐t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✜❞è❧❡s à ❧❛ ré❡❛❧✐té✳ ❈❡❝✐ ét❛♥t
❞✐t✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ét❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝❤♦❝s ❞❡ ✷✕✸ ♠❛✐❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✓❝❧❛ss✐q✉❡✔ ❡t ❞❡ ✹ ♠❛✐❧❧❡s
❡♥✈✐r♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✱ ✉♥
ét❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ✹ ♠❛✐❧❧❡s ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ét❛❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ✷ ♠❛✐❧❧❡s✳

P♦✉r ♠é♠♦✐r❡✱ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛ré s✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❝r❛♠❥❡t ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ✿
✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥tr❛♥t❡s ❡t s♦rt❛♥t❡ s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡s✱
✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥tr❛♥t❡s ✿

ρ = 1.4, u = 3.6, v = 0, p = 1.

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣❛r♦✐s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✐rr♦✐rs✳
▲❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✮✱ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ✭✜❣✉r❡s ✺ ❡t ✻✮ ❡t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✼✮✳ ▲❡s

✐s♦❧✐❣♥❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥♦t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t
q✉❡❧q✉❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés s♦♥t ♣❧✉s ét❛❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✳
❈❡❧❛ ❡st tr❡s ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞û à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♠♣❧♦②é ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ q✉❡❧✉❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✐♥ ✐♥❢ér✐❡✉r
❞r♦✐t ✭♣rès ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✮✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✳

❘é❢ér❡♥❝❡s

❬✶❪ ❘é♠✐ ❆❜❣r❛❧❧ ❛♥❞ ▼♦❤❛♠❡❞ ▼❡③✐♥❡✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ r❡s✐❞✉❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r st❡❛❞② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱ ✶✾✺✭✷✮ ✿✹✼✹✕✺✵✼✱ ✷✵✵✹✳

❬✷❪ ❘✳ ❆❜❣r❛❧❧ ❛♥❞ ❋✳ ▼❛r♣❡❛✉✳ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ♦♥ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ♠❡s❤❡s✳ ❏✳ ❙❝✐✳ ❈♦♠♣✉t✳✱
✸✵✭✶✮ ✿✶✸✶✕✶✼✺✱ ✷✵✵✼✳

❬✸❪ ❘✳ ❆❜❣r❛❧❧ ❛♥❞ ❈✳❲✳ ❙❤✉✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣❛❧❡r❦✐♥
♠❡t❤♦❞ ✿ t❤❡ s❝❛❧❛r ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ P❤②s✐❝s✱ ✷✵✵✼✳

❬✹❪ ❘✳ ❆❜❣r❛❧❧✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t♦r② r❡s✐❞✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳

P❤②s✳✱ ✷✶✹✭✷✮ ✿✼✼✸✕✽✵✽✱ ✷✵✵✻✳
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é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s é❧é♠❡♥ts ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s

❋✐❣✳ ✹ ✕ ❈❤❛♠♣s ❞❡ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✓❝❧❛ss✐q✉❡✔ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳

é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s é❧é♠❡♥ts ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s

❋✐❣✳ ✺ ✕ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✓❝❧❛ss✐q✉❡✔ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞é❝r✐t
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳
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é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s é❧é♠❡♥ts ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s

❋✐❣✳ ✻ ✕ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✓❝❧❛ss✐q✉❡✔ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳

é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s é❧é♠❡♥ts ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s

❋✐❣✳ ✼ ✕ ❈❤❛♠♣s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✓❝❧❛ss✐q✉❡✔ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭à
❞r♦✐t❡✮✳
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é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s é❧é♠❡♥ts ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s

❋✐❣✳ ✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✓❝❧❛ss✐q✉❡✔ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✭à ❞r♦✐t❡✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ét❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞û ❛✉ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡
❡♠♣❧♦②é ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳
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