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��}�®����iw�}�� �igxuvwz�¯|���°¹��?y{k���¾T��°¯w/}A�njl}���kbk�°¯����}�� �Ty�k��i��}������i�²°�¯w�y��|���v�³}A�{j��Ty��²}A�Z½�}��
(b)

��?y{k[~�� �Ty{k
����v���k[|¶yl��v�³}���j��Ty{�}���½¹wz®!| gO��wl�i��y���}��O}�y{g�k��L½]jl}���k-k[�Awz�°u }���w{k���¾T���i°k�½F��������jlk�y{k[��w/y{g���yb����k
°��i±T���i°k�y{}ly�gik/®i�!|�k��{y����²�·¾T�����¯���i°k�}��F��Ay�k���k[wzy*�xu1���igxuvw{�|[��°Zjl}v�vk�°<¿4ÎKk�y�gi}v�iw��³}A�

(b)
�ik�j������

®!wz��i~-}��¹�i��}������i�°²�¯w�y��|n�²�x¾Ak�� wzk/jlk�y{gi}v�iw(w{�²��|�kny�gik3�{kL|�}T¾�k[�{��i~�}��¹�²�!�v�²��k[|�y���v�³}A�{j��Ty��²}A�9��?¾A}�°¾�kLw
~Ak��ik[����°²°u/y�gik*��x¾�k�� w{�²}A�3}������igxuvwz�¯|���°ijl}v�vk�°<¿F��}�®i~Agi°u3w{�!kL��±x��i~�½�y{gi�¯w¹��x¾�k[��w{�²}A�3y{� ����wz�³}���j�w�y{gik
��v�³}A�{j��Ty��²}A�·�²�?y{}b�b¾?��{y{®���°�w{��jl�i°²k�}���y{gik/¾T���{�¯���i°k(}��F��Ay�k���k[wzy[½!�!k��³}���k/���i�i°ux�²��~ly{}b�²y'wzy����!�i��� �
wzy���y{�¯w�y��|[��°�k[wzy{�j��Ty{�}���¿�f4gi�¯w'Ì�k�°¯�K�¯w(��| ±x�i}T¬�°k[�v~Ak[�1y{}�g���¾�k �A®���y�k3�-°���{~Ak/�²�!�v®�wzy{�����°
��}�y�k��?y{�¯��°
��Ky�gik�|�}��?y{k�É?y'}��]� ���i�¯�·~���}T¬4y{g·}��]����v®!w�y��{�¯��°
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�!��� ��jlk�y�k�� w'Æ�}��4�²����y����°Z|�}��!�v��y��²}A��w[½x�³}��4k�Éi��jl�i°k��²��jlk�y{k[}���}�°}�~AuvÈFy{g���y*����k'®i��±?��}T¬��-�i®vy*��g?uvw{��»
|[��°°²ulÌ�ÉxkL�)¸xy{g��w6�¯w4���Ty�®i����°²°u���|[|�}�jl�����i�k[���xubkLw�y��²j��Ty��²}A�-®i�!|�k��{y����²�?y�u3�³}��4¬�gi�¯| g-¾T���{�¯����|�k'j���u
��k�|�}Aj3��®vy{kL�)¿('�}T¬¼k[¾�k[��w{®�| g�����kLw�y��²j���y{�}��`®i��|�k[�zy ����?y�u�g!���i��k���w�y�}·�!kl�i®i��k�°u9k[�i�wzy{k[jl�|3}��
��k[�i®�|���i°k�½x�²�-y{gik�w{k���w{k'y{g���y6�²y�¬��²°°)�vk[|��{kL��w{k�¬��²y{gby�gik(�²����k[|¶y��²}A�1}���°¯����~�k��¼}���w{k���¾T�Ty��²}A�-w{��jl�i°²kLw�¿
f4g��w��w��i}�y3w��Ty{�¯wz����|¶y�}���u��� y�gik�|[��w{k[wn¬�gi�| gÃj3}�y{�¾T�Ty{kL� y�gik-�i��k[w{k��?y3�{kLwzkL��� | gZ½
¬�g�k���k��xu)�!®i��
jlkL| g����i�¯|���°�w{uvw�y�k�j�w4�v}3k�¾x��ik���|�k���?y{���²�!wz�¯|���°²°ul¾����{�¯����°²k��²���i®vy[¿FÛÏ���i®vy�¾T��°®ik[w4�v}l�i}�y6}A�i°²ubw{®vµdk��
�³��}�j °¯��| ±l}��
±?��}T¬�°²kL�v~�kA½A�i®iy¼y�gik�ub��°w{}n�igxuvw{�|[��°°²u3¾T����u��³��}�j }A�ik�k�Év�!k[�{�k���|�k*y�}3���i}�y�gik��6�²�-y{gik
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��®vy*��y�w{gi}A®i°�1�i}�y*�{kL�v®�|�k�y�gik�¾T���������|�k�}���y{gik���g?uvw{�|[��°���®�|�y{®���y{�}���w[¿

à
à ó
-�.�/�0�0



� �,��� �������
	 	������������ � ��������$	 ��� � ��� ����������� ���

Î9��y{gik[j��Ty{�¯|���°²°u�½x}A��wzk[�{¾T��y{�}���w¼����k�jl}v�vk�°°²kL�b¬��²y{g��n¾Ak[|¶y�}��¼}����igxuvw{�|[��°�¾����{�¯����°²kLw
y

y{g!�Ty�����k
|�}��i��k[|¶y�k[�ly�}n®i�!|�k��{y����²�-�²�i��®vy�w

x
y�gi��}�®i~Agb�n�vk�y{k���jl�²���wzy{�¯|�Æ;�����-wz®i���!}?wzkL�v°²u �?®i�²y{k'¬¼k[°²°²»<±x�i}T¬���È
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j3}v�vk[°
y = H(x, d)

¿ « w'�1|�°k[���(�v�²µ�k[�{k[��|�kny{}�|�°¯��w�wz�¯|���°���������j3k�y{k[���¯�vk��?y{�²Ì!|[�Ty{�}��
x

�¯w
��}�y�w{®i�i��}Aw{k[�-y{}�g���¾Ak��3ÌiÉvkL�)½���°��k��²y*®i�i±x�i}T¬����igxuxw{�¯|���°)¾T��°²®ikAÂFÛÁy*¬��²°°Z��k/jl}v�vk�°°²kL�·��� ���!�v}�j
¾T���{�¯���i°k[w�y���±x�²�i~·�v�²µ�k[�{k[�?y(��k[��°²�¯w��Ty{�}��!w*�³}A��kL��| g�}���w{k���¾T�Ty{�}��!w�¿/f4gikl�i®��{��}Aw{k�}��¹y�gik���°~�}����²y{gij
¬��°°F�!kly�}1kLw�y��²j��Ty�kl��y w��i��}������i�²°�²y�u9�v�wzy{����i®vy{�}����³®i��|�y{�}��`�²�!w�y�k[����}��6��y w(�!}A�²�?y/¾T��°®ikA¿�o'��y{gik
}�y{gik[�lg������Z½

d
wzy������iw3�³}A��Ì�ÉxkL� �²�i��®vy�w3y�g��Tybj���u ��k��i��k[w{k��?yKÆ³�âÈ3¾����{�¯����°²kLw�®i�!�vk��l�³®i°°�|�}��?y{��}�°

Æ�k�¿ ~�¿�k�Év�!k[�{�jlk��?y���°¼|�}����v�²y{�}��!w�È�½F}��1Æ��²�âÈn®i��|�k[�zy ����?y{�k[w3�Tµdk[|¶y��²��~Êwz}Ajlk-jl}v�vk�°6�²���i®vy�w�y�g��Tyl����k
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Yi = H(Xi, di) + Ui, 1 ≤ i ≤ n
Æ !LÈ

¬�gik[�{k
� (Yi)

��
R

p �vk[�i}�y�k[w6y{g�k/�i�Ty ��¾Ak[|�y{}�� w[½
� H

�vk��i}�y{kLw���±x�i}T¬��1�³®i��|�y{�}����³��}�j
R

q y�}
R

p ½
� (Xi)

�²�
R

q1
�vk[�i}�y�k[w4�i}A�1}A��wzk[�{¾Ak[�1�������v}Aj �i�Ty �i½i��w�w{®ijlk[�1�²���ik���k����vk[�?y'�����1�¯�vk��?y{�¯|���°²°u

�v�¯w�y��{��i®vy�k[�ÄÆ³�<¿ �<¿ �)¿ Èl�����1¬���y�g9�v�wzy{����i®vy{�}��
N (m, C)

½
� (di)
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q2

½
� (Ui)
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N (0, R)

½
R�!k[�²��~�±?��}T¬��Z¿ Ü]���{�¯����°²kLw

(Xi)
���!�

(Ui)
����k(�Aw{w{®ijlk[�-y{}l��k��²�!�vk���k����ik��?y[¿

f4gik����j �¯w�y�}�k[wzy{�jl��y{k�y�gik/��������jlk�y{k[�
θ = (m, C)
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y�gik��������v}�j�¾T�����¯���i°k[w

(Xi)
½]¬�gi�¯| gO|[���Ã��k�}�®vyl}�����k[�A| g ����y{gikK��¾T���°���i°kb�²�i�³}���jl��y{�}��º�¯w3�i}�y
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y�gikl�v�²jlk[��wz�}���}��]y�gik3}���w{k���¾�kL�·}�®vy��i®vy�w È¶¿ « �i}�y�gik��(�¯w{w{®ik3�w�y{g�k�y��²jlk3�ik�kL�vk[�9y{}·|�}Aj3��®vy{k�y{gik
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H
½iw{�²��|�k

H
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x0

¿bf4g�kb|�}��!wz�¯�vk���k[��jl}v�vk�°
��k[|�}�jlk[w

Yi = H(x0, di) + JH(x0, di)(Xi − x0) + Ui, 1 ≤ i ≤ n
Æ<��È

¬�g�k���k
JH(x0, di)

�¯w4y{gik��?��|�}��i�¯���1j��Ty{���²É-}��
y{gik(�³®i�!|¶y{�}��
H

��
x0

½i¬��²y{gK�v�jlk���w{�}��
p × q1
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(Y ) = ΓΣΓT + R
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(µ1, µ2)
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(Σ1, Σ2)
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Hi(µ1 − µ2) = 0 ∀ i
Hi(Σ1 − Σ2)H

T
i = 0 ∀ i

⇒
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µ1 = µ2

Σ1 = Σ2,}A�4k��?®i�¾���°²k[�?y{°u-�²�������-}A�i°ub�����³}��*��°²°
(µ1, µ2)

�����
(Σ1, Σ2)

{

H(µ1 − µ2) = 0
Γ(Σ1 − Σ2)Γ

T = 0
⇒

{

µ1 = µ2

Σ1 = Σ2.
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f4g�k��
ΓT Γv = 0 ⇒ vT ΓT Γv = 0 ⇒ ||Γv|| = 0 ⇒ Γv = 0 ⇒ v = 0
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Γ(Σ1 − Σ2)Γ

T = 0 ⇒ ΓT Γ(Σ1 − Σ2)Γ
T Γ = 0
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ΓT Γ

�w���?¾Ak�� wz��i°k�½���y
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Σ1 − Σ2 = 0
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½
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µ1 = µ2
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Yi = H(x0, di) + JH(x0, di)(Xi − x0) + Ui, 1 ≤ i ≤ n
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JH(x0, di)
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H

��
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p × q1
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Zi = (Y T
i , XT

i )T ½
i = 1, . . . , n
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hi = H(x0, di)
¸
Ji = JH(x0, di)
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Yi = hi+Ji(Xi−x0)+Ui
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Ai = Yi − hi − Ji(m − x0)
¸
Bi = CJT

i

¸
Vi = JiCJT

i + R
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� f4gik(¾T��������i°²k
Yi

�w��3°�²�ikL����|�}Ajn�i�����y{�}��-}���p(��®�w{w{�¯���-¾T���{�¯���i°k[w6¬��²y{g·jlk[���1���!�-¾T�����¯����|�k
Í
(Yi) = hi + Ji(m − x0),

Ü]���
(Yi) = JiCJT

i + R.
Æ��?È

� Zi
�¯w*��p(��®�w�w{����1¾Ak[|¶y�}��4¬��²y{g

Í
(Zi) =

(

hi + Ji(m − x0)
m

) �����1Ü]���
(Zi) =

(

JiCJT
i + R JiC

CJT
i C

)

.
Æ ��È

� Xi|Yi
�w1��°¯wz}º�ºp(��®�w{w{�¯��� ¾�kL|¶y{}A�9Æ³®�w{��i~º�Äy{g�k�}���k�jÒ}��V|�}A���v�²y{�}�����°��v�¯w�y��{��i®vy��²}A��wb}��(�

p(��®�w�w{����1¾Ak[|¶y�}��L½vwzk[k'�³}A���²�!w�y ����|�knsv����}��{y���½�!$#&#A�n�Z¿,% %AÈ¼¬��²y{g
Í
(Xi|Yi = yi) = m + CJT

i (JiCJT
i + R)−1(yi − hi − Ji(m − x0))

= m + BiV
−1
i Ai

Æ��AÈ
Ü]���

(Xi|Yi = yi) = C − CJT
i (JiCJT

i + R)−1JiC

= C − BiV
−1
i BT

i .
Æ< �È

����� ��� �
	�������������

« y*�²y{k[����y{�}��
k + 1

½xy�gik�Í¹Î���°~�}A�{�²y{g�j �w�|�}�jl��}Aw{k[�1}���y�¬6}�w�y�k���w[Â
� f4gik·Í s?y{k[�rÆ�ÍFÉv�!kL|¶y �Ty{�}���È¶Â·ÛÁy-|�}A��wz�¯wzy�w3}��(|�}�jl�i®iy{��i~

Q(θ, θ(k)) = E[L(θ, Z)|Y, θ(k)]¬�gik���k
L

�w6y�gik/|�}Ajl�i°²k�y{kL�-°}�~A°²�±�k[°²�gi}x}v�)¿
� f4gik/Î&s?y{k[� Æ�Î9��Éx�jl�w��Ty��²}A�!È¶Â

θ(k+1) �¯w4}��iy�����ikL�1�xubj���Éx�jl�w{��i~3y{gik(�³®i�!|¶y{�}��
Q

½
θ(k+1) = arg max

θ∈Θ
Q(θ, θ(k))

¿

f4gik��³}�°°²}T¬���i~/k#�?®��Ty��²}A��w¹�vkLw{|��{���k�jl}���k*�i��k[|��w{k�°uny�gik�Í¼Î ��°~�}A�{�²y{g�j ���y{g�k������zy��|�®i°���¼|[��w{k
}��
jl}v�vk�°¼Æ;��È�¿]Ëi®i�{y{g�k����i}�y��Ty��²}A�1�¯w�®�w{k[�ZÂ

A
(k)
i = Yi − hi − Ji(m

(k) − x0), B
(k)
i = C(k)JT

i

�����
V

(k)
i = JiC

(k)JT
i + R.

¬�gik[�{k
m(k) ���!�

C(k) ���{k'y{g�k�¾���°²®�k�}��
m

�����
C

��y���y�k�� �Ty{�}��
k

}���y�gik�Í¹Î&��°²~A}�����y�gij·¿
f4gik[�Z½Z���!��°uAy��|[��°�k��?®���y{�}���w�|����Ê��kl�ik����²¾Ak[�·y�}�|�}�jl�i®vy�k

m(k+1) �����
C(k+1) ¬��²y{gÊ��k[w{��k[|¶y

y�}
m(k) �����

C(k) ¿

� § Ù��¹Ù ¥���¦�� Ù�� O " ���H��'��&� � ���>� �������
� � �
���)�� 	 ��� �4' � 	 �
� ��� ��	
(m, C)

�60m)��� ��� Wqp�\��
� �����?m ��� �q'
�6 �����Ud0m �*� � �
	������ � �
	 �

m(k+1) = m(k) +
1

n

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i
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� #

C(k+1) = C(k) +
1

n

n
∑

i=1

(

(B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )(B

(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )T − B

(k)
i (V

(k)
i )−1(B

(k)
i )T

)

−
1

n2

(

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

)(

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

)T

.

�*	 ���6 Â
f4gik/�ik���w{��y�u-}���y{gik/|�}�jl�i°k�y{k��i��y��l|����1��k�¬�����y{y{k��

p(Z|m, C) = p(Y |X, m, C)p(X |m, C) ∝ p(X |m, C).

« ���

p(X |m, C) = (2π)−
nq1
2 |C|−

n
2 exp

(

−
1

2

n
∑

i=1

(Xi − m)T C−1(Xi − m)

)

∝ |C|−
n
2 exp

(

−
n

2
mT C−1m

)

exp

(

−
1

2

n
∑

i=1

(XT
i C−1Xi − 2XT

i C−1m)

)

.

f4gi�¯w/�v�¯wzy{���²�i®iy{�}��`�!k[°²}A�i~Aw�y�}1y�giklk�Év��}��ik[�Ay����°�����jl�°²°uÊ}��6�v�¯w�y��{��i®vy��²}A��w����!�9y�gik�Í¹Î+��°~�}�»
���²y{gij �vkLw{|��{��!kL�K��Ky{gik « ���!k[���v�²ÉK�³}��*y�gik3k�Év�!}A�ik��?y����°Z����jl�°²°uK|����9�!k3®�w{k[�)¿�m¼}���w{�¯�vk����²��~�y{gik
|[���i}A�i�¯|���°d��������jlk�y{k[�

λT = (λ1, λ2) = (C−1m, C−1)
°²kL���iw6y�}

p(X |m, C) = (2π)−
nq1
2 |λ−1

2 |−
n
2 exp

(

−
n

2
λT

1 λ−1
2 λ1

)

exp

(

−
1

2

n
∑

i=1

(XT
i λ2Xi − 2XT

i λ1)

)

.

f4gik/w{®vÀb|��k��?y�wzy���y{�¯w�y��|'�³}��
λ

�w
t(X) =

( ∑n
i=1 Xi

− 1
2

∑n
i=1 XiX

T
i

) ¿

« y
(k + 1)

�²y{k�� �Ty��²}A�Z½xy{g�k�ÍF»Áwzy{k[�·}��
Í¼Î&|�}��!wz�¯w�y w6}��F|�}�jl�i®iy{��i~lÍ
[t(X)|Y, θ(k)]

¬�g�k���k
θ(k) = (m(k), C(k))

¿
�`k�g���¾�k(Í ( n

∑

i=1

Xi|Y, θ(k)

)

= nm(k) +

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

¿

Í (
−

1

2

n
∑

i=1

XiX
T
i |Y, θ(k)

)

= −
1

2

n
∑

i=1

[ Í
(Xi|Y, θ(k))

Í
(XT

i |Y, θ(k)) +
Ü]���

(Xi|Y, θ(k))
]

.

« |[|�}�� �v��i~�y{}9Æ��?È¶½i�²y*°k[����w6y{}
Í (

− 1
2

∑n
i=1 XiX

T
i |Y, θ(k)

)

=

−
1

2

[

nC(k) +

n
∑

i=1

[

(m(k) + B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )(m(k) + B

(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )T − B

(k)
i (V

(k)
i )−1(B

(k)
i )T

]

]

.
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f4gik(Î·»Ïw�y�k��1}��)y{g�k'Í¹Î ��°~�}A�{�²y{g�j |�}���w{�wzy�w¼}��
®i�����Ty{��i~�y{gik(w{®vÀb|��k��?y4wzy���y{�¯w�y��|
t(X)

¿�Ë��{}Aj
k#�?®��Ty��²}A�`Æ ![�AÈ¼���y{gik « �i�!k[���v�²É)½i��y*��k[w{®i°²y�w4��

Í
(t(X)|Y, λ = λ(k)) =

∂ ln(a)

∂λ
(λ(k+1)),

¬�g�k���k
ln(a(λ)) = −

n

2

[

ln |λ2| − λT
1 λ−1

2 λ1

] ¿
Ç'wz��i~b�vk[�{�¾T�Ty{�}���}���j��Ty{���²É1�����1¾�kL|¶y�}��4�³}���jn®�°�Aw�½x¬6k�~Ak�y

∂ ln(a)

∂λ1
(λ) = nλ−1

2 λ1 = nm

∂ ln(a)

∂λ2
(λ) = −

n

2
(λ−1

2 + λ−1
2 λ1λ

T
1 λ−1

2 ) = −
n

2
(C + mmT ).

f4gik��²y{k[����y{�}��
(k + 1)

}���y�gik�Í¹Î&��°²~A}�����y�gij �w6y�gx®�w

m(k+1) = m(k) +
1

n

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

C(k+1) = C(k) +
1

n

n
∑

i=1

(

(B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )(B

(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )T − B

(k)
i (V

(k)
i )−1(B

(k)
i )T

)

−
1

n2

(

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

)(

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

)T

.
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f4g�k/Í6m6ÎKÍ Æ�ÍFÉv�!kL|¶y �Ty{�}��i»�m¼}A���v�²y{�}�����°�Î9�TÉv�jl�w��Ty��²}A��Í¹��y�gik��¶È�}��FÝ��²®9�����K��®i���²�ÃÆ !�# #��?È¼�¯w����
k�Éxy{k��!wz�}��º}���y�gik1Í4m6Î���°²~A}�����y�gij Æ�ÎKk[�i~`�����Ã�*®i�i��Z½ !$#&#�¢?È¶¿ºf4gik�Í6m6Ît��°~�}A�{�²y{gij&�vkL|�}Aj�»
��}Aw{k[w�y{gik�Î·»Áwzy{k[� }��*Í¹Î �²�ºw{k�¾Ak�� ��°6m6Î·»Ïwzy{k��!w-Æ<m¼}A���v�²y{�}�����°¹Î9��Éx�jl�w��Ty��²}A�!È(j��TÉv�jl�w{�²��~Ky{gik
|�}����i��y��²}A����°�k�Év��k[|¶y �Ty��²}A�9}��Fy�gik3|�}�jl�i°k�y�k�»Ï�i�Ty �b°}�~�°�±�k�°�gi}x}x� Æ;|�}A���v�²y{�}�����°
}A�Êwz}Ajlkn}��¹y{gik3���T»
� ��jlk�y{k�� w È¶¿�ÛÏ��y{g�k6Í4m6ÎKÍ ��°~�}����²y{gij·½�w{}�jlk4}���y�gik�m6Î·»�wzy{k��!wF����k¼��k��i°¯��|�k[�n�?u�w�y�k���w�j��TÉv�jl�w{�²��~
y�gik�|�}����{kLwz��}����i�²�i~(|�}A��wzy{� ����ik[�l��|�y{®���°�Æ³���|�}�jl�i°k�y{k�»Á���Ty��?È�°²}A~�°�²±Ak�°�²g�}?}v�)½

ln L(θ)
½?���w�y�k[�A��}��dy{gik

Q
»;�³®i�!|¶y{�}���¿-f4gi�¯w/��°~�}A�{�²y{gij �w�k�Éx��k[|�y{kL�Êy�}K�!k1�v����j��Ty{�¯|���°²°u·����wzy{k[��y{g!���`y{gik-Í¹Î+�����`Í6m6Î

��°²~A}�����y�gij�w4�²�·y�k���j�w�}���y{g�k/�x®ijn��k��*}����²y{k[����y{�}���w*�{k#�A®��²��k[�1�³}��'|�}��x¾Ak���~�k��!|�k�¬�gik��KÍ¹Î��¯w���k[}��v»
�����i�w{k[�-¬���y�g·w{°}T¬ |�}A�x¾�k���~�k[��|�kA¿

Ë�}���jl}v�vk�°�Æ<��È�½
���ÄÍ6m6Î9Ír��°²~A}�����y�gijÑg��Aw(�!k[k��Ä�i��}���}Aw{k[���xuÊ��k1m¼��k[|�uÃÆ !$#&#A�AÈ�®i���vk[��y{gik
�!��jlk�m¼�²� |�k�ÎKk�y{gi}v�)¿�ÎK}���k4�i��k[|��¯w{k�°u�½���ny�gi�¯w]|��AwzkA½Ty{gik4�²y{k[����y{�}��

(k+1)
�¯w�k�Év�i��k[w�w{k[�n�Aw��³}�°°²}T¬*w[Â

y�gik�ÍÐs?y{k[���¯w(y�gikbw{��jlk3�Aw(�²�ÄÍ¹Î+���!�9y�gik1m6Î sxy{k��Ä}��6Í6m6Î+��°²~A}�����y�gij �w(��k���°�A|�k[���xuKy�¬6}
wzy{k[��w[¿�f4gik*Ì���wzy6m6ÎÑs?y�k����¯w]��w�y�gik�Î·»Ïwzy{k��l}��dÍ¼Î´¬���y�g

m
ÌiÉvk[�3y�}

m(k) ¿�f4g�k�wzkL|�}A���bm6Î´sxy{k��
j���Éx�jl�w{k[w�y�gik]���|�}Ajl�i°²k�y{k�»Á�i��y��4°}�~A°²�±�k[°²�gi}x}v��}T¾Ak��

m
½L�Aw{w{®ijl�²��~

C = C(k+1) ¿ « |[|�}A���v��i~6y{}'ÝZ�®
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�����-�*®i�i��`Æ !�#&#��?È�½Ay�gik�Í6m6ÎKÍV��°~�}A�{�²y{gij jl}���}�y{}A�i�¯|���°°u3���|��{kL��w{k[w¹y{gik(°�²±Ak�°�²gi}x}v���³®���|¶y��²}A�Z½���w
y�gik�Í¹Î ��°²~A}�����y�gij �v}xk[w[½

L(θ)
Â
L(θ(k+1)) ≥ L(θ(k))

¸v�����-®i���vk[�4w{}�jlk���w�wz®ijl�vy��²}A��w¼��y4�{k[°²�¯����°²u
|�}��x¾�k[�{~Ak[w¹y{}��3j��TÉv�²j�®ij °�±�k�°�gi}x}x�1k[wzy{�j��Ty�k�¿

� § Ù��¹Ù ¥���¦�� Ù�� � " ����d � m d �*� � �
	������ �
�� 	 ���$�&���HWqp�\�� ��� � � � � ��� ����*�+� � $ ���,�^��'��&�
� ���,� ��������j
� � �
����t

C(k+1) = C(k) −
1

n

n
∑

i=1

[

(B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )(B

(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )T − B

(k)
i (V

(k)
i )−1(B

(k)
i )T

]

,

m(k+1) − x0 =

(

n
∑

i=1

JT
i (V

(k+1)
i )−1Ji

)−1( n
∑

i=1

JT
i (V

(k+1)
i )−1(Yi − hi)

)

.

�*	 ���6 Â
f4gik d�� � �='n�w�y�gik�w���jlk���wF��lÍ¹Î ���!�3|�}���w{�¯w�y wF}��)|�}Aj3��®vy{��i~(y{g�k*k�Év��k[|¶y�k[�l|�}Ajl�i°²k�y{kL�3���Ty��

w{®vÀb|��k��?y*wzy��Ty��wzy{�¯|�¿]�'k���}�y{��i~
δi = Xi − m

½v¬6k�g���¾�k
Yi = hi + Ji(δi + m − x0) + Ui

�����
(

Yi

δi

)

∼ N

((

hi + Ji(m − x0)
0

)

,

(

JiCJT
i + R JiC

CJT
i C

))

.

f4gik�j���y{����É
t(δ) = −

1

2

n
∑

i=1

δiδ
T
i

�¯w4y{gik/w{®vÀb|��k��?y*wzy��Ty��wzy{�¯|��³}��4y�gik/|����i}����|[��°d����� ��jlk�y{k��

λ = C−1 ¿�ÛÏ�`y�gi�w�|[��w{k�½dy�gik3�³®i��|¶y��²}A�
a

}��¹y�giklk�Év��}��ik[�Ay����°�����jl�²°uÊ�v�¯wzy{���²�i®iy{�}��`�w
a(λ) =

|λ−1|
n
2

¿�f4g?®!w�½��TyZ�²y{k[����y{�}��
(k+1)

½�y�gikFÍF»Ïw�y�k��/|�}���w{�wzy�wd}��i|�}�jl�i®iy{��i~4y{gik]y{k���j Í
[t(δ)|Y, m(k), C(k)]

¿

Í
[t(δ)|Y, m(k), C(k)] = −

1

2

Í ( n
∑

i=1

δiδ
T
i |Y, m(k), C(k)

)

= −
1

2

n
∑

i=1

[ Í
(δi|Y, m(k), C(k))

Í
(δT

i |Y, m(k), C(k)) +
Ü]���

(δi|Y, m(k), C(k))
]

.

« |[|�}�� �v��i~�y{}9Æ��?È¶½i�²y*°k[����w6y{}
Í
(δi|Y, m(k), C(k)) = B

(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

������Ü]���
(δi|Y, m(k), C(k)) = C(k)−B

(k)
i (V

(k)
i )−1(B

(k)
i )T ,

�³��}�j ¬�gi�| g��²y*�w*�ik[�v®�|�k[�
ü [t(δ)|Y, m(k), C(k)] = −

1

2

"

nC(k) +
n

X

i=1

“

(B
(k)
i

(V
(k)
i

)−1A
(k)
i

)(B
(k)
i

(V
(k)
i

)−1A
(k)
i

)T − B
(k)
i

(V
(k)
i

)−1(B
(k)
i

)T

”

#

.

� m�j ��� �=' YH��
	�dU� m d6Â�Æ³Í¹wzy{�j��Ty{�}��K}���y�gik�¾T���������|�k
C
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à
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Ë��²Éx��i~
m = m(k) ½ C(k+1) �wF|�}�jl�i®vy�k[��y�}(jl��Év�²jl�¯wzk¹y{gik4k�Év��k[|�y{k[�3|�}Ajl�i°²k�y{k�»Á�i��y���°²�±�k[°²�gi}x}v�

�³}A�4y{gik�k�Év�!}A�ik��?y{�¯��°d����jl�²°u-�v�¯w�y��{��i®vy��²}A�K�Ty�g����!�`Æ;wzk[k�y{gik « �i�!k[���v�²É�È¶¿
Ë��{}Aj ∂ ln a

∂λ
(λ) = −

n

2

1

λ
= −

n

2
C,

�A|�|�}�� �v�²��~/y{}ly�gik�k��?®���°²�²y�uÊÆ ![�AÈ�½v��y*°k[�A�iw6y{}

C(k+1) = C(k) −
1

n

n
∑

i=1

[

(B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )(B

(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )T − B

(k)
i (V

(k)
i )−1(B

(k)
i )T

]

.

� m�j ��� �='_pU��
	�dU� m d6Â�Æ³Í¹wzy{�j��Ty{�}��K}���y�gik�jlk[���
m

Èf4gik'jlk[���
m

�w¼®i�d�i�Ty�k[���xu3j��TÉv�²jl�¯wz��i~�y�gik�|�}���wzy{� ����?y¼��|�y{®���°�Æ³���|�}Ajl�i°²k�y{k�»Á�i��y��?ÈF°}�~�°�±�k�°�²»
g�}?}v�(¬��²y{g

C
Ì�ÉxkL�(y{}

C(k+1) ¿�sv�²��|�k
Yi

g��Aw���p(��®�w�wz�¯�����v�¯wzy{���²�i®iy{�}��
N (hi+Ji(m−x0), V

(k+1)
i )

½y�gik/��w�w{}x|����y{kL�b°}�~�°�±�k�°�gi}x}x�-�w

L(Y, m) = −
1

2

n
X

i=1

“

ln(|V
(k+1)

i
|) + (Yi − hi − Ji(m − x0))

T (V
(k+1)
i

)−1(Yi − hi − Ji(m − x0))
”

+Cste

sx}A°²¾x��i~3y{gik�k#�?®��Ty��²}A� ∂L

∂m
(Y, m) = 0

°²kL���iw6y�}

m(k+1) − x0 =

(

n
∑

i=1

JT
i (V

(k+1)
i )−1Ji

)−1( n
∑

i=1

JT
i (V

(k+1)
i )−1(Yi − hi)

)

.

1Õ �º¨v§���� /��&����� � 1 �����+� ���(�]' 	 ����� ������� � �`� � � �+� �+�������,���E� �
	 ∑n
i=1 JT

i (V
(k)
i )−1Ji

� �
� 	����^W �����
��� �GI ���$�
���>� � �$�&��� �5� � � '@� �(�C ������� � �
� h .+Y7\�.

1Õ �º¨v§���� �����V��� d0m �
��� ���
� ��� ��� ��� dU� m d ��� � �
	������ � �����
� ���V��������� ��	��7� � $ ���
���
��	�� ���V���
�����(���
� � �
���5; $ � �
�
�
� � � � � ��� ��� ��� 	 ��� � ��� � � �)��� �]� �B:&��� � �����$�U����V��� � � �)� � � ���������S���
� � ��	�� ���@� ��.�� �
��� � ���(���
� ��� �5� �
�H'V� ����;���� � d0m �
� �ndU� m d �*� � � 	����������)�
	 �+��� ��'�'�� � $ � ��� �^� �
	(� � ��� ��	 �
� � �
���
����������	�;

nbiter
;*��(	 ������� ����. " ����� ���A�������C

nbiter
�� ��� � ����� �
� �
� ��� ' ��	��3���*�%�&	 �*��� ���� 	����8� �

�5� �
�H'V� ��.

��� � ��� 	�� � ��
	��� ��������	���� ����� � � ��
	������ 	 ����� ��	��
H � � � ����� 	���� � �! � � �" 
���

ÛÏ�·y�gi�¯w�w{k[|¶y��²}A�Z½��²y��¯w�������°uvwzkL�1g�}T¬ �bw{k��!wz�²y{�¾x��y�u��²�!�vk�ÉK|�}A®i°����kn��k�°¯�Ty�k[�1y{}�y�gik/kLw�y��²j��Ty�k/¾T������»
����|�kLw�¿

m¼}A��wz�¯�vk[�by{g�k�°�²��k[���1jl}x�ik�°(�vk[w�|����²��k[� �� Æ;¢AÈ-�����
Ln(Y, θ)

y{gikÄ��w�wz}v|����y{k[� °}�~A°²�±�k[°²�gi}x}v�
�³®���|¶y��²}A�Z¿ ��k�g!��¾�k

Ln(Y, θ) = −
np

2
ln(2π)−

1

2

n
∑

i=1

ln(det(
Ü]���

(Yi)))−
1

2

n
∑

i=1

(Yi−
Í
(Yi))

T (
Ü]���

(Yi))
−1(Yi−

Í
(Yi)).
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f4gik(|�}xk�À�|��²k[�?y�w¼}��Zy�gik��³®���|¶y��²}A� ∂2Ln

∂θ∂θT

jl��ul��k�������°u?y{�¯|���°²°u3|�}�jl�i®vy�k[�)¿ « ����y�gik�|�°�Aw{w{�¯|���°
kLw�y��²j���y{�}���~�}xk[w��Aw6�³}�°°²}T¬*w[Â

Ü]���
(θ̂) ∼=

(

−
∂2Ln

∂θ∂θT
(Y, θ̂)

)−1

Ç����vk���y�gik*��w�w{®ijl�vy{�}���y{g���yF�i}��v»Ï�v�¯��~A}�����°�y�k���jlwF���{k4�v}Aj3�����y{k[�����y�gik4�²�i�³}���jl��y{�}���jl��y{����É)½
y�gik�k[wzy{�j��Ty��²}A�1¾T�����¯����|�k�w{gi}�®�°����k/|�°}Aw{k�y�}ly{gik���x¾�k�� w{k'}���y{g�k/�v���~�}A����°�y{k[�{j�w[Â

Ü]���
(m̂j) ∼=

(

−
∂2Ln

∂θ∂θT
(Y, θ̂)

)−1

|j,j∼=
1

−∂2Ln

∂m2

j

(Y, θ̂)

Æ %AÈ

Ë�}��*jl}v�vk�°6Æ�¢?È¶½!y{gik/�!���{y{�¯��°��vk[�{�¾T�Ty��²¾Ak[w (∂2Ln

∂m2
j

)

j=1,...,q

����k�}��vy ����ik[�·�xu1®�wz��i~-�ik����²¾T�Ty��²}A�
}��
¾Ak[|¶y�}��4�³}A�{j�®i°�Aw�Â

−
1

n

∂2Ln

∂m2
j

(Y, θ) =
1

n

n
∑

i=1

(

∂H

∂xj
(x0, di)

)T

(
Ü]���

(Yi))
−1

(

∂H

∂xj
(x0, di)

) Æ #AÈ

f4gik[uÊj���u9��k��²�?y�k����i�{k�y{kL���Aw�y{gik�� �Ty��²}·}���w��A®!����k[�9�!���{y{�¯��°]�vk[�{�¾T�Ty{�¾�k3y�}K}T¾�k�� ��°°�¾����{�¯���!|�k�½
��¾Ak�� ��~Ak[��}T¾Ak��¼y{gik

i = 1, ..., n
y��{�¯��°¯w[¿

« w���j���yzy{k[�l}������A|¶yL½¹k��?®���y{�}�� Æ #AÈ3|�}�®i°¯�Ã��k��³®i�{y{gik[�3��?y{k[�{�i��k�y�k[�O�²�Oy{k[�{j�w3}��'Ì�� w�yl}�� �vk��
w{k��!wz�²y{�¾x��y�ub����v�¯|�kLw�¿]Ë�}���jn®i°¯��Æ %AÈ4�����`Æ #AÈ6°k[�A�by�}

Ü]���
(m̂j) ∼=

1

n

Ü]���
(X(j))

S̄(j)

¬�gik[�{k
S̄(j) =

1

n
S

(j)
i

���!�
S

(j)
i =

[

(
∂H

∂xj
(x0, di))

T (
Ü]���

(Yi))
−1(

∂H

∂xj
(x0, di))

] Ü]���
(X(j))

�vk[�i}�y�k[w¼y{g�k�|�°�Aw{w{�|[��°�Ì���wzyz»Á}�� �vk[�¼w{k���w{��y��²¾x�²y�ul�²���ik�Éb}���y{gik'�³®i��|�y{�}��
Yi = H(Xi, di)

½?jlkL��w{®i�z»
��i~����·�����i�{}�Év�j��Ty{k���k�� |�k��?y ��~�k�}����j3��}��{y�����|�k(}���y{g�k�¾����{�¯����°²k

X
(j)
i

���k�Év�i°���²���²�i~
Yi

¿
'�k���|�k Ü]���

(m̂j)Ü]���
(X(j))

=
1

n
(S̄(j))−1 ¿

f4gi�¯w�jlk[���!w�y�g��Ty�y�gik ��|�}xk�Àb|��²k[�Ay�}���¾����{�¯�Ty��²}A� ��}��iy{gik4kLw�y��²j��Ty�}���}��iy�gik4jlk[���1Æ���w��i}A�{j���°²�¯wzkL�
�xuny{gik'�²�i��®vy¼®i�!|�k��{y����²�?y�u�¾����{�¯���!|�kLÈ��¯w¹w{j���°°���wFy{gik�wzk[��wz�²y{�¾x��y�u��²�!�vk�Él�w¹°���{~Ak�½A¬�gi�| g��¯w]��� �Ty�gik��
��?y{®i�²y{�¾�k'�{kLwz®�°�yL¿�Ó�}�y{k���°¯wz}/y{g���y¼�²��½?¬��²y{g��²�bÜ]���

(Yi)
½xjlk[�Awz®��{k[j3k[�?y]�i}��¯wzk

R
�¯w¹g��²~Ag-|�}Aj3�!����k[��y{}

X(j) »<����v®!|�k[��¾T�����¯����|�k�½?y{gik[�Kwzk[��wz�²y{�¾x��y�u-�²���ik�É1�¯w4°}T¬¼k[�4������k[wzy{�j��Ty{�}���¾T���������|�k����|���k[�AwzkLw�¿
'�}T¬¼k[¾�k�����9���·kLw�y��²j��Ty��²}A�·�i�{}v|�k[w�w�½iÜ]���

(X(j))
������Ü]���

(Yi)
����k���}�y�±x�i}T¬��K�l�i���²}A�{�FÂ¼}��i°u

y�gikl�vk����²¾T��y{�¾�k�|[�����!kl|�}Aj3��®vy{kL�)½Zwz®��i�!}?wz��i~1y{gik3°�²�ikL�����w��Ty��²}A�9��}���Ay�|����Ê��k���v�³k[�{��k[�Ê¬���y�gi}�®vy
y�}x}/jn®�| g�k[�{��}��L¿�sv}�y{g���y]y{g�k'w{k���w{��y��²¾x�²y�u�����vk�É�jl��u��i}�y6�!k'��|�|�k[w�wz��i°k�¿�ÍFÉv�!k[�zy��w{k*j���u3gi}T¬¼k[¾�k[�
��v�³k[�F}�� �vk�� w�}��!j���~A�i�²y{®��vk6}���Ü]���

(X(j))
¿�ÛÏ�3w{k[|�y{�}��3��¿ !�½TÜ]���

(m̂j)
�w����i�i��}�Éx�j��Ty�k[�/�xu���k��i°¯��|��²��~

Ü]���
(X(j))

¬��²y{g·�²y�w4k[wzy{�j��Ty�k�¿

à
à ó
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ÛÏ� y{gi�¯w-w{k[|�y{�}��Z½�y�gikÊÍ¼Î"����� Í4m6ÎKÍ ��°²~A}�����y�gij�wb����kÊ�����i°²�k[� }A�Vy�¬6} k�Éi��jl�i°k[w[Â f4gikKÌ�� w�y
k�Éi��jl�i°kb|�}��!|�k�����w(w{�²j�®i°��y{kL�`���Ty����³��}�j �+��}x}v�v�²��~Kj3}v�vk[°¹���!�Êy�gik-w{k[|�}�����k�Éi��jl�i°k���?¾A}�°¾�kLw
y�gik���j���°�gxuv�v����®i°�| ��}T¬Ð¬��²y{g��²� �1�i�{kLw{w{®i���²Å[k[�Ê¬6��y{k��(�x®�|�°²kL���(�{kL��|�y{}��L½)¬��²y{g`k�Év�!k[�{�jlk��?y���° ��}T¬
jlkL��w{®i�{k[jlk��?y�w[¿
����� � 	�	 � � � ��� � ��
	  	 ���   ��� 	 � � �� � 	
f4g�k�j3}v�vk[°¹�¯w���k�°¯�Ty{kL��y{}·y{g�k��{�¯wz±�}����vux±�k�}T¾Ak�� ��}T¬ �v®i����i~9�+��}x}v�v�²��~�¿-f4gik1��¾����²°¯����°²kljl}v�vk�°
|�}�jl�i®vy�k[wdy�gik]¬4�Ty�k��)°k�¾�k[°��Ty�y{gik]�vux±AkF�!}?wz�²y{�}��

(Zc)
�����'y�gik¹w{�!k[k[�(}��?y{g�k]�{�¾�k[�)Üº¬��²y{g���k[w{�!kL|¶y)y{}

y�gik4}���w{k���¾�kL� ��}T¬O}��!y{gik����²¾Ak���®i��wzy{��k[��j�}���y{gik��vux±Ak
(Q)

½?�����3wzk[¾�k[����°A�i}A�l}���w{k���¾�kL� �?®����?y{�²y{�k[w[Â
f4g�k��{�¾�k[���!kL�·°²k[¾�k�°��!k[u�}��!�1®���w�y��{kL��j

(Zm)
�����·�Ty�y{g�kn�vux±�k���}Aw{��y��²}A�

(Zv)
½!�����1y{gik/¾T��°²®ik�}��

sxy{���| ±x°k��-|�}?k�Àb|��k��?y
Ks

jlk[�Awz®��{��i~Äy{g�k9�³���|�y{�}�� }���y�gikÊ���¾�k��-�!kL�)½*¬�gi�¯| g �¯w-��w�w{®ijlk[� y{}O�!k
g�}�jl}�~Ak��ik[}�®�w¼�²��y�gi�w �A®���y�k/wz�jl�i°²�²Ì�kL�1jl}v�vk[°;¿]f4gx®�w

(

Zc

V

)

= H(Zm, Zv, Ks; Q) + U

¬��²y{g
H(Zm, Zv, Ks; Q) =





Zv +
(√

L
B

)3/5

Q3/5K
−3/5
s (Zm − Zv)

−3/10

B−2/5L−3/10Q2/5K
3/5
s (Zm − Zv)3/10





¬�gik[�{k�y{g�k�¾T��°®ikLw�}��]y{gik�w{k[|�y{�}��9°k��i~�y{g
L

���!�9�²y�w�¬���vy{g
B

����kn~A�²¾Ak��Ê�����Ê�Aw{w{®ijlk[�Ky{}��!k
Ì�ÉxkL� Æ

L = 5000, B = 300
È¶¿

U
�w��`|�k[�Ay�k���k[� p(��®�w�wz�¯���Ã¾����{�¯����°²k�¬���y�g �`�v�¯��~A}�����°¼¾T�����¯����|�k

j���y{����É1������w�y �����i�������vk[¾?�¯�Ty��²}A�
0.2

j �����
0.2

j·¿ w −1 ¿
f4gik'�i�Ty �(g���¾�k���k�k[�bwz�jn®i°¯�Ty�k[�l��|[|�}A���v��i~�y{}��(�i�{}�y{}v|�}A°i�vk[w�|�����!kL�l�²�b�vk'��}v|+�?®i�~��xu-Æ;�����A�AÈ¶½

�Aw{w{®ijl��i~ny�g��Ty
(Zm, Zv, Ks)

�¯w*��p(��®�w�wz�¯���1¾�kL|¶y{}A�*wz®!| g-y�g��Ty




Zm

Zv

Ks



 ∼ N









mm

mv

ms



 ,





σ2
m 0 0
0 σ2

v 0
0 0 σ2

s







 .

ÛÏ� y{g��wlk�Év��jl�i°²kA½]y�gik���k·�wb|�°²kL����°²uº���O�¯�vk[�Ay���Ì����i�°²�²y�uº�¯w{w{®ikKw{�²��|�kK|�}�°®ijl��w !·����� ¢�}���y{gik
�?��|�}��i�¯���·}��

H
½
JH

½d����k/°�²�ikL����°²u·�vk[�!k[���vk��?ylÆ�|¶��¿(sxk[|�y{�}����AÈ¶¿  6®vy�k�¾Ak��Ky�gi�¯w��¯�vk��?y���Ì!���i�°²�u1�¯w�wz®ik
¬6}�®�°��g!��¾�k���k�k[�1kL��w{�²°u��vk�y�k[|�y{k[�-�!k��³}���k�g�������y�g�����±xw¼y�}/y{g�k(|��{�²y{k[�{�¯�/~A�²¾Ak��b��-�¹�{}A�!}?wz�²y{�}�� !�½x��y
�¯w�wzy{�°²°)���wzy{��®�|¶y��²¾Ak'y�}�w�y�®��vu�y�gik��!k[g���¾x�²}A®i�4}���Í¹Î �����1Í6m6ÎKÍ ��°~�}A�{�²y{g�jlw¼��·w{®�| g��3w{�²y{®���y{�}��Z¿

Ë�}��4y{g�k�Í4m6ÎKÍV��°~�}����²y{gij·½?y{gik(j��Ty��{�²É ∑n
i=1 JT

i V −1
i,k Ji

���i�!kL��� w¼y{}l�!k�w{�²��~�®i°¯���L¿�'*k��!|�k�y{gik
��°²~A}�����y�gij��v}xk[w/��}�y3|�}��x¾�k[�{~Ak�¿9Ë�}��/y�gik�Í¹Î ��°~�}A�{�²y{g�j�½Ff����i°k)!1wz®ijlj������¯wzkLw�y{g�k-k[wzy{�j��Ty��²}A�
}A�vy����²��k[�`�³��}�j&� �·� �����i}�j �{®i�!w/��i��y����y{kL� ¬���y�gOp(��®!w{w{���� �v�wzy{����i®vy{�}��!w�|�k��?y{k[�{kL�`y{}Ky�gikby��{®ik
¾T��°²®ikLw4}��
y{gik���������jlk�y{k[��w[½x¬���y�g

nbiter = 100
¿Ff4gi�¯w6y�����°²k��i��}T¾x��ik[w¼y{gik(y��{®�k��!��� ��jlk�y�k��4¾T��°®ik[w[½

y�gik�j��TÉv�jn®ij °�±�k�°�gi}x}x�1k[wzy{�j��Ty�k[w[½xy{gik�jlk[���1}���y�gikn� �nk[wzy{�j��Ty{kL��¾���°²®�k[w6�³��}�j y�gik�Í¹Î���°~�}�»
���²y{gij·½i�²y�w'w�y �����i�������vk[¾?�¯�Ty��²}A�������·���K��w�w{}x|����y{kL�1Ó�}���jl��°²�¯w{k[�1Í]�{��}��'m¼}xk�À�|��²k[�?ynÆ�Ó*Í4m4È4¬�gi�¯| g
�¯w6�³}��*�3��������jlk�y{k[�

θ
y�gik�� �Ty{�}KÆ�wzy������i��� ���vk�¾x�¯�Ty{�}���}��

θ̂)/σ̂θ
¿
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f�����°²k �iÂ/�F��� ��jlk�y�k�� w'kLw�y��²j���y{k[w��³}���y�gik ��}x}v�v��i~·j3}v�vk[°¹¾x�¯�·Í6m6ÎKÍ*½��³�{}Aj � �1� �����i}�j ��i�²y{�¯��°
��}Aw{�²y{�}���w[½v¬���y�g�ÌiÉvk[�

mKs
= 30

�����
σKs

= 7.5
¿

� ÍFÉv�!k[�{�jlk��?y���°F�{kLwz®�°�y w
(Yi)1≤i≤n

Æ³¾A}��¯�K�³� ��|¶y��²}A��w�jlk[��w{®i��k�jlk��?y w�È�½)}��vy ����ik[�9�³}����v�²µ�k[�{k[�Ay
y{gik[�{jl}Ag?uv�v� ��®�°²�¯|*|�}A���v�²y{�}���w'Æ³kA¿ ~!¿ �!}T¬*w�ÈF�����b��y6�v�²µ�k[�{k[�?y6|�}x}A���v�����y{k[w[½�y�gik[w{k�k�Év�!k[�{�jlk��v»
y���°�|�}A���v�²y{�}���w4��k���i~��vk���}�y{kL���?u�Æ

di
È�¸vy{gik�k�Év�!k[�{�jlk��?y�w*���{k(|�}A��w{��vk[�{kL�1�Aw6�²���ik���k����vk[�?y[½

� y{gik/wzy������i�������vk�¾x�¯�Ty��²}A�1}���y{g�k�j3kL��w{®i��k�jlk��?y�k����{}A��w
(Ui)1≤i≤n

½
� y{gik'¾�}A��3�³� ��|�y{�}���w

(H(x0, di))1≤i≤n
|�}�jl�i®vy�k[�l�xu�f ' ��mÃ�³}A�]y�gik'�v�²µdk���k��?y¼k�Éx��k����j3k[�?y���°

|�}A���v�²y{�}���w
(di)

½xy{g�k'®i�!|�k��{y����²�-�²�i��®vy�¾����{�¯����°²kLw¹}��
f ' �/m �!k[�²��~nÌiÉvkL�-�Ty��¶��k[wzy4k[wzy{�jl��y{k �
¾T��°®ik[w

x0 = 0
½

à
à ó
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� y{gik �A�A|�}�������'j��Ty��{�¯|�kLw
(JH (x0, di))1≤i≤n

½�¬�gi�¯| g�~?�Ty�gik��dy�gik]�����zy����°��vk����²¾T��y{�¾�k[wZ}��vf ' ��m � w
}�®vy��i®vy w�¬���y�g·�{kLwz��k[|�y6y�}ly{gik�®���|�k[�zy ����1��i�i®vy*¾T���{�¯���i°k[w[¿

'�k���|�k�½vy�gik��²�x¾Ak�� wzk��i��}��i°k�j wzy{®!�v�²kL���w*| g!��� ��|¶y�k����²Å[k[���xu�y�gik�k��?®���y{�}��ZÂ

Yi = H(Xi, di) + Ui, 1 ≤ i ≤ n = 643

¬�gik[�{kAÂ
(Y i)

Â]w�|���°¯���4¾T��°®ik�Æ³¾A}��¯�b�³� ��|�y{�}���jlk[��w{®i��k�jlk��?y¶È¶½
(Xi)

ÂF�i}���}��!wzk[�{¾Ak[�b�i��y��3¾�kL|¶y�}��4}����v�²jlk[��wz�}��
R

11 ½i��w�w{®ijlk[�1�;¿ �;¿ �1¬���y�g·�lp(��®!w{w{����1�v�¯wzy{����»
��®vy{�}��

N (m, C)
½

(di)
Â]�vk�y�k���jl�²�i�¯wzy{�¯|(¾����{�¯����°²kLw�½x¬��²y{gK�v�j3k[��w{�²}A�

q2
½

H
Â��³®i��|�y{�}����³��}�j

R
q y{}

R
Æ
q = 11 + q2

È�½
(Ui)

Â�jlkL��w{®i�{k[jlk��?ybk����{}A��wl�Aw{w{®ijlk[� �<¿ �<¿ � ¬���y�g �Ãp(��®�w�w{���� �i�wzy{���²��®vy{�}��
N (0, R)

½4¬��²y{g
R = 9.10−4 ¿

f4gik(°�²��k[�����¯wzkL�bjl}v�vk�°)�¯w
Yi = H(x0, di) + JH(x0, di)(Xi − x0) + Ui, 1 ≤ i ≤ n

¿ « �!�-y�gik
���²j �w4y�}lk[wzy{�jl��y{k(y�gik(j3kL���·��������j3k�y{k[�

m
�����1y{gik�¾T���{�¯����|�k'j���y{����É

C
¿

ÛÏ�Ä�1Ì���wzy�y{�j3kA½Zy�}1k[��wz®��{k3y{g�k3jl}v�vk[°F��vk[�?y{�²Ì!���i�°��y�uA½)y{gik �?��|�}��i�¯���9j���y{����É9g��Aw(�!k[k��Äw�y�®��x»
�k[�Ê��w'�{kL|�}�jljlk��!�vk[�·���w{k[|�y{�}��Ê�v¿(f4gik3�vk�y�k���j3������Ay�}�� ''f ' �¯w'�A|¶y�®���°°²u �?®i�²y{kl|�°}Aw{k�y{}1Å�k���}�½
y�gi}�®�~�g`�i}�y�k�Éi�A|¶y{°uK�x®i°°;¸
y{gi�¯w(jlk[����w�y{g���y���vk[�?y{�²Ì!���i�°��y�u9�¯w�gik[�{kl���`�¯w{w{®ik�½�k�¾�k[���²�¹y�gik�jl}v�vk�°
�¯w6�i}�y�k�Év�A|¶y�°²ul�i}A�v»<�¯�vk[�Ay���Ì����i°k'��1y{gik[}���u�¿�Ç*�i°�²±Ak�y{gik ��}x}v�v��i~�jl}v�vk[°����¬�gi�| g1Í6m6ÎKÍV�vk�y{k[|�y�w
��}��v»Á��ik��?y{�²Ì!�����²°��y�uÄ¾x�¯�����i}��i»<��x¾�k�� w{�²�i°k-j���y{����É)½]Í6m6Î9Í y�gik�� �i��}T¾?�¯�vkLwn��k[w{®i°²y�wl�����Ãjl�w{°²kL���x»
��i~����i��k[��������|�k/}��¹|�}A�?¾Ak���~�k[��|�kA½��i®vy�y{g�k���k[w{®i°²y�w����{k3��|�y{®���°²°u·°²�²yzy�k���k[�K�xu·�x®ijlk����|[��°��²�x¾�k[��w{�}��
���{}A�i°²k[j�w�¿��[m¼°}Aw{k�y�}�|�}�°�²�ikL��� �(¾T��������i°k[w'g���¾�kny{gik[�Ê��k�k�����ik��?y{�²Ì�k[�Ê�³��}�j´~�� ���ig��|[��°
������°uvwzkLw�½
�Aw��³}���k�Év��jl�i°²k�Ë��~�®i��kb�b�³}A��¾T��������i°²kLw�wz�²É������9y�k��Z¿1f4gik���|�k�wzk[¾�k��`¾T��������i°k[w(g���¾Ak���k�k[�`±Ak��vy
Æ��x®ijn��k�� !A½
�v½�¢i½ �i½ %i½ #�½,![�?È¶¿�Ëi}A�(y{gik�}�y{gik[�(¾����{�¯����°²kLw3Æ��x®ijn��k�� w(��½��i½� v½,![�?È¶½)y�gikb���i���{}?��| g
®!wzkL�ny�}�}T¾�k[��|�}�jlk¼��}��v»Á��ik��?y{�²Ì!�����²°��y�u��w¼�v�²µ�k[�{k[�AyF�³��}�j y{g���y¼�vkLw{|��{��!kL�3�²�ly�gik ��}x}v�v�²��~�k�Éi��jl�i°k�¿
ÛÏ�!�vk�kL�)½��²yng��Aw(�!k[k�����®��v~Ak[�`y{}x}K�v�²Àb|�®i°²y/y{}·Ì�É`�����i�²y{� �����²°uK��k�°k�¾T���?y�¾T��°®ik[w(}��¼y�gik���nwzy����!�i��� �
�ik�¾x���y{�}���w[¸!y{gikLwzk������ ��jlk�y�k�� w�g���¾Ak(y{gik[�{k��³}���k/�!k[k��KÌ�ÉxkL�9�Ty'y{gik[�²����k[wzy'k[wzy{�j��Ty�k[�K¾T��°®ikLw�½!y{gx®�w
��k�~�°k[|�y{��i~3y{gik[�²�*wzy{}v| g��Aw�y��|�����y{®i��k�¿

ÛÏ�9f����i°k[w��b�����9 �y�gik/kLw�y��²j��Ty�k[w*���{k�~A�²¾Ak����³}��*y{gik/jlkL���·¾�kL|¶y{}A�
m

½�®�w{�²��~ly{gik/Í4m6ÎKÍ ���!�
Í¼Î ��°~�}A�{�²y{g�jlw[½�¬���y�g

nbiter = 5000
���!�·y{giklw���jlk���i�²y{�¯��°�¾T��°®ik[w[¿ '*k[�{kny{giklÓ*Í6m��w�k#�A®!��°
y{}

√

Ci,i

mi

¿
sxk[¾�k[����°]�v��µdk���k��!|�k[w����i��k[������k�y�¬6k�k[�`y{gik���k[w{®i°²y�w(}��4Í6m6ÎKÍÐ�����`Í¹Î+��°~�}A�{�²y{gij�w[¿  ¼®iy/y{gik

°}�~A°²�±�k[±x�²gi}x}v�`¾T��°®ik[w�����kb�{kLwz��k[|�y{�¾�k[°²udÂ
L(Y, θ̂ECME) = 1836.03

�����
L(Y, θ̂EM ) = 1834.27

¿
f4g��w�w{�²jl�i°u9jlk[����w�y{g!�Ty�Í¹Î+��°~�}A�{�²y{gij g!��w��i}�y�uAk�y/|�}A�?¾Ak���~�kL�9�vk[w{�i�²y{k3y{g�k�°���{~Akn�x®ijn��k���}��
�²y{k[����y{�}���w·Æ;wzk[k�Ë��~�®i��k !-�³}A�l�`~A�����igi�¯|���°4|�}A�vÌ���j��Ty{�}���È¶¿ÃÍ4m6ÎKÍ �³®i°�Ì!°²°¯wl�²�Oy{g��wlk�Év��jl�i°²k·�²y�w
}A�{�~������°�~A}A��°;Â�ÛÁy*}�®vy��!k[�z�³}A�{j�w4Í¹Î ���y{k���j�w4}��F|�}A�?¾Ak���~�k[��|�k�wz��k�kL�)¿
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�F������j3k�y{k[��w Í¹w�y��²j���y{k[w Ü]�����¯�Ty{�}���|�}xk�Àb|��²k[�Ay
m1

��¿ �A�? T� ��¿ �A� �A�
m2

��¿ %x T¢�� !A¿ ���A�?�
m3

»Ï�i¿ %��?¢A� ��¿ ��¢�¢��
m5

»Ï�i¿ !&!$%�� ¢�¿ ����� #
m8

��¿ � !L��¢ ��¿ �A�&%A�
m9

��¿ ¢A¢ ![¢ ¢�¿ !$% ���
m10

»Ï�i¿ ���A� � #�¿ %A�&#��

f�����°²k/��ÂFÍ¹w�y��²j���y{k[w������·Ó*}A�{j���°²�¯wzkL�-Í¹�{��}��'m¼}xk�Àb|��²k[�Ay w6�³}���y�gik�jlk[����¾Ak[|�y{}���¬��²y{g�y�gik/Í6m6ÎKÍ
��°²~A}�����y�gij·½?�³}��4y{g�k(y{gik[�{jl}�gxuv�v� ��®i°�¯|�w6jl}x�ik�°<¿

��������jlk�y{k[��w Í¹wzy{�j��Ty{kLw Ó�}���j�¿FÍ¹�{��}��
m1

�i¿ �����?� ��¿ �A� % �
m2

�i¿ �&# !L� !A¿ ��� ���
m3

»Á��¿ø ���¢ # ��¿ �A���x 
m5

»Á��¿ � %&#A¢ �!¿ ¢ %&%x 
m8

�i¿ �A ��A� ��¿ �&%��A�
m9

�i¿ø� ��� # �!¿ �A� %��
m10

»Á��¿ �A� !T  �i¿ % ���?�

f�����°²k� vÂÊÍ¹wzy{�j��Ty{kLw-����� Ó*}���j���°�w{k[� Í]����}��1m¼}xk�Àb|��k��?yb�³}A��y{g�k9jlk[���V¾Ak[|�y{}���¬��²y{g y�gik9Í¹Î
��°²~A}�����y�gij·½?�³}��4y{g�k(y{gik[�{jl}�gxuv�v� ��®i°�¯|�w6jl}x�ik�°<¿

« �º�²jl��}��{y����Ay �?®ikLw�y��²}A�Ä�w/y{}Ê�vkL|��¯�vkb�²�*��°°]¾T��������i°²kLw�g���¾Ak�y�}9��kb±�k[�vyn}��n�w��²y���}Aw�w{�²�i°kly{}
w{k�°k[|�y*y{g�k/jl}���k/wz�~��i�²Ì!|[���?y*}��ikLw*��jl}A�i~ly{gik�wzk[¾�k��·¾T�����¯���i°k[w � ÛÏ�·y�gik��³}A°²°}T¬��²��~���y��¯w�������°uvwzkL�
�²����y*�¯w4�!}?w{w{��i°²k(y�}�wzk[°²kL|¶y*wz�²É1¾T���{�¯���i°k[w4��j3}A�i~�y{gik/w{k�¾Ak���¾����{�¯����°²kLw�¿

ÛÏ��y{g���y]�i®i���!}?wzkA½�y{gik « Û{m Æ « ±T���±�kA½�!�#? T�?È
�����  6Û{mVÆ;si| g?¬4����Å !$#?  %AÈ�j3}v�vk[°iwzk[°²kL|¶y��²}A��|����²y{k����¯�
���{k�®�w{k[�)Â

AIC = −2Ln(Y, θ̂) + 2q

BIC = −2Ln(Y, θ̂) + q log(n)
¬�g�k���k

n
�w¼y{g�k(�i�²jlk��!wz�}���}��
y{gik�w���jl�i°�²�i~

Y
½
Ln

y�gik(°²}A~�°�²±Ak�°�²gi}x}v�l�³®i�!|¶y{�}���½
θ̂

y�gik(j��TÉv�²j�®ij
°�±�k�°�gi}x}x�1k[wzy{�j��Ty�k�}��

θ
�����

q
y{gik��x®ij��!k[��}����³�{k[k(����� ��jlk�y�k�� w¼y{}l�!k�kLw�y��²j���y{k[�Z¿

ÛÏ�Vf����i°k %`���{k·~A�²¾Ak��Oy{gikK¾T��°®ikLwl}���y�gik « Û{m ���!�  6Û{m |�����y�k�����`��|[|�}�� �v��i~�y{} ��������j3k�y{k[�
kLw�y��²j���y{k[w3}A�vy����²�ikL�º¬��²y{gOy{gik·Í6m6Î9Í ��°²~A}�����y�gij&�����

nbiter = 5000
¿ºsxk[°²kL|¶y�k[�O¾����{�¯����°²kLw����{k

w{®�|[|�k[w�w{�²¾Ak�°u��{k[j3}T¾Ak[�1�����1�²��y�gik�°�Aw�y�°�²��k(y{gik/w{k�¾Ak�������� ��jlk�y�k�� w¼���{k(±Ak��vyL¿
Ë�}�����}�y{gKjl}v�vk[°�wzk[°²kL|¶y��²}A��|��{�²y{k[�{�¯�i½xy�gik/wzk[°²kL|¶y�k[��jl}x�ik�°Z�¯w6y{gik�}A�ik�¬�gik[�{k�y{g�k/wzk[¾�k�����������j�»

k�y{k[��w����{k�±�k[�vy[¿

à
à ó
-�.�/�0�0
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Ë��~�®i��k !�Â(ÛÁy/��k��i��k[w{k��?y�w'y�gik�°²}A~�»Á°²�±�k[°²�gi}x}v�·�³®i��|�y{�}��º�A|�|�}A���i�²�i~-y{}·y�gikl��y�k�� �Ty{�}��`�x®ijn��k���¬��²y{g
Í4m6ÎKÍ�Æ³��k[�·|�®i��¾�k�È6�����1Í¹Î+Æ³�i°®ik/|�®i�{¾AkLÈ�¿

��k�jl}T¾�kL�b¾T�����¯���i°k « Û{m  6Û{m
m1

»Ï¢A�&# !�¿ ¢�� »Á¢?������¿ �A 
m2

»Ï¢ �? ��v¿ #&% »¹¢ �T�A��¿ !$%
m3

»Ï¢ �?  !�¿ #�� »¹¢ �T� �i¿ !L�
m5

»Ï¢��A¢ !�¿ ��� »Á¢A������¿ø�T�
m8

»Ï¢���� #i¿  �  »¹¢A�A���i¿ # %
m9

»Ï¢���� �v¿ ��� »Á¢A� !$%i¿ø��!
m10

»Ï¢ �&%&#i¿ # � »Á¢ ���A¢i¿ ! �
�i}���k »Ï¢�� � %i¿ �?  »Á¢A�A���i¿ % !

f�����°²k�%iÂ(Ü]��°®ikLw(}�� « Û{m������  6Û{mr�A|�|�}�� �v�²��~-y�}��!��� ��jlk�y�k���k[wzy{�jl��y{kLw(}��vy ����ik[�Ê¬���y�g`Í4m6ÎKÍ*½
�³}A�4y{gik(y�gik���jl}�gxuv�v� ��®i°�|[w¹jl}v�vk[°;¿

� � 	��
�¼%����
	�./�
Ý��²��k[�����¯w{��y{�}���}��]|�}Aj3��°²k�É1jn®�°�y��²¾T�����¯�Ty{k�wzuvwzy{k�j�w*|�}�®i°¯�·��k/�{k[~A�����vkL�1�Aw��l��k��³k[�{k[��|�k�jlk�y�gi}v���³}��
®���|�k[�zy ����Ay�uÊj3}v�vk[°²°��i~�¿bÛÏ�Äj����xu`wz�²y{®���y{�}���w[½)y�gi�w����i���{}?��| gÊ°k[�A�iw(¬��²y{gi}A®vy/y{}x}·jn®!| g`gx®ij����
k�µ�}A�zy6����� �?®i�²y{k������i��i°²u�y{}3���{kL��w{}������i°k�k[wzy{�jl��y{�}���}��Z®i��|�k[�zy ����?y�u/����|�y{}A��w[¿
�F������j3k�y{k[��wF}��)y{gik
°��ik[���{�¯wzkL�Êjl}v�vk[°�Æ;�AÈ�|�������kbk[wzy{�j��Ty�k[�`k�Àb|��k��?y�°²u�¬���y�gi}�®vyny{}x}Kjn®�| g |�}�jl�i®vy �Ty{�}��!��°F�i®i� �vk[�
¬��²y{g1Í¹Î·»Á°²�±�k(��°~�}A�{�²y{g�jlw[¿�ÛÏ�by{g�k�y�¬6}nk�Év��jl�i°²kLw¹���{kLwzk[�Ay�k[�����svk[|¶y��²}A�-�!½Ay�gik�Í6m6ÎKÍ ��°~�}����²y{gij
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Ë��~�®i��k��iÂ¼ÛÁy���k����{kLwzk[�Ay w4y{g�kn¾T��°®ik[w�}���y{g�kn~�� ���i�²k[�Ay*}��Fy{gik
H
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Z
|����`��kb¬��{�²yzy�k��

Z = (X, Y )
¬�gik[�{k

X
�w�y{gik��i}A�v»Á}���w{k���¾�kL�

���Ty��/¾�k[|�y{}A�¹�����
Y

�w¹}���w{k���¾�kL�)¿�ÛÁy¼�¯w¹��w�w{®ijlk[�3y{g!�Ty¹y�gik'�ik���w{��y�u3}��
Z

|������!k'¬��{�²yzy�k��b®i�!�vk��¼y{gik
�³}A�{j

p(z|λ) =
b(z)

a(λ)
exp(λT t(z)).

¬�g�k���k
λ = λ(θ)

�w-y{g�k9¾�kL|¶y{}A�b}��/�!��� ��jlk�y�k�� w�|���°°k[�V|����i}����|[��°*��������jlk�y{k[�[½
t(Z)

��k���i~ºy�gik
|�}����{kLwz��}��!�v�²��~�w{®vÀb|��k��?y�w�y �Ty��wzy{�¯|(�����

a(λ), b(z)
��k[��°��³®i��|¶y��²}A��w[¿

f4gik-Í s?y{k[� }��6y{gikbÍ¼Î ��°~�}����²y{gij |�}���w{�¯w�y w�}���|�}Aj3��®vy{��i~
Q(θ, θ(k)) = E[L(θ, Z)|Y, θ(k)]¬�g�k���k

L
�¯w6y{gik/|�}�jl�i°k�y�k[��°²}A~�°�²±Ak�°�²g�}?}v�)¿

Ç'wz��i~ly{g�k/|�����}��i�¯|���°��!��� ��jlk�y�k��
λ
½�¬¼k�|����1¬����²y{k

Q̃(λ, λ(k)) = E[L̃(λ, Z)|Y, λ(k)] =

∫

L̃(λ, z)p(x|Y, λ = λ(k))dx

¬��²y{g
L̃(λ, z) = ln b(z) − ln a(λ) + λT t(z)

�����
p(x|Y, λ = λ(k))

y�gik��vk��!wz�²y�uK}��6�i}��v»Á}��!wzk[�{¾Ak[�
���Ty��

X
|�}A���v�²y{�}�����°²°u�y{}3y�gik�}���w{k���¾�kL�-�i��y��

Y
�����1y�gik/|�®i����k��?y6¾T��°²®ik�}��
��������jlk�y{k[�

λ(k) ¿
f4gik[�

Q̃(λ, λ(k)) = λT E[t(Z)|Y, λ(k)] − ln a(λ) + Cste
¿

« ����y{giknÍVsxy{k��9|�}���w{�¯w�y w4}��F|�}�jl�i®iy{��i~ly{gik�|�}��!�v��y��²}A����°)k�Év�!kL|¶y���y{�}��·}��
t(Z)

|�}A���v�²y{�}�����°²°u
y�}l}���w{k���¾�kL�-�i��y��

Y
�����-y{g�k/|�®i���{k[�?y4¾T��°²®ik(}���y{g�k������ ��jlk�y�k��

λ = λ(k) ¿
f4gik*Î s?y�k���|�}A��w{�wzy�w�}���|�}Ajl�i®vy{��i~

λ(k+1) = argmax
λ∈Λ

Q̃(λ, λ(k))
¿Fsx}A°²¾x��i~ ∂Q̃

∂λ
(λ, λ(k)) = 0

½
λ(k+1) w��Ty{�¯wzÌ�k[�

E[t(Z)|Y, λ(k)] =
∂ ln a

∂λ
(λ(k+1)).

Æ ![�AÈ

1Õ
	ÁÕ § Õ � © Õ ¥
« ±����²±Ak�½&'n¿�Æ !$#? T�?È¶¿ « �ik�¬O°²}x}A±n�Ty�y{g�k*w�y �Ty{�¯wzy{�¯|���°vjl}v�vk[°i��ik��?y{�²Ì!|���y{�}��Z¿4/TdkdJd " 	 �
�����8��� � �
���

� � Q ��� �
� �
� �3�9�,�
� � 	 �*� ½  �� ½!  ![��»� ���¢�¿

Þ³ß�àZÞâá



���������
	�������������
��	����������������
� ��¢

 6k[| ±d½ �!¿ Ü�¿i����� « ���i}A°�)½ �l¿ �!¿ZÆ !�#x � �È¶¿ � �
	 � ����� ��	�d ��� ����� � � � �)����d*�,�&��������	����,�+�
��� �@��� ���@����¿
�V�°k�u�¿

�'k(m¼��k[|�u�½ « ¿�Æ !�# #��AÈ�¿��'k�y�k���jl�²����y{�}���}���y�gik�®���|�k[�zy ����Ay��²kLw]}���y�gik'|�}���wzy{�²y{®iy{�¾�k*��k�°¯�Ty��²}A��wzg��²��w
���y�gik�m6��y{g����{k���m¼}v�vk�¿ �*	 ���������
���,� � �C �����]Y�Z8Z�� h ��� Q �Km d���� ��m d /���� ��	�� �
� � �
� �*�-�,�
�����	 ���V���
� � �]�K��� ��� 	 d �,�&��������	����>��¿

�'k�jl��wzy{k[�[½]Í�¿ �!¿²½]Ý
������Z½�Ón¿ Îº¿������º��®��i�²��½¹�n¿  �¿6Æ !�#x � �È�¿�Î9��Év�²j�®ij�°²�±�k[°²�gi}x}v�`�³�{}Aj ��v»
|�}�jl�i°k�y�k·���Ty��`¾x�¯��Í¼Ît��°²~A}�����y�gij·¿ Q � ����� � �6 �����M� ���&�*� ��� � � ���� �3� ��� � ����� ���(��; � ��	�� ���Da*½ � � ½
!�»Á¢ %i¿

Ý��²®Z½�m'¿d�����K�*®i�i��Z½)�n¿  �¿�Æ !�#&#��?È�¿*f4giknÍ6m6Î9Í ��°~�}A�{�²y{g�j�Â4�bw{�²jl�i°knk�Éxy{k��!wz�}��K}��]Í¹Î5���!�
Í4m6Î ¬��²y{g����Aw�y�k���jl}��i}�y{}A�ik�|�}��x¾Ak���~�k��!|�k�¿4a � � ����� 	��B:&��½��  ½i�A¢�¢�»Á��� %i¿

Î9��g���½T��¿������n�vk4��}v|+�?®i�~��xuA½LÍ�¿iÆ;���A� �AÈ¶¿ZÛÏ��|�k��{y{�²y{®��ik[w��i}���}���w{k���¾T���i°k[w
k��3|���°|�®i°?w�|��k��?y���Ì �?®ik
����v®!w�y��{�k�°'»�ÍFy�®��vkÄ��� ��°~�}����²y{gijlk[w1wz�jl�i°k[w1�!}A®i�-��?y���~A�{k[�1�v�¯w{�!k[��w{�²}A�V�²�?y��{���w{h��?®ik9k�y��[����®�| g�k
��� k�Éx��k��{y[¿ Q ��� ��� � ���

37 �	��

������	��Vo���� �&� � � �
� ���� �3������� �]� � � � � �!¿

ÎKk[�i~�½�n¿ Ý]¿4����� ��®i�i��Z½(�n¿  �¿�Æ !�#&#A¢AÈ�¿ Î9��Éx�jn®�j °�±�k�°�gi}x}x� k[wzy{�jl��y{�}�� ¾x�¯� y�gikÊÍ6m6Î
��°²~A}�����y�gij·Â��l~Ak��ik[����°��³����j3k[¬¼}A�{±d¿Ja � � ����� 	��B:&��½����Z½����? L»��A  %i¿

sv���!}A�zy �i½�p3¿�Æ !�# #��AÈ�¿ � 	 ���������+� ���=o���; �
�����A� �����&��� � �
� �Vo�������� ��� � � ���� �3������.FÍ¼�v��y��²}A�Kf�kL| gi�i��Z¿
sv| gx¬4����Å�½�p3¿�Æ !�#x 
%AÈ�¿�Í¹w�y��²j���y{��i~�y{g�k/���jlk���w{�²}A�·}��F��ÎK}v�vk�°<¿ " � � Q ��� �*� � �C � � �
� ���� �3��� ½ � ½

�?� !�»<�?����¿
f���°¯��~A�������)½io�¿ZÆ !�# #? �È « w�w{�²jl�°��y{�}��-}��
}A��wzk[�{¾T��y{�}���w[½?���1��?y{��}v�v®�|¶y��²}A�Z¿��E. �6Um)��� ���
	 ��� �T�&�3���*�

� ����. �@�����' � ��½ � � ½ !$# !�»Ï��� !�¿
f���� ���?y{}A°��½ « ¿¹Æ !�# %? �È�¿D/����
��	���� �*	 �8��� ��� " � ���
	7�)� ��� � ���������
�?�� 	��&� � � 1,� � ���>� �
� � � ��� ���

'��
	 �
� ��� ��	������ ��� �
� � �
�!¿]Í]°¯wzk[¾x�²k[�4» « j�w�y�k�� �i��j·¿

à
à ó
-�.�/�0�0



Unité de recherche INRIA Futurs
Parc Club Orsay Université - ZAC des Vignes

4, rue Jacques Monod - 91893 ORSAY Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Lorraine : LORIA, Technopôle de Nancy-Brabois - Campus scientifique
615, rue du Jardin Botanique - BP 101 - 54602 Villers-lès-Nancy Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Rennes : IRISA, Campus universitaire de Beaulieu - 35042 Rennes Cedex (France)
Unité de recherche INRIA Rhône-Alpes : 655, avenue de l’Europe - 38334 Montbonnot Saint-Ismier (France)

Unité de recherche INRIA Rocquencourt : Domaine de Voluceau - Rocquencourt - BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)
Unité de recherche INRIA Sophia Antipolis : 2004, route des Lucioles - BP 93 - 06902 Sophia Antipolis Cedex (France)

Éditeur
INRIA - Domaine de Voluceau - Rocquencourt, BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)��������� �	��
�

���������� ��� ���

ISSN 0249-6399


