
HAL Id: inria-00200113
https://inria.hal.science/inria-00200113v1
Submitted on 20 Dec 2007 (v1), last revised 20 Dec 2007 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Identifying intrinsic variability in multivariate systems
through linearised inverse methods

Gilles Celeux, Agnès Grimaud, Yannick Lefèbvre, Etienne de Rocquigny

To cite this version:
Gilles Celeux, Agnès Grimaud, Yannick Lefèbvre, Etienne de Rocquigny. Identifying intrinsic vari-
ability in multivariate systems through linearised inverse methods. [Research Report] 2007. �inria-
00200113v1�

https://inria.hal.science/inria-00200113v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


appor t  
de  r ech er ch e 

IS
S

N
02

49
-6

39
9

IS
R

N
IN

R
IA

/R
R

--
??

??
--

F
R

+
E

N
G

Thème COG

INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Identifying intrinsic variability in multivariate
systems through linearised inverse methods

Gilles Celeux — Agnès Grimaud — Yannick Lefèbvre — Étienne de Rocquigny

N° ????

December 2007





Unité de recherche INRIA Futurs
Parc Club Orsay Université, ZAC des Vignes,

4, rue Jacques Monod, 91893 ORSAY Cedex (France)
Téléphone : +33 1 72 92 59 00 — Télécopie : +33 1 60 19 66 08

���������
	����	�����	�������	�����	���������	�����	���	 �!"	��$#&%�� �
	��'����	��(�
�&����)�
�*#+�
��,-��./%��/,0��	��1������	��
���2	��3�/�4�����5#+�6�
,�.����

798;:<:;=?>�@3=A:<=AB
C
∗ DFE�G�H�I >17KJL8<MON�B�P

∗ D
Q N H�H 8;RTSVU�=AW IAXZY J[=
† D]\(^ 8;= H�H =KP�=`_ba
RAcZB�8 GdH)e

†

f4gih�jlknm�o(prqtsvuxwzy{h[jlk[w*|�}�~�����y�����w
�]��}���k�y�w��[�i�A�!���

�*���i�!}A�zy*�vk���k[| g�k�� | gik����F��������q��'k[|�k[jn��k��'�����x�'q��� ��!��~�kLw

¡-¢�£[¤�¥T¦i§�¤�¨�© ~A�{}Tª��«�i~l�x¬ijn��k��'}��]�«���v¬�wzy{�����®����wz¯�w�y�¬��v�«k[w'�°��|�®°¬!�vk�w{}�jlk(�±}���j²}���y{��k[��y{jlk��?y�}��
y�gik��?¬�j3k[�{}A¬�w3wz}A¬i��|�k[wn}���¬i�!|�k��{y����°�?y��°kLw���³�kL|´y{�«�i~µy{gik¶|�}A��|�®«¬�w{�°}A��w[·¸�«�¹y{g�k�¬���|�k[�zy ���«�Ay�u`y��{kL�Tyzº
jlk[�Ay»�±����jlk�ª6}���¯�|�}A��w{�«�vk[�{kL�l�°�-y{gi�w»������k��L¼�y�gik��°�?y{���«��wz�|*½T���{����i�«®«��y�u3}��)y�gik�¬i�!|�k��{y����°�?y�ulwz}A¬i� |�k[w
�w]jl}v�vk[®°®«k[���xul��jn¬�®�y��°½T������Ty{k����{}A�����i�«®«��y�ul�v�w�y��{�«�i¬vy��°}A�Z¾ © ¯�k[u3�v�°¿b|�¬i®°y�u�y{� ���v�°y{�«}�����®°®«u3k���|�}�¬i�vº
y�k���k[�1�Ty6y{gi�w4w�y ��~�k��w»®«�«�i¯�kL��y{}�y{g�k'gi�«~�g�®°u?ºÀ®°�«jl��y�k[��w{��j3��®°�«�i~n�«�v�±}A�{j��Ty��°}A�-�v�«�{kL|´y�®°ub��½T���«®���i®«k�}A�
¬���|�k[�zy ���«�b�°���i¬vy4½����{�����®°kLw�¾ © ��}Aw�wz�«�i®«k'w{}�®«¬vy{�«}��-®°�«k[w»�°�-y{gik'�°�?y�k�~�� �Ty��°}A��}��Z�«���v�«�{kL|´y4�°�i�±}���jl��y{�«}��Z¼
w{¬�| g���w¸�i�Ty �(}��l}�y�gik��]jl}A�{k4k[�Awz�«®«un}��!wzk[�{½T����®°k4��������j3k�y{k[��w�®«�°��¯�k[��y�}(y{gik*�!��� ��jlk�y�k�� w�}��d�°�?y{k[�{kLw�y
y�gi��}�¬i~Ag`��ª6k�®«®�ºÀ¯x�i}Tª��µ��g?uvw{�«|[��®�jl}v�vk�®<¾-f4gi�w�®«k[����w�y{}9���i��}������i�°®«�w�y��«|3�«�?½Ak�� wzk3�i��}��i®«k�j¶Á/f4gik
}A�v��k[|�y{�«½�k1�«w�y{}`��vk��?y{�°�±uÂ�µ�i��}������i�°®«�°y�uÃ�i�«wzy{���°��¬vy{�«}��Z¼¸y{gik¶�v�wz��k�� w{�°}A�Â}��'ª�gi�«| gO�«w3�«���vk[�!k[���vk��?y
}��¸y�gikbw{��jl�i®°klw{�°Ä[klw{�«��|�kl�«�Ay��{�«��w{�«|3½T��������i�«®°�°y�u9�w��Ty/wzy���¯Ak�¾lf�}¶®«�°jl�°y�y{}K���{kL��w{}������i®«kn®«k�½�k[®�y{gik
�x¬ij��!k[��}��(Å±¬�w{¬���®«®«u9®«���{~Ak�m»�»Æ�º<y{�«j3kb|�}���w{¬ijl�«�i~?Ç'�igxuvwz�|���®�j3}v�vk[®F�{¬���w(�°�!wz��vk3y{gik��«�x½�k[��w{k3��®�º
~A}�����y�gij�w�¼
�¶®°�«�ik[���/���i���{}�Èv�«jl��y{�«}��µ�°�¹�9p(��¬�w{w{����µ�±����j3k[ª»}A�{¯9���{kl�«�x½�k[wzy{�«~A��y{kL�É�«�`y{gi�w������!k[�[¾
Ê��«��wzy��bw{�°jl�i®«kn|��{�°y{k[�{�«}����«w�k�Èvgi�«�i�°y{k[��y�}�k���w{¬i��k�y{g�k/�«�ik��?y{�°Ë!�����°®«��y�u1}���y{g�k/jl}x�ik�®»Å��;¾ k�¾6y�gik/k�Èv�w�º
y�k���|�k������1¬i�i�|��°y�u-}����lwz}A®°¬iy{�«}��1y{}3y{gik��«�x½�k[��w{k��i��}���®°k[j�Ç�¾]f4gik���¼xy{gik/w{}�®«¬vy{�«}����w�|�}�jl�i¬iy{k[�1½x�«�
Ì»Í¶º;y�ux��k���®°~A}�����y�gij�w4y���¯?�«�i~b���{}�Ëiy'}���y�gik3j3�w�wz�«�i~-�i��y��bwzy{��¬�|�y{¬i��k/}��Fy�giknkLw�y��°j���y{�«}��K�i��}��i®«k�j¶¾
f4g�k��i�{kLwzk[�?y��Ty��°}A�É�«��|�®«¬��vkLw/�Kw{}�ºÎ|���®«®«k[�9Ì4m6ÍKÌÏ��®«~�}A�{�°y{gijÐy{g���yn|����Ã��k�¬�w{k[�µy{}K}T½Ak�� |�}�jlk�y{gik
��}Aw�w{�°�i®«kn�!�Ty{g�}�®«}�~�u¶}��»wz®«}TªÏ|�}A�x½�k���~�k[��|�k�ª�g��«| g`�T³dk[|´y w'y{gik�wzy����!�i��� �KÌ¸ÍÑ��®«~�}����°y{gij¶¾�Ò*¬ijlk[�zº
�|���®
k�Èv�!k[�{�«jlk��?y�w�}��µwz�«jn¬i®�Ty�k[�µ�����É�{kL��®��i�Ty �-w{k�y�w�gi�«~�g�®°�«~�g?y�y�gik3~�}x}v�9��k��{�±}���jl����|�kLw*}��]y{gikLwzk
��®°~A}�����y�gij�w�¼v�Aw4ª»k[®°®Z�Aw�wz}Aj3k(�i��k[|[��¬vy��°}A��w»y{}���k(y���¯�k���ª�gik[�1¬�w{�«�i~ly{gi�w*���i�i��}A��| g�¾
ÓKÔ?ÕdÖ�×nØ ¥TÙ�£�¨ Æ���|�k[�zy ���«�Ay�u�ÍK}v�vk[®°®«�«�i~�¼vÚÎ�?y{���«��wz�|'Û]�����«���i�°®«�°y�u�¼xÜZ�«�ik[��� © �i�i��}�Èv�°j��Ty��°}A�Z¼?Ú��vk��?y{�°Ëiº
���i�«®°�°y�u�¼vÌ¸Í�������Ì6m6ÍKÌV��®«~�}A�{�°y{gij�w

∗ Ý±Þ�ßZÝáàµâTãLä;ã�å�æ{ç�è�å;é ê�ëÎä�ìzí[î´íLï�ð?ç�ñ
ò�ó ô�ë�å�æ<ó ä;õ]è�ö å�ó÷æ;ø±ù[ã�ú
† û�ü�â)çTß & ü



�������1��	��¶�»���
	�./�$�1�����+������	����¶	���	 ��� 	�������	��1�����3%��5��� ����)���*#+���
#&%�� �
	��'����	����	�¶��� �1��� #
�6��,1.������ 	��3�/�4���
��� ��	���������	��������

�� £���� � ¨ Æ*� �i}�j��i�{k1|���}��w{w����?y���� ��y�¬��vkLw3�ik1���«w��?¬ik[w��«���v¬�wzy{���°k[®«w3�i��k��!� k�� |�}�jl�vy�k��i��³���º
��k��?y�k[w�jl���i�«h���k[wn�ik-y�������y�k��3®°kLw���}�jn���{k[¬�wzkLwnw{}�¬i� |�kLwn��� �«��|�k[�zy���y�¬��vk[wl��³�kL|´y����?y3®«k[w3|�}A��|�®«¬�w{�°}A��w�¾
�����!w¸|�k�y6���zy��«|�®°kA¼�®��½T�����«���i�°®«�°y��*�«�?y{���°��w{h��?¬ik'�vk[w»wz}A¬i��|�k[w]��� �«��|�k[�zy���y�¬��vk'k[wzy»jl}v�vk�®«�«w���k������»¬i�ik*®«}��
�ik3���{}A�����i�«®«��y��3j�¬i®°y{�«½����{����kA¾3Æ��ikb�vkLw(�i�{�«��|��°����®°kLw��v�°¿�|�¬i®°y��[w�w{}�¬�½�k��?y(�{k[��|�}A�?y{����k3k[wzy(®�¶�v�wz��}�º
���°�i�«®«��y��n®«�°jl�°y���k���� �«�v�±}A�{j��Ty��°}A��w*w{¬i��®«k[w�®°}A�«w��vk/�i��}������i�«®°�°y��Lw��vkLw�½T�����«���i®°kLw*��� k��?y{����kn�°��|�k��{y����°�ikLw�¾
Æ��iknw{}�®«¬vy{�«}��¶��}Aw�wz�«�i®«k/k[wzy*®�� �«�?y���~A����y{�«}��K�vk/��k��!wzk[�°~A�ik�jlk��?y w4�°���i�°��k[|�y�w[¼!|�}Ajlj3k��vk[w*�i}��i���[k[w*w{¬i�
��� ��¬vy{��k[w4��������jlh�y{��k[w4��®°¬�w�����|��«®«k�jlk��?y*}��!wzk[�{½T����®°kLw4�{k[®°���[w���¬vÈ1��������jlh�y{��k[w4��� �«�Ay�������y��!����¬i�Kjl}�º
�ih�®«k*�igxuvwz� �?¬ik*|�}A�i�x¬Z¾Fm»k[®«��|�}����i¬i��y"!(¬i���i��}��i®«h�jlk��i��}������i�«®°�w�y�k��°�x½Ak�� wzk(Á�®°}A��w��?¬ik4®«��½T���{����i�«®«��y��
�«�?y{���°�!wzh#�A¬�k�kLw�ybk[�Ã��k�¬Z¼4®�� }A�v��k[|�y{�°��k[wzy-��� ��vk[�Ay���Ë!k��b¬i��kK®°}A���vkK�i��}������i�«®°�°y��9�v}A�?yb®«� �v�w{�!k[��w{�°}A�
kLw�y(�«���$����k��!�i���?y{kl�vk3®«�-y����°®«®«k3�vk3®�� �L| g����?y{�«®«®°}A�Z¾(��}A¬i��®°�«jl��y�k����vk����&%�}A�É� ���wz}A�i�����i®°kn®°k3�i}�j��i��k
��� ���i�!k[®«wF��¬njl}v�vh�®«k4�igxuvwz� �?¬ik�Å;wz}A¬i½�k[�?y�k�Èx�«~�kL���?y�w
k���y{k[jl��wF�vk�|���®«|�¬i®!m»�¸Æ'Ç
®«}�� w��vk4®'� ¬vy{�«®«�«w��Ty��°}A�
�ik[w���®«~�}A�{�°y{g�j3kLw6�°�x½�k[��w{k[w[¼?�i}�¬�w�|�}���w{��$����}���w4�i����w�|�k�y*���{y{�|�®«k�¬��ik/���i���{}�Èv�«jl��y{�«}��b®«�«���[���°��k�������w
¬��µ|��A�v��kn~A��¬�w�wz�«k��Z¾�������w�¬i�µ�i��k�jl�°k[��y�k�jl��w[¼)�i}�¬!w'���{}A�!}?wz}A��w*¬i�`|�����y�h���k�w{�°jl�i®«k3�!}A¬i�(~A��� ���iº
y��°�6®�� ��vk��?y���Ë!���i�«®°�°y����v¬-jl}v�vh�®«k�Å;|(� k[wzyzº)!TºÎ�v�«�{k*®�� k�Èv�«wzy{k[��|�k'k�y6®'� ¬i�i�|��°y��(��� ¬i�ik(wz}A®°¬vy��°}A�b�v¬-���{}A�i®°h[jlk
�«�x½�k[��w{kLÇ�¾ZÌ]��w{¬i�°y{k�¼T|�k�yzy�k¸w{}�®«¬vy{�«}���kLw�y
|[��®|�¬i®���kFk[��¬vy{�«®«�«w����?y
�vkLw���®°~A}�����y�gijlk[w)�vkFy�ux��k]Ì¸Í ¼L��k���j3k�yzº
y ���?y��ikn�i��k����i�{k/k[�É|�}Ajl�vy{k�®«�bwzy{��¬�|�y{¬i��kn�vk3�v}��i�*��k[w'j����*�?¬����?y{k[w'�v¬9�i��}���®°h[j3k���� kLw�y��°j���y{�«}��Z¾
��}A¬i�6�A|�|+��®�����k��¸®�� ��®«~�}����°y{gijlk�Ì»Í ¼iwz}A¬i½�k[�?y»®«k��?y[¼v�i}A¬�w»�i�{}A�!}?wz}A��w»¬i�ik�½����{����?y�k'�vk�®«�n����jl�«®°®«k(�vk[w
��®°~A}�����y�gijlk[w)Ì4m6ÍKÌ*¾�ÜZkLw����[w{¬i®°y���y�wZ�x¬ij,�[�{� �?¬ik[w�wz¬��
�vkLw
�v}A�i���[k[w�wz�«jn¬i®���kLw�k�y
����k[®°®«k[w
jl}��?y{��k��?y�®«k[w
��}����ik[w���k��{�±}���j�����|�k[w��vk*|�kLwF��®«~�}A�{�°y{gijlkLw�¼�k�yF�i}�¬�w]�!k[�{jlk�y{y{k[�Ay]®��jl�«w{k�k��-��½x��vk���|�k*�vk��?¬ik�® �?¬ik[w
�����L|���¬iy{�«}���w.!3�i��k����v��k�¾
/ Ø ¤L£ Ö §&0 � £`¨ ÍK}v�$��®«�w{��y{�«}��Ã��� �«��|�k��{y{�°y{¬��vkLw�¼
½T�����«���i�°®«�°y��l�°�?y��{�«��w{h��?¬ik�¼����i���{}�Èv�«jl��y{�«}��µ®°�«���[���°��k�¼
��vk[�Ay���Ë����i�«®°�°y��A¼���®«~�}A�{�°y{g�j3kLw6Ì¸Í k�y*Ì6m6ÍKÌ



���������
	�������������
��	����������������
�  

� ��������.���%1�¸�
	�./�
© ~A�{}Tª��«�i~(�x¬ijn��k��¸}��d�°���i¬�w�y��{���®��{�wz¯3w�y�¬��v�«k[wF�«��|�®°¬��ik�wz}Ajlk4�±}���j }���y{��k[��y{jlk��?y]}��!y�gik*�x¬ijlk���}�¬�w
w{}�¬���|�k[wd}��i¬���|�k[�zy ���«�Ay��°kLwZ�T³dk[|�y{�«�i~�y�gik¸|�}A��|�®«¬�w{�°}A��w[¾ZÚÎ��y{g�k]k��ik[�{~Au'w{k[|�y{}��L¼�wz¬�| g�¬���|�k[�zy ���«�Ay�u�������®�º
uvw{k[w6����k��±}��6�«��w�y ����|�k'|[�����{�«k[��}A¬vy»�«�-k[�x½?�«��}��ijlk��?y ��®!wzy{¬!�v�°kLw'Å���}x}v�b�i��}�y�k[|´y��°}A�Z¼?k���¬ik��?y�|�}A�Ay��{}A®;¼
k�y�|�¾ Ç�¼F}��n�«�¹�x¬�|�®°kL���nw��T�±k�y�u`wzy{¬��i�°kLwn�«�x½�}�®«½x�°��~K®«���{~Ak-w{|��°k[�?y{�°Ë!|b|�}Ajl�i¬vy{�«�i~ Åáy{g�k���j3}�º<gxuv�v� ��¬i®«�|�w[¼
jlkL| g����i�|�w[¼��ik�¬vy��{}A�i�|�w'k�y�|�¾ Ç�¾�Êi}���jl}Awzy'}��]y{gi}?wzk3���i��®°�|���y{�«}���w[¼���y'®«k[�Aw�y������{y{���®«®°u¶�i��}��!���i�«®°�wzy{�|
jl}v�vk[®°®«�°��~�}��»y�gik�¬i��|�k��{y����°�?y{�«k[w(�w/|�}���w{�«�ik���k[�)¾bf4gik[�Z¼
�������{y(�±�{}Aj y{g�k��°jl��}��{y����?y/¬i�!|�k��{y����°�?y�u
���{}A����~?�Ty{�«}��l�w{w{¬ikLw]�«�by{g�k�|�}��?y{k�È?y»}���}��áy{k��1|�}�jl�i®«k�Èb������gi�«~�g�m»�»Æ�º<y{�«j3k(�vk[jl�����v�«�i~�w�|��«k��?y���Ë!|
|�}�jl�i¬vy��°��~�¼d}��ikn}��]y�gikn¯Ak�u¶�«w�w{¬ik[w'�{k[~A�����iw�y{gik-�A¬!���?y{�°Ë!|���y{�«}��9}��Fy{giklw{}�¬i� |�kLw�}��¸¬���|�k[�zy ���«�Ay��°kLw�¾
f4g�k3���{}A�i®°k[jÐ�w�y{}K| gi}x}Aw{k���k�®«����i®«k3wzy���y{�w�y��«|[��®Fjl}v�vk�®w��±}��(y�gikl�°���i¬vy/½T�����«���i®«k[w(wz¬!| g`�Aw(¬i��|�k[�zº
y ���«���igxuvwz�|���®i�i��}���k��{y{�«k[wF}���y�gik*j��Ty�k����«��®«w]}��]�«���v¬�wzy{�����®����{}v|�kLw{w�}A�]����y{¬i� ��®i� ���!�v}�j �igik���}�jlk����
Å�ª��°�!�)¼���}x}v�)¼vy�k�jl�!k[����y{¬i��k�¼vk�y�|�¾ Ç�¾

© ¯Ak�uÉ�v�°¿b|�¬i®°y�u�¼
y{� ���i��y��°}A����®«®°uKk[��|�}A¬i�?y{k[�{kL�µ��y�y�gi�w/w�y ��~Ak�¼Z�w�®«�°�i¯Ak[�Éy{}¶y�gik�gi�«~�gi®«u?º<®«�°jl�°y{kL�
w���jl�i®«�«�i~É�«�v�±}���j��Ty��°}A�¹�v�°��k[|�y{®«u ��½����°®����®°k1}��¹¬i�!|�k��{y����°�Â�°�i��¬vy3½T���{����i®«k[w[¾ © �Â�«���v¬�wzy{�����®4|���w{k�º
wzy{¬!�vu1|[���¶®«���{~Ak�®«ub��k��ik�Ëiy*�±��}�j y�ª6}bwzy{� �Ty{k[~��«k[w[Á

(a)
�°�?y�k�~�� �Ty�k�k�Èv��k��{yF��¬��v~�jlk[�AyL¼!w{¬�| gK��w4®«�°¯Ak�®«u

��}�¬����iw�}�� �igxuvwz�|���®¸�«�?y{k���½T��®w/}A�njl}���kbk�®����}�� �Ty�k��i��}������i�°®«�w�y��«|��«�v�±}A�{j��Ty��°}A�Z¼�}��
(b)

�«�?y{k[~�� �Ty{k
�«���v�«��k[|´yl�«�v�±}���j��Ty{�«}���¼¸wz¬!| gO��wl�i��y��µ}��O}�y{g�k��L¼]jl}���k-k[�Awz�«®«u }���w{k���½T���i®«k�¼F��������jlk�y{k[��w/y{g���yb����k
®«�«�i¯T���i®«k�y{}ly�gik/¬i�!|�k��{y����°�¶½T��������i®«k�}��F�«�Ay�k���k[wzy*�xu1���igxuvw{�«|[��®Zjl}v�vk�®<¾4ÍKk�y�gi}v�iw��±}A�

(b)
�ik�j������

¬!wz�«�i~-}��¸�i��}������i�«®°�w�y��«|n�°�x½Ak�� wzk/jlk�y{gi}v�iw(w{�°��|�kny�gik3�{kL|�}T½�k[�{�«�i~�}��¸�°�!�v�°��k[|�y��«�v�±}A�{j��Ty��°}A�9�«�?½A}�®«½�kLw
~Ak��ik[����®°®«u/y�gik*�«�x½�k�� w{�°}A�3}������igxuvwz�|���®ijl}v�vk�®<¾F��}�¬i~Agi®«u3w{�!kL��¯x�«�i~�¼�y{gi�w¸�«�x½�k[��w{�°}A�3y{� ����wz�±}���j�w�y{gik
�«�v�±}A�{j��Ty��°}A�¶�°�?y{}b�b½?�«�{y{¬���®�w{��jl�i®°k�}���y{gik/½T���{����i®«k(}��F�«�Ay�k���k[wzy[¼!�!k��±}���k/���i�i®«ux�°��~ly{}b�°y'wzy����!�i��� �
wzy���y{�w�y��«|[��®�k[wzy{�«j��Ty{�«}���¾�f4gi�w'Ë�k�®�K�w(��| ¯x�i}Tª�®«k[�v~Ak[�1y{}�g���½�k �A¬���y�k3�-®«���{~Ak/�°�!�v¬�wzy{���«��®
��}�y�k��?y{���®
�«�Ky�gik�|�}��?y{k�È?y'}��]� ���i��¶~���}Tª4y{g¶}��]�«���v¬!w�y��{���®
j3}A�i�°y{}����«�i~-���!�K�i�Ty �-��|��?¬i�«w{�°y{�«}��9w{uxwzy{k[j�w�¾'o'�ik
}��4y{gikb���°~9�w�wz¬ikLw��«� �i���A|´y��«|�k��«w/y{}9®«�°jl�°y/y{}µ�K�{kL��w{}������i®«k3®«k�½Ak�®Fy�gikb�x¬ij��!k[�n}��/Å�¬�wz¬!��®«®°uµ®«���{~Ak
m»�»Æ�º<y{�«j3k/|�}���w{¬ijl�«�i~?Ç»�igxuvwz�|���®)jl}x�ik�®Z��¬i��w4�«��w{�«�vk�y�gik��°�x½Ak�� wzk(��®«~�}A�{�°y{gij�w[¾

f4gi�w�������k��n|�}���|�k��?y{� �Ty�k[w�}A�Ãy{gik�wz�°y{¬!�Ty{�«}�� ª�g�k���k�y{gik[�{k-�«w����
irreducible

¬i��|�k��{y����«�?y�uµ}A�
½T���{����i�«®«��y�u �«�Ây�gikK�«�i�i¬vyb��������jlk�y{k[��w�}��(�`�igxuxw{�|���®4jl}v�vk�®<¾ ÚÎ�x½�k�� w{k-�i��}������i�«®°�w�y��«|-y{kL| gi�i� �?¬ik[w
�«�Ã�i�Ty ���Aw{w{�«j3�«®�Ty{�«}��É}�����������j3k�y{k[�'��vk��?y���Ë!|[�Ty��°}A�`���{k3�i}�y��ik[ª Å�k�¾ ~�¾� »kL| ¯"!�#x���l}A��f
�������Ay�}�®�
!$#&%x��Ç´¾-ÚÀy/jl��uµ�i}�y��!k�¬i�?y��°®"�A¬���y�kb�{kL|�k[�Ay�®°uÉy{g���y��±¬i®«®¸�i��}������i�«®°�w�y��«|l�«�x½�k[��w{�°}A�µª4��w�|�}���w{��vk���k[�)Á
f4g�k(�i�«wzy{���°��¬vy{�«}���}����°�?y{���«��wz�|3Å±}����«���{kL�v¬�|��«�i®«k�¼v��®«k[��y{}A�{uiÇF�«�i�i¬iy*¬i��|�k[�zy ���«�?y�u��«w�w{k[����| gikL�)¾]m»®«�Aw{w{��º
|[��®����Ty����Aw{w{�«j3�«®�Ty{�«}���}�������� ��jlk�y�k�����vk��?y���Ë!|[�Ty��°}A�1y�k[| gi�����?¬ikLw��°�x½A}�®«½�k�y{giknk[wzy{�«jl��y{�«}��¶}����«�i�i¬vy
�!��� ��jlk�y�k�� w'Å�}��4�°����y��«��®Z|�}��!�v��y��°}A��w[¼x�±}��4k�Èi��jl�i®«k��°��jlk�y{k[}���}�®«}�~AuvÇFy{g���y*����k'¬i��¯?��}Tª��-�i¬vy*��g?uvw{��º
|[��®«®°ulË�ÈxkL�)·xy{g��«w6�w4���Ty�¬i����®°®«u���|[|�}�jl�����i�«k[���xubkLw�y��°j��Ty��°}A�-¬i�!|�k��{y����°�?y�u3�±}��4ª�gi�| g-½T���{�����|�k'j���u
��k�|�}Aj3��¬vy{kL�)¾('�}Tª»k[½�k[��w{¬�| gµ���µkLw�y��°j���y{�«}��`¬i��|�k[�zy ���«�?y�u�g!���i��k���w�y�}¶�!kl�i¬i��k�®«u9k[�i�«wzy{k[jl�«|3}��
��k[�i¬�|��«�i®«k�¼x�°�-y{gik�w{k���w{k'y{g���y6�°y�ª��°®«®)�vk[|��{kL��w{k�ª��°y{gby�gik(�°����k[|´y��°}A�1}���®����~�k��»}���w{k���½T�Ty��°}A�-w{��jl�i®°kLw�¾
f4g��«w��«w��i}�y3w��Ty{�wz����|´y�}���uµ�«� y�gik�|[��w{k[wnª�gi�«| gÂj3}�y{�«½T�Ty{kL� y�gik-�i��k[w{k��?y3�{kLwzkL��� | gZ¼
ª�g�k���k��xu)�!¬i�«�
jlkL| g����i�|���®�w{uvw�y�k�j�w4�v}3k�½x�«�ik���|�k��«�?y{���°�!wz�|���®°®«ul½����{�����®°k��°���i¬vy[¾FÚÎ���i¬vy�½T��®«¬ik[w4�v}l�i}�y6}A�i®°ubw{¬v³dk��
�±��}�j ®��| ¯l}��
¯?��}Tª�®°kL�v~�kA¼A�i¬iy»y�gik�ub��®«w{}n�igxuvw{�«|[��®«®°u3½T����u��±��}�j }A�ik�k�Èv�!k[�{�«k���|�k*y�}3���i}�y�gik��6�°�-y{gik
|[��w{k[w�}��*��}Tª }���w{k���½T�Ty{�«}��!w�y ��¯Ak�� �Ty�½T�����°}A¬�w�y{�«jlk[w�}��¸y�gikbu�kL���(}��Ã�+��¬�|�y{¬���y{�«�i~K���°½Ak����!kL�)¼Z}��
y�¬i���i¬i®«k��?y,��¬i�����}Tª jlk[�Awz¬��{k[j3k[�?y�wF�«�-���x¬�|�®°kL���]��k[�A|´y{}A�Fª���y�g-| g����i~��«�i~�gikL�Ty¸k�Èv| g!���i~Ak��i�{}A�!k[�zº
y��°kLw�¾FÚÎ��y�gi}Aw{k/|��AwzkLw�¼?y{g�k/wz�«Ä�k�}��
}��!wzk[�{½T�Ty��°}A��w���jl�i®«k[w�w{gi}A¬i®«�1�«j3�!��|´y�y�gik�k[wzy{�«j��Ty��°}A�¶�A|�|�¬i���A|�uA¼
��¬vy*��y�w{gi}A¬i®«�1�i}�y*�{kL�v¬�|�k�y�gik�½T�����«����|�k�}���y{gik���g?uvw{�«|[��®���¬�|�y{¬���y{�«}���w[¾

ß
ß ò
-�.$/10�2�3�4�5�6�7�8



� � ��� �����	��
 	����������� � ���������$	 ��� � ��� ����������� ���

Í9��y{gik[j��Ty{�|���®°®«u�¼x}A��wzk[�{½T��y{�«}���w»����k�jl}v�vk�®«®°kL�bª��°y{g��n½Ak[|´y�}��»}����igxuvw{�«|[��®�½����{�����®°kLw
y

y{g!�Ty�����k
|�}��i��k[|´y�k[�ly�}n¬i�!|�k��{y����°�-�°�i��¬vy�w

x
y�gi��}�¬i~Agb�n�vk�y{k���jl�°���«wzy{�|�Å;�����-wz¬i���!}?wzkL�v®°u �?¬i�°y{k'ª»k[®°®°º<¯x�i}Tª���Ç

��g?uvw{�«|[��®
j3}v�vk[®
y = H(x, d)

¾ © w'�1|�®«k[���(�v�°³�k[�{k[��|�kny{}�|�®��w�wz�|���®���������j3k�y{k[����vk��?y{�°Ë!|[�Ty{�«}��
x

�w
��}�y�w{¬i�i��}Aw{k[�-y{}�g���½Ak��3ËiÈvkL�)¼���®«��k��°y*¬i�i¯x�i}Tª����igxuxw{�|���®)½T��®°¬ikAÁFÚÀy*ª��°®«®Z��k/jl}v�vk�®«®°kL�¶��� ���!�v}�j
½T���{����i®«k[w�y���¯x�°�i~¶�v�°³�k[�{k[�?y(��k[��®°�w��Ty{�«}��!w*�±}A��kL��| gµ}���w{k���½T�Ty{�«}��!w�¾/f4gikl�i¬��{��}Aw{k�}��¸y�gik���®«~�}����°y{gij
ª��«®«®F�!kly�}1kLw�y��°j��Ty�kl��y w��i��}������i�°®«�°y�u9�v�«wzy{���«�i¬vy{�«}��µ�±¬i��|�y{�«}��`�°�!w�y�k[���µ}��6��y w(�!}A�°�?y/½T��®«¬ikA¾�o'�µy{gik
}�y{gik[�lg������Z¼

d
wzy������iw3�±}A��Ë�ÈxkL� �°�i��¬vy�w3y�g��Tybj���u ��k��i��k[w{k��?yKÅ±�áÇ3½����{�����®°kLw�¬i�!�vk��l�±¬i®«®�|�}��?y{��}�®

Å�k�¾ ~�¾µk�Èv�!k[�{�«jlk��?y���®»|�}����v�°y{�«}��!w�Ç�¼F}��1Å��°�áÇn¬i��|�k[�zy ���«�?y{�«k[w3�T³dk[|´y��°��~Éwz}Ajlk-jl}v�vk�®6�°���i¬vy�w�y�g��Tyl����k
|�}���w{��vk���k[�by{}���k��ik�~A®°�«~��«�i®«k�}A�4}��FwzkL|�}��!�i����u��°jl��}��{y�����|�kA¾

ÍK}A�{k�w{�!kL|��°Ë!|���®°®«u�y�gik(�±}�®«®°}Tª��«�i~3jl}x�ik�®Z�w*|�}A��w{�«�vk[�{kL�
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H
¼iw{�°��|�k

H
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x0

¾bf4g�kb|�}��!wz��vk���k[�µjl}v�vk�®
��k[|�}�jlk[w

Yi = H(x0, di) + JH(x0, di)(Xi − x0) + Ui, 1 ≤ i ≤ n
Å<��Ç

ª�g�k���k
JH(x0, di)

�w4y{gik��?��|�}��i����1j��Ty{���°È-}��
y{gik(�±¬i�!|´y{�«}��
H

�«�
x0

¼iª��°y{gK�v�«jlk���w{�«}��
p × q1

¾
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��k[|�y���y{�«}��!Ç����!�ÉÍ+s?y{k[� Å±�±}���Í9�TÈv�«jl�«w��Ty��°}A�!Ç´¾ © �µk�Èxy{k��!wz�«}��Éy{}�y{gi�w(��®«~�}A�{�°y{gij¶¼Z|[��®«®°kL�9Ì6m6ÍKÌ
��®°~A}�����y�gij¶¼��±}A�4ÌFÈv�!kL|´y���y{�«}��vºzm»}��!�v��y��°}A����®dÍ9��Èx�«jl�«w��Ty��°}A�bÌ]�°y{gik[�[¼vª4��w6�i��}���}Aw{k[�b�?ubÜ��°¬������1��¬vº
���°� Å !�# # � Ç´¾(f4gi�«w(��®°~A}�����y�gij ª�g��«| g`|����É�!k3k�Èv��k[|´y�k[�9y{}¶|�}��x½Ak���~�k�jl}���kn� ���i��v®«u�y{g����ÉÌ¸ÍÑg���w
��®«w{}9��k�k[�Âk�jl�i®«}Tu�kL� �«� y{gik��i��k[w{k��?y3wzy{¬!�vu�¾ Êi}A��jl}v�vk[®�Å<��Ç´¼]y{gik�Ì6m6ÍKÌ ��®«~�}����°y{gij�g��Awn��k�k[�
���{}A�!}?wzkL�b�«���vk���k��!�vk��?y{®«u-�xu���k�m»��k[|�u9Å !�# #��?Ç¸¬����vk��4y�gik�����j3k��Lm»�°� |�k�ÍKk�y{gi}v�	��¾

f4gik1������k����«wn}���~A���i�«w{k[�Ã�Aw(�±}�®«®°}Tª*w[¾KÚÎ�ÂsxkL|´y{�«}�� �v¼��É|����°y{k����«}��Ã�«wn�i��}���}Aw{k[�µy{}µk���w{¬i��k�y{gik
��vk[�Ay���Ë����i�«®°�°y�u¶}��]y�gik3®°�«�ik[���'jl}v�vk[®6Å<��Ç´¾(ÚÎ�Ãsxk[|�y{�«}��É �¼!y�gik3Ì¸ÍÑ�����9���9Ì6m6ÍKÌr��®«~�}A�{�°y{gij�w'����k
�ik[w�|����°��k[�9�����K|�}Ajl������k[��y�}-k[wzy{�«j��Ty�k/y{g�k�®«�°��k[���'jl}x�ik�®��Ty'g!�����)¾'ÚÎ�`sxkL|´y��°}A� � ¼!y{gikny�ª»}���®«~�}�º
���°y{gij�w����{k/���i�i®«�°kL��y{}�y�ª6}�k�Èi��j3��®°kLw�Á6f4gik�Ë�� w�y*k�Èi��jl�i®«kn|�}A��wz�wzy�w�}��Fw{�«jn¬i®�Ty�k[�K�i��y��l}��iy����«�ikL�
�±��}�j �-�?¬i�°y{k�wz�«jl�i®«��Ë�kL� �!}?}v�v�«�i~3jl}x�ik�®<·xy{gik�w{k[|�}A���bk�Èi��jl�i®«k'�w��n��k[��®�ºÎ|��Awzk*y{gik[�{jl}�ºÀgxuv�v����¬i®«�«|[w
wzy{¬!�vu-|����{���«k[�1}�¬vy��«��
¸®°kL|´y{���|��°y��/�'k/Êi� ����|�klÅ�Ì¸��Ê�Ç�¾ © �i���«k��F�v�«w�|�¬!w{w{�°}A�-k[���iw4y�gik�������k��L¾

� ���������
	��¶���¶	���	 ��0./�O�
,���#+.������
ÚÎ�µy{g��«w/w{k[|�y{�«}��`��|��{�°y{k[�{�«}��µ�«w(���{}A�!}?wzkL�Ky{}¶k[��wz¬��{k3y{g�k3��vk[�Ay���Ë����i�«®°�°y�u9}��»y�gikl®°�«�ik[���(j3}v�vk[®�Å;�AÇ´¼
��k�ª����°yzy{k[�1g�k���k��«�K�lwz�«jl�i®°�°Ë�kL�-�±}A�{j¶Á

Yi = HiXi + Ui,
�±}��

i = 1, ..., n
Å; AÇ
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� Yi
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R

p ¼
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� Hi
�3¯?��}Tª��1j��Ty��{�°È-ª��°y{gK�v�«jlk���w{�°}A�

p × q
¼

� Xi
�¶� �����v}Aj ½Ak[|´y�}��/ª��°y{g¹�i�°jlk��!wz�«}��

q
¼�y{g�k

Xi
wn���{kb�Aw{w{¬ijlk[�`�<¾ �<¾ �)¾Kª���y�g¹�v�w�y��{�«�i¬vy��°}A�

N (µ, Σ)
¼
(µ, Σ)

�!k[�°��~�¬i�i¯x�i}Tª��Z¾
� Ui

�b½�k[|�y{}A��ª���y�g9�v�°jlk[��wz�«}��
p
¼!���!��y{gik

Ui
w*���{k/�Aw{w{¬ijlk[�1y�}b�!kn�;¾ �;¾ �)¾6k����{}A��w6ª��°y{g9�v�wzy{����º

�i¬vy��°}A�
N (0, R)

¼
R

�!k[�°��~�¯?��}Tª��Z¾
f4gik[�Z¼

Yi
�«w(�¶p(��¬�w�wz����É½�k[|�y{}A�'ª��°y{g

E(Yi) = Hiµ
�����ÉÛ]���

(Yi) = HiΣHT
i + R

¾nÊi¬i�{y{g�k��
��}�y���y{�«}����«w4�«�?y{��}v�v¬�|�kL�)Á
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¼
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H1 ¾ ¾ ¾
Hn







¼
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Σ ¾ ¾ ¾
Σ
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R ¾ ¾ ¾
R
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'�k���|�k�¼
Y

g��Aw
�i�°jlk��!wz�«}��
np

¼�ª�gi�«®«k
H

¼
Γ
¼
Σ

�����
R

���{kFj��Ty��{�|�kLwZª��°y{g/��k[w{��k[|´y��°½Ak¸�v�«jlk���w{�°}A��w
np × q

¼
np × nq

¼
nq × nq

�����
np × np

¾]f4gx¬�w[¼
Y

�«w��bp(��¬�w�wz����1½�k[|�y{}A��ª���y�g
E(Y ) = Hµ

�����
Û]���

(Y ) = ΓΣΓT + R
¾

f4gik�jl}v�vk[®Z�«w�w�����-y{}���k��«�vk[�?y{�°Ë!���i®«k(���F���!�1}A�i®«ub�����±}��*��®°®
(µ1, µ2)

�����
(Σ1, Σ2)

{

Hi(µ1 − µ2) = 0 ∀ i
Hi(Σ1 − Σ2)H

T
i = 0 ∀ i

⇒

{

µ1 = µ2

Σ1 = Σ2,}A�4k��?¬i�«½���®°k[�?y{®«u-�°�������-}A�i®«ub�����±}��*��®°®
(µ1, µ2)

�����
(Σ1, Σ2)

{

H(µ1 − µ2) = 0
Γ(Σ1 − Σ2)Γ

T = 0
⇒

{

µ1 = µ2

Σ1 = Σ2.

� ¥ Ø��¸Ø £���¤�� Ø�� ! R �������(���-�
q ≤ np
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�L��� � � 	 �
�F;
(H) = q

/
�*	 ���7� Á
� Ê��°� w�yL¼i®«k�y���w�w{¬ijlk'y�g��Ty�� ���i¯)Å

H) = q
¾

!A¾6ÚÎ��y�gi�«w�|���w{k�¼
H

�w4�°�T��kL|´y��°½Ak/�����
H(µ1 − µ2) = 0 ⇒ µ1 = µ2

¾
�i¾6ÚÀy/�w��i}Tª �i��}T½�k[�Éy{g!�Ty

Γ
�w(�±¬i®«®]�����i¯

⇔ ΓT Γ
�w��«�?½Ak�� wz�«�i®«k�¾-sx�«��|�k

ΓT Γ
�w/�

q × qj���y{����È)¼
ΓT Γ

�w]�«�x½�k[��w{�°��®°k��°�������l}A�i®«un�°�
ΓT Γ

�«w¸�°�T��kL|´y��°½Ak�¾]sx}�¼?®«k�y
v
��k��«�	�(k��

(ΓT Γ)
¾

f4g�k��
ΓT Γv = 0 ⇒ vT ΓT Γv = 0 ⇒ ||Γv|| = 0 ⇒ Γv = 0 ⇒ v = 0

wz�«��|�k
Γ

�w
�«�T��kL|´y{�«½�kA¾,'*k[��|�kA¼
�(k��

(ΓT Γ) = {0}
�����1y�g?¬!w

ΓT Γ
�«w4�«�x½�k[��w{�°��®°kA¾

m»}A�x½�k�� w{k�®«u�¼Z®«k�yl��w�wz¬ijlkly�g��Ty
ΓT Γ

�w/�«�x½�k[��w{�°��®°kA¾1ÜZk�y
v

��k-�«���(k��
(Γ)

¾
Γv = 0 ⇒

ΓT Γv = 0 ⇒ v = 0
wz�«��|�k

ΓT Γ
�w]�«�T��kL|´y{�«½�kA¾�'*k��!|�k��(k[�

(Γ) = {0}
�����

Γ
�wF�±¬�®°®������i¯d¾
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 �¾ '�k���|�k
Γ(Σ1 − Σ2)Γ

T = 0 ⇒ ΓT Γ(Σ1 − Σ2)Γ
T Γ = 0

¾�sx�«��|�k
ΓT Γ

�«w��«�?½Ak�� wz�«�i®«k�¼���y
�«jl�i®«�°kLw4y{g���y

Σ1 − Σ2 = 0
¾

� m»}��x½�k[��w{k�®«u�¼��°�iy{g�k6jl}v�vk[®?�w���vk��?y{�°Ë!���i®°kA¼��±}��F��®«®
(µ1, µ2)

¼
H(µ1−µ2) = 0

�°jl�i®«�«k[w
µ1 = µ2

¾
'*k[��|�k �(k[�

(H) = {0}
�����������i¯)Å

H
Ç»�w4k��?¬���®dy�}

q
¾
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ÚÎ��y{g��«w��!����k��L¼xy{gik(�±}v|�¬!w��«w4��®«�A|�k[�1}���y�gik�®°�«�ikL�����«w{k[�-j3}v�vk[®¸Å;�AÇ
Yi = H(x0, di) + JH(x0, di)(Xi − x0) + Ui, 1 ≤ i ≤ n

ª�gik[�{k
JH(x0, di)

�w6y{gik��?��|�}��i����1jl��y{����È1}��
H

�«�
x0

¼iª���y�gK�v�°jlk[��wz�«}��
p × q1

¾
f4gik(�±}A®°®«}Tª��«�i~���}�y���y{�«}����«w4¬!wzkL�)Á

Zi = (Y T
i , XT

i )T ¼
i = 1, . . . , n

�w��vk[�i}�y��°�i~3y�gik/|�}Aj3��®°k�y{k[�
���Ty���¾��`k»�vk[�i}�y�k

hi = H(x0, di)
·
Ji = JH(x0, di)

���!�/|�}A��wzk#�?¬ik��?y{®«u
Yi = hi+Ji(Xi−x0)+Ui

¾
Í9}���k�}T½�k[�[¼?ª6k(�ik��i}�y{k

Ai = Yi − hi − Ji(m − x0)
·
Bi = CJT

i

·
Vi = JiCJT

i + R
¾

sx}Ajlkn�i��k�®«�°jl�«������u��{kLwz¬i®°y�w'����k�¬�w{k��±¬i®�y{}1�vk�Ë���k/y{g�knÌ¸ÍÑ�����¶Ì6m6Í9Ì ��®«~�}A�{�°y{g�jlw*�±}���ÍK}v�vk�®
Å<��Ç�¾

ß
ß ò
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� f4gik(½T�����«���i®°k
Yi

�«w��3®«�°�ikL����|�}Ajn�i�«����y{�«}��-}���p(��¬�w{w{����-½T���{����i®«k[w6ª��°y{g¶jlk[���1���!�-½T���������|�k
Ì
(Yi) = hi + Ji(m − x0),

Û]���
(Yi) = JiCJT

i + R.
Å � Ç

� Zi
�w*��p(��¬�w�w{�«���1½Ak[|´y�}��4ª��°y{g

Ì
(Zi) =

(

hi + Ji(m − x0)
m

) �����1Û]���
(Zi) =

(

JiCJT
i + R JiC

CJT
i C

)

.
Å ��Ç

� Xi|Yi
�«w1��®wz}¹�¹p(��¬�w{w{���� ½�kL|´y{}A�9Å±¬�w{�«�i~¹�Ãy{g�k�}���k�jÑ}��V|�}A���v�°y{�«}�����®��v�w�y��{�«�i¬vy��°}A��wb}��(�

p(��¬�w�w{�«���1½Ak[|´y�}��L¼vwzk[k'�±}A���°�!w�y ����|�knsv����}��{y���¼�!$#&#A�n�Z¾,% %AÇ»ª��°y{g
Ì
(Xi|Yi = yi) = m + CJT

i (JiCJT
i + R)−1(yi − hi − Ji(m − x0))

= m + BiV
−1
i Ai

Å �AÇ
Û]���

(Xi|Yi = yi) = C − CJT
i (JiCJT

i + R)−1JiC

= C − BiV
−1
i BT

i .
Å<��Ç

����� ��� �
	�������������

© y*�°y{k[����y{�«}��
k + 1

¼xy�gik�Ì¸Í���®«~�}A�{�°y{g�j �«w�|�}�jl��}Aw{k[�1}���y�ª6}�w�y�k���w[Á
� f4gik¶Ì s?y{k[�rÅ�ÌFÈv�!kL|´y �Ty{�«}���Ç´Á¶ÚÀy-|�}A��wz�wzy�w3}��(|�}�jl�i¬iy{�«�i~

Q(θ, θ(k)) = E[L(θ, Z)|Y, θ(k)]ª�gik���k
L

�«w6y�gik/|�}Ajl�i®°k�y{kL�-®«}�~A®°�«¯�k[®°�«gi}x}v�)¾
� f4gik/Í&s?y{k[� Å�Í9��Èx�«jl�«w��Ty��°}A�!Ç´Á

θ(k+1) �w4}��iy����«�ikL�1�xubj���Èx�«jl�«w{�«�i~3y{gik(�±¬i�!|´y{�«}��
Q

¼
θ(k+1) = arg max

θ∈Θ
Q(θ, θ(k))

¾

f4gik��±}�®«®°}Tª��«�i~/k#�?¬��Ty��°}A��w¸�vkLw{|��{�«��k�jl}���k*�i��k[|��«w{k�®«uny�gik�Ì»Í ��®«~�}A�{�°y{g�j �«��y{g�k������zy��«|�¬i®«���»|[��w{k
}��
jl}v�vk�®»Å;��Ç�¾]Êi¬i�{y{g�k����i}�y��Ty��°}A�1�w�¬�w{k[�ZÁ

A
(k)
i = Yi − hi − Ji(m

(k) − x0), B
(k)
i = C(k)JT

i

�����
V

(k)
i = JiC

(k)JT
i + R.

ª�gik[�{k
m(k) ���!�

C(k) ���{k'y{g�k�½���®°¬�k�}��
m

�����
C

��y���y�k�� �Ty{�«}��
k

}���y�gik�Ì¸Í&��®°~A}�����y�gij¶¾
f4gik[�Z¼Z���!��®«uAy��«|[��®�k��?¬���y{�«}���w�|����É��kl�ik����°½Ak[�¶y�}�|�}�jl�i¬vy�k

m(k+1) �����
C(k+1) ª��°y{gÉ��k[w{��k[|´y

y�}
m(k) �����

C(k) ¾

� ¥ Ø��¸Ø £���¤�� Ø�� P # ���I��(��&� � ���?� �������
� � �
���*��� 	 ��� �5( � 	 �
� ��� ��	
(m, C)

�7�1n)��� ��� Xrq�]��
� �����@n ��� �r(
�7� �����Ve1n �+� � �
	������ � �
	 �

m(k+1) = m(k) +
1

n

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

Ý±Þ�ßZÝáà
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��	����������������
� #

C(k+1) = C(k) +
1

n

n
∑

i=1

(

(B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )(B

(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )T − B

(k)
i (V

(k)
i )−1(B

(k)
i )T

)

−
1

n2

(

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

)(

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

)T

.

�*	 ���7� Á
f4gik/�ik���w{��y�u-}���y{gik/|�}�jl�i®«k�y{k��i��y��l|����1��k�ª�����y{y{k��

p(Z|m, C) = p(Y |X, m, C)p(X |m, C) ∝ p(X |m, C).

© ���

p(X |m, C) = (2π)−
nq1
2 |C|−

n
2 exp

(

−
1

2

n
∑

i=1

(Xi − m)T C−1(Xi − m)

)

∝ |C|−
n
2 exp

(

−
n

2
mT C−1m

)

exp

(

−
1

2

n
∑

i=1

(XT
i C−1Xi − 2XT

i C−1m)

)

.

f4gi�w/�v�wzy{���°�i¬iy{�«}��`�!k[®°}A�i~Aw�y�}1y�giklk�Èv��}��ik[�Ay��«��®�����jl�«®°®«uÉ}��6�v�w�y��{�«�i¬vy��°}A��w����!�9y�gik�Ì¸Í+��®«~�}�º
���°y{gij �vkLw{|��{�«�!kL�K�«�Ky{gik © ���!k[���v�°ÈK�±}��*y�gik3k�Èv�!}A�ik��?y��«��®Z����jl�«®°®«uK|����9�!k3¬�w{k[�)¾�m»}���w{��vk����°��~�y{gik
|[���i}A�i�|���®d��������jlk�y{k[�

λT = (λ1, λ2) = (C−1m, C−1)
®°kL���iw6y�}

p(X |m, C) = (2π)−
nq1
2 |λ−1

2 |−
n
2 exp

(

−
n

2
λT

1 λ−1
2 λ1

)

exp

(

−
1

2

n
∑

i=1

(XT
i λ2Xi − 2XT

i λ1)

)

.

f4gik/w{¬v¿b|��«k��?y�wzy���y{�w�y��«|'�±}��
λ

�«w
t(X) =

( ∑n
i=1 Xi

− 1
2

∑n
i=1 XiX

T
i

) ¾

© y
(k + 1)

�°y{k�� �Ty��°}A�Z¼xy{g�k�ÌFºÀwzy{k[�¶}��
Ì»Í&|�}��!wz�w�y w6}��F|�}�jl�i¬iy{�«�i~lÌ
[t(X)|Y, θ(k)]

ª�g�k���k
θ(k) = (m(k), C(k))

¾
�`k�g���½�k(Ì ( n

∑

i=1

Xi|Y, θ(k)

)

= nm(k) +

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

¾

Ì (
−

1

2

n
∑

i=1

XiX
T
i |Y, θ(k)

)

= −
1

2

n
∑

i=1

[ Ì
(Xi|Y, θ(k))

Ì
(XT

i |Y, θ(k)) +
Û]���

(Xi|Y, θ(k))
]

.

© |[|�}�� �v�«�i~�y{}9Å �?Ç´¼i�°y*®«k[����w6y{}
Ì (

− 1
2

∑n
i=1 XiX

T
i |Y, θ(k)

)

=

−
1

2

[

nC(k) +

n
∑

i=1

[

(m(k) + B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )(m(k) + B

(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )T − B

(k)
i (V

(k)
i )−1(B

(k)
i )T

]

]

.

ß
ß ò
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f4gik(Í¶ºÎw�y�k��1}��)y{g�k'Ì¸Í ��®«~�}A�{�°y{g�j |�}���w{�«wzy�w»}��
¬i�����Ty{�«�i~�y{gik(w{¬v¿b|��«k��?y4wzy���y{�w�y��«|
t(X)

¾�Ê��{}Aj
k#�?¬��Ty��°}A�`Å1![�AÇ»�«��y{gik © �i�!k[���v�°È)¼i��y*��k[w{¬i®°y�w4�«�

Ì
(t(X)|Y, λ = λ(k)) =

∂ ln(a)

∂λ
(λ(k+1)),

ª�g�k���k
ln(a(λ)) = −

n

2

[

ln |λ2| − λT
1 λ−1

2 λ1

] ¾
Æ'wz�«�i~b�vk[�{�«½T�Ty{�«}���}���j��Ty{���°È1�����1½�kL|´y�}��4�±}���jn¬�®«�Aw�¼xª6k�~Ak�y

∂ ln(a)

∂λ1
(λ) = nλ−1

2 λ1 = nm

∂ ln(a)

∂λ2
(λ) = −

n

2
(λ−1

2 + λ−1
2 λ1λ

T
1 λ−1

2 ) = −
n

2
(C + mmT ).

f4gik��°y{k[����y{�«}��
(k + 1)

}���y�gik�Ì¸Í&��®°~A}�����y�gij �«w6y�gx¬�w

m(k+1) = m(k) +
1

n

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

C(k+1) = C(k) +
1

n

n
∑

i=1

(

(B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )(B

(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )T − B

(k)
i (V

(k)
i )−1(B

(k)
i )T

)

−
1

n2

(

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

)(

n
∑

i=1

B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

)T

.

����� ��� � � �
	�������������

f4g�k/Ì6m6ÍKÌ Å�ÌFÈv�!kL|´y �Ty{�«}��iº�m»}A���v�°y{�«}�����®�Í9�TÈv�«jl�«w��Ty��°}A��Ì¸��y�gik��´Ç�}��FÜ��°¬9�����K��¬i���°�ÂÅ1!�# # � Ç»�w����
k�Èxy{k��!wz�«}��¹}���y�gik1Ì4m6Í���®°~A}�����y�gij Å�ÍKk[�i~`�����Â�*¬i�i�«�Z¼ !$#&#� ?Ç´¾¹f4gik�Ì6m6Ít��®«~�}A�{�°y{gij&�vkL|�}Aj�º
��}Aw{k[w�y{gik�Í¶ºÀwzy{k[� }��*Ì¸Í �°�¹w{k�½Ak�� ��®6m6Í¶ºÎwzy{k��!w-Å<m»}A���v�°y{�«}�����®¸Í9��Èx�«jl�«w��Ty��°}A�!Ç(j��TÈv�«jl�«w{�°��~Ky{gik
|�}����i��y��°}A����®�k�Èv��k[|´y �Ty��°}A�9}��Fy�gik3|�}�jl�i®«k�y�k�ºÎ�i�Ty �b®«}�~�®«�«¯�k�®«�«gi}x}x� Å;|�}A���v�°y{�«}�����®
}A�Éwz}Ajlkn}��¸y{gik3���Tº
� ��jlk�y{k�� w Ç´¾�ÚÎ��y{g�k6Ì4m6ÍKÌ ��®«~�}����°y{gij¶¼�w{}�jlk4}���y�gik�m6Í¶º�wzy{k��!wF����k»��k��i®��|�k[�n�?u�w�y�k���w�j��TÈv�«jl�«w{�°��~
y�gik�|�}����{kLwz��}����i�°�i~(|�}A��wzy{� ���«�ik[�l��|�y{¬���®�Å±�«��|�}�jl�i®«k�y{k�ºÀ���Ty��?Ç�®°}A~�®«�°¯Ak�®«�°g�}?}v�)¼

ln L(θ)
¼?�«��w�y�k[�A��}��dy{gik

Q
º;�±¬i�!|´y{�«}���¾-f4gi�w/��®«~�}A�{�°y{gij �«w�k�Èx��k[|�y{kL�Éy�}K�!k1�v����j��Ty{�|���®°®«u¶����wzy{k[��y{g!���`y{gik-Ì¸Í+�����`Ì6m6Í

��®°~A}�����y�gij�w4�°�¶y�k���j�w�}���y{g�k/�x¬ijn��k��*}����°y{k[����y{�«}���w*�{k#�A¬��°��k[�1�±}��'|�}��x½Ak���~�k��!|�k�ª�gik��KÌ¸Í��w���k[}��vº
�����i�«w{k[�-ª���y�g¶w{®«}Tª |�}A�x½�k���~�k[��|�kA¾

Ê�}���jl}v�vk�®�Å<��Ç�¼
���ÃÌ6m6Í9Ìr��®°~A}�����y�gijÐg��Aw(�!k[k��Ã�i��}���}Aw{k[�µ�xuÉ��k1m»��k[|�uÂÅ !$#&# �AÇ�¬i���vk[��y{gik
�!��jlk�m»�°� |�k�ÍKk�y{gi}v�)¾�ÍK}���k4�i��k[|��w{k�®«u�¼��«�ny�gi�w]|��AwzkA¼Ty{gik4�°y{k[����y{�«}��

(k+1)
�w�k�Èv�i��k[w�w{k[�n�Aw��±}�®«®°}Tª*w[Á

y�gik�ÌÏs?y{k[�µ�w(y�gikbw{��jlk3�Aw(�°�ÃÌ¸Í+���!�9y�gik1m6Í sxy{k��Ã}��6Ì6m6Í+��®°~A}�����y�gij �«w(��k���®«�A|�k[�µ�xuKy�ª6}
wzy{k[��w[¾�f4gik*Ë���wzy6m6ÍÐs?y�k����w]��w�y�gik�Í¶ºÎwzy{k��l}��dÌ»Í²ª���y�g

m
ËiÈvk[�3y�}

m(k) ¾�f4g�k�wzkL|�}A���bm6Í²sxy{k��
j���Èx�«jl�«w{k[w�y�gik]�«��|�}Ajl�i®°k�y{k�ºÀ�i��y��4®«}�~A®°�«¯�k[®°�«gi}x}v��}T½Ak��

m
¼L�Aw{w{¬ijl�°��~

C = C(k+1) ¾ © |[|�}A���v�«�i~6y{}'ÜZ�«¬

Ý±Þ�ßZÝáà
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�����-�*¬i�i�«�`Å1!�#&# � Ç�¼Ay�gik�Ì6m6ÍKÌV��®«~�}A�{�°y{gij jl}���}�y{}A�i�|���®«®«u3�«��|��{kL��w{k[w¸y{gik(®«�°¯Ak�®«�°gi}x}v���±¬���|´y��°}A�Z¼���w
y�gik�Ì¸Í ��®°~A}�����y�gij �v}xk[w[¼

L(θ)
Á
L(θ(k+1)) ≥ L(θ(k))

·v�����-¬i���vk[�4w{}�jlk���w�wz¬ijl�vy��°}A��w»��y4�{k[®°�����®°u
|�}��x½�k[�{~Ak[w¸y{}��3j��TÈv�°j�¬ij ®«�«¯�k�®«�«gi}x}x�1k[wzy{�«j��Ty�k�¾

� ¥ Ø��¸Ø £���¤�� Ø�� � # ����e � n e �+� � �
	������ ����� 	 ���$�&���IXrq�]	� ��� � � � � ��� �����+�,� � % ���-�_��(��&�
� ���-� ��������k
� � �
����u

C(k+1) = C(k) −
1

n

n
∑

i=1

[

(B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )(B

(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )T − B

(k)
i (V

(k)
i )−1(B

(k)
i )T

]

,

m(k+1) − x0 =

(

n
∑

i=1

JT
i (V

(k+1)
i )−1Ji

)−1( n
∑

i=1

JT
i (V

(k+1)
i )−1(Yi − hi)

)

.

�*	 ���7� Á
f4gik e�� � �>(n�«w�y�gik�w���jlk���wF�«�lÌ¸Í ���!�3|�}���w{�w�y wF}��)|�}Aj3��¬vy{�«�i~(y{g�k*k�Èv��k[|´y�k[�l|�}Ajl�i®°k�y{kL�3���Ty��

w{¬v¿b|��«k��?y*wzy��Ty��«wzy{�|�¾]�'k���}�y{�«�i~
δi = Xi − m

¼vª6k�g���½�k
Yi = hi + Ji(δi + m − x0) + Ui

�����
(

Yi

δi

)

∼ N

((

hi + Ji(m − x0)
0

)

,

(

JiCJT
i + R JiC

CJT
i C

))

.

f4gik�j���y{����È
t(δ) = −

1

2

n
∑

i=1

δiδ
T
i

�w4y{gik/w{¬v¿b|��«k��?y*wzy��Ty��«wzy{�|��±}��4y�gik/|����i}����«|[��®d����� ��jlk�y{k��

λ = C−1 ¾�ÚÎ�`y�gi�«w�|[��w{k�¼dy�gik3�±¬i��|´y��°}A�
a

}��¸y�giklk�Èv��}��ik[�Ay��«��®�����jl�°®«uÉ�v�wzy{���°�i¬iy{�«}��`�«w
a(λ) =

|λ−1|
n
2

¾�f4g?¬!w�¼��TyZ�°y{k[����y{�«}��
(k+1)

¼�y�gikFÌFºÎw�y�k��/|�}���w{�«wzy�wd}��i|�}�jl�i¬iy{�«�i~4y{gik]y{k���j Ì
[t(δ)|Y, m(k), C(k)]

¾

Ì
[t(δ)|Y, m(k), C(k)] = −

1

2

Ì ( n
∑

i=1

δiδ
T
i |Y, m(k), C(k)

)

= −
1

2

n
∑

i=1

[ Ì
(δi|Y, m(k), C(k))

Ì
(δT

i |Y, m(k), C(k)) +
Û]���

(δi|Y, m(k), C(k))
]

.

© |[|�}�� �v�«�i~�y{}9Å �?Ç´¼i�°y*®«k[����w6y{}
Ì
(δi|Y, m(k), C(k)) = B

(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i

������Û]���
(δi|Y, m(k), C(k)) = C(k)−B

(k)
i (V

(k)
i )−1(B

(k)
i )T ,

�±��}�j ª�gi�«| g��°y*�«w*�ik[�v¬�|�k[�
û [t(δ)|Y, m(k), C(k)] = −

1

2

"

nC(k) +
n

X

i=1

“

(B
(k)
i

(V
(k)
i

)−1A
(k)
i

)(B
(k)
i

(V
(k)
i

)−1A
(k)
i

)T − B
(k)
i

(V
(k)
i

)−1(B
(k)
i

)T

”

#

.

� n	k ��� �>( ZI���
	�e � n e6Á�Å±Ì¸wzy{�«j��Ty{�«}��K}���y�gik�½T�����«����|�k
C

Ç

ß
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Ê��°Èx�«�i~
m = m(k) ¼ C(k+1) �«wF|�}�jl�i¬vy�k[��y�}(jl��Èv�°jl�wzk¸y{gik4k�Èv��k[|�y{k[�3|�}Ajl�i®°k�y{k�ºÀ�i��y���®°�«¯�k[®°�«gi}x}v�

�±}A�4y{gik�k�Èv�!}A�ik��?y{���®d����jl�°®«u-�v�w�y��{�«�i¬vy��°}A�K�Ty�g����!�`Å;wzk[k�y{gik © �i�!k[���v�°È�Ç´¾
Ê��{}Aj ∂ ln a

∂λ
(λ) = −

n

2

1

λ
= −

n

2
C,

�A|�|�}�� �v�°��~/y{}ly�gik�k��?¬���®°�°y�uÉÅ1![�AÇ�¼v��y*®«k[�A�iw6y{}

C(k+1) = C(k) −
1

n

n
∑

i=1

[

(B
(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )(B

(k)
i (V

(k)
i )−1A

(k)
i )T − B

(k)
i (V

(k)
i )−1(B

(k)
i )T

]

.

� n	k ��� �>(`qV���
	�e � n e6Á�Å±Ì¸wzy{�«j��Ty{�«}��K}���y�gik�jlk[���
m

Çf4gik'jlk[���
m

�«w»¬i�d�i�Ty�k[���xu3j��TÈv�°jl�wz�«�i~�y�gik�|�}���wzy{� ���«�?y»��|�y{¬���®�Å±�«��|�}Ajl�i®°k�y{k�ºÀ�i��y��?ÇF®«}�~�®«�«¯�k�®«�°º
g�}?}v�(ª��°y{g

C
Ë�ÈxkL�(y{}

C(k+1) ¾�sv�°��|�k
Yi

g��Aw���p(��¬�w�wz������v�wzy{���°�i¬iy{�«}��
N (hi+Ji(m−x0), V

(k+1)
i )

¼y�gik/��w�w{}x|��«��y{kL�b®«}�~�®«�«¯�k�®«�«gi}x}x�-�«w

L(Y, m) = −
1

2

n
X

i=1

“

ln(|V
(k+1)

i
|) + (Yi − hi − Ji(m − x0))

T (V
(k+1)
i

)−1(Yi − hi − Ji(m − x0))
”

+Cste

sx}A®°½x�«�i~3y{gik�k#�?¬��Ty��°}A� ∂L

∂m
(Y, m) = 0

®°kL���iw6y�}

m(k+1) − x0 =

(

n
∑

i=1

JT
i (V

(k+1)
i )−1Ji

)−1( n
∑

i=1

JT
i (V

(k+1)
i )−1(Yi − hi)

)

.
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i )−1Ji

� �
� 	����_X �����
��� �HJ ���$�
���?� � �$�&��� �6� � � (A� �(�D� ������� � �
� i /,Z8]�/

1Ô �¹¦v¥ ��� �����W��� e1n �
��� ���
� ��� ��� ��� e � n e ��� � �
	������ � ����
� ���W��������� ��	��8� � % ���
���
��	�� ���W���
�����)���
� � �
���6< % � �
�
�
� � � � � ��� ��� ��� 	 ��� � ��� � � �)��� �^� �C;&��� � �����$�V�����W��� � � �)� � � ���������T���
� � ��	�� ���A� ��/�� �
��� � ���)���
� ��� �6� �
�I(W� ����<���� � e1n �
� �oe � n e �+� � � 	����������)�
	 �+��� ��(�(�� � % � ��� �_� �
	)� � ��� ��	 �
� � �
���
����������	�<

nbiter
<*��(	 ������� ����/ # ����� ���B�������D�

nbiter
�� ��� � ����� �
� �
� ��� ( ��	��4���+�&�&	 �+��� ����� 	����9� �

�6� �
�I(W� ��/

��� � ��� 	�� � ��
	��� ��������	���� ����� � � ��
	������ 	 ����� ��	��
H � � � ����� 	���� � �! � � �" 
���

ÚÎ�¶y�gi�w�w{k[|´y��°}A�Z¼��°y��w�������®«uvwzkL�1g�}Tª �bw{k��!wz�°y{�«½x��y�u��°�!�vk�ÈK|�}A¬i®«����kn��k�®�Ty�k[�1y{}�y�gik/kLw�y��°j��Ty�k/½T������º
����|�kLw�¾

m»}A��wz��vk[�by{g�kµ®«�°��k[���1jl}x�ik�®(�vk[w�|����°��k[� �«� Å; AÇ-�����
Ln(Y, θ)

y{gikÃ��w�wz}v|��«��y{k[� ®«}�~A®°�«¯�k[®°�«gi}x}v�
�±¬���|´y��°}A�Z¾ �µk�g!��½�k

Ln(Y, θ) = −
np

2
ln(2π)−

1

2

n
∑

i=1

ln(det(
Û]���

(Yi)))−
1

2

n
∑

i=1

(Yi−
Ì
(Yi))

T (
Û]���

(Yi))
−1(Yi−

Ì
(Yi)).
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f4gik(|�}xk�¿�|��°k[�?y�w»}��Zy�gik��±¬���|´y��°}A� ∂2Ln

∂θ∂θT

jl��ul��k�������®«u?y{�|���®°®«u3|�}�jl�i¬vy�k[�)¾ © ����y�gik�|�®«�Aw{w{�|���®
kLw�y��°j���y{�«}���~�}xk[w��Aw6�±}�®«®°}Tª*w[Á

Û]���
(θ̂) ∼=

(

−
∂2Ln

∂θ∂θT
(Y, θ̂)

)−1

Æ����vk���y�gik*��w�w{¬ijl�vy{�«}���y{g���yF�i}��vºÎ�v���~A}�����®�y�k���jlwF���{k4�v}Aj3�«����y{k[���«��y�gik4�°�i�±}���jl��y{�«}���jl��y{����È)¼
y�gik�k[wzy{�«j��Ty��°}A�1½T���������|�k�w{gi}�¬�®«����k/|�®«}Aw{k�y�}ly{gik��«�x½�k�� w{k'}���y{g�k/�v�«��~�}A����®�y{k[�{j�w[Á

Û]���
(m̂j) ∼=

(

−
∂2Ln

∂θ∂θT
(Y, θ̂)

)−1

|j,j∼=
1

−∂2Ln

∂m2

j

(Y, θ̂)

Å %AÇ

Ê�}��*jl}v�vk�®6Å� ?Ç´¼!y{gik/�!���{y{���®��vk[�{�«½T�Ty��°½Ak[w (∂2Ln

∂m2
j

)

j=1,...,q

����k�}��vy ���«�ik[�¶�xu1¬�wz�«�i~-�ik����°½T�Ty��°}A�
}��
½Ak[|´y�}��4�±}A�{j�¬i®«�Aw�Á

−
1

n

∂2Ln

∂m2
j

(Y, θ) =
1

n

n
∑

i=1

(

∂H

∂xj
(x0, di)

)T

(
Û]���

(Yi))
−1

(

∂H

∂xj
(x0, di)

) Å #AÇ

f4gik[uÉj���u9��k��°�?y�k����i�{k�y{kL�µ�Aw�y{gik�� �Ty��°}¶}���w��A¬!����k[�9�!���{y{���®]�vk[�{�«½T�Ty{�«½�k3y�}K}T½�k�� ��®«®�½����{����!|�k�¼
��½Ak�� ��~Ak[��}T½Ak��»y{gik

i = 1, ..., n
y��{���®w[¾

© w��µj���yzy{k[�l}������A|´yL¼¸k��?¬���y{�«}�� Å #AÇ3|�}�¬i®�Â��k��±¬i�{y{gik[�3�«�?y{k[�{�i��k�y�k[�O�°�Oy{k[�{j�w3}��'Ë�� w�yl}�� �vk��
w{k��!wz�°y{�«½x��y�ub�«���v�|�kLw�¾]Ê�}���jn¬i®��Å %AÇ4�����`Å #AÇ6®«k[�A�by�}

Û]���
(m̂j) ∼=

1

n

Û]���
(X(j))

S̄(j)

ª�gik[�{k
S̄(j) =

1

n
S

(j)
i

���!�
S

(j)
i =

[

(
∂H

∂xj
(x0, di))

T (
Û]���

(Yi))
−1(

∂H

∂xj
(x0, di))

] Û]���
(X(j))

�vk[�i}�y�k[w»y{g�k�|�®«�Aw{w{�«|[��®�Ë���wzyzºÀ}�� �vk[�»w{k���w{��y��°½x�°y�ul�°���ik�Èb}���y{gik'�±¬i��|�y{�«}��
Yi = H(Xi, di)

¼?jlkL��w{¬i�zº
�«�i~����¶�����i�{}�Èv�«j��Ty{k���k�� |�k��?y ��~�k�}����«j3��}��{y�����|�k(}���y{g�k�½����{�����®°k

X
(j)
i

�«��k�Èv�i®«���°���°�i~
Yi

¾
'�k���|�k Û]���

(m̂j)Û]���
(X(j))

=
1

n
(S̄(j))−1 ¾

f4gi�w�jlk[���!w�y�g��Ty�y�gik ��|�}xk�¿b|��°k[�Ay�}���½����{��Ty��°}A� ��}��iy{gik4kLw�y��°j��Ty�}���}��iy�gik4jlk[���1Å���w��i}A�{j���®°�wzkL�
�xuny{gik'�°�i��¬vy»¬i�!|�k��{y����°�?y�u�½����{����!|�kLÇ��w¸w{j���®«®���wFy{gik�wzk[��wz�°y{�«½x��y�u��°�!�vk�Èl�«w¸®«���{~Ak�¼Aª�gi�«| g��w]��� �Ty�gik��
�«�?y{¬i�°y{�«½�k'�{kLwz¬�®�yL¾�Ò�}�y{k���®wz}/y{g���y»�°��¼?ª��°y{g��°�bÛ]���

(Yi)
¼xjlk[�Awz¬��{k[j3k[�?y]�i}��wzk

R
�w¸g��°~Ag-|�}Aj3�!����k[��y{}

X(j) º<�«���v¬!|�k[��½T���������|�k�¼?y{gik[�Kwzk[��wz�°y{�«½x��y�u-�°���ik�È1�w4®«}Tª»k[�4������k[wzy{�«j��Ty{�«}���½T�����«����|�k��«��|���k[�AwzkLw�¾
'�}Tª»k[½�k����«�9���¶kLw�y��°j��Ty��°}A�¶�i�{}v|�k[w�w�¼iÛ]���

(X(j))
������Û]���

(Yi)
����k���}�y�¯x�i}Tª��K�l�i���°}A�{�FÁ»}��i®«u

y�gikl�vk����°½T��y{�«½�k�|[���µ�!kl|�}Aj3��¬vy{kL�)¼Zwz¬��i�!}?wz�«�i~1y{gik3®«�°�ikL�����«w��Ty��°}A�9��}��«�Ay�|����É��k��«�v�±k[�{��k[�Éª���y�gi}�¬vy
y�}x}/jn¬�| g�k[�{��}��L¾�sv}�y{g���y]y{g�k'w{k���w{��y��°½x�°y�u��«���vk�È�jl��u��i}�y6�!k'��|�|�k[w�wz�«�i®«k�¾�ÌFÈv�!k[�zy��«w{k*j���u3gi}Tª»k[½�k[�
�«�v�±k[�F}�� �vk�� w�}��!j���~A�i�°y{¬��vk6}���Û]���

(X(j))
¾�ÚÎ�3w{k[|�y{�«}�� � ¾ !�¼TÛ]���

(m̂j)
�«w����i�i��}�Èx�«j��Ty�k[�/�xu���k��i®��|��°��~

Û]���
(X(j))

ª��°y{g¶�°y�w4k[wzy{�«j��Ty�k�¾

ß
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ÚÎ� y{gi�w-w{k[|�y{�«}��Z¼�y�gikÉÌ»Í"����� Ì4m6ÍKÌ ��®°~A}�����y�gij�wb����kÉ�����i®°�«k[� }A�Vy�ª6} k�Èi��jl�i®«k[w[Á f4gikKË�� w�y
k�Èi��jl�i®«kb|�}��!|�k�����w(w{�°j�¬i®«��y{kL�`���Ty����±��}�j �+��}x}v�v�°��~Kj3}v�vk[®¸���!�Éy�gik-w{k[|�}����µk�Èi��jl�i®«k��«�?½A}�®«½�kLw
y�gik���j���®�gxuv�v����¬i®«�«| ��}TªÏª��°y{g��°� �1�i�{kLw{w{¬i���°Ä[k[�Éª6��y{k��(�x¬�|�®°kL���(�{kL��|�y{}��L¼)ª��°y{g`k�Èv�!k[�{�«jlk��?y���® ��}Tª
jlkL��w{¬i�{k[jlk��?y�w[¾
����� � 	�	 � � � ��� � ��
	  	 ���   ��� 	 � � �� � 	
f4g�k�j3}v�vk[®¸�w���k�®�Ty{kL�µy{}¶y{g�k��{�wz¯µ}����vux¯�k�}T½Ak�� ��}Tª �v¬i���«�i~9�+��}x}v�v�°��~�¾-f4gik1��½����°®����®°kljl}v�vk�®
|�}�jl�i¬vy�k[wdy�gik]ª4�Ty�k��)®«k�½�k[®��Ty�y{gik]�vux¯AkF�!}?wz�°y{�«}��

(Zc)
�����'y�gik¸w{�!k[k[�(}��?y{g�k]�{�«½�k[�)Û¹ª��°y{g���k[w{�!kL|´y)y{}

y�gik4}���w{k���½�kL� ��}TªO}��!y{gik����°½Ak���¬i��wzy{��k[��j�}���y{gik��vux¯Ak
(Q)

¼?�����3wzk[½�k[����®A�i}A�l}���w{k���½�kL� �?¬����?y{�°y{�«k[w[Á
f4g�k��{�«½�k[���!kL�¶®°k[½�k�®��!k[u�}��!�1¬���w�y��{kL��j

(Zm)
�����¶�Ty�y{g�kn�vux¯�k���}Aw{��y��°}A�

(Zv)
¼!�����1y{gik/½T��®°¬ik�}��

sxy{���«| ¯x®«k��-|�}?k�¿b|��«k��?y
Ks

jlk[�Awz¬��{�«�i~Ãy{g�k9�±���«|�y{�«}�� }���y�gikÉ���«½�k��-�!kL�)¼*ª�gi�| g �w-��w�w{¬ijlk[� y{}O�!k
g�}�jl}�~Ak��ik[}�¬�w»�°��y�gi�«w �A¬���y�k/wz�«jl�i®°�°Ë�kL�1jl}v�vk[®;¾]f4gx¬�w

(

Zc

V

)

= H(Zm, Zv, Ks; Q) + U

ª��°y{g
H(Zm, Zv, Ks; Q) =





Zv +
(√

L
B

)3/5

Q3/5K
−3/5
s (Zm − Zv)

−3/10

B−2/5L−3/10Q2/5K
3/5
s (Zm − Zv)3/10





ª�gik[�{k�y{g�k�½T��®«¬ikLw�}��]y{gik�w{k[|�y{�«}��9®«k��i~�y{g
L

���!�9�°y�w�ª��«�vy{g
B

����kn~A�°½Ak��É�����É�Aw{w{¬ijlk[�Ky{}��!k
Ë�ÈxkL� Å

L = 5000, B = 300
Ç´¾

U
�«w��`|�k[�Ay�k���k[� p(��¬�w�wz����Â½����{�����®°k�ª���y�g �`�v���~A}�����®»½T���������|�k

j���y{����È1������w�y �����i�������vk[½?��Ty��°}A�
0.2

j �����
0.2

j¶¾ w −1 ¾
f4gik'�i�Ty �(g���½�k���k�k[�bwz�«jn¬i®�Ty�k[�l��|[|�}A���v�«�i~�y{}��(�i�{}�y{}v|�}A®i�vk[w�|����«�!kL�l�°�b�vk'��}v|+�?¬i�«~��xu-Å;����� �AÇ´¼

�Aw{w{¬ijl�«�i~ny�g��Ty
(Zm, Zv, Ks)

�w*��p(��¬�w�wz����1½�kL|´y{}A�*wz¬!| g-y�g��Ty




Zm

Zv

Ks



 ∼ N









mm

mv

ms



 ,





σ2
m 0 0
0 σ2

v 0
0 0 σ2

s







 .

ÚÎ� y{g��«wlk�Èv��jl�i®°kA¼]y�gik���k¶�«wb|�®°kL����®°u¹���O��vk[�Ay���Ë����i�«®°�°y�u¹�w{w{¬ikKw{�°��|�kK|�}�®«¬ijl��w !¶�����  µ}���y{gik
�?��|�}��i����¶}��

H
¼
JH

¼d����k/®«�°�ikL����®°u¶�vk[�!k[���vk��?ylÅ�|´��¾(sxk[|�y{�«}��µ�AÇ´¾  6¬vy�k�½Ak��Ky�gi�w���vk��?y���Ë!���i�«®°�«u1�w�wz¬ik
ª6}�¬�®«��g!��½�k���k�k[�1kL��w{�°®«u��vk�y�k[|�y{k[�-�!k��±}���k�g�������y�g�����¯xw»y�}/y{g�k(|��{�°y{k[�{��/~A�°½Ak��b�«�-�¸�{}A�!}?wz�°y{�«}�� !�¼x��y
�w�wzy{�«®°®)�«��wzy{��¬�|´y��°½Ak'y�}�w�y�¬��vu�y�gik��!k[g���½x�°}A¬i�4}���Ì¸Í �����1Ì6m6ÍKÌ ��®«~�}A�{�°y{g�jlw»�«�¶w{¬�| g��3w{�°y{¬���y{�«}��Z¾

Ê�}��4y{g�k�Ì4m6ÍKÌV��®«~�}����°y{gij¶¼?y{gik(j��Ty��{�°È ∑n
i=1 JT

i V −1
i,k Ji

���i�!kL��� w»y{}l�!k�w{�°��~�¬i®���L¾�'*k��!|�k�y{gik
��®°~A}�����y�gij��v}xk[w/��}�y3|�}��x½�k[�{~Ak�¾9Ê�}��/y�gik�Ì¸Í ��®«~�}A�{�°y{g�j�¼Ff����i®«k)!1wz¬ijlj������wzkLw�y{g�k-k[wzy{�«j��Ty��°}A�
}A�vy����°��k[�`�±��}�j&���¶� �����i}�j �{¬i�!w/�«�i��y��«��y{kL� ª���y�gOp(��¬!w{w{�«��� �v�«wzy{���«�i¬vy{�«}��!w�|�k��?y{k[�{kL�`y{}Ky�gikby��{¬ik
½T��®°¬ikLw4}��
y{gik���������jlk�y{k[��w[¼xª���y�g

nbiter = 100
¾Ff4gi�w6y�����®°k��i��}T½x�«�ik[w»y{gik(y��{¬�k��!��� ��jlk�y�k��4½T��®«¬ik[w[¼

y�gik�j��TÈv�«jn¬ij ®«�«¯�k�®«�«gi}x}x�1k[wzy{�«j��Ty�k[w[¼xy{gik�jlk[���1}���y�gikn���nk[wzy{�«j��Ty{kL��½���®°¬�k[w6�±��}�j y�gik�Ì¸Í���®«~�}�º
���°y{gij¶¼i�°y�w'w�y �����i�������vk[½?��Ty��°}A�������¶���K��w�w{}x|��«��y{kL�1Ò�}���jl��®°�w{k[�1Ì]�{��}��'m»}xk�¿�|��°k[�?ynÅ�Ò*Ì4m4Ç4ª�gi�| g
�w6�±}��*�3��������jlk�y{k[�

θ
y�gik�� �Ty{�«}KÅ�wzy������i��� ���vk�½x��Ty{�«}���}��

θ̂)/σ̂θ
¾

Ý±Þ�ßZÝáà
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ÚÀy��«w*y{}b��kn�i}�y{�|�kL�¶�°�Éf�����®°k !/y{g���y*y{gik3Ò*Ì6m6w�����k�gi�«~�g¶�±}A��½T�����«����|�k��!��� ��jlk�y�k�� w
σZm

���!�
σKs

�����K��®wz}b�±}��
mKs

¼dw{gi}Tª��°��~�y{gik��«�ik��?y{�°Ë!�����°®«��y�u¶�i��}���®°k[j }v|�|�¬i���{�«�i~���k�y�ª6k�k��É½����{�����®°kLw
Zm�����

Ks
¾

�F��� ��jlk�y�k�� w f
�{¬�k�½T��®°¬ikLw ÍÉ�TÈ1Ü��°¯Ak�®«�°gi}x}v� ÍKk[��� sxy����!�i��� � Ò�}���j�¾
Ì»w�y��°j��Ty�k[w Ì¸wzy{�«j��Ty{kLw �vk[½x�«��y{�«}�� Ì]�{��}��

mZm

��� � � ¾ � ��� � � �v¾÷��! � � !�¾ � �   � �v¾÷�������
mZv

��� ����¾ !L�&% % ���i¾ ![�x� � �i¾ ��� !L  �i¾ ���?� �
mKs

 ��  A�i¾ !L  �   �&#i¾ �&%�! �  i¾ ![ A��� �i¾  &#A &#
σZm

√

1/6 ' 0.41
��¾  x�T A  �i¾ � �A ?� �i¾ ! ���&% ��¾  ?�����

σZv

√

1/6
�i¾ �� x� ! ��¾ ��  � � ��¾ �A� !L� �i¾ ���A�A�

σKs

�v¾ � �v¾ �&% ![� �x¾ # ��� �  i¾ � ��� � �i¾  &%?� %

f�����®°k !AÁ»�F������j3k�y{k[��w�kLw�y��°j���y{k[w��±}���y{gik���}x}v�v�°��~bjl}x�ik�®�ª��°y{gÉÌ¸Í ��®°~A}�����y�gij �±��}�j ���l� ���!�v}�j
�«�i�°y{���®Z��}Aw{�°y{�«}���w[¾

f
}-y��{u9y{}¶wz}A®°½Ak/y{g�k3��vk[�Ay���Ë����i�«®°�°y�u9�i��}���®°k[j�¼)�«�Ã�bË�� wzy'y��°jlk�¼Zy{gikljlk[���µ��������jlk�y{k[�
mKs

�«w
Ë�ÈxkL�`k��?¬���®�y�}9 ��¶��|[|�}A���v�«�i~�y{}¶k�Èx��k��{y���¬��v~Ak�jlk��?yL¼������µy{gik�}�y{gik[�/����� ��jlk�y{k�� w(����klk[wzy{�«jl��y{kL�
ª��°y{gµy{g�k�Ì¸ÍÑ�����µÌ6m6ÍKÌ���®«~�}A�{�°y{gij�w[¼)ª���y�g

nbiter = 100
¼d�±�{}Aj ���-�������v}Aj �°�i�°y{���®F��}Aw{�°y{�«}���w[¾

�*k[w{¬i®�y w»���{k'wz¬ijlj������wzkL���°�1f
���i®°kLw6�/�����1 i¾�Êi}��6��}�y{g1��®«~�}����°y{gij�w[¼�y�gik'Ò�Ì6m6w4����k�w�y��°®«®d®«���{~Ak4�±}��
½T���{�����|�k(����� ��jlk�y�k�� w

σZm

�����
σKs

¾]ÚÀy*jlk[����w4y{g!�Ty�y{g�k���k��«w*��®°ª4��uvw4���¶�«�ik��?y{�°Ë!�����°®«��y�u1�i��}��i®«k�j
��k�y�ª6k�k[�O½T���{����i®«k[w

Zm
�����

Ks
Á¶�ik�y{k[�{jl�«�i�«�i~µ}A�i®«u¹�����{y{���®�| g������A|´y�k����«w{�«|[w/}���y{g�k����{}A�����i�«®«��y�u

�i�«wzy{���°��¬vy{�«}��1y{gi��}�¬�~�g�k�Èv�!k[�zyF��¬!�v~�k[j3k[�?y4�w��i}�y*wz¬v¿b|��°k[�Ay�y�}l}T½�k�� |�}Ajlk�y�gi�«w*�«w�wz¬�k�¾
Ê��«����®«®°uA¼6y{gik9�!��� ��jlk�y�k�� w���k�®�Ty��°½Ak�y{}

Ks
¼

mKs

�����
σKs

¼�����k1Ë�ÈxkL� �Ty�y{g�kKy{��¬ikK½T��®«¬ik[w �ª�g��«| g ª»}A¬i®«� �{k#�?¬i�°��kÉ�«� �����A|´y{�|�kÃ� �vk�k[� ���!�Vy{kL�v�«}�¬�w¶���!��®«uxw{�w-�xu y{g�k`k�Èv�!k[�zy w � ª�gi�°®«k`y{gik
�!��� ��jlk�y�k�� w��{k[®«��y{�«½�kly�}

Zm
�����

Zv
����k�k[wzy{�«j��Ty{kL�Ãy{g��{}A¬i~�gÃy�gik-Ì¸Í������ Ì4m6ÍKÌ ��®«~�}A�{�°y{g�jlw

ª��°y{g
nbiter = 100

¾3�*k[w{¬i®�y w�¼Z�±�{}Aj ���1� �����v}Aj �°����y��«��®]�!}?wz�°y{�«}��!w�¼����{klw{¬ijljl���{�w{k[�µ�°� f����i®«k[w �
����� �v¾6Ò*Ì6m6w�½���®°¬�k[w��«���v�|���y{k(y{g!�Ty���vk��?y���Ë!���i�«®°�°y�u-�w��i}�y����K�w{w{¬ik����xuxjl}���k�·��Aw���wz��vk�k�³dk[|�y[¼���y
|[�����!k�w{k�k��ny{g���y�y{gik4��������j3k�y{k[�

σZv

�w��i}Tª¹��k�yzy�k��FkLw�y��°j��Ty�k[��Å���¾ � �*�«��wzy{k[�A�/}����i¾ �� ��i��k�½x�°}A¬�w{®°uiÇ´¾
f4gx¬�w[¼xy{g�k/���v½T���!|�k[�1k�Èv��k��{y*¯x�i}Tª�®°kL�v~�k��«�T��k[|�y{k[��gik[�{k(g��Aw���®«®°}Tª6k[�-y{}l}A�vy����°�¶�l�{}A�i¬�wzy*wz}A®°¬vy��°}A�

ß
ß ò
-�.$/10�2�3�4�5�6�7�8
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y�}ly{gik��«�x½�k[��w{k(�i�{}A�i®«k�j¶·igi}Tª6k�½Ak��L¼?�°y��w4y{}���k���k�jl�°�!�vk[�1y{g!�Ty'w{¬�| gK�3�i�{kL|��wzk�k�Èv�!k[�zyF��¬��i~�k�jlk[�Ay
}A�b�/�i��}��!���i�«®°�°y�ul�v�«wzy{���«�i¬vy{�«}��9Å;�����b�i}�y6}��i®«ul��y w¸jlk[���!ÇF�w»}��áy{k[�-�v�°¿b|�¬i®°y¸y�}���| g��°k[½�k*�«�b�i� ��|�y{�|�k�¾
m»}Ajl�������°��~É��k[w{¬i®�y w3}��vy ���«�ik[�Oª���y�gOÌ»Ít�����OÌ6m6ÍKÌ ��®«~�}A�{�°y{gij�w[¼Fjlk[��� ��������j3k�y{k[��kLw�y��°j��Ty�k[w
mZm

���!�
mZv

���{k�y{gik�w{��jlk��i¬vy�Ò*Ì4m6w6���{k'wzj���®«®«k��6ª���y�g-Ì6m6ÍKÌ�Áxf4g��«w6|�}Aj3kLw]�±��}�j y�gik�w{®«}Tª»k[�
|�}��x½�k[�{~Ak���|�k4}��)y{g�k'Ì¸Í ��®«~�}����°y{gij¶¼?ª�gi�«| g-�{kLwz¬i®°y�w¸�°�1�n�vk[�!k[���vk��!|�ul�!k�y�ª»k[k���y�gik(w�y ���{y{�«�i~/��}��«�Ay
�����(y�gik»��®°~A}�����y�gij }A¬vy{��¬vy[¾�Êi}A��½T�����«����|�k¸����� ��jlk�y�k�� w)��k[w{¬i®�y w
���{k»wz�«jl�°®���6Å±k[wzy{�«j��Ty�k[w������/Ò�Ì6m6w Ç´¾
�*k�j�����¯vw�Á

f4gikK½T���{�����|�k1Û]���
(m̂j)

¼»ª��°y{g
j = Zm

���!�
j = Zv

¼»g!��½�k��!k[k��V|�}Aj3��¬vy{kL�Â�xu¹��k��i®��|��°��~
Û]���

(X(j))
ª��°y{gÃ�°y�w�kLw�y��°j��Ty�kl�°�`y{g�kl�±}���jn¬i®��kl~��«½�k[�É�«� wzkL|´y{�«}��  �¾  �¾3ÚÀy/®«k[�A�iw�y{}¶Û]���

(m̂Zm
) =

0.0306
�����-Û]���

(m̂Zv
) = 0.0021

¾
Æ�w{�«�i~3y{gik(y��{¬ik�½T��®«¬ik[w4}��
Û]���
(X(j))

¼iª6k'}A�vy����°��Û]���
(m̂Zm

) =
0.0334

�����lÛ]���
(m̂Zv

) = 0.0019
¾�f4gik*�i��}���}Aw{k[�3���i���{}�Èv�«jl��y{�«}��3ª»}A�{¯vw�ª6k�®«®i�±}A�Fy{gi�w]��vk[�Ay���Ë����i®«k

jl}v�vk[®;¾/ÍK}A�{k[}T½�k[��y{gikLwzk3��k[w{¬i®�y w�~��«½�k�������®«}�~A}�¬�w*�°���i�«|[�Ty{�«}��!w'}A�9y�gik�kLw�y��°j���y{k,�A¬!��®«��y�u�y{g!�Ty(y{gik
Ò�}���j���®dÌ]���{}A�/Å�Ò*Ì4m4Ç´¾

ÚÀ��ª6k¸¯x�i}TªÃy�g��Ty�y{g�k»½T��������i®«k[w
Zm

�����
Zv

����k¸�«���vk[�!k[���vk��?yL¼��*��}Aw�wz�«�i�«®°�°y�u(�«w�y{}'ËiÈ/|�}T½T���{�����|�k
y�k���j�w�k#�A¬!��®
y{}¶�b�«�9y{g�k�½T���������|�k/j��Ty{���°È

C
¾ �V�°y{gÉy{giklÌ6m6Í9Ì ��®«~�}A�{�°y{g�j�¼dkLw�y��°j��Ty�k[w'}��

mZm�����
mZv

����k/�i}�y�| g����i~�kL� Å
mZm

= 55.2087
�����

mZv
= 50.0785

Ç6�i¬iy'k[wzy{�«j��Ty�k[w'}��
σZm

���!�
σZv

���{k���k�y{y{k[��Å
σZm

= 0.3467
���!�

σZv
= 0.4196

Ç´¾�f4gx¬�wF�°y¸|�}A¬i®����k*�i��}�Ë�y�����®°kA¼�Å��Aw]wz}x}A�ny�gik���k
���{k�jl��¯x�°�i~3wzk[��w{k�¾«¾°¾÷Ç´¼?y�}�¬�w{k'w{¬�| g�|�}��!w�y������°�?y�w¸�!kL|���¬�wzk'��y4®«k[����w]y�}�jl}���k��!��� wz�«jl}��i�«k�¬�w¸jl}x�ik�®w�¾

�F��� ��jlk�y�k�� w f
�{¬�k�½T��®°¬ikLw ÍÉ�TÈ1Ü��°¯Ak�®«�°gi}x}v� ÍKk[��� sxy����!�i��� � Ò�}���j�¾
Ì»w�y��°j��Ty�k[w Ì¸wzy{�«j��Ty{kLw �vk[½x�«��y{�«}�� Ì]�{��}��

mZm

��� � � ¾ !L �� � � �v¾ �� �![  �i¾÷���A� � �i¾ � %A  �
mZv

��� ����¾ !L�&% % ���i¾ ![� � � �i¾ � !L��  �i¾ �A�A� #
σZm

√

1/6 ' 0.41
��¾ ���&% % �i¾ � ���?� �i¾ !&!�� % ��¾ �� &#?�

σZv

√

1/6
�i¾ ��  �&% ��¾ ��  ��  ��¾ �A� !&! �i¾ ��� ! �

σKs

�v¾ � �v¾ � ����  �x¾ #?����� �v¾  �  � � �i¾÷� #?� #

f�����®°k/�vÁ��F��� ��jlk�y{k�� w»k[wzy{�«jl��y{kLw6�±}��4y{g�k ��}x}x�i�°�i~ljl}v�vk�®)½x��3Ì¸Í ¼v�±��}�j � �n� ���!�v}�j �«�i�°y{���®)��}Aw{��º
y��°}A��w[¼vª���y�g1Ë�ÈxkL�

mKs
= 30

¾

����� � 	�	 � � � ��� � ��
	  	 � ����� � �  � ��� � ��� 	���� ��� ��� � � � � � �
f4g�k3�i��y��Awzk�y�wzy{¬!�v�°kL�É�«�9y�gi�w(����� ��~A�����igÉ|�}Ajlk[w��±�{}AjÐk�Èv��k����°jlk��?y w�|[�����{�«k[�9}�¬vy��xuKÌ¸��Ê����

&
�

��k�y�ª6k�k[� !�#&#A�(�����+!�# # !»y{}/wzy{¬��iuny�gik*��k[�v�w�y��{�«�i¬vy��°}A��w�}��Z�v�«�ig��Awz�|*��}Tª*w[¾
f4gik'���«j �w�y{}�k[½���®°¬!�Ty{k
y�gikl|����!��|��°y�u�}��¸�-y{gik[�{jl}�gxuv�v� ��¬i®«�|�w��igxuvw{�«|[��®�j3}v�vk[®;¼d����jlk[�Éf '���m'¼�y{}���w�wzkLw{w�½�}A�«�¶�±� ��|�y{�«}���w
�«�K�3�!kL��j }��
y�¬i�!kLw�¾

f4gik(�±}A®°®«}Tª��«�i~�k[®°k[jlk��?y�w*���{k(��½T���«®«���i®«k�Á
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�F��� ��jlk�y�k�� w f
�{¬�k�½T��®°¬ikLw ÍÉ�TÈ1Ü��°¯Ak�®«�°gi}x}v� ÍKk[��� sxy����!�i��� � Ò�}���j�¾
Ì»w�y��°j��Ty�k[w Ì¸wzy{�«j��Ty{kLw �vk[½x�«��y{�«}�� Ì]�{��}��

mZm

��� ���i¾ !T� !$% � �v¾ !L���A� �i¾ ��  !$% �i¾ ���x� !
mZv

��� ����¾ !L�&%x� ���i¾ ![� %A� �i¾ ��� !T� �i¾ ���A A�
σZm

√

1/6 ' 0.41
��¾ ���&% # �i¾ � � � ! �i¾ ![ A &% ��¾ � � ���

σZv

√

1/6
�i¾ �� x�T� ��¾ ��  ��� ��¾ �A� !&! �i¾ ���A� �

σKs

�v¾ � �v¾ � � # ! �x¾ #����?�  i¾ ! � �A� �i¾  &# % !

f�����®°kb �Á/�F��� ��jlk�y�k�� w'kLw�y��°j���y{k[w��±}���y�gik ��}x}v�v�«�i~¶j3}v�vk[®¸½x��¶Ì6m6ÍKÌ*¼��±�{}Aj ���1� �����i}�j �«�i�°y{���®
��}Aw{�°y{�«}���w[¼vª���y�g�ËiÈvk[�

mKs
= 30

¾
�F��� ��jlk�y�k�� w f
�{¬�k�½T��®°¬ikLw ÍÉ�TÈ1Ü��°¯Ak�®«�°gi}x}v� ÍKk[��� sxy����!�i��� � Ò*}���j

Ì»w�y��°j��Ty�k[w Ì¸wzy{�«j��Ty{kLw �vk[½x�«��y{�«}�� Ì]�{��}��
mZm

��� ���i¾ � !&!L� � �v¾÷� � !�# �i¾ ! �  ?� �i¾  �� #&%
mZv

��� ����¾ �x�
% � ���i¾ �&%?�A� �i¾ � !�# � �i¾ � �  A�
σZm

√

1/6 ' 0.41
��¾ �&#&# � �i¾ � �?��� �i¾ ![� ��  ��¾ �A�� ��

σZv

√

1/6
�i¾ � ��![� ��¾ � �� �� ��¾ �A�?�
# �i¾ � !����

f�����®°k � Á��F��� ��jlk�y{k�� w»k[wzy{�«jl��y{kLw6�±}��4y{g�k ��}x}x�i�°�i~ljl}v�vk�®)½x��3Ì¸Í ¼v�±��}�j � �n� ���!�v}�j �«�i�°y{���®)��}Aw{��º
y��°}A��w[¼vª���y�g1Ë�ÈxkL�

mKs
= 30

�����
σKs

= 7.5
¾

�F��� ��jlk�y�k�� w f
�{¬�k�½T��®°¬ikLw Í9��È1ÜZ�«¯�k[®°�«gi}x}v� Í9k[��� s?y������i����� Ò*}A�{j
Ì»w�y��°j��Ty�k[w Ì¸wzy{�«jl��y{kLw �vk�½x��Ty{�«}�� Ì]���{}A�

mZm

� � ���i¾ � !&!�� � �v¾÷��!L�&% ��¾÷� % � #�k�ºÎ� � ��¾ �A� ! �
mZv

��� ����¾ �x�
%&% ���i¾ �?�
%x�  �¾ ���A����k�ºÎ� � �x¾ ��� #A��k�ºÀ� �
σZm

√

1/6 ' 0.41
��¾ �&#?� % �i¾ � ��!�# ��¾ !L����  �i¾÷�� A�A�

σZv

√

1/6
�i¾ � ��� % �i¾ � ��  ! ��¾ �A�?� # �i¾ � !T� �

f�����®°k �iÁ/�F��� ��jlk�y�k�� w'kLw�y��°j���y{k[w��±}���y�gik ��}x}v�v�«�i~¶j3}v�vk[®¸½x��¶Ì6m6ÍKÌ*¼��±�{}Aj ���1� �����i}�j �«�i�°y{���®
��}Aw{�°y{�«}���w[¼vª���y�g�ËiÈvk[�

mKs
= 30

�����
σKs

= 7.5
¾

� ÌFÈv�!k[�{�«jlk��?y���®F�{kLwz¬�®�y w
(Yi)1≤i≤n

Å±½A}���K�±� ��|´y��°}A��w�jlk[��w{¬i��k�jlk��?y w�Ç�¼)}��vy ���«�ik[�9�±}����v�°³�k[�{k[�Ay
y{gik[�{jl}Ag?uv�v� ��¬�®°�|*|�}A���v�°y{�«}���w'Å±kA¾ ~!¾ �!}Tª*w�ÇF�����b��y6�v�°³�k[�{k[�?y6|�}x}A���v�«����y{k[w[¼�y�gik[w{k�k�Èv�!k[�{�«jlk��vº
y���®�|�}A���v�°y{�«}���w4��k��«�i~��vk���}�y{kL���?uµÅ

di
Ç�·vy{gik�k�Èv�!k[�{�«jlk��?y�w*���{k(|�}A��w{�«�vk[�{kL�1�Aw6�°���ik���k����vk[�?y[¼

� y{gik/wzy������i�������vk�½x��Ty��°}A�1}���y{g�k�j3kL��w{¬i��k�jlk��?y�k����{}A��w
(Ui)1≤i≤n

¼
� y{gik'½�}A�«�3�±� ��|�y{�«}���w

(H(x0, di))1≤i≤n
|�}�jl�i¬vy�k[�l�xu�f ' ��mÂ�±}A�]y�gik'�v�°³dk���k��?y»k�Èx��k����«j3k[�?y���®

|�}A���v�°y{�«}���w
(di)

¼xy{g�k'¬i�!|�k��{y����°�-�°�i��¬vy�½����{�����®°kLw¸}��
f ' �/m �!k[�°��~nËiÈvkL�-�Ty��´��k[wzy4k[wzy{�«jl��y{k �
½T��®«¬ik[w

x0 = 0
¼

ß
ß ò
-�.$/10�2�3�4�5�6�7�8
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� y{gik �A�A|�}����«���'j��Ty��{�|�kLw
(JH (x0, di))1≤i≤n

¼�ª�gi�| g�~?�Ty�gik��dy�gik]�����zy��«��®��vk����°½T��y{�«½�k[wZ}��vf ' ��m � w
}�¬vy��i¬vy w�ª���y�g¶�{kLwz��k[|�y6y�}ly{gik�¬���|�k[�zy ���«�1�«�i�i¬vy*½T���{����i®«k[w[¾

'�k���|�k�¼vy�gik��°�x½Ak�� wzk��i��}��i®«k�j wzy{¬!�v�°kL���«w*| g!��� ��|´y�k����°Ä[k[���xu�y�gik�k��?¬���y{�«}��ZÁ

Yi = H(Xi, di) + Ui, 1 ≤ i ≤ n = 643

ª�gik[�{kAÁ
(Y i)

Á]w�|���®���4½T��®«¬ik�Å±½A}���b�±� ��|�y{�«}���jlk[��w{¬i��k�jlk��?y´Ç´¼
(Xi)

ÁF�i}���}��!wzk[�{½Ak[�b�i��y��3½�kL|´y�}��4}����v�°jlk[��wz�«}��
R

11 ¼i��w�w{¬ijlk[�1�;¾ �;¾ �1ª���y�g¶�lp(��¬!w{w{�«���1�v�wzy{����º
��¬vy{�«}��

N (m, C)
¼

(di)
Á]�vk�y�k���jl�°�i�wzy{�|(½����{�����®°kLw�¼xª��°y{gK�v�«j3k[��w{�°}A�

q2
¼

H
Á��±¬i��|�y{�«}����±��}�j

R
q y{}

R
Å
q = 11 + q2

Ç�¼
(Ui)

ÁµjlkL��w{¬i�{k[jlk��?ybk����{}A��wl�Aw{w{¬ijlk[� �<¾ �<¾ � ª���y�g �Âp(��¬�w�w{�«��� �i�«wzy{���°��¬vy{�«}��
N (0, R)

¼4ª��°y{g
R = 9.10−4 ¾

f4gik(®«�°��k[�����wzkL�bjl}v�vk�®)�w
Yi = H(x0, di) + JH(x0, di)(Xi − x0) + Ui, 1 ≤ i ≤ n

¾ © �!�-y�gik
���°j �«w4y�}lk[wzy{�«jl��y{k(y�gik(j3kL���¶��������j3k�y{k[�

m
�����1y{gik�½T���{�����|�k'j���y{����È

C
¾

ÚÎ�Ã�1Ë���wzy�y{�«j3kA¼Zy�}1k[��wz¬��{k3y{g�k3jl}v�vk[®F�«�vk[�?y{�°Ë!���i�«®«��y�uA¼)y{gik �?��|�}��i����9j���y{����È9g��Aw(�!k[k��Ãw�y�¬��xº
�«k[�É��w'�{kL|�}�jljlk��!�vk[�¶�«�µw{k[|�y{�«}��É�v¾(f4gik3�vk�y�k���j3�«�����Ay�}�� ''f ' �w'�A|´y�¬���®«®°u �?¬i�°y{kl|�®«}Aw{k�y{}1Ä�k���}�¼
y�gi}�¬�~�g`�i}�y�k�Èi�A|´y{®«uK�x¬i®«®;·
y{gi�w(jlk[����w�y{g���y��«�vk[�?y{�°Ë!���i�«®«��y�u9�w�gik[�{kl���`�w{w{¬ik�¼�k�½�k[�µ�°�¸y�gik�jl}v�vk�®
�w6�i}�y�k�Èv�A|´y�®°ul�i}A�vº<��vk[�Ay���Ë����i®«k'�«�1y{gik[}���u�¾�Æ*�i®«�°¯Ak�y{gik ��}x}v�v�«�i~�jl}v�vk[®��«��ª�gi�«| g1Ì6m6ÍKÌV�vk�y{k[|�y�w
��}��vºÀ�«�ik��?y{�°Ë!�����°®«��y�uÃ½x��µ�µ�i}��iº<�«�x½�k�� w{�°�i®«k-j���y{����È)¼]Ì6m6Í9Ì y�gik�� �i��}T½?��vkLwn��k[w{¬i®°y�wl�����Âjl�«w{®°kL���xº
�«�i~����i��k[��������|�k/}��¸|�}A�?½Ak���~�k[��|�kA¼��i¬vy�y{g�k���k[w{¬i®°y�w����{k3��|�y{¬���®°®«u¶®°�°yzy�k���k[�K�xu¶�x¬ijlk����«|[��®��°�x½�k[��w{�«}��
���{}A�i®°k[j�w�¾��[m»®«}Aw{k�y�}�|�}�®«�°�ikL��� �(½T�����«���i®«k[w'g���½�kny{gik[�É��k�k��µ�«�ik��?y{�°Ë�k[�É�±��}�j²~�� ���ig��«|[��®
������®«uvwzkLw�¼
�Aw��±}���k�Èv��jl�i®°k�Ê��«~�¬i��kb�b�±}A��½T�����«���i®°kLw�wz�°Èµ�����9y�k��Z¾1f4gik���|�k�wzk[½�k��`½T�����«���i®«k[w(g���½Ak���k�k[�`¯Ak��vy
Å��x¬ijn��k�� !A¼
�v¼� i¼ �i¼ %i¼ #�¼,![�?Ç´¾�Êi}A�(y{gik�}�y{gik[�(½����{�����®°kLw3Å��x¬ijn��k�� w � ¼ �i¼��v¼,![�?Ç´¼)y�gikb���i���{}?��| g
¬!wzkL�ny�}�}T½�k[��|�}�jlk»��}��vºÀ�«�ik��?y{�°Ë!�����°®«��y�u��«w»�v�°³�k[�{k[�AyF�±��}�j y{g���y»�vkLw{|��{�«�!kL�3�°�ly�gik ��}x}v�v�°��~�k�Èi��jl�i®«k�¾
ÚÎ�!�vk�kL�)¼��°yng��Aw(�!k[k�����¬��v~Ak[�`y{}x}K�v�°¿b|�¬i®°y/y{}¶Ë�È`�����i�°y{� �����°®«uK��k�®«k�½T���?y�½T��®«¬ik[w(}��»y�gik��«�nwzy����!�i��� �
�ik�½x�«��y{�«}���w[·!y{gikLwzk������ ��jlk�y�k�� w�g���½Ak(y{gik[�{k��±}���k/�!k[k��KË�ÈxkL�9�Ty'y{gik[�°����k[wzy'k[wzy{�«j��Ty�k[�K½T��®«¬ikLw�¼!y{gx¬�w
��k�~�®«k[|�y{�«�i~3y{gik[�°�*wzy{}v| g��Aw�y��«|�����y{¬i��k�¾

ÚÎ�9f����i®«k[w �b�����9��y�gik/kLw�y��°j��Ty�k[w*���{k�~A�°½Ak����±}��*y{gik/jlkL���¶½�kL|´y{}A�
m

¼�¬�w{�°��~ly{gik/Ì4m6ÍKÌ ���!�
Ì»Í ��®«~�}A�{�°y{g�jlw[¼�ª���y�g

nbiter = 5000
���!�¶y{giklw���jlk��«�i�°y{���®�½T��®«¬ik[w[¾ '*k[�{kny{giklÒ*Ì6m��«w�k#�A¬!��®
y{}

√

Ci,i

mi

¾
sxk[½�k[����®]�v��³dk���k��!|�k[w����i��k[������k�y�ª6k�k[�`y{gik���k[w{¬i®°y�w(}��4Ì6m6ÍKÌÏ�����`Ì¸Í+��®«~�}A�{�°y{gij�w[¾  »¬iy/y{gik

®«}�~A®°�«¯�k[¯x�°gi}x}v�`½T��®«¬ik[w�����kb�{kLwz��k[|�y{�«½�k[®°udÁ
L(Y, θ̂ECME) = 1836.03

�����
L(Y, θ̂EM ) = 1834.27

¾
f4g��«w�w{�°jl�i®«u9jlk[����w�y{g!�Ty�Ì¸Í+��®«~�}A�{�°y{gij g!��w��i}�y�uAk�y/|�}A�?½Ak���~�kL�9�vk[w{�i�°y{k3y{g�k�®«���{~Akn�x¬ijn��k���}��
�°y{k[����y{�«}���w¶Å;wzk[k�Ê��«~�¬i��k !-�±}A�l�`~A�����igi�|���®4|�}A�vË���j��Ty{�«}���Ç´¾ÂÌ4m6ÍKÌ �±¬i®�Ë!®°®wl�°�Oy{g��«wlk�Èv��jl�i®°k¶�°y�w
}A�{�«~��«����®�~A}A��®;Á�ÚÀy*}�¬vy��!k[�z�±}A�{j�w4Ì¸Í �«��y{k���j�w4}��F|�}A�?½Ak���~�k[��|�k�wz��k�kL�)¾

Ý±Þ�ßZÝáà
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�F������j3k�y{k[��w Ì¸w�y��°j���y{k[w Û]������Ty{�«}���|�}xk�¿b|��°k[�Ay
m1

��¾ � �?�T� ��¾ �9� �A�
m2

��¾ %x�T �� !A¾ � � �?�
m3

ºÎ�i¾ % �  A� ��¾ �� �  �
m5

ºÎ�i¾ !&!$%��  �¾ ����� #
m8

��¾ � !L��  ��¾ �A�&% �
m9

��¾  A  ![   �¾ !$% � �
m10

ºÎ�i¾ ���A� � #�¾ %A�&# �

f�����®°k���ÁFÌ¸w�y��°j���y{k[w������¶Ò*}A�{j���®°�wzkL�-Ì¸�{��}��'m»}xk�¿b|��°k[�Ay w6�±}���y�gik�jlk[����½Ak[|�y{}���ª��°y{g�y�gik/Ì6m6ÍKÌ
��®°~A}�����y�gij¶¼?�±}��4y{g�k(y{gik[�{jl}�gxuv�v� ��¬i®«�|�w6jl}x�ik�®<¾

��������jlk�y{k[��w Ì¸wzy{�«j��Ty{kLw Ò�}���j�¾FÌ¸�{��}��
m1

�i¾ �����?� ��¾ �9� % �
m2

�i¾ �&# !L� !A¾ ��� ���
m3

ºÀ��¾÷����  # ��¾ �A���x�
m5

ºÀ��¾ � %&#A  � ¾   %&%x�
m8

�i¾ �A� �9� ��¾ �&%�� �
m9

�i¾÷��� � # � ¾ �A� % �
m10

ºÀ��¾ �A� !T� �i¾ % � �?�

f�����®°kµ�vÁÉÌ¸wzy{�«j��Ty{kLw-����� Ò*}���j���®«�«w{k[� Ì]����}��1m»}xk�¿b|��«k��?yb�±}A��y{g�k9jlk[���V½Ak[|�y{}���ª��°y{g y�gik9Ì¸Í
��®°~A}�����y�gij¶¼?�±}��4y{g�k(y{gik[�{jl}�gxuv�v� ��¬i®«�|�w6jl}x�ik�®<¾

© �¹�°jl��}��{y����Ay �?¬ikLw�y��°}A�Ã�«w/y{}É�vkL|���vkb�°�*��®«®]½T�����«���i®°kLw�g���½Ak�y�}9��kb¯�k[�vyn}��n�«w��°y���}Aw�w{�°�i®«kly{}
w{k�®«k[|�y*y{g�k/jl}���k/wz�«~��i�°Ë!|[���?y*}��ikLw*��jl}A�i~ly{gik�wzk[½�k��¶½T��������i®«k[w��`ÚÎ�¶y�gik��±}A®°®«}Tª��°��~���y��w�������®«uvwzkL�
�°����y*�w4�!}?w{w{�«�i®°k(y�}�wzk[®°kL|´y*wz�°È1½T���{����i®«k[w4��j3}A�i~�y{gik/w{k�½Ak���½����{�����®°kLw�¾

ÚÎ��y{g���y]�i¬i���!}?wzkA¼�y{gik © Ú{m Å © ¯T���«¯�kA¼�!�#?� � Ç
�����  6Ú{mVÅ;si| g?ª4����Ä !$#?� %AÇ�j3}v�vk[®iwzk[®°kL|´y��°}A��|����°y{k�����
���{k�¬�w{k[�)Á

AIC = −2Ln(Y, θ̂) + 2q

BIC = −2Ln(Y, θ̂) + q log(n)
ª�g�k���k

n
�«w»y{g�k(�i�°jlk��!wz�«}���}��
y{gik�w���jl�i®«�°�i~

Y
¼
Ln

y�gik(®°}A~�®«�°¯Ak�®«�°gi}x}v�l�±¬i�!|´y{�«}���¼
θ̂

y�gik(j��TÈv�°j�¬ij
®«�«¯�k�®«�«gi}x}x�1k[wzy{�«j��Ty�k�}��

θ
�����

q
y{gik��x¬ij��!k[��}����±�{k[k(����� ��jlk�y�k�� w»y{}l�!k�kLw�y��°j���y{k[�Z¾

ÚÎ�Vf����i®«k %`���{k¶~A�°½Ak��Oy{gikK½T��®«¬ikLwl}���y�gik © Ú{m ���!�  6Ú{m |�����y�k����«�`��|[|�}�� �v�«�i~µy{} ��������j3k�y{k[�
kLw�y��°j���y{k[w3}A�vy����°�ikL�¹ª��°y{gOy{gik¶Ì6m6Í9Ì ��®°~A}�����y�gij&�����

nbiter = 5000
¾¹sxk[®°kL|´y�k[�O½����{�����®°kLw����{k

w{¬�|[|�k[w�w{�°½Ak�®«u��{k[j3}T½Ak[�1�����1�°��y�gik�®«�Aw�y�®«�°��k(y{gik/w{k�½Ak�������� ��jlk�y�k�� w»���{k(¯Ak��vyL¾
Ê�}�����}�y{gKjl}v�vk[®�wzk[®°kL|´y��°}A��|��{�°y{k[�{��i¼xy�gik/wzk[®°kL|´y�k[��jl}x�ik�®Z�w6y{gik�}A�ik�ª�gik[�{k�y{g�k/wzk[½�k�����������j�º

k�y{k[��w����{k�¯�k[�vy[¾

ß
ß ò
-�.$/10�2�3�4�5�6�7�8
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ÚÀy/�w/�Aw{w{¬ijlk[�Éy{g���y�y{gik-½�k[|�y{}A�

Z
|����`��kbª��{�°yzy�k��

Z = (X, Y )
ª�gik[�{k

X
�«w�y{gik��i}A�vºÀ}���w{k���½�kL�

���Ty��/½�k[|�y{}A�¸�����
Y

�«w¸}���w{k���½�kL�)¾�ÚÀy»�w¸��w�w{¬ijlk[�3y{g!�Ty¸y�gik'�ik���w{��y�u3}��
Z

|������!k'ª��{�°yzy�k��b¬i�!�vk��»y{gik
�±}A�{j

p(z|λ) =
b(z)

a(λ)
exp(λT t(z)).

ª�g�k���k
λ = λ(θ)

�«w-y{g�k9½�kL|´y{}A�b}��/�!��� ��jlk�y�k�� w�|���®«®«k[�V|����i}����«|[��®*��������jlk�y{k[�[¼
t(Z)

��k��«�i~¹y�gik
|�}����{kLwz��}��!�v�°��~�w{¬v¿b|��«k��?y�w�y �Ty��«wzy{�|(�����

a(λ), b(z)
��k[��®��±¬i��|´y��°}A��w[¾

f4gik-Ì s?y{k[� }��6y{gikbÌ»Í ��®«~�}����°y{gij |�}���w{�w�y w�}���|�}Aj3��¬vy{�«�i~
Q(θ, θ(k)) = E[L(θ, Z)|Y, θ(k)]ª�g�k���k

L
�w6y{gik/|�}�jl�i®«k�y�k[��®°}A~�®«�°¯Ak�®«�°g�}?}v�)¾

Æ'wz�«�i~ly{g�k/|�����}��i�|���®��!��� ��jlk�y�k��
λ
¼�ª»k�|����1ª����°y{k

Q̃(λ, λ(k)) = E[L̃(λ, Z)|Y, λ(k)] =

∫

L̃(λ, z)p(x|Y, λ = λ(k))dx

ª��°y{g
L̃(λ, z) = ln b(z) − ln a(λ) + λT t(z)

�����
p(x|Y, λ = λ(k))

y�gik��vk��!wz�°y�uK}��6�i}��vºÀ}��!wzk[�{½Ak[�
���Ty��

X
|�}A���v�°y{�«}�����®°®«u�y{}3y�gik�}���w{k���½�kL�-�i��y��

Y
�����1y�gik/|�¬i����k��?y6½T��®°¬ik�}��
��������jlk�y{k[�

λ(k) ¾
f4gik[�

Q̃(λ, λ(k)) = λT E[t(Z)|Y, λ(k)] − ln a(λ) + Cste
¾

© ����y{giknÌVsxy{k��9|�}���w{�w�y w4}��F|�}�jl�i¬iy{�«�i~ly{gik�|�}��!�v��y��°}A����®)k�Èv�!kL|´y���y{�«}��¶}��
t(Z)

|�}A���v�°y{�«}�����®°®«u
y�}l}���w{k���½�kL�-�i��y��

Y
�����-y{g�k/|�¬i���{k[�?y4½T��®°¬ik(}���y{g�k������ ��jlk�y�k��

λ = λ(k) ¾
f4gik*Í s?y�k���|�}A��w{�«wzy�w�}���|�}Ajl�i¬vy{�«�i~

λ(k+1) = argmax
λ∈Λ

Q̃(λ, λ(k))
¾Fsx}A®°½x�«�i~ ∂Q̃

∂λ
(λ, λ(k)) = 0

¼
λ(k+1) w��Ty{�wzË�k[�

E[t(Z)|Y, λ(k)] =
∂ ln a

∂λ
(λ(k+1)).
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