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Résumé : Ce document fournit des comparaisons de plusieurs méthodes de résolution du
problème direct en EEG en comparant leur précision relative sur un modèle de tête sphérique
à trois couches puis sur un modèle de tête réaliste. Les méthodes exposées sont des éléments
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Quantitative comparisons of forward problem in EEG

Abstract: This document gives comparisons between several methods that solve the forward
problem in EEG by comparing their relative precision on a 3-layer spherical model of the
head and then on a realistic model. These methods are based on �nite element methods
which either use surfacic meshes with triangles, volumic meshes with tetrahedra, or implicit
elements deduced by levelsets

Key-words: MEG, EEG, MEEG, forward problem, CGAL, FEM, BEM, implicit �nite
elements, mesh generation, Boundary element method, spherical model
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1 Introduction

La MEEG (Magnéto-Électro EncéphaloGraphie) est un outil essentiel dans l'étude de
l'activité électrique du cerveau de par sa haute résolution temporelle qui la distingue de
l'IRM fonctionnelle. L'acquisition de données en EEG et MEG fournit respectivement le
potentiel électrique et le champ magnétique sur le scalp. À partir de cette acquisition nous
pouvons retrouver les sources qui sont responsables de ce champ électromagnétique. C'est
un problème inverse de localisation dont la résolution passe par celle du problème direct,
qui à partir d'une simulation de sources à l'intérieur du cerveau calcule le champ résultant
sur le scalp. Ce document se propose de comparer trois méthodes de résolution du problème
direct, la première utilisant des éléments de frontière (BEM), une autre utilisant des éléments
�nis tétraèdriques sur des maillages volumiques, en�n une nouvelle méthode d'éléments �nis
implicites ne nécessitant aucun maillage et travaillant directement sur les voxels de l'image.
Nous avons donc comparé la précision de ces di�érentes méthodes sur un modèle sphérique
à trois couches pour lequel la solution analytique est connue. En�n des comparaisons ont pu
être e�ectuées sur un modèle de tête réaliste. Nous nous proposons dans un premier temps
d'aborder la génération de maillages e�ectuée grâce à la libraire CGAL, puis nous verrons
les di�érentes comparaisons e�ectuées.

2 Génération de maillage

CGAL1 est une bibliothèque développée par un consortium Européen dont l'équipe Geo-
metrica fait partie. CGAL propose un logiciel de génération automatique de maillages. Elle
nous permet de générer des maillages surfaciques et volumiques à partir d'images dé�nies
par des niveaux de gris ou par des fonctions implicites.

2.1 Le modèle sphérique trois couches

Le modèle sphérique est une grossière modélisation de la tête constitué de trois sphères
concentriques de rayon 0.87, 0.92 et 1 représentant respectivement le cortex, le crâne et le
scalp (voir �gure 1).

2.1.1 Maillage volumique avec Head_mesher

Le code de Head_mesher développé à partir du mailleur de CGAL prend pour entrée
des images en niveaux de gris et fournit un maillage volumique compatible avec une bonne
approximation d'une ou plusieurs surfaces dé�nies par un niveau de gris de l'image. Dans
un premier temps un ra�nement de Delaunay ajoute des sommets en suivant des critères
de taille et de forme sur les éléments du maillage, mais aussi de distance aux surfaces à
approximer. En�n un balayage de tous les tétraèdres est e�ectué a�n de modi�er les slivers,
qui sont les tétraèdres plats responsables d'erreurs dans les méthodes à éléments �nis, en

1Computational Geometry Algorithms Library, http ://www.cgal.org

INRIA
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Fig. 1 � Surfaces décrivant le modèle sphérique

Fig. 2 � Maillage volumique de sphères

RR n° 0123456789



6 OLIVI

assignant un poids à certains sommets du tétraèdre. La quantité �nale de sommets du
maillage est contrôlée par le choix d'une taille maximale d'arêtes de triangle. Nous avons
ainsi pu générer des maillages allant de 9 000 à 600 000 sommets (voir �gure 2).

INRIA
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Fig. 3 � Répartition des angles dièdres de 0 à 90�

La �gure 3 nous montre la répartition des angles dièdres du maillage, ce qui constitue
une bonne mesure de la qualité du maillage, nous constatons que même si l'angle dièdre
minimal est 4.7�pour notre maillage de 310 000 sommets, les autres angles sont largement
situés entre 10�et 70�. Ceci-dit l'élimination des slivers peut être prolongée.

2.1.2 Maillage surfacique avec Surface_mesher

Pour le code surfacique, il est nécessaire de récupérer le maillage des surfaces, or les
maillages des surfaces issus de Head_mesher étaient trop importants pour OpenMEEG.
Nous avons donc utilisé une autre possibilité du mailleur de CGAL, celle de mailler des
surfaces à partir de la dé�nition d'une fonction implicite de sphère (�gure 4) :
x2 + y2 + z2 = r2, avec r ∈ {0.87, 0.92, 1} Les maillages homothétiques apportant une
amélioration dans les résultats2, nous avons générer di�érents maillages pour chacune des
trois sphères.

2�[l'utilisation de trois maillages sphériques homothétiques conduit à des erreurs signi�cativement moins
importantes.]� Anne Crouzeix

RR n° 0123456789
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Fig. 4 � Maillage surfacique à partir d'une fonction implicite

2.2 Maillage réaliste

Nombre de sommets 57 000 320 000 584 000
Temps total 6.62 205.34 615.46

Temps de ra�nement 0.71 7.08 17.32
Temps d'élimination 4.94 183.28 544.20
Temps de validation 0.20 1.25 2.31
Temps d'écriture 0.75 13.57 51.34

Tab. 1 � Temps de maillage en minutes

La tête humaine et sa géométrie complexe constitue un dé� pour un mailleur. Le modèle
de tête que nous avons utilisé est constitué de quatre surfaces : la matière grise (gm), le
crâne dé�ni par une surface intérieure et extérieure (innerskull et outerskull), puis le scalp.
Les di�érentes surfaces sont très proches comme nous le montre la �gure 5. Nous avons pu
générer un maillage de un maillage de 57 000 sommets en 6 minutes, 320 000 sommets en
3 heures, et 584 000 sommets en 10 heures (voir �gure 6). Le tableau 1 nous indique que la

INRIA
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Fig. 5 � Surfaces décrivant un modèle réaliste de 584 000 sommets

Fig. 6 � Maillage volumique réaliste de 584 000 sommets

RR n° 0123456789
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majorité du temps de maillage3 est dû à l'élimination des slivers et peut donc être amélioré
en changeant le critère d'arrêt.

3Calcul e�ectué sur une machine 4 processeurs xéon 3.20 GHz 2 MB Cache

INRIA
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3 Comparaisons des méthodes implicite, tétraèdrique et

surfacique

Le modèle sphérique à trois couches est très utilisé en EEG, car la solution analytique
y est connue4. Nous pouvons ainsi comparer le potentiel électrique simulé sur le scalp par
les codes d'éléments �nis à ceux calculés de manière analytique qui utilise des fonctions de
Green. Les conductivités choisies sont de 1 pour le volume intérieur (cortex) et le volume
extérieur (scalp) et 1/80 pour le crâne. Nous avons calculé le potentiel U en chaque points xi

du maillage du scalp et avons mesuré deux erreurs : La RDM (Relative Di�erence Measure)
qui est une erreur topographique et la MAG (MAGni�cation) qui mesure l'amplitude de
l'erreur.

RDM = ‖ Uanalytique

‖Uanalytique‖
− Ucalcule

‖Ucalcule‖
‖ MAG =

‖Uanalytique‖
‖Ucalcule‖

(1)

où ‖U‖ = ‖U‖2 = (Σ|Ui|2)
1
2

3.1 Éléments �nis implicites et éléments �nis tétraèriques

Nous avons comparé les résultats des deux codes avec la solution analytique en simu-
lant un dipôle à di�érentes positions et orientations. Pour ce faire, nous avons généré trois
maillages : 118 000, 310 000, 590 000 points, pour le code tétraèdrique et travaillé avec des
images de dimension : 128x128x128, 200x200x200, 256x256x256 pour le code implicite.

Sur les �gures 7 à 9, on voit que le code tétraèdrique est plus précis que le code implicite,
par exemple pour le maillage a 590 000 points qui requit 2.4 Go de mémoire RAM lors de
l'éxecution du code tétraèdrique, sa précision est inférieure à 2 % tandis qu'à mémoire vive
équivalente, le code implicite, sur une image de dimension 256, a une RDM constamment
supérieure. En contre-partie, on voit que les résultats de la méthode implicite sont plus
linéaires et moins dépendants de l'orientation que ceux de la méthode tétraèdrique. La
MAG de la méthode implicite étant fausse pour le moment, nous a�cherons la MAG du
code tétraèdrique en comparaison de celle du code surfacique au chapitre 3.5.

4Zhi Zhang : "A fast method to compute surface potential generated by dipoles within multilayer aniso-
tropic spheres", in Phys. Med. Biol. 40 (1995), pages 335-349

RR n° 0123456789
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Fig. 7 � RDM avec orientation 1 0 1

Fig. 8 � RDM avec orientation tangentielle

Fig. 9 � RDM avec orientation radiale
INRIA
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Fig. 10 � Décroissance de l'erreur au �l des itérations Log(erreur)

La �gure 10 représente le logarithme de l'erreur au cours des itérations des deux codes.
En bleu, le code implicite pour les trois dimensions d'images et en noir le code tétraèdrique.
On voit qu'il y a un facteur de décroissance de l'erreur entre les deux méthodes. Aussi l'on
remarque que l'on pourrait interrompre les calculs plus tôt ; l'erreur décroît peu à partir
d'un certain nombre d'itérations.

RR n° 0123456789
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3.2 In�uence de la position du dipôle dans le voxel pour le code
implicite

Nous avions des doutes sur la qualité de la simulation du dipôle dans un voxel pour
la méthode implicite. Nous avons donc évalué la précision en simulant un dipôle allant du
centre du voxel 110 à son bord.

Fig. 11 � Precision relative à la position du dipôle dans un voxel

La �gure 11 nous indique une di�érence de la précision qui signi�e que le dipôle est mieux
simulé près des bord d'un voxel, mais toutefois cette in�uence est négligeable.

INRIA
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3.3 Méthode des éléments de frontière

La méthode des élément de frontière qui a été développée dans OpenMEEG5, utilise des
maillages surfaciques. Nous avons généré des maillages de 228, 2262, 6121, 7289 points.

Fig. 12 � RDM avec orientation tangentielle

Fig. 13 � MAG avec orientation tangentielle

Nombre de points 228 2262 6121 7289
Temps de calcul 9 s 18 min 5 h 30 7 h

Tab. 2 � Temps de calcul en fonction de la taille du maillage

5http ://openmeeg.gforge.inria.fr

RR n° 0123456789
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Nous y voyons une RDM inférieure à 2 % en toutes positions pour les maillages de 6121
et 7289 points. En�n la table 2, nous donne les temps de calcul6, nécessaires à la résolution
du problème pour les di�érentes taille de maillage, on y voit qu'il y a une grande di�érence
dans les temps de calcul avec les maillages de 2262 et 6121 points, tandis leurs précisions
sont du même ordre.

6Calcul e�ectué sur une machine 4 processeurs xéon 3.20 GHz 2 MB Cache 8 GB de RAM

INRIA
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3.4 Modèle Réaliste

Sur le modèle réaliste, nous n'avons pas de solution analytique, nous avons comparé la
précision des di�érentes méthodes avec les résultats donnés par la FEM tétraèdrique pour
un maillage comportant de 584 000 points.

RR n° 0123456789
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3.5 Récapitulatif pour le modèle sphérique

Fig. 14 � RDM de toutes les methodes

Fig. 15 � MAG de toutes les méthodes

Figures 14 et 15 sont regroupés les résultats des précisions des trois méthodes pour le
modèle sphérique.

INRIA
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4 Conclusion

Nous avons vu que le code surfacique obtient les meilleurs résultats sur le modèle sphé-
rique. Mais il est reste encore limité au niveau de la taille de ses maillages. Des essais
complémentaires restent à faire sur des modèles réalistes a�n de quanti�er les comparaisons.
Bien que le code tétraèdrique reste meilleur en précision, le code implicite est néanmoins le
plus simple à utiliser et est aisément parallélisable. Le code Head_mesher pourrait être opti-
misé davantage en réduisant le temps d'élimination des slivers qui est responsable de plus de
90 % du temps de maillage. En�n un maillage adaptatif apporterait une nette amélioration
à tout les résultats.

RR n° 0123456789
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