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Abstract: Dans ce travail, nous établissons formellement un modéle aymptotique basse fréquence
pour la propagation du son dans un tube mince parcouru par un fluide en écoulement stationnaire.
On aboutit & une équation différentielle (de type hyperbolique) par rapport & la variable longitu-
dinale et non local en la variable transverse. Nous menons une analyse mathématique compléte du
probléme d’évolution correspondant. Nous étudions en particulier 'influence du profil de la vitesse
de ’écoulement sur le caractére bien posé de ce probléme. Cette analyse est fondée sur ’analyse
spectrale d’un opérateur borné non normal en dimension infinie. Un des débouchés potentiels de
ce travail est 'obtention de résultats nouveaux sur les instabilités hydrodynamiques dans le cas
des fluides compressibles.
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Construction and mathematical analysis of an approximate
model for acoustic wave propagation in a thin duct
containing a fluid with stationnary flow.

Résumé : In this work, we derive formally a low frequency asymptotic model for the propagation
of sound in a thin duct containing a fluid with stationnary flow. We get an equation which is
differential (of hyperbolic type) in the longitudinal variable and non local in the transverse one.
We achieve a complete mathematical analysis of the corresponding evolution problem. We study
in particular the influence of the flow velocity profile on the well-posedness on this problem. This
is based on the spectral analysis of a bounded non normal operator in infinite dimension. One
possible consequence of this work consist in obtaining new results about hydrodynamic instabilities
in compressible fluids.

Mots-clés :  Asymptotic analysis, Hydrodynamic instabilities, Spectral theory, Acoustics in
flows, Evolution problems, Semi-groups



Ondes acoustiques dans un tube mince parcouru par un fluide en écoulement 3

1 Introduction et position du probléme
Le coeur de ce travail est relatif a 'analyse mathématique du probléme d’évolution suivant

Trouver u(z,y,t) : R x [-1,1] x Rt — R,

0 0 \2 1 92 [t
(E—FM(y) %) u=3 w/_lualy—o7 (x,y) e Rx [-1,1], t>0,
(1)
u(z,y,0) = uo(z,y), (2,y) €Rx[-1,1],
ou
;@90 =u(zy), (zy)eRx[-11].

ou M € L>([-1,1]) et (uo,u1) € H'([-1,1]; L*(R)) x L*(R x [—1,1]) sont donnés.

On s’intéresse plus précisément au caractére bien posé et & la stabilité L? de ce probléme, dont on
cherche a priori la solution dans ’espace “naturel” (mais pas standard) de ’énergie finie:

ue CHRY LR x [-1,1]) N CO(RT; L3([~1,1] : HY(R)). (2)

I’analyse de Fourier permet de ramener cette étude & l'analyse d’un probléme spectral en une
dimension d’espace, en apparence élémentaire, en ’occurence la théorie spectrale d’un opérateur
non local A agissant sur des fonctions de la seule variable la variable y € [—1,1]. Derriére le
simplicité apparente de ce probléme se cachent en fait des résultats assez surprenants. Nous allons
voir que le caractére bien posé du probléme ([l) est trés fortement lié & la structure de la fonction
M (y) que nous appellerons “profil” par la suite.

Le plan de la suite de ce rapport est le suivant. La section Bl décrit la motivation de ce travail
et explique d’oil vient le modéle mathématique. Il est lié & un probléme d’aéroacoustique: on
s’intéresse & la propagation d’ondes acoustiques 2D dans un conduit de petite épaisseur parcouru
par un fluide en écoulement laminaire (ou cisaillé): la fonction M décrit (en coordonnées normal-
isées) les variations latérales de la vitesse de ’écoulement (voir figure [ Le modéle est obtenu
par une analyse asymptotique formelle par rapport & ’épaisseur € du conduit de la solution du
probléme physique, décrite par les équations d’Euler linéarisées [2] ou encore - de fagon compléte-
ment équivalente - par les équations de Galbrun [4 R [1]. Bien entendu, ce modéle approché
peut aussi étre vu comme un modéle basse fréquence pour le probléme original et notre travail
est ainsi “naturellement” reli¢ aux études classiques sur les instabilités hydrodynamiques [2]. Le

y

Figure 1: Le profil de ’écoulement

court paragraphe Bl montre comment l’analyse de se raméne & I’étude du spectre de 'opérateur
A évoqué plus haut. Cet opérateur est non normal et le caractére bien posé est en particulier lié
a Dexistence d’éventuelles valeurs propres non réelles de A. Le role de la théorie spectrale dans
I’étude de la stabilité des problémes d’évolution - et particuliérement dans le cas d’opérateurs non
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4 Bonnet-Ben Dhia, Duruflé € Joly

normaux - a été déja largement étudié et mis en évidence [12], notamment en hydrodynamique.

Le reste du travail est précisément consacré a 1’étude du spectre de 'opérateur A. Les propriétés
générales de A et la structure générale de son spectre sont établies dans la section Hl Tl en ressort
que le caractére bien posé de () est en particulier lié & I’existence d’éventuelles valeurs propres
non réelles de A. Les chapitres B et [l contiennent les contributions essentielles de ce travail. Tls
étudient en détail 'influence du profil de I’écoulement M (y) sur le le caractére bien posé de ()
dans deux cas particuliers: le cas ou le profil M (y) est antisymétrique (c’est le cas le plus riche
en résultats divers - voir section ) et le cas ou le profil M (y) est symétrique & convexité fixe. Le
dernier paragraphe[dvise & illustrer numériquement les résultats théoriques et a mettre en lumiére
les difficultés de I’approximation numérique du probléme ().

2 Motivation : un modéle approché en aéroacoustique.
Nous nous plagons en deux dimensions d’espace, dans un conduit de petite épaisseur 2 > 0:
Q. =R x]|—¢,¢el. (3)

Nous désignons par (z,y) le point courant de Q.. Nous supposons ce conduit parcouru par un
écoulement stationnaire laminaire paralléle & la direction x et caractérisé par son profil de Mach
(Mc(y) est la valeur de la vitesse de ’écoulement & I’abcisse y) donné par

y
vyel-sel, My) =M @
ou M(y), y € ]—1, 1] est un profil d’écoulement donné. Pour modéliser la propagation d’une onde
acoustique, on peut par exemple utiliser le modéle de Galbrun dont les inconnues (u.(x,y,t), ve(z,y,t))
sont les deux composantes du déplacement Lagrangien. Nous renvoyons par exemple le lecteur &

[4] pour plus de détails. Les équations du modéle sont

2
(M) 5) e (G4 5 ) =0, @y, oo

ot 9z \ dx Ay
0 0 \2 o (0 0 ®)
u, Ve
(3 +200) ) v (G2 455 ) =0 @y)e 10,
complété par les conditions de non glissement sur les parois y =+ ¢ :
ve(z,te,t)=0, (z,y)€N, t>0. (6)

L’idée est que, lorsque € tend vers 0, le phénoméne physique va étre de plus en plus monodimen-
sionnel et devrait pouvoir étre décrit par une équation 1D comme c’est le cas avec ’équation des
télégraphistes (I’équation des ondes 1D) en absence d’écoulement.

Pour déterminer formellement ce modéle approché, on effectue d’abord un changement d’échelle
eny (y = ¢ y) de fagon & se ramener 4 un domaine géométrique fixe. Nous posons:

weyt) =l 20 (ny) €, t>0,

; ")
vs(a:,y,t)zvs(a:,g,t) (x,y) €Qe, t>0.
Les équations en (uc,v.) s’écrivent alors:
0 0 \?2 0 (Ou. 1 Ovu,
ar Ms a. e a. - =Y, ) R _1a 1 ) )
(8t+ (Y)ax)“ 6fc<8x+6 8y> 0 (z,9) € R x| Lo t>0
(8)

0 0 \2 10 (Ou. 1 0ve)
(g—l—ME(y)%) ”E_Ea_y(ax“LEa_y)_O’ (r,y) e Rx[-1,1], t>0. -
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ve(z,£1,8) =0, (2,y)€Q,, t>0. (9)

Nous allons postuler dans un développement formel de la forme:
ue=ul+eul +e2u? 4,
(10)

ue =00 +evt +e2 024+

et chercher & identifier le modéle satisfait par le couple “limite” (u°,v"). Pour cela nous procédons
en trois étapes :

(i) Le terme en =2 de la seconde équation de (8) nous donne:

62 0
o0 _
Oy?

ce qui, compte tenu des conditions aux limites v°(z, £ 1,t) = 0 entraine:

0Oz, y,t) = 0.

(ii) Le terme en 7! de la seconde équation de (B) nous donne:

o [oud ol
—|==—+—=]=0,
Oy \ Ox dy

11 existe donc une “constante en 3”, notée c(z,t), telle que:

oud vl
(% + a—y)(%yat) = c(x, ).

En intégrant en y et en utilisant v!(z,+ 1,¢) = 0, on identifie la fonction c(x,t):

1 [ ou
C(x7t) = 5 . %(x,ﬁ,t) dg

(iii) Le terme en ° de la premiére équation de (§) donne:

0 ON2 , O (Ou® '\ _ [0 N2, dc
(5 + ) 57) v —%<%+a—y>=(—+wy>—) R

En remplacant ¢ par sa valeur, il vient:
0 0 \2 10?2 [t
(55 +M(y) 5-)° /uuyﬂ (11)

autrement dit, u® satisfait bien ([I).
L’étude du caractére bien posé de ({l) revét donc une double importance:

1. Elle est bien sir fondamental pour déterminer dans quels cas ce modéle limite peut étre
utilisé et/ou justifié,

2. Cette étude est susceptible, via une analyse asymptotique, des informations sur la stabilité
du probléme (§)).
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6 Bonnet-Ben Dhia, Duruflé € Joly

Pour préciser ce dernier point, signalons que, dans les cas ou (Il) est mal posé, on peut s’attendre
4 ce qu’une analyse asymptotique “basse fréquence” permette d’établir des résultats d’instabilité
(croissance exponentielle en temps de la solution du probléme de Cauchy), pour le probléme originel
B). Nous renvoyons une telle étude & un prochain travail. De ce dernier point de vue, I’étude qui
va suivre peut étre vue dans le méme esprit que ’étude des instabilités hydrodynamiques dans
les écoulements stratifiés, telle qu’elle est présentée par exemple dans [2]. A noter toutefois, que
la plupart des résultats connus dans ce domaine concernent le plus souvent le cas incompressible
(citons néanmoins [3, B]) comme exception notoire).

A priori, quelques observations élémentaires de ([Il) incitent (naivement) & ’optimisme:
e Lorsque M est constant, le probléme () se résout facilement en remarquant que
1 /1
Ulz,t) == / u(z,y,t) dy
2/
est solution d’une simple équation des ondes convectée:

P 9., U
- —_ . 12
(G T M) U520 (12)

On obtient alors pour chaque y la fonction (z,t) — wu(z,y,t) en résolvant I’équation de
transport au carré avec second membre:

0, v

(& +M %)2 u('7y7 ) o2’ (13)

e En ’absence du terme de couplage

1 92 !
5@/_1“@’

le systéme apparait comme une famille d’équation de transport au carré découplées.

Toutefois ’observation que le systéme global apparait comme une perturbation (non locale) d’une
famille d’équations de transport au carré, c’est & dire d’une famille de systémes hyperboliques qui
sont seulement faiblement hyperboliques, incite & la méfiance.

3 Réduction & un probléme spectral

La méthode traditionnellement utilisée par les physiciens pour étudier les instabilités dans un
modéle physique consiste & étudier les “modes normaux”, c’est & dire les solutions de la forme

u(z,y,t) =uly) expi(wt —kz), keR, weC, (14)
avec u(y) # 0.

Dans I’analyse, le nombre d’onde k est donné et constitue un paramétre de I’étude, la fréquence w a
priori complexe, étant ’inconnue. La stabilité du probléme est alors reliée & 1’éventuelle existence
de solutions w & partie imaginaire négative. Lorsque l’on injecte () dans I’équation du modéle,
on aboutit & I’équation:

—(w— ME)?u+Ek*Eu=0 (15)
ou nous avons introduit I’opérateur de moyenne défini par
1 1
Vue (-L1), Bu) = [ uly)dy (16)
-1

INRIA



Ondes acoustiques dans un tube mince parcouru par un fluide en écoulement 7

L’équation précédente peut étre réécrite comme un probléme de valeurs propres en posant tout
d’abord w = kA, ce qui méne 3
~(A = M)*u+ Bu =0,

puis en introduisant v = (A — M)u auquel cas on peut réécrire sous forme d’un systéme:

Mu+v=Mu

Eu+ Mv=Av
On est ainsi naturellement amené & introduire 'opérateur borné A de L*([—1,1])? défini par:

U M T U
A = (18)
v E M v

auquel cas () se réécrit

A =\ (19)
v v

ce qui améne naturellement & s’intéresser au spectre de A.

Une fagon équivalente, mais mathématiquement plus rigoureuse, de considérer le probléme consiste
& appliquer la transformation de Fourier en x:

U(iC, Y, t) - a(kv Y, t)

au probléme d’évolution [l Pour chaque k, la fonction @ : (y,t) — u(k,y,t) satisfait I’équation
d’évolution: 5
(5 Tk M) @+ kK Ea=0
qu’on peut transformer sous la forme d’un systéme du premier ordre en temps en introduisant:
—iku
U= .-

ou

—+ikM(y)u

2 ()
auquel cas on vérifie aisément que, pour chaque k, la fonction ¢t — ﬁ(k,-,t) est solution du
probléme d’évolution:

~

dU ~
— +ik AU = 2
7 +ik AU =0 (20)

dont la solution est donnée par ('opérateur A étant borné, ce qui suit a parfaitement un sens)

~

Ul(k,-,t) = e* At Ug(k,-). (21)
La suite de I'analyse se raméne, via le théoréme de Plancherel, & estimer

| ek At |
L’analyse précise du spectre de A nous améne & formuler la conjecture suivante:

Conjecture 3.1 Le probléme d’évolution () est bien posé dans L? si et seulement si le spectre
o(A) de Vopérateur A est inclus dans R.

Pour transformer cette conjecture en théoréme, la principale difficulté est due au caractére non
normal de 'opérateur A et nous pensons qu’il faut peut-étre aller chercher la solution dans des
résultats fins de la théorie des semi-groupes [9)].

RR n° 0123456789



8 Bonnet-Ben Dhia, Duruflé € Joly

Remarque 3.2 L’énoncé de la conjecturelTl est bien sir trop imprécis car la signification rigoureuse
du terme “bien posé” n’est pas précisée. En fait, nous de demandons pas au probléeme d’étre forte-
ment bien posé au sens des probléemes fortement hyperboliques par exemple [A]. Nous devons
autoriser une perte de régularité entre la donnée initiale Uy et la solution U(-,t). Toutefois, cette
perte de régularité n’affectera que la variable x: typiquement on aura

UeC’RYLARx [-11]), (== @),
sous ’hypothése:
Up € L*([-1,1] : H™(R))  pour un certain entier m > 0.

A titre d’exemple, dans le cas ot le profil M est constant (voir ([4) et (I3) ), c’est ce que lon
obtient avec m = 1, la perte d’un ordre de régularité étant occasionnée par l’équation de transport

au carré (L3).
4 Quelques résultats sur le spectre de ’opérateur A

Ce chapitre fait appel & quelques notions classiques sur la théorie spectrale des opérateurs en
dimension infinie. Le lecteur pourra trouver ces notions dans [I1] ou [I0] par exemple.

4.1 Remarques préliminaires.

Notons tout d’abord que nous pouvons réécrire:

A=Ay+ B, (22)
ol
M T 0 0
AQ = et B = (23)
0 M E 0

Notons que 'opérateur B est de rang 1 donc en particulier compact ! L’opérateur Ag, lui, n’est
pas normal car on vérifie aisément par le calcul que

M2+1 M M2 M
Ag A = . AjAg =
M M? M M?2+1

On sait en revanche que le spectre de Ag est réel. En fait, on voit immédiatement qu’il coincide
avec l'image essentielle de M
o(Ag) =Im M (24)

ou on rappelle que, par définition
AeImM <<= Vé6>0, mes{ye]—1,1[/ M(y) €]x=5 1+5[} >0. (25)

Par contre, la nature de ce spectre dépend fortement des propriétés de M ainsi que le montre les
deux cas extrémes suivants:

e Si M € C°([~1,1]), le spectre de Ay est absolument continu:

o(Ao) = [M_,My], M-= inf M(y), M"= sup M(y). (26)
y € [-1,1] y € [-1,1]

INRIA



Ondes acoustiques dans un tube mince parcouru par un fluide en écoulement 9

e Si M est constante par morceaux, le spectre de Ag est purement ponctuel. Plus précisément
soit Bp=—1< (1 <..< 0Oy —1< By =1 tels que

y€|Bi—1,8; = My =M;,

alors 0(Ag) = {M, ..., Mn}, chaque valeur propre M; étant de multiplicité infinie, le sous-
espace propre associé £; étant défini par:

& ={ (u,0)",u & support dans |3;_1,5;[ }-

Enfin, si comme on le verra, la structure du spectre de A dépend de certaines propriétés de M (y),
ce spectre est insensible & la facon dont sont “rangés” les M(y). Exprimons cela de fagon plus
mathématique.

Soit g une bijection de [—1.1] dans lui-méme qui préserve la mesure:

g:[-1,1] — [-1,1], Dbijective

(27)
V Q C [~1,1] mesurable , mes(g(2)) = mes(12)
Nous introduisons la transformation linéaire dans L'([—1,1]):
S0 LM(-11) —  LN(-1,1)),
(28)

u — Sgu=1uog.

I est clair et bien connu que, pour tout p € [1,400], Sy est un isomorphisme isométrique de
L?([-1,1]) dans lui méme. De plus, dans le cas p = 2, cet opérateur est autoadjoint unitaire.
Nous laissons au lecteur la preuve élémentaire du résultat suivant:

Lemme 4.1 Soit My, = S,M et A, Uopérateur associé au profil M, alors on a lidentité
Ag:S’g_lvoSg. (29)
En particulier les opérateurs A et A, ont méme spectre.

Cela signifie que, par la suite, tout résultat énoncé pour un profil M s’étend & tout profil M, pour
toute bijection g préservant la mesure.

Remarque 4.2 Notons que les bijections préservant la mesure sont stables par composition des
fonctions. On trouve bien entendu parmi elles les fonctions g(x) = x ow g(x) = —x mais aussi des
permutations discrétes comme celle-ci: soit {xg,x1...,xn} wn maillage régulier de [—1,1] (zo =
—1l,z; = =14+ j h,h = 2/N) et 0 une permutation dans Sy, le groupe des permutations de
{0,1,---, N — 1}, on obtient une bijection préservant la mesure avec

g(xj +vh) = g(xs) +vh), Vji=1,---,N—-1, Vvel01l]

Pour terminer, nous établissons un lien entre le spectre de I'opérateur A associé au profil M & celui
de l'opérateur A associé au profil —M et & celui de 'opérateur A, associé au profil M, = M + «
ou « est une constante.

Nous introduisons la symétrie S de

S(u,v) = (u, —v). (30)
11 est facile de vérifier le
Lemme 4.3 On a les relations
A=—S(A+ NS, Ay,—A=al (31)
En particulier B
0(A)=—0(A) et o0(Ay)=0(A)+a (32)

RR n° 0123456789



10 Bonnet-Ben Dhia, Duruflé € Joly

4.2 Valeurs propres de A : résultats généraux

Lemme 4.4 Les valeurs propres A € C qui n’appartiennent pas ¢ Im M sont des racines de

l’équation:
—_—— =2 33
[ a=stmr (3

De plus ces valeurs propres sont simples.

PREUVE. Soit A\ une valeur propre de A et (u,v)' le vecteur propre associé. Il est facile de
calculer que:

(A= M)?u=Eu
v=A—-M)u

La fonction u est donc nécessairement non nulle. Si A ¢ ZmM, la moyenne Eu est également non
nulle car (A — M)?u = 0 entraine u = 0. Par conséquent:

Fu
(A= M)

u =

Aprés intégration entre -1 et 1, on obtient

! d
Eu[2—/1(/\_7]\z(y))2}=07

dont on déduit que toute valeur propre de A est nécessairement solution de

1 dy B
/_1 O MR

De plus on voit que toute vecteur propre associé & une telle valeur propre est nécessairement

proportionnelle &
1 1

((A—M)Q’ (A= M) )

Cette valeur propre est donc simple.

Corollaire 4.5 Le spectre ponctuel de A, o,(A), est symétrique par rapport 4 Uaze réel:
AEo,(4) = X€o,(A) (34)

PREUVE. En conjuguant I'égalité (E3), on voit que, comme M est a valeurs réelles, si A est
solution de (B3), A\ ’est également.
([

Corollaire 4.6 En dehors de Im M, le spectre ponctuel de A est constitué de valeurs propres
simples isolées qui ne peuvent s’accumuler que sur ITm M.

PrREUVE. La fonction

_ [ dy —C\Tm
F(/\)—/l(/\_M(y))Q, NeD=C\ImM (35)

est clairement analytique dans D. Les zéros de F/(\) — 2 sont donc nécessairement isolés. Par
ailleurs il est clair que
1
|F(A)| ~ e quand |A| — +oo.

INRIA



Ondes acoustiques dans un tube mince parcouru par un fluide en écoulement 11

Par conséquent, ’équation F'(\) = —2 ne peut pas avoir de solution & l'extérieur d’un certain
disque du plan complexe, ce qui conclut la premiére partie de la démonstration.
O
Nous déduisons également du lemme 4] existence d’au moins deux valeurs propres réelles. Nous
introduisons pour cela
M_ =inf M(y), M4 =supM/(y). (36)

Théoréme 4.7 L’opérateur A a au plus une valeur propre A_ dans Uintervalle | — co, M_|[ et
au plus une valeur propre Ay dans Uintervalle |M,+o0c[. Plus précisément, la valeur propre A~

existe si et seulement si: L
d
[,
-1 (M_ - M (y))
et elle est caractérisée par:

A<M et /1 S
1 (A= M(y)?

De méme, la valeur propre A\ existe si et seulement si:

/1 d—y2>2
-1 (M4 — M(y))

et elle est caractérisée par:

1
d
A+ > M+ et / Y = 2.

-1 (A — M(y)®

PREUVE. Pour étudier les valeurs propres réelles, étudions la fonction

[y

F est en particulier définie sur Iintervalle réel | — oo, M_ [U] M4, 400 [ ou elle prend des valeurs
réelles. Sa dérivée est donnée par
1
d
F'(\) = —2 / Y

1 (A= M(y)*

ce qui montre que F' est strictement croissante sur | — co, M_|[ et strictement décroissante sur
|M,+oo]. Par ailleurs, on remarque que, en utilisant le théoréme de convergence monotone

1
lim F(\)=0, lim F(/\):/ W
A—+oo A— My 1 (M:I: _ M(y))

cette derniére intégrale pouvant étre égale & +o0o (voir notammant la remarque ci-apres).

I1 est facile de conclure a 'aide du théoréme des valeurs intermédiaires.
O

Remarque 4.8 Si M(y) atteint la valeur My en un point y+ o elle est C a droite ou a gauche,
on vérifie aisément que

/1 L
-1 (M — M(y))2 ’

ce qui assure lexistence de .

RR n° 0123456789



12 Bonnet-Ben Dhia, Duruflé € Joly

Nous traitons enfin le cas de valeurs propres dans Zm M.

Théoréme 4.9 Soit A\ € Im M et Ny ={y e [-1,1] / M(y) = A\}. Alors
mes(Nx) >0 = A€o,(A), (38)

et de plus il s’agit d’une valeur propre de multiplicité infinie.

Si M est C' par morceauz, on a l’équivalence:
A€o,(A)NImM <<= mes(Ny) >0. (39)

PREUVE. Supposons que mes(Ny) > 0. Soit v non nulle, & support dans N, et & mesure nulle,
on vérifie aisément que:

Al (w,0)" ] =X [ (u,0)],

ce qui prouve que A est une valeur propre de A et que le sous-espace propre associé contient
Pespace (de dimension infinie) des fonctions & moyenne nulle & support dans N.

Supposons que mes(Ny) = 0 et que M est C! par morceaux. Soit (u,v)’ un éventuel vecteur

propre de A, on a toujours
(A= M)*u = Eu

v=(A—-M)u
On en déduit que pour y ¢ Ny,
_ FEu
oMy

Cela implique nécessairement que Fu = 0 car sinon, M étant C! par morceaux, u ne pourrait pas
étre de carré intégrable. Par suite Eu = 0 entraine (A — M)?u = 0 ce qui entraine u = 0 puisque
mes(Ny) = 0.

O

Remarque 4.10 La démonstration montre que lorsque M est C' par morceauz, toute fonction
propre associée & une valeur propre dans Im M est nécessairement & moyenne nulle.

4.3 Spectre continu.

Lemme 4.11 Le spectre résiduel de A est vide.

PREUVE. On sait que A\ € 0,.(A) si et seulement si A\ ¢ 0,(A) et X € 0,(A*), oit A* désigne
I'adjoint de A. Or on voit que (il suffit de remarquer que E est autoadjoint dans L?([—1,1]))

M E
A* =
I M

Autrement dit, si nous introduisons ’opérateur qui réalise I’échange de u et v, soit

0 I
S =
I 0

qui est autoadjoint et unitaire (S? = I), on réalise que:

A*=S AS.
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Autrement dit les opérateurs A et A* sont semblables. Ils ont en particulier les mémes valeurs
propres et le corollaire EEH est donc incompatible avec I’existence de spectre résiduel (cf [T, [10]).

O
Le résultat suivant implique, compte tenu du théoréme B4 et du lemme BT, que, en dehors de
I’axe réel, le spectre de A n’est constitué que de valeurs propres simples.

Théoréme 4.12 On a Vinclusion:  o.(A) C Im M.
PreUVE. 1 suffit de montrer que si A ¢ Zm M et n’est pas une valeur propre de A, alors A — \[
est inversible.

Soit (f,9)* € L*([-1,1])?, nous cherchons & trouver (u,v)! € L?([—1,1])? tels que

(A=AD) [(u,0)'] = (f.9)",
c’est & dire
(M—-XNu+v=f
Fu+(M-Nv=yg
ce qui améne & ’équation en u
Eu—(M—XN?u=h, h=g—(M-\f.
Comme \ ¢ Zm M, il est licite de diviser par (M — \)2, ce qui donne:

L
(M- 7 (M=N
Appliquons Vopérateur E a cette égalité, il vient
1 h
E Fl—|-1|=F| ——
s (El w1 =) ~Elar

Or comme ) n’est pas une valeur propre de A on a (lemme B3

1
AL

Elar—y

On en déduit que Fu = (E[ ( 1 h

-1
B ] - 1) E[ a7 2 | puis que

1 - h 1 h
(Pl 1Y) Flaray e

Nous avons dons montré que la résolvante de ’'opérateur A était donnée par

(A=AD7H(f.9)'] = (u,0)!

u= (Bl G| _1)‘1 Elg/(M = 2] = E[f/(M = X)] _g— (M= Nf
(M = A (1 =3 ey
avec
_ 9 o 1 N\ Blg/(M =N - E[f/(M - )

O

Théoréme 4.13 Soit y» € | — 1,1 [ tel que M soit de classe C' au voisinage de y, et tel que
M(yx) = X alors
A€ a(A). (40)
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PREUVE. Pour montrer que chaque X est dans le spectre de A, l'idée est la suivante. Soit y, tel
que M(yx) = A et J,, la distribution de Dirac au point y», alors, au moins formellement,

d;, est "a moyenne nulle",
oy (A= M)* =0,
5, (A= M) = =M'(3) by,

’ H 3 H 3 H 1A € ey n n ! /
C’est ce qui va nous guider pour construire une suite singuliére (u®, v°) "convergeant" vers (J,,, , —M'(yx) dy, )-

Soit p(y) une fonction réguliére & support compact, paire et dont l’intégrale vaut 1. Posons

Y—Ux
) ==p( ) u(y) = - (05)'(y), v (y) = —ac (M(y) = N) (03) (),
ol a. est une constante de normalisation telle que:
| (uf,v%)'] = 1.

Notons que comme:

1 1 +oo
[ i) - et s~ 5 [ 0erd o

—1 —o0

on voit que
—+oo

1
2

e ~ ae? quande—0, ol o= (/ 1 (2)? dz)

—00

Nous allons montrer que
hnol (A= X)(u, Ua)t” =0,
£—

ce qui démontrera que A\ appartient au spectre de A. On calcule aisément que
(A=) [(u,v9)] = (0,¢°),

o, comme p est & moyenne nulle,

Nous avons

1 3
<]l = a [/ (M= NP2 ()2 dy |-

Dans ce qui suit, C' désigne une constante positive dont la valeur peut changer d’une ligne a ’autre.
Comme M est dérivable au voisinage de y,, il existe une constante C' > 0 telle que:

ly—yal<e = |[(M(y)—N]?<Cly—ul*

Par conséquent

1 “+e 1
C Yx Y — Y C
[Ior-xpia e < S [ -k B2y = S [ 2 er
-1 € Jys—e € € J

Finalement )
¢l <Clacle™2 < Ce.
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Corollaire 4.14 Si on suppose que M est de classe C' par morceauz, auquel cas Im M est une
réunion finie d’intervalles, et si on suppose que tous les ensembles de niveau N, sont de mesure
nulle

oc(A) =Im M.

PREUVE. Il suffit de réunir les théorémes L9, et T3
U

Remarque 4.15 1l est assez intuitif que dire que ’ensemble du spectre continu est de multiplicité
2 et qu’a chaque élément du spectre continu est associé un bloc de Jordan de multiplicité 2. Nous
allons établir cela formellement (et pensons qu’il doit étre possible de donner un sens rigoureux
ce qui suit) lorsque M est C? strictement monotone. Plus exactement, lorsque M est C?, nous
allons montrer que si M'(x) # 0, M () est un point du spectre qui a la mulitiplicité 2. Pour cela il
faut “moralement” passer de L? auz distributions, et au moins étendre A aux distributions d’ordre
2, ce qui a bien un sens quand M est C?.

Dans ce cadre, la démonstration du théoréme [[-13 prouve que chaque M (x) est une valeur propre
de A associée au vecteur propre:
!
0y
ey =

—M'(z) 0,

Nous allons construire maintenant un vecteur f, tel que:
Afgc =e; + M(x) fma

ce qui établira que A restreint au sous-espace (e, f,) est représenté par la matrice de Jordan:

Si on pose f, = (u,v)t, Uéquation Af, = e, + M(z) f. se réécrit:
Mu+v=20,+M(x)u
Eu+ Mv=—-M'(x) §(x) + M(z) v
Dés que Eu =0, la seconde équation nous donne
[M — M(x)] v=—-M'(x)d
dont une solution est v(z) = —0'(z). En reportant dans la seconde équation nous obtenons
[M — M(z)] u=24,
Rappelons les formules:
[M — M(z)] &, = M(x) b,
[M — M(z)] 6% =2 M'(z) 8, + M" (x) 6,
En cherchant u sous la forme u = a 6! + b 6., qui vérifie bien Eu = 0, on aboutit aisément a:

"
S S O]

2 M'(x) M (x)?
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Par conséquent dans le sous-espace propre associé aux vecteurs:

! 1 M (z)
0 2 M'(z) 0y — M (z)? &g
€x = y fr= )

—M'(x) b, o

Dopérateur A est bien représenté d un bloc de Jordan de 2 x 2 associé & la valeur propre M(x).

4.4 La question fondamentale de l’existence de valeurs propres non
réelles

Les sections aHE3 nous permettent de résumer la structure générale du spectre de 'opérateur
A aYaide la figure Bl , qui correspond typiquement au cas d’un un profil M (y) continu : en bleu
nous représentons le spectre continu, en vert les valeurs propres réelles (dont deux seulement sont
en dehors du spectre continu, les autres - nécessairement de multiplicité infinie - correspondant &
d’éventuels “paliers” de la fonction M), en rouge les éventiuelles valeurs propres non réelles (qui
vont nécessairement par paires conjuguées).

Im A

Re A

Figure 2: Structure du spectre de A

Si on admet la conjecture Bl I’étude du caractére bien posé du probléme [0 se raméne 3 cette
seule question
L’opérateur A admet-il des valeurs propres non réelles ? (41)

Si la réponse & cette question est non, cela signifie que le probléme [l est bien posé. Si la réponse
est oui, cela signifie que le probléme [I] est fortement mal posé.

La deuxiéme partie (la partie négative) de ’énoncé qui précéde est un résultat rigoureux. Nous
pouvons dons ’énoncer sous la forme d’un théoréme:

Théoréme 4.16 Si le spectre de A n’est pas réel, le probléme [l) est fortement mal posé.

PREUVE. Si le spectre de A n’est pas réel, cela signifie que A admet une valeur propre A\ =
uw4tio, p € R, o > 0. Soit & # 0, un vecteur propre associé, que nous supposerons de norme 1
dans L2(—1,1)2, si on considére une donnée initiale:

Uo(z,y) = B(x) ®(y),

alors, aprés transformation de Fourier, on voit que la solution de (@) doit &tre donnée, si elle existe,
par R R ‘
Ulk,y,t) = B(k) - e e - (y)
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qui satisfait R R
UK, )2 -11y2 = [B(K)| e
ce qui permet de conclure aisément.
O
Les pages qui vont suivre vont montrer qu’on peut établir une grande variété de résultats en
fonction des propriétés du profil M (y). Il est pratiquement impossible d’étre exhaustif. C’est
pourquoi nous nous limiterons & deux cas particuliers:

e Le cas des profils symétriques et convexes, c’est a dire lorsque la fonction M (y) est paire et
convexe (ou concave) - voir Figure B

e Le cas des profils antisymétriques, c’est & dire lorsque la fonction M (y) est, & une constante
additive prés, impaire - voir Figure Bl

Dans le premier cas, que nous traiterons & la section B, nous verrons que les choses se “passent
bien™: le probléme d’évolution est toujours bien posé dés que la fonction M (y) est continue. Le
cas des profils antisymétriques, que nous allons d’abord traiter dans la section B, est beaucoup
plus riche et méne & des résultats variés. En particulier, on peut exhiber des profils menant & des
problémes fortement mal posés.

5 Quelques résultats d’existence ou de non existence de valeurs
propres non réelles pour les profils antisymétriques

On appellera profil antisymétrique, une fonction M (y) telle qu’il existe une constante M (la valeur
moyenne de M ! ) telle que: o
M(y) + M(-y) = 2M. (42)

Dans ce cas, il existe une fonction impaire M;(y) telle que
M(y) =M + M;(y). (43)

Le spectre ponctuel de A se déduit immédiatement par translation de M (donc paralléle & 1’axe
réel) du spectre de Popérateur A; associé & M; (cf. lemme EL3)). C’est pourquoi, sans perdre de

généralité, nous nous restreindrons au cas ot M = 0, c’est & dire au cas o M est impaire.

5.1 Un premier résultat général.

Lemme 5.1 On suppose que la fonction M est impaire. Alors, en dehors de 'image de M, le
spectre ponctuel de l'opérateur A est constitué par une réunion finie de sous-ensembles S tels que

e Soit S = {0},

e Soit S est constitué est constitué de deur valeurs propres opposées, réelles ou imaginaires
pures,

e Soit S est constitué est constitué de quatre valeurs propres qui de déduisent 'une de l’autre
par symétrie par rapport a laxe réel, l'axe imaginaire ou l’origine.

PREUVE. Il suffit de remarquer que si
1
dy
Foy = | ,
—1 (A= M(y))?

alors F(—\) = —F(\) (appliquer le changement de variable y — —y). On en déduit que si A est
valeur propre, —\ l'est également. On conclut en joignant cette remarque au corollaire EEA
([
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5.2 Etude de ceux cas particuliers trés simples.

Nous allons étudier deux cas particuliers (Figure B) pour lesquels les calculs se ménent & la main
de facon élémentaire et aboutissent & deux conclusions opposées : dans un cas, le probléme ()
est bien posé (absence de valeur propre non réelle, théoréme (2), dans l'autre il est mal posé
(existence de valeurs propres non réelles) au moins dans certains cas (théoréme B3). Au dela
de leur intérét intrinséque, ces deux cas préparent la suite du chapitre. Le cas du profil linéaire
prépare les résultats de la section B3 sur les profils suffisamment réguliers, et le cas du profil
bi-couches ceux de la section B4l sur les profils constants par morceaux.

Figure 3: Profil bi-couuches et profil linéaire.

Le cas d’un profil linéaire. Nous considérons le cas particulier

M(y) = M, y, (44)

Théoréme 5.2 Sile profil M (y) est donné par {4), A n’admet aucune valeur propre non réelle.

PREUVE. Notons que

! dy ! dy 2
/_1 (A= M@y)? / (A =MiyP? — (2-M7)
L equation aux valeurs ([B3) propres s’écrit alors
N —M2=1
dont les deux seules solutions, A = :t(l + Mi) %, sont réelles (ce sont les deux valeurs propres Ay

annoncées par le théoréme E7).
O

Le cas d’un milieu bi-couches. Nous allons voir que A peut avoir des valeurs propres non
réelles. Supposons en effet que M prend deux valeurs constantes différentes sur les deux intervalles
I+ =+ [0,1[. On peut toujours supposer que ces deux valeurs sont opposées

M(y)=+ M., siy € I.. (45)

Nous savons déja que M+ et —M ™ sont deux valeurs propres de multiplicité infinie (cf théoréme

7).
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Théoréme 5.3 Si le profil M(y) est donné par ({f3), A admet ezactement 4 valeurs propres
simples en dehors de = M™. D’autre part:

e Si MT > 1, ces quatre valeurs propres sont réelles.
e Si M+ < 1, deux sont réelles, deuzx sont imaginaires pures.

PREUVE. En écrivant:
(A= M)*u = Eu

on voit que u est constante sur chacun des intervalles I_ et I,. De plus, si u_ et u; désignent les
deux valeurs constantes, on a:

1
A+ M) u- = 7 (u+ +u-)
9 1
A= My)" up = o (ug +u-)
d’ot 'on déduit
R B
2N+ My)2 2N - M2

soit encore
[N+ M2+ (A= My)? | = (W = M2)?,

N~

c’est & dire
(A2 +M2) = (N — M),
11 est clair, graphiquement, que les racines de I’équation en X

(X +M2) = (X - M})?,

sont réelles, la plus grande étant nécessairement positive. Les deux sont positives si et seulement si
1 < M2. On en déduit quesi 1 > M?, A admet deux valeurs propres imaginaires pures conjuguées
et deux valeurs propres réelles opposées.

([

5.3 Le cas des profils antisymétriques continus et croissants.

Notre but est ici d’obtenir un certain nombre de résultats généraux sur ’éventuelle existence de
valeurs propres non réelles dans le cas ot M est un profil antisymétrique continu et strictement
monotone. Compte tenu du lemme , on ne perd aucune généralité en supposant que:

y — M (y) est continu et strictement croissante. (46)
Les résultats que nous allons démontrer prouvent que deux éléments jouent un roéle important:
e les propriétés de convezité de M (y),
e la régularité de M (y) au voisinage de origine.

Dans ce qui suit, nous allons nous limiter & des profils antisymétriques continus strictement crois-
sants dont la convexité est fixée dans le demi-intervalle [0,1] (Figure H). Avant d’entrer dans le
vif du sujet, présentons ci-dessous notre démarche ainsi qu’un bilan des résultats que nous allons
obtenir.

e Dans le prolongement du cas du profil linéaire, nous étudions tout d’abord le cas des profils
linéaires par morceaux. La encore, les calculs se ménent a la main et le gros avantage est que
la fonction F'()) se révéle étre une fraction rationnelle. Ces calculs nous permettent d’établir
un premier résultat assez général sur les profils linéaires par morceaux, c’est le théoréme B0,
qui met déja en évidence le role de la convexité de M.
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il

Figure 4: Profils antisymétriques & convexité fixe sur un demi-intervalle.

e Nous traitons ensuite le cas des profils continus par des arguments d’approximation par
interpolation linéaire. Nous étudions successivement deux cas:

(i) M est conveze sur [0,1] : dans ce cas lopérateur A n’a jamais de valeur propre non
réelle (théoréme BH).

(ii) M est concave sur [0,1] : dans le cas le nombre de valeurs propres non réelles de A
est égal & 0 ou 2, auquel cas elles sont imaginaires pures et conjuguées (théoréme BET).
Pour trancher ’alternative, il faut faire des hypothéses plus précises. Nous avons étudié
deux sous cas:

(a) M est non dérivable en 0 et méme suffisamment singuliére au voisinage de l’origine
pour que la fonction 1/M? (qui tend nécessairement vers +oco & origine par con-
tinuité et imparité de M) soit intégrable. On obtient dans ce cas une condition
nécessaire et suffisante pour 'existence de valeurs propres non réelles: c’est le
théoréme B3R (voir aussi la remarque BT10).

(b) M est dérivable en 0 et de classe C? sur chacun des deux sous intervalles [—1, 0]
et [0,1]. Dans ce cas, il est nécessaire que M soit C? & I’origine pour que A n’ait
pas de valeur propre non réelle: c’est la premiére partie du théoréme Par
ailleurs, lorsque M est effectivement C? & I’origine, moyennant quelques hypothéses
techniques sur M (voir théoréme BT2 pour plus de précision), on peut établir une
condition nécessaire et suffisante pour D’existence de valeurs propres non réelles:
c’est la deuxiéme partie du théoréme

Remarque 5.4 On pourrait légitimement se demander pourquoi c’est la régularité de M en O
qut joue un role, et non sa régularité en un autre point, surtout si on tient compte du lemme
[4l C’est bien sir le fait que l’on se restreigne & des profils antisymétriques qui confére 6 0 un
role particulier. En fait, le point important est que, compte tenu de ’antisymétrie de M, 0 est
un point d’inflexion (donc “le” point d’inflexion dés qu’on on fize la convezité de M sur chaque
demi-intervalle) de M.

5.3.1 Etude de profils continus linéaires par morceaux.

Nous supposons M (y), continu et impaire et qu’il existe une suite finie

ro=0<21 < - <zy=1, (47)
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telle que M est linéaire dans l'intervalle |z;, x;41[ pour tout ¢ < N. Autrement si M; = M (x;) (en
particulier My = 0), nous avons

VOSiSN—l, M(y):aiy—kﬂi dans [xi,xi+1],

48)
M;. 1 — M; . (
aizL, ;x4 6 =M, l=14,i+ 1.

Tit1 — T4

On supposera en outre la fonction M strictement croissante, c’est a dire
VO<i<N-1, Mi+1>MZ‘ (:>MN:M+)
Enfin on peut toujours supposer, quitte & changer le découpage, que:

VOSiSN—l, Oéi+17é0zi

Théoréme 5.5 Soit M(y) un profil strictement croissant, impair défini par {74) et $8). Alors
(i) Sila fonction M est convexe dans [0, 1], lopérateur A n’a aucune valeur propre non réelle.

(i) Si la fonction M est concave dans [0,1], Vopérateur A a au plus deuz valeurs propres non
réelles qui sont nécessairement imaginaires pures et conjuguées.

PREUVE. Notons tout d’abord que, avec ’hypothése de croissance de M, nous savons que A n’a
que deux valeurs propres réelles (cf. théorémes 7 et ). Remarquons ensuite que

/“H dy 1 /Wl i o { 1 r
e, (y+6 =N o S, (uy+Bi— )2 V= a; | (oy+Bi —A) ’

Tift1

autrement dit

/Ml dy 1 1 1
e, (y+Bi—N?2 o |azi+Bi— N imig + B — A

i

c’est & dire, compte tenu de (HR)

/mHl dy Tl — T4 1 B 1
e. (y+Bi—N% M1 —M;, |[M;—X Mgi—X]

i

En tenant compte de 'imparité de M, nous obtenons

N-1
PO = Titl — T [ 1 1 }

—~ M1 —M; | M;—X M —\
o (49)
N-1
+ Z Ti+1 — L4 1 _ 1
pare M1 —M; | M;+X M+

Autrement dit, 1a fonction F'()), a priori holomorphe dans C\[M_, M ] se prolonge en une fonction
méromorphe dans C, plus précisément une fraction rationnelle, admettent 2N pdles simples, &
savoir les + M;,i = 1,--- , N (le lecteur vérifiera aisément que M = 0 n’est pas un vrai pole, les
termes correspondant s’éliminant). Par suite, il est clair que ’équation F'(\) = 2 se réduit & une
équation polynomiale de degré 2NV ce qui démontre que A admet au plus 2N valeurs propres non
réelles.

Etudions maintenant les possibles racines réelles de 1’équation F((\) = 2 (qui ne sont pas des valeurs
propres dés qu’elles sont dans [—M, My]). Nous savons déja qu'il y en a deux, et seulement
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deux, en dehors de [—M;, M ] (cf théoréme 7). Nous remarquons que, au voisinage de chaque
M, 1<i<N-1

Tit1 — Tj Ti — Ti—1 1
F(\) ~ - X — M), 50
) (Mi+1_Mi M; — M/ M; = X (A= M) (50)
alors que par ailleurs:
IN —TN-1 1
F(\) ~— A — Mpy).
N~ = =y iy = A M)
de telle sorte que, en particulier:
F(\) = —oo, quand A — My (51)

(i) Supposons maintenant que F est convexe dans [0, 1], c’est & dire que

M; 1 — M; o M; — M;_y

Ti+1 — T4 Ti — Ti—1

V1<i<N-1,

En utilisant (&0) et (&), on peut alors remarquer que dans tous les intervalles [M;, M; 1], 1 <i <
N -1,
lim F(X\) = +oo, lim F(\) = —oc.

A— M A—=M7
Autrement dit, la fonction F' prend la valeur 2 au moins une fois dans chacun des N-1 intervalles
[z, 2iq41],4=1,--- , N — 1. Par symétrie on en déduit que I’équation F(\) = 2 a au moins 2N — 2
racines réelles dans [— M, M ]. Les racines de F/(\) = 2 sont toutes réelles et A n’a donc pas de
valeurs propres non réelles.

(ii) Supposons maintenant que F est concave dans [0, 1], c’est & dire que

M1 — M; < M; — M;_,
Tit1 — L4 Ti — XTi—1

V1<i<N-1,

On peut alors remarquer que dans les intervalles [M;, M;11], 1 <i < N — 2,

lim F(X\) = —o0, lim F(\) = +oo. (52)

A—M;" A—=M7

alors que dans Vintervalle [My_1, My]

lim F(A\)=-oc0, lim F()\)=—o0. (53)
A—MPY A—Mpy

Autrement dit, en utilisant (B2) et le théoréme des valeurs intermédiaires, on voit que la fonction F'
prend la valeur 2 au moins une fois dans chacun des N-2 intervalles [M;, M;1],i=1,--- ,N — 2.
Par symeétrie, on en déduit que I’équation F'(A) = 2 a au moins 2N — 4 racines réelles dans
[-M4, M;]. Compte tenu des deux racines (valeurs propres) en dehors de [—M, M, ], I’équation
F()\) = 2 a deux autres racines.

Aucune de ces racines ne peut se situer dans I'un des intervalles [—- My, —My_1] ou [My_1, My]
car, compte tenu de (B3)), si F(\) — 2 s’annule dans [My_1, My], elle s’y annule au moins deux
fois (en comptant 2 fois une éventuelle racine double): par symétrie, on aurait donc 4 racines
supplémentaires, ce qui est impossible. Par un raisonnement analogue, on voit que ces deux
racines manquantes ne peuvent appartenir non plus a aucun des N-2 intervalles [M;, M; 1], =
1,--- ,N—2.

Dans lintervalle [—M, M), il est facile de voir que la fonction F'(\) est paire et tend vers 400

quand z tend vers + M;. De plus, elle est croissante pour =z > 0, décroissante pour z < 0 et donc
atteint son minimum en x = 0. Deux cas de figure se présentent alors:
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e F(0) > 2. Dans ce cas, ’équation F/()\) = 2 a deux racines opposées dans l'intervalle [— 21, z1]
et ce ne sont pas des valeurs propres de A.

e F'(0) > 2. Dans ce cas, les deux racines manquantes sont donc imaginaires pures et con-
juguées et ce sont des valeurs propres de A.

Nous illustrons ci dessous ces deux cas de figures sur deux cas particuliers correspondant & N = 6
et un découpage uniforme de [0, 1].

e Cas 1: M est 'interpolée linéaire sur ce maillage de la fonction th(y). Nous représentons le
graphe de F'(\) sur l’axe réel (Figure ). La droite horizontale rouge est la droite d’ordonnée
constante égale & 2. Le lecteur notera que ’on ne voit pas de portion de courbe dans les
intervalles | — My, —Mpy_1[ et |My_1, My (ici My vaut th(1) ) : ceci est dd au fait que les
valeurs prises par F' dans ces intervalles sortent de l'intervalle [—12, 12]. Par ailleurs F'(\)—2
s’annule deux fois dans | — My, My[.

f

|
=
o
T

Figure 5: Le graphe de F'()\). M(y) est interpolé linéaire sur 12 intervalles de th(y).

e Cas 2 : M est I'interpolée linéaire sur ce maillage de la fonction ,/y (Figure B)). Les com-
mentaires relatifs aux intervalles | — My, —Mpy_1[ et |Mn_1, Mn] (cette fois My vaut 1)
sont toujours de mise. En revanche, on note cette fois que F(\) — 2 ne s’annule pas dans
] - Ml) Ml[ .

O

5.3.2 Le cas d’un profil continu et convexe sur [0, 1].

Théoréme 5.6 Soit M(y) un profil strictement croissant, impair et continu sur [—1,1]. On
suppose M (y) est convexe sur [0,1]. Alors lopérateur A n’admet aucune valeur propre non réelle.
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|
=
o
T

Figure 6: Le graphe de F'(\). M (y) est I'interpolé linéaire sur 12 intervalles de /y.

PREUVE. Soit h = 1/N. On considére le maillage régulier de [0, 1] constitué par les points
x;=1th, i=0,1,---,N

Soit Mp,(y) le profil linéaire par morceaux obtenu en prolongeant par imparité, I’interpolée linéaire
de M sur ce maillage. Clairement:

[M — Mp|[Loo((-1,1) < w(M, D),
ot w(M, h) désigne le module de continuité uniforme de M

w(M,h) = sup |M(y1) — M(yz)|
ly1—y2|<h
En particulier
HM — MhHLm([le]) — 0 quand h — 0.

Soit Aj, Popérateur associé au profil Mj. On est dans le cas d’application du point (i) du théoréme
et nous savons que le spectre de Ay est purement réel, ce pour tout h. Comme

M — M, 0
A— Ay =
0 M — M,
il est clair que:
A= Anll = [M — Ma|| po ((-1,1))

Si A admettait une valeur propre \, d’aprés les résultats classiques (voir [6]) d’approximation
spectrale, dans tout voisinage de ) il existerait, pour h assez petit, une valeur propre de A,. Or
ceci est impossible puisque le spectre de A, est réel.

([
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5.3.3 Le cas d’un profil continu et concave sur [0, 1].

Un premier résultat général.

Théoréme 5.7 Soit M(y) un profil strictement croissant, impair et continu sur [—1,1]. On
suppose M (y) est concave sur [0,1]. Alors on a lalternative

e opérateur A n’admet aucune valeur propre non réelle,

o opérateur A admet exactement deux valeurs propre non réelles,
imaginaires pures et conjuguées.

PrREUVE. 1l suffit d’adapter la démonstration du théoréme B8 en s’appuyant cette fois sur la
partie (ii) du théoréme BH

O
Pour analyser plus finement le cas du profil concave sur [0,1], il faut s’intéresser & ’équation

F(iv) = 2 ou
F(iv) = /1 My - dy (54)
S [M(y)2+2 ]

Nous savons déja, d’aprés le théoréme B, que

e Soit F(iv) = 2 n’a aucune racine dans ]0, +oo[.

e Soit F(iv) = 2 a exactement une racine (simple) dans |0, +oo].
Comme la fonction F'(iv) est réguliére pour v > 0 et comme

Fliv) ~ _% (v — +o0), (55)

on est simplement amener 3 situer la quantité (si on suppose qu’elle existe)

lim F(iv) (éventuellement infinie)

v—0

par rapport a 2.

Le cas d’un profil suffisamment régulier a 1’origine.

Théoréme 5.8 On se place dans les hypothéses du théoréme [B70 et on suppose en outre que:

1 dy
1 M(y)?

< +o00.

Alors lopérateur A o deux valeurs propres imaginaires pures conjuguées si et seulement si

1 dy
—1 M(y)?

PREUVE. En utilisant le théoréme de Lebesgue, on obtient

1
. ) dy
lim F(iv :/ .
2 EE = | w

> 2.

On conclut immeédiatement.
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Remarque 5.9 Les résultats (&3) et (EA) sont vraies indépendamment de toute hypothése de
continuité, monotonie ou converité relative & M. On en déduit que, pour un profil antisymétrique
quelconque, la double inégalité:

1
dy
R R
_1 M(y)?

est une condition suffisante pour l'existence de deux valeurs propres imaginaires pures de l’opérateur

A

Remarque 5.10 Attention, si

= 007
1 M(y)?

il n'est pas vrai a priori que F(iv) tend vers +oco quand v — 0. Prendre par ezemple le cas
M(y) = My y pour lequel la fonction F(iv) est toujours négative !

Remarque 5.11 On retrouve le résultat du milieu bi-couches car dans ce cas:
/1 dy 2
1 M(y)? Mi
Exemple 1 : Pour le profil continu et impair tel que :

M(y) =My y* siy>0,

oll < 1/2, on voit que

/1 dy 2
My (1-2a)M2
On est donc assuré de Dexistence d’une valeur propre imaginaire pure dés que:

(1-20)M7? < 1.

Le cas d’un profil dérivable a 1’origine. Le résultat du théoréme ne s’applique pas
par exemple si on suppose que M est dérivable au voisinage de D'origine. C’est ce cas que nous
allons étudier maintenant. Nous supposons désormais que M est dérivable, strictement croissante,
impaire et concave sur [0, 1]. Introduisons la fonction inverse de M:

p(A) =M1\, Xe[o,My].

Des propriétés de M, nous déduisons que p est dérivable, strictement croissante et convexe sur
[0,1]. De plus (0) = 0. En utilisant le changement de variable z = M (y) dans (B4), nous obtenons
(nous utilisons aussi 'imparité de M)

My 2'2 _ 1/2 ,

Nous allons maintenant supposer que M est de classe C? dans chaque intervalle [-1,0] et [0,1],
ce qui entraine que j est de classe C? dans [-M,0] et [0, M]. De plus, on calcule aisément que
( £(0™) désignant la limite & droite de f(z) quand z tend vers 0 )

WO = g W0 =

M (0t)
o M'(0)3

Le lecteur notera que ’hypothése de concavité de M entraine M”(07) < 0 et que M est de classe
C? & T’origine si et seulement si M”(07) = 0 auquel cas p”(0F) = 0.
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Pour z positif, nous pouvons écrire

” —+
p(z) = M’l(O) — ]}\44,28)3) z+zr(z), avec llil(lJT(Z) =0. (58)

En reportant (&8) dans (&), nous obtenons

1 M7 (0%)

Fliv) =2 ( 7w *) ~ Irer

M’(O) (I)l(V) + (I)T(V) )7

ol nous avons posé

My 2'2 _ V2
Dy(v) = / —— dz,
o) o [22+412)?
(V) = /M+ L_Vzg dz, (59)
0o [224+1?%]
Mi 2 r(2) (22 = 1?)
B, (v) = / 2re) BV g
) 0 (22402 )
Nous allons supposer que, quand z tend vers 0, la fonction 7(z) tend vers 0 suffisamment vite pour
que:
My
/ ()l dz < 400. (60)
O Z
On peut alors appliquer le théoréme de Lebesgue pour obtenir:
My
lim ®,.(v) = / rz) dz.
v—0 0 VA
Par ailleurs, comme:
d z 2=
dz \ 22412 ) [22 412
il vient 0
z M+ 1
P = ——— = lim® =——
o) [Z2+V2]M M3 + v? Sty @o(v) My

Par ailleurs

My g z M z 22
P =— — | ——= | dz = d
1(v) /0 z e <22+V2> Z /0 oy z+ |:22+V2:|M+,

c’est & dire

= <I>1(1/)~10g(1) (v —0).

M? M2
M, + v? v

1
®q(v) = 5 log [1 + V—;

Deux cas de figure sont donc & considérer

M"(0%) < 0: Dans ce cas lim F(iv) = +o0.

My 11
M"(0%) =0: Dans ce cas liLnF(iz/):2(/O @dZ_M’(O)E)'

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat suivant:

Théoréme 5.12 On suppose que la fonction M (y) est impaire, strictement croissante, de classe
C! sur [-1,1], de classe C*? et concave sur [0, 1].
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e Si M"(0%) = lim M”(y) <0,

y—0+

A admet deuz valeurs propres imaginaires pures conjuguées.

o SiM"(0T) =0 (&= M e C*([-1,1])) et si

/1 [M(y) — M'(0)]
0

M2 dy < +o0, (61)

A admet deuz valeurs propres imaginaires pures conjuguées si et seulement si

MO -MGy 1
/0 Gy W a2 M), (62)

PREUVE. Seule la deuxiéme partie du théoréme reste & éclaircir. Il suffit de remarquer, avec le
changement de variable z = M (y), que

M* 1

r(z) / r(My)

—~dz = ——— M'(y) d
/0 Z o M(y) W) dy

puis de noter que, lorsque M"”(0") = 0, nous obtenons (prendre z = M (y) dans (BJ))

1 1

, 1 [ 1
010 = 5755 (¢ 000) 375 | = 377 (777~ -

auquel cas
r(M(y)) ) = 1 M(0) - M'(y)
My) T ME? T M)
On conlut alors facilement. Le lecteur notera que ’hypothése (BI) n’est autre que (B0) alors que
E2) n’est autre que gli% F(iv) < 2.

O

Remarque 5.13 On notera que comme M est concave, la fonction

M'(0) — M'(y)
M(y)?

est positive. Les trois termes intervenant dans l’inégalité (62) sont donc positifs.

L’hypotheése (ETl) est trés peu restrictive: elle demande tout juste “un peu plus” que la continuité
de M"(y) eny =0.

Exemple 2: Considérons le profil particulier
M(y) = M, sin ”—29

On calcule aisément que

M©O)-My) o«
M (y)? ~ 4AM, cos? IY
et par conséquent que
wa—M@d_7rf dy 1
0 M(y)? YT cos? T My’
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L’inégalité (62) n’est, quelle que soit la valeur de M ™, jamais satisfaite et 'opérateur A corre-
spondant & ce profil n’a donc pas de valeurs propres en dehors de 'axe réel.

Exemple 3: Considérons le profil particulier

M(y)_§M+y(1——)
On calcule aisément que
M'(0)-M(y) 6 12 1 y?
M(y)»?>  Ms 3-y2 2 My [3-y2 [3-y?2)

Or

[ [ 1] b 352
o [B—v%? o dy [[3—9?]] 2 283 -92) ]y 2 Jo 3—-y*

Par conséquent

LM (0) — M (y) 2 [1 1 [ dy 1
— e W=t s 3| =
0 M(y) My 14 2 /), 3y 2M

A nouveau, 'inégalité (62) n’est, quelle que soit la valeur de M ™, jamais satisfaite et ’opérateur
A n’a donc pas de valeurs propres en dehors de ’axe réel.

088
058

1+ ? log(2 4+ V/3)

Exemple 4: Considérons le profil particulier
M(y)=ath(ay), a>0, a>0.

On calcule aisément que
M'(0) — M'(y) _ o

M(y)?  a’
et par conséquent que
/1 M) = M'(y) o
0 M(y)? a

L’inégalité (B2) est équivalente &

o 1

2
>aa < a"°<1-— .
a atha o tha

Soit a* > 0 I'unique solution de ’équation
atha = 1.

e Sia<a* f(a) =1—1/atha <0 et U'inégalité (B2 n’est pas satisfaite, quel que soit a.
L’opérateur A n’a donc pas de valeurs propres en dehors de I’axe réel.

e Sia<a*, fla)=1—1/atha > 0 et par suite
—Sia<f (a)%, lopérateur A a deux valeurs propres imaginaires pures et conjuguées.

—Sia>f (a)%, I’opérateur A n’a pas de valeurs propres en dehors de ’axe réel.
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5.4 Le cas des profils constants par morceaux.

Nous considérons maintenant le cas des profils constants par morceaux. Le principal intérét de ce
paragraphe est de mettre en évidence le danger d’une approximation numérique du profil M (y),
danger qui sera confirmé par les résultats numériques que nous présenterons dans la section [
Pour résoudre ([, il est évidemment tentant de considérer un profil constant par morceaux, méme
si le profil initial est régulier : en effet, dans ce cas, on est naturellement ramené & résoudre un
nombre fini d’équation de transport 1D. Nous allons voir qu’une telle approche est génériquement
vouée a I’échec dans le sens ou dés que le maillage est suffisamment fin, on tombe sur un probléme
fortement mal posé. C’est le sens du théoréme ETH

Nous considérons & nouveau le maillage () et supposons maintenant que M est impair et constant
dans chaque intervalle |z;, x;41[:
VO<i<N-1, M(y)= M1 dans [z;, ;41]. (63)
Grace au lemme BTl on peut toujours supposer que
0< My <My<:--+<My=DM,;. (64)

Dans ce cas, on sait que toutes les valeurs + M; pour i = 1,2,--- | N sont des valeurs propres de
multiplicité infinie de A. Par ailleurs, comme dans le cas linéaire par morceaux, la fonction F'(\)
est en fait une fraction rationnelle dont les poles sont précisément les 2N valeurs réelles + M; :

al 1 1
F(X\) = ;(x1+1 ;) |:(M1 — )2 + (M; + \)?
On voit ainsi que ’équation F'(A\) = 2, dont nous savons que les solutions constituent les valeurs
propres simples de A, se raméne & une équation polynémiale de degré N, ce qui signifie que
Popérateur A a exactement 4N valeurs propres différentes des + M; . Nous savons aussi (théoréme
E7) que deux de ces valeurs propres sont réelles et opposées, situées respectivement dans | —
00, —M4[ et |M4,+o00[. Nous allons maintenant nous intéresser aux éventuelles solutions (au
nombre de 4N — 2 au plus) de ’équation F'(\) = 2 qui sont comprises entre —My et +My, ce
qui revient, par symétrie a s’interesser & celles qui sont entre 0 et My.

1l est facile de voir que, pour tout réel positif a la fonction

A€eR F,(\) =
- RN =T5e T ey
est positive et convexe sur chacun des intervalles | — 0o, —a[ et | —a, a[ et ]a, +00[ . Nous supposons
maintenant que M; > 0. Il est facile de voir que:

e Sur [0, M1], F(X) est strictement convexe et croissante. Elle atteint son minimum en A =
)\0 =0.

o Sur |M;, M;1[,i=1,---N —1, F()) est strictement convexe et tend vers +o00 si A — M;"
et A — M, . Elle admet donc sur cet intervalle un unique minimum, strict, atteint en un
point A € ]MZ‘, Mi+1[.

Nous illustrons cette propriété sur la figure [l Par conséquent:

e Si F(0) < 2, A admet une valeur propre dans [0, M| et une dans ] — M1, 0]. Sinon, A n’a pas
de valeurs propres réelles dans cet intervalle et admet donc au moins deux valeurs propres
non réelles.

e Si F(\;) <2 pour un certain ¢ entre 1 et N7, A admet deux valeurs propres dans l'intervalle
|M;, M;11] et deux dans | — M1, —M;[. Sinon, A n’a pas de valeurs propres réelles dans
cet intervalle et admet donc au moins quatre valeurs propres non réelles.
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Figure 7: Le graphe de F'(\). M (y) est I'interpolé linéaire sur 12 intervalles de /y.

Les deux situations extrémes sont les suivantes:

e Tous les F(\;),i = 0, N — 1, sont inférieurs ou égaux & 2. Dans ce cas, toutes les valeurs
propres de A sont réelles : il y a deux valeurs propres dans | — M, M| et deux valeurs
propres dans chacun des intervalles |M;, M; 1 et | — M;, Myq[,i=1,--- ,N — 1.

e Tous les FI(\;),i = 0, N — 1, sont strictements supérieurs & 2. Dans ce cas, toutes les valeurs
propres en dehors des + M; sont non réelles dont deux (et deux seulement) sont imaginaires

pures (voir remarque ET4)

Remarque 5.14 Compte tenu du lemmelidl, comme le nombre de valeurs propres non réelles est
congru & 2 modulo 4. On en déduit existence d’au moins deuz valeurs propres imaginaires pures.

Or:

X 1 1 al ME —v®
F(iv) = Z(xi“ — ) |:(M7, ) + 0L+ iu)Q] =2 Z(m”l — ;) (M2 +2)2

i=1 i=1

On voit immédiatement que, pour v > 0 la fonction v — F(iv) est strictement décroissante. Par
conséquent, ’équation F(iv) =0 a au plus une solution positive...

Ce raisonnement démontre en fait qu’il y a exactement deux valeurs propres imaginaires pures et
conjuguées dés qu’un des F(\;) pour i > 1 est supérieur a deut.

Pour obtenir facilement un résultat d’existence de valeur propre non réelle, remarquons que:

Ti41 — T4 Ti+2 — Ti41
YV A M;, M; + 1|, F(\
€M M+ 1L FO) > B3 ¥ - i )?
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et par conséquent

F()\) . Ti41 — T4 Ti42 — Ti41 ]

inf
N € MM 1] {(/\ By VACIN O WS VAR

c’est & dire, aprés un petit calcul simple:

1 1\3
((%’4—2 —Tit1)3 + (Tig1 — 331)”)

P> (M1 — M;)?

On en déduit que A n’admet pas de valeur propre dans [M,;, M;.1] dés que:

1

1 3
(M1 — M;)? < 3 ((’Iz'+2 — 2i41) 7 + (@1 — xi)g) ; (65)

autrement dit dés que le saut entre M; et M;,1 est assez petit. Cela permet évidemment de
construire beaucoup de profils constants par morceaux donnant lieu & ’existence de valeurs propres
non réelles.

Un cas particuliérement intéressant est le cas ou M; désigne la valeur d’une fonction continue
M (y) au point x; . Supposons pour simplifier le maillage régulier et posons

h=wzit1 —x

la condition (B3 se réécrit:

M1 — M; ? < 4 '
h ~h
Nous en déduisons le

Théoréme 5.15 Soit M un profil antisymétrique croissant de classe C et soit My, le profil con-
stant par morceauz associé au maillage x; = jh ot h = 1/N et tel que

Soit Ay, Vopérateur associé au profil My. Alors dés que

h < 4

< o, 67
AN (67)

DVopérateur A n’a pas de valeur propres réelles en dehors des + M; et des deux valeurs propres
réelles données par le théoréme [[_} Parmi les 4N — 2 valeurs propres restantes, deuz, et deuz
seulement sont imaginaires pures et conjuguées.

PREUVE. D’aprés le théoréme des accroissements finis, pour tout 4

M1 — M;\? e 4
v 0 <M - _
(M) < <

dés que (61) a lieu. On conclut aisément.

6 Non existence de valeurs propres non réelles pour les pro-
fils symétriques & convexité fixe.

Nous allons établir dans cette section le théoréme suivant
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Figure 8: Profils symétriques & convexité fixe.

Théoréme 6.1 Soit M(y) un profil pair et continu sur [—1,1]. On suppose M (y) est conveze ou
concave (Figure[d). Alors Uopérateur A n’admet aucune valeur propre non réelle.

La démarche que nous allons adopter pour démontrer ce théoréme et similaire & celle que nous
avons utilisée pour les profils antisymétriques et consiste & regarder le cas d’un profil linéaire par
morceaux.

Nous supposons donc dans un premier temps que la fonction M (y) est telle qu’il existe une suite
finie
To=0<21 <---<zaN =1, (68)

telle que M est linéaire strictement croissante dans chaque intervalle |z;, 2;11[ pour tout ¢ < N.
Autrement si M; = M (z;), nous avons

VO<i< N —1, M(y):a¢y+ﬂ¢ dans [xi,xi+1], a; > 0,

69)
My — M, . (
= —H U a4 Bi= My, =i+ 1

Tip1 — T

ol on peut toujours supposer que, quitte & changer le découpage, que:

VOSZSN—L 041'4_17&0@.

Lemme 6.2 Soit M(y) le profil pair défini par {Z7) et {8). On suppose en outre que M est
convezxe. Alors lopérateur A n’a aucune valeur propre non réelle.

PREUVE. Avec des calculs similaires & ceux menés dans la preuve du théoréme[.5, nous obtenons,
aprés avoir exploité la parité de M:

Ti+1 — 1 1
Z: Myt — [Mi N M= (70)

Autrement dit, la fonction F'(\), a priori holomorphe dans C\ [My, M ]| se prolonge en une fonction
méromorphe dans C, plus précisément en une fraction rationnelle, admettant N + 1 poles simples,
a savoir les M;,i = 0,--- ,N. Par suite, il est clair que l’équation F(A) = 2 se réduit & une
équation polynomiale de degré N + 1 ce qui démontre que A admet au plus N + 1 valeurs propres
non réelles.

Etudions maintenant les possibles racines réelles de ’équation F'(\) = 2 (qui ne sont pas des
valeurs propres dés qu’elles sont dans [Mo, My| = [M_, M_]). Nous savons déja qu'’il y en a deux,
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et seulement deux, en dehors de [My, My] (cf théoréme EE7). Nous remarquons que, au voisinage
de chaque M;, 1 <i< N —1

Titl — Ti Ti— Ti—1 2

FA~ B A — M;), 1
() (MiJrl—Mi M; — M;_{’ M; — X\’ ( — ) (7)

alors que par ailleurs:

IN —TN-1 2
F) ~ - A — My). )
*) My —My_1 My — X (A — My) (72)
et
- 2

FO)~ =371 (A — Mo). (73)

My — My My— X\’
L’hypothése de convexité de M, jointe a la parité qui entraine la croissance de M sur [0,1], signifie

que
M; 1 — M; - M; — M;_y

Ti+1 — T4 T — Ti—1

V1<i<N-1, > 0.

En utilisant (1)) et (), on peut alors remarquer que dans tous les intervalles [M;, M; 1], 1 <i <
N -1,
lim F(X\) = +oo, lim F(\) = —oc.
A—M;" A—=M
Autrement dit, la fonction F' prend la valeur 2 au moins une fois dans chacun des N-1 intervalles
[M;, Mit1],4 = 1,--- N — 1. On en déduit que ’équation F'(\) = 2 a au moins N — 1 racines
réelles dans [My, My]. Les racines de F(\) = 2 sont toutes réelles et A n’a donc pas de valeurs
propres non réelles.
t

Démonstration du théoréme [6.1]

PrREUVE. Compte tenu du lemme Bl on peut se contenter de considérer le cas ou M est convexe
(en effet, si M est concave, —M est convexe).

On peut méme se limiter au cas ou M est strictement convexe (cf remarque E3). Dans ce cas,
Pargument est le méme que celui utilisé pour démontrer le théoréme Bl Soit ~ = 1/N. On
considére le maillage régulier de [0, 1] constitué par les points

zi=ih, i=0,1,---,N.

Soit My (y) le profil linéaire par morceaux obtenu en prolongeant par parité, 'interpolée linéaire
de M sur ce maillage. Des propriétés de parité et de stricte convexité de M, on s’apercoit que le
profil M, vérifie les hypothéses B9 et reléve donc de I’application du lemme On conclut alors,
comme au théoréme [0, par un argument d’approximation.

O

Remarque 6.3 Une fonction M convexe, peut étre vue comme la limite uniforme d’une suite de
fonctions strictement convexes. On passe donc du cas strictement convexe au cas convexe par un
argument d’approximation.

Remarque 6.4 Le fait d’avoir fait ’hypothése que la fonction M (y) était paire permet essentielle-
ment de simplifier la preuve du lemme En reprenant la preuve de ce lemme sans considérer
Uhypothése de parité, on peut s’apercevoir - mais c’est un peu pénible - que seule la convexité de
la fonction M est importante pour aboutir au résultat. On peut ainsi établir le théoréme suivant

Théoréeme 6.5 Soit M(y) continu sur [—1,1], conveze ou concave. Alors l'opérateur A n’admet
aucune valeur propre non réelle.
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7 Approximation et résultats numériques

Nous nous intéressons & I’approximation numérique du probléme aux valeurs propres (7)) par des
techniques de discrétisation “standard” permettant de se ramener 3 la résolution d’un probléme
spectral en dimension finie. Ce faisant, nous poursuivons un double objectif:

o Illustrer nos principaux résultats théoriques, essentiellement ceux du chapitre H relatifs aux
profils antisymétriques.

e Mettre en lumieére les difficultés de ’approximation numérique du probléme d’évolution (),
dans Pesprit des résultats du paragraphe B4
7.1 Discrétisation du probléme aux valeurs propres

Pour approcher le probléme, on va utiliser une méthode de Galerkin, ce qui passe par une approx-
imation de 'espace V = L?([—1,1]) par un sous espace de dimension finie:

Vi, = span [ 1,2, -+, ¥n, |

ou h est un paramétre d’approximation destiné & tendre vers 0 et ol la dimension N}, de V}, tend
vers +oo lorsque h tend vers 0. Le probleme approché s’ecrit:

Trouver (up,vp,A) € Vi x Vi, x C,  (up,vp) # (0,0),

/M ) unty)nto) dy+ [ () (o) dy =X [ o) o) dy (74)

/ / un(y) vn(y da:dy+/ M(y) vp(y) vn(y dy—)\/ vp(y) Un(y) dy

Si on choisit la base {1;} orthonormée dans L? et si on désigne par Uy, (resp. V},) le vecteur des
composantes de u, (resp. vy) on aboutit au probléme de valeurs propres:

MU, +V, =AUy,
(75)
E, U, + MLV, =2V,
ou :

1
s = [ M) ) 05 )

: / 11 / 11 ily) b () dady.

En d’autres termes, on approche le spectre de opérateur A (qui comporte une partie continue et
une partie discréte) par le spectre, nécessairement purement discret, de la matrice carrée 2N;, x
2Nh:
M,;, 1
Ay =
E, M,

On a étudié trois choix possibles pour ’espace d’approximation V.

7.1.1 Meéthode 1 : discrétisation a 1’aide de fonctions constantes par morceaux

On subdivise l'intervalle [~1, 1] en 2NV intervalles de longueur h = ;. Si X;j+ 1 désigne la fonction
caractéristique de ’intervalle

[yj,yj41] ou y;=jh, j=—N,--- ,N—1,
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on pose:
U= 7 Xjmks J=1,N,
(76)
Vi = Xopds J=—Nooo L
auquel cas les {¢;,+j = 1,---, N} forment un systéme orthonormé dans L? et

Vi =span [¢;, £j=1,--- ,N].

Dans ce cas, il est facile de voir que Ej, est 1la matrice de rang 1 définie par
1
(Eh)i,j:hzﬁa :l:i:17"'aNa :I:.]zlvaN

Par ailleurs pour calculer de facon approchée la matrice My, on calcule les intégrales avec la régle
du point milieu (exacte si M(y) € Pi([yi, yi+1]), auquel cas My, est la matrice diagonale définie
par: :

o1 . .
(Mn)ij = M(yjps) 0, Yy =0 +35)h £i=1- N, Ej=1.- N

7.1.2 Meéthode 2 : discrétisation spectrale
On se donne un entier N > 1, on pose h = 1/N et on pose:
Vh = [wo]—’—span [( 71151#7%)? n= 17 aN]

ol nous avons défini:

2
o = g, Yt = cos(nmy) n >0, 2 = sin(nmy) n >0,

qui forment un systéme orthonormal dans L2. On notera que N;, = 2N + 1. Dans la pratique on
numérote les degrés de liberté d’une fonction u;, de 0 & 2V de la facon suivante:

N N
up =g o+ Y _uj ¥ + Y uni; )l

=1 =1

Les fonctions v} et 12 étant toutes & moyenne nulle, on en déduit que la matrice Ej, a un seul
élément non nul:
(En)oo =1, (Ep)i; =0 si(i,j)#(0,0)

Par contre la matrice M, n’est en général pas diagonale comme c’était le cas pour méthode 1.

Plus précisément, si on fait la décomposition par blocs du vecteur Up:
Uh:(Uéleg)ta Ué:(u()vula"' qu)v Ué:(uN-Fla"'vu?N)
alors on a la décomposition de la matrice M}, suivante:
Mge  Mg®
M, = (77)
M;ie Mj®
avec

1
Mf,fn:/lM(y) cosmmy cosnmy dy, 0<m,n <N,

1
Mfin:/ M(y) sinmmy sinnry dy, 1<m,n <N, (78)
-1
1
M,ﬁfn:Mfﬁl:/ M(y) cosmmy sinnmy dy, 0<m <N, 1<n<N.
-1

Le lecteur pourra remarquer que:
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e Si M (y) est impaire, M{® =0 et M;®* = 0.
e Si M(y) est paire, M§® =0 et M;° = 0.

7.1.3 Meéthode 3 : discrétisation par polynémes orthogonaux

On choisit les polynémes de Legendre & une constante prés, afin d’avoir ’orthonormalité: On

introduit les fonctions:

2n+1
n(y) = 5 P,(y) n>0

ou les P, sont polynémes de Legendre définis par récurrence par:

P(y)=1, Pi(y)=y, (m+1)Pa(y)—2n+1)yPu(y) +nP1(y) =0.

Des propriétés des polynémes de Legendre, en particulier leur orthogonalité, on déduit aisément
que les ¢y forment un systéme orthonormal de L2,

On se donne N un entier supérieur a 1, h = 1/N et on définit:

V5, =span [p, n=0,--- ,N].

auquel cas on a N, = N + 1. Par orthogonalité & Py = 1, les polyndmes de Legendre sont tous a
moyenne nulle sur [—1,1]. On en déduit que, comme pour la méthode 2, la matrice E;, a un seul
élément non nul :

(En)oo = 1, (En)iy; = 0 si(i,5) #(0,0)

7.2 Comparaison des trois méthodes pour deux profils stables partic-
uliers

7.2.1 Le profil linéaire.
Nous considérons le profil linéaire antisymétrique:
M(y) =y
Nous connaissons dans ce cas la structure du spectre de A qui est purement réel et constitué:
e du segment [—1, 1] qui constitue le spectre continu,
e des deux valeurs propres + /2.
Méthode 1 Sur la figure Bl on a on a représenté dans le plancomplexe les valeurs propres du

systéme discret pour N = 100, 200 et 400 intervalles, pour M linéaire. Les résultats appellent les
commentaires suivants:

e Attirons tout d’abord l'attention du lecteur sur les échelles trés différentes du dessin pour
la partie réelle et la partie imaginaire ! Si nous avions choisi pour la partie imaginaire la
méme échelle que celle choisie pour la partie réelle, les 6 “courbes discrétes” qui apparaissent
sur la figure @ courbes que nous commenterons un peu plus loin, se seraient écrasées sur
Paxe réel et auraient semblé “remplir” I'intervalle [—1, 1] (voir également nos commentaires
sur I’approximation du spectre continu).

e Le spectre de A}, est constitué de deux valeurs propres réelles opposées + A} et de 4N + 2
valeurs propres non réelles, qu’on peut regrouper par paires conjuguées

Ac(h) = { ()‘j(h)ﬂxj(h))v Jj= _(N_ 1)7"' ,N—1 }

De plus, on vérifie que A\_;(h) = —);(h). et que A\g(h) et A\o(h) sont les deux seules valeurs
propres imaginaires pures de Ay.
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0.02 T T o

............. N=400
- N=200
0.015 N + N=100

0.01F —

0.005

f
-0.005 \
-0.01 5¥ 4___/ B

-0.015}F |
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Figure 9: Valeurs propres pour un profil linéaire, Méthode 1.

e Les deux valeurs propres réelles constituent une approximation du spectre ponctuel de A.
On observe que:
lim + )} =+ V2.

Nous représentons, en échelle logarithmique, les variations de I'erreur A} — v/2 en fonction du
pas de discrétisation h = 1/N. La courbe de convergence qui nous concerne ici est la courbe
bleue qui correspond & la méthode 1 (les autres courbes sont celles qui correspondent aux
méthodes 2 et 3). On peut mesurer que la convergence est en O(h?).

log 10(error)

-10+ “’/ 4

12l —— Constantes par morceaux ,“ |
- - — Discretisation spectrale |,

- — Discretisation polynomiale
1 -0.5 0

-14
-2.5 -2 -15 -
log, ()

Figure 10: Approximation des valeurs propres de A par les trois méthodes.

e L’ensemble fini A.(h) constitue en quelque sorte une discrétisation du spectre continu de A.
C’est lui qui débouche sur les “courbes discrétes” évoquées plus haut. Plus exactement:

VaAel[-1,1], ilLli% Nel/r\lcf(h) A —pu| = 0.
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Bien évidemment, pour chaque A\ € [—1,1], inf,ca (n) |A — p| est atteint par deux valeurs
propres conjuguées \;, (h) et \j, (h). De fagon imagée, on peut dire que, aprés discrétisation,
chaque réel du spectre continu est éclaté en deux valeurs propres conjuguées non réelles dont
la partie imaginaire tend vers 0. Ceci est cohérent avec le “fait” que chaque élement du
spectre continu de A est de multiplicité 2 (voir remarque EZTH).

e Le fait que les éléments du spectre continu “partent” dans le plan complexe de fagon anti-
symétrique par rapport a ’axe réel entraine nécessairement que le méme procédé de discréti-
sation appliqué au probléme d’évolution ([Il) débouche sur un probléme semi-discret (i. e.
discret en y et continu en (x,t) ) qui est instable. Ceci est & rapprocher du résultat obtenu
au paragraphe B4l lorsqu’on se contente de discrétiser le profil M de facon constante par
morceaux (le probléme spectral posé restant donc en dimension infinie). Plus précisément,
la solution du probléme de Cauchy semi-discret aura en général une croissance en temps en

e®Mt ou a(h)= sup Im p.
HEAc(h)

(On observe numériquement que a(h) =Zm Ag(h) .)

Bien entendu, a(h) tend vers 0 quand h tend vers 0. Sur la figure [T}, on représente en échelle
log-log les variation de «(h) pour les trois méthodes. La courbe correspondant & la méthode
1 est la courbe bleue. On peut ainsi vérifier que la convergence vers le spectre continu de A
est linéaire, c’est & dire en O(h).

O T T T
—— Constantes par morceaux
- — — Discretisation spectrale
—05k — — Discretisation polynomiale A
o e
% ) s
& -15t 7 ]
_2 . - 4
_25 L L L L
-2.5 -2 -1 -0.5 0

5 -1
log, ,(h)
Figure 11: Approximation du spectre continu de A par les trois méthodes.

e 11 est naturel de s’intéresser aux vecteurs propres (uyp,v,) € Vi, x V), de Aj,. On observe que
chaque valeur propre de A.(h) est simple et, bien str, si (u;(h),v;(h)) désigne le vecteur
propre (non réel) associé & \;(h), le vecteur propre associé a \;j(h) est (u;(h),v;(h)). Par
ailleurs, il est facile de montrer que:

(u—j(h),v—;j(R)) = (u;(h), —v;(h))

Sur la figure [[A nous représentons les quatre vecteurs propres associés & quatre valeurs
propres: les deux valeurs propres les plus proches de A = 0.5, de la “forme” A = 0.5+ 6 ou §
est “petit” et les deux valeurs propres les plus proches de A = —0.5, de la “forme” A = —0.5+0
(avec le méme §). On constate que les modes propres sont trés localisés autour de y = 0.5
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pour les deux valeurs propres proches de A = 0.5 et autour de y = 0.5 pour les deux valeurs
propres proches de A = 0.5. Ceci était attendu et en conformité avec 'analyse formelle de
la remarque EETH

0.7 0.3 T
06 i 02} !
0.5¢ ! 0.1t N
0.4t | 0 <= -
~ 03 i ~-01f \‘
% 0.2t %“ ‘g’—o.z— ‘;1
€ oaf J | £ o3t !
0 i > —- 0.4} ‘
-01 | -05}
-0.2 ‘ﬂ‘ —o06l
-1 —015 6 015 1
y
g E
L .l !
-8 . . “ -8 . “
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
y y
Figure 12: Modes propres associés au spectre continu pour A\ ~ +0.5.
Méthode 2. On calcule aisément que

cs
M. =

1 (_1)m+n _

(m+n)m

(=)™ — (m —n)w

T2

mrmz

(m—n)? }

Sur la figure [[3, on a représenté dans le plan complexe les valeurs propres du systéme discret
pour 100, 200 et 400 fonctions de base. On obtient qualitativement, des résultats étonnamment
similaires & ceux obtenus avec la méthode 1. Si on y regarde plus prés, on constate que:

en O(h) (voir la courbe rouge de la figure ).

e L’approximation du spectre continu est, comme pour le

la courbe rouge de la figure [T)).

Méthode 3. On se place dans le cas d’un profil linéaire. Le

Mm,n =

2(m+1) gn
(2m+1)(2m + 3)
2m .
sin

(2m—1)(2m+1)

e En ce qui concerne ’approximation du spectre ponctuel de A, on a seulement une convergence

cas de la méthode 1 en O(h) (voir

lecteur vérifiera que :
=m+1
=m-1
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<
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~0.005] — ———— 1
_0.017 -""o-...________‘ *__’-__/' 4
-0.015} 1
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Figure 13: Valeurs propres pour un profil linéaire, Méthode 2.

0.03 ‘

N=400
N=200

0.02 W Nesool]

0.01f

imag(A)
=

-0.01r

-0.02r

-0.03

-15 15

real(\)

Figure 14: Valeurs propres pour un profil linéaire, Méthode 3.

Sur la figure[[d], on a représenté dans le plan complexe les valeurs propres du systéme discret pour
100, 200 et 400 fonctions de base. On obtient un comportement similaire au deux précédentes
configurations.

7.2.2 Le profil sinusoidal.
Nous considérons le profil linéaire antisymétrique:

™

M(y) = sin(T2).

Nous connaissons dans ce cas la structure du spectre de A qui est purement réel et constitué:

e du segment [—1, 1] qui constitue le spectre continu,
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e des deux valeurs propres + )y oil \y est caractérisé par

1
d
Xo>1 et /—yzzz
—1()\0—sin%)

Méthode 1. Nous représentons sur la figure [[A la distribution des valeurs propres de A; pour
N = 100,200,400. Le lecteur vérifiera que les commentaires faits dans le cas du profil linéaire
restent qualitativement valables. Seule la forme de la courbe des valeurs propres est légérement
changée (elle est plus “bombée” que dans le cas du profil linéaire).

0.3 .
N=400

N=200
0.02 “ | - N=100|]

0.01r

Im(\)
Q

-0.01r

-0.021

-0.03 ;
-2

Figure 15: Valeurs propres pour un profil sinusoidal, Méthode 1.

Meéthode 2. On calcule aisément que

MS  — é (m + n) (_1)m+n+1 (Tl _ m) (_l)n—m+1
™l A(mn)? -1 An—m)32—1

Sur la figure [[6, on a représenté dans le plan complexe les valeurs propres du systéme discret
pour 100, 200 et 400 fonctions de base. On obtient un comportement similaire au cas du profil
linéaire, si ce n’est la forme des “courbes discrétes” des valeurs propres, plus complexe.

Méthode 3. Voir la figure [

7.3 Etude numérique de quelques profils bien choisis.
7.3.1 Profils C' mais non C?

On vérifie sur la figure M8 qu’on est stable dans le cas du profil convexe, C', non C?, alors qu’on
obtient deux valeurs propres imaginaires pures dans le cas concave.

7.3.2 Cas avec absence de spectre ponctuel

On choisit un profil, de telle sorte qu’on ait pas a priori de spectre ponctuel.
M(y) = 4(1—(1-y)*

On voit sur la figure T3 que toutes les valeurs propres tendent vers l'intervalle [—4, 4].
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0.03
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0.01r

imag(\)
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-0.03
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Figure 16: Valeurs propres pour un profil sinusoidal, Méthode 2.

0.05
........... N=400
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N=100
=
E 9
-0.05 - - -
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Figure 17: Valeurs propres pour un profil sinusoidal, Méthode 3.

7.3.3 Etude de profils en tangente hyperbolique.

On se place dans le cas d’un profil de la forme :
M(y) = a tanh(2y)
On prévoit de maniére théorique que ce profil donne lieu a des instabilités si

1

1o -
¢ 2 tanh(2)

(~ 0.6938)

On vérifie cette propriété sur la figure
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Figure 18: A gauche, distribution des valeurs propres pour un profil concave M (y) = /1+y —
1, y € [0,1]. A droite, distribution pour le profil réciproque M (y) = y* + 2y (profil convexe).
Dans les deux cas, le profil est C'! mais non C2.

0.05

Im(\)

e -2 0 2 4
Re(\)

Figure 19: Distribution des valeurs propres pour un profil ot on ne trouve pas de spectre ponctuel
M(y) = 41— (1 -y, ye0,1].

7.3.4 Etude de profils constant par morceaux

On peut aussi considérer le cas d’un profil constant par morceaux, o le nombre d’intervalles utilisé
pour discrétiser u est plus grand que le nombre d’intervalles ou le profil M est constant. Dans ce
cas on observe sur la figure Il que certaines valeurs propres sont réelles sur U'intervalle [M_, M, ],
et d’autres sont toujours dans le plan complexe.
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Figure 20: A gauche, valeurs propres pour M (y) = 0.5 tanh(2y). A droite, valeurs propres pour
M(y) = 0.7 tanh(2y).
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Figure 21: Distribution des valeurs propres pour un profil linéaire M(y) = y. On approche M
par un nombre d’intervalles N deux fois plus petit que pour u et v.
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