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▼❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦♦❧ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r♦✉s ❝♦♠♣✉t❡r
❣r❛♣❤✐❝s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ t❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ❛♥✐♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤✐s ❝♦✉rs❡ ♦✉t❧✐♥❡s
✐ts ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✱ ❞❡s❝r✐❜❡s r❡❝❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ ♠❡s❤❡s ♦✈❡r
✈❛r✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥s✱ ❞✐s❝✉ss❡s ❡♠❡r❣✐♥❣ t♦♦❧s ❧✐❦❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲s✉r❢❛❝❡
♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

Pr❡r❡q✉✐s✐t❡s

❚❤❡ ❛✉❞✐❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❤❛❞ s♦♠❡ ♣r✐♦r ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ♠❡s❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝
♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✱ ❛♥❞ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s✳ ❖♣t✐♦♥❛❧ ♣r❡✲r❡q✉✐s✐t❡s✿ s♦♠❡ ❧❡❝t✉r❡s ♠❛② ❛❧s♦
❛ss✉♠❡ s♦♠❡ ❢❛♠✐❧✐❛r✐t② ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✱ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳
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●r❛❞✉❛t❡ st✉❞❡♥ts✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs ✇❤♦ s❡❡❦ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐s❤ t♦ ✉t✐❧✐③❡ t❤❡♠✳ ▲✐s✲
t❡♥❡rs ❣❡t ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛r♥ ❤♦✇ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐✲
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❋♦r ❛♥② t✇♦ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r t♦♣♦❧♦❣②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✉r❢❛❝❡s ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s✉❝❤
❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ ✐s
♠❛♣♣❡❞ t♦ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✳ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
t♦ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ❢♦r ♠❛♣♣✐♥❣ t❡①t✉r❡s ♦♥t♦ s✉r❢❛❝❡s✳ ❖✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱ ✐t ❤❛s
❣r❛❞✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡ ❛ ✉❜✐q✉✐t♦✉s t♦♦❧ ❢♦r ♠❛♥② ♠❡s❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❞❡t❛✐❧✲♠❛♣♣✐♥❣✱ ❞❡t❛✐❧✲tr❛♥s❢❡r✱ ♠♦r♣❤✐♥❣✱ ♠❡s❤✲❡❞✐t✐♥❣✱ ♠❡s❤✲❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱ r❡♠❡s❤✐♥❣✱
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ s✉r❢❛❝❡✲✜tt✐♥❣✱ ❛♥❞ s❤❛♣❡✲❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥t❡r❡st ✐♥
❛♣♣❧②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝♦✉rs❡ ✐s t♦ ❢❛♠✐❧✐❛r✐③❡ t❤❡ ❛✉❞✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❦✐❧❧s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦r
✐♠♣r♦✈❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥❞ t♦ ❝r✐t✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦✉rs❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉rs❡ t❤❡♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♣❧❛✲
♥❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❞❞r❡ss❡s ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❝♦✉rs❡ ❝♦✈❡rs t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡①♣❧❛✲
♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ ❜✐❥❡❝t✐✈✐t②✱ ❝♦♥❢♦r♠❛❧✐t②✱ str❡t❝❤✱ ❛♥❞ ❛r❡❛✲
♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐s r❡✈✐❡✇❡❞ ❜② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s ♦❢ s❡✈❡r❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ❧✐✈❡ ❞❡♠♦s✳ ❚❤❡
❝♦✉rs❡ ❛❞❞r❡ss❡s ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r r♦❜✉st❧② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ t✐♣s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♦❢t❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜②
♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❧✐st ♦❢ ♦♣❡♥ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳

❙♣❡❛❦❡rs

▼❛t❤✐❡✉ ❉❡s❜r✉♥✱ ❈❛❧t❡❝❤✱ ❯❙❆

▼❛t❤✐❡✉ ❉❡s❜r✉♥ ✐s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ♣r♦❢❡ss♦r ❛t t❤❡ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②
✭❈❛❧t❡❝❤✮ ✐♥ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❞❡♣❛rt♠❡♥t✳ ❆❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❤✐s P❤✳❉✳ ❢r♦♠ t❤❡
◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ●r❡♥♦❜❧❡ ✭■◆P●✮✱ ❤❡ s♣❡♥t t✇♦ ②❡❛rs ❛s ❛ ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛❧
r❡s❡❛r❝❤❡r ❛t ❈❛❧t❡❝❤ ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ ❛ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙♦✉t❤❡r♥
❈❛❧✐❢♦r♥✐❛ ✭❯❙❈✮✳ ❍✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐♥t❡r❡sts r❡✈♦❧✈❡ ❛r♦✉♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❣❡♦♠❡tr② ✭❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✱ ②❡t r❡❛❞✐❧②✲❞✐s❝r❡t✐③❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✮ t♦ ❛ ✇✐❞❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♠❡s❤✐♥❣✱ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ s♠♦♦t❤✐♥❣✱ ✢✉✐❞ ❛♥❞
s♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❡t❝✳

✐✐



❑❛✐ ❍♦r♠❛♥♥✱ ❈❧❛✉st❤❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ●❡r♠❛♥②

❑❛✐ ❍♦r♠❛♥♥ ✐s ❛♥ ❛ss✐st❛♥t ♣r♦❢❡ss♦r ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ✐♥ t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢
■♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛t ❈❧❛✉st❤❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ ●❡r♠❛♥②✳ ❍✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐♥t❡r❡sts ❛r❡
❢♦❝✉ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❉r✳ ❍♦r♠❛♥♥ ❤❛s ❝♦✲❛✉t❤♦r❡❞
s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❑❛✐ ❍♦r♠❛♥♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ❤✐s P❤❉ ❢r♦♠ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❊r❧❛♥❣❡♥ ✐♥ ✷✵✵✷
❛♥❞ s♣❡♥t t✇♦ ②❡❛rs ❛s ❛ ♣♦st❞♦❝t♦r❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❢❡❧❧♦✇ ❛t t❤❡ ▼✉❧t✐✲❘❡s ▼♦❞❡❧✐♥❣ ●r♦✉♣
❛t ❈❛❧t❡❝❤✱ P❛s❛❞❡♥❛ ❛♥❞ t❤❡ ❈◆❘ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥
P✐s❛✱ ■t❛❧②✳

❇r✉♥♦ ▲é✈②✱ ■◆❘■❆✱ ❋r❛♥❝❡

❇r✉♥♦ ▲é✈② ✐s ❛ ❘❡s❡❛r❝❤❡r ✇✐t❤ ■◆❘■❆✳ ❍❡ ✐s t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❆▲■❈❊ ■◆❘■❆ Pr♦❥❡❝t✲
❚❡❛♠✳ ❍✐s ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥ t❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦✇ ✉s❡❞ ❜② s♦♠❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ✭✐♥❝❧✉❞✲
✐♥❣ ▼❛②❛✱ ❙✐❧♦✱ ❇❧❡♥❞❡r✱ ●♦❝❛❞ ❛♥❞ ❈❛t✐❛✮✳ ❍❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤✐s P❤✳❉ ✐♥ ✶✾✾✾✱ ❢r♦♠ t❤❡
■◆P▲ ✭■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✮✳ ❍✐s ✇♦r❦✱ ❡♥t✐t❧❡❞ ✧❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❚♦♣♦❧♦❣②✿ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ❛♥❞ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣✧✱ ✇❛s ❛✇❛r❞❡❞ t❤❡ ❙P❊❈■❋ ♣r✐❝❡ ✐♥ ✷✵✵✵ ✭❜❡st
❋r❡♥❝❤ P❤✳❉✳ t❤❡s✐s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡s✮✳

❆❧❧❛ ❙❤❡✛❡r✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇r✐t✐s❤ ❈♦❧✉♠❜✐❛✱ ❈❛♥❛❞❛

❆❧❧❛ ❙❤❡✛❡r ✐s ❛♥ ❛ss✐st❛♥t ♣r♦❢❡ss♦r ✐♥ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❞❡♣❛rt♠❡♥t ❛t t❤❡ ❯♥✐✲
✈❡rs✐t② ♦❢ ❇r✐t✐s❤ ❈♦❧✉♠❜✐❛ ✭❈❛♥❛❞❛✮✳ ❙❤❡ ❝♦♥❞✉❝ts r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r
❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ❛✐❞❡❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❉r✳ ❙❤❡✛❡r ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ♠❡s❤ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❞✐t✐♥❣✳ ❍❡r r❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❛❞❞r❡ss❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ♠❡s❤ ❡❞✐t✐♥❣ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥✳ ❙❤❡ ❝♦✲❛✉t❤♦r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣♦♣✉❧❛r ✸❉
♠♦❞❡❧❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❇❧❡♥❞❡r ❛♥❞ ❈❛t✐❛✳ ❆❧❧❛ ❙❤❡✛❡r r❡❝❡✐✈❡❞ ❤❡r P❤❉ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❡❜r❡✇
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❏❡r✉s❛❧❡♠ ✐♥ ✶✾✾✾✳ ❙❤❡ s♣❡♥t t✇♦ ②❡❛rs ❛s ❛ ♣♦st❞♦❝t♦r❛❧ r❡s❡❛r❝❤❡r ✐♥ t❤❡
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ■❧❧✐♥♦✐s ❛t ❯r❜❛♥❛✲❈❤❛♠♣❛✐❣♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t✇♦ ②❡❛rs ❛s ❛♥ ❛ss✐st❛♥t ♣r♦❢❡ss♦r
❛t ❚❡❝❤♥✐♦♥✱ ■sr❛❡❧✳

❑✉♥ ❩❤♦✉✱ ▼✐❝r♦s♦❢t✱ ❯❙❆

❑✉♥ ❩❤♦✉ ✐s ❛ ▲❡❛❞ ❘❡s❡❛r❝❤❡r ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s ❣r♦✉♣ ❛t ▼✐❝r♦s♦❢t ❘❡s❡❛r❝❤ ❆s✐❛✳ ❍❡
r❡❝❡✐✈❡❞ ❤✐s ❇✳❙✳ ❛♥❞ P❤✳❉ ❞❡❣r❡❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❩❤❡❥✐❛♥❣ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ ✶✾✾✼
❛♥❞ ✷✵✵✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❑✉♥ s r❡s❡❛r❝❤ ✐♥t❡r❡sts ✐♥❝❧✉❞❡ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ t❡①t✉r❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ r❡♥❞❡r✐♥❣✳ ❍❡ ❤♦❧❞s ♦✈❡r t❡♥ ❣r❛♥t❡❞ ❛♥❞ ♣❡♥❞✐♥❣ ❯❙ ♣❛t❡♥ts✳
❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❲✐♥❞♦✇s ❱✐st❛✱ ❉✐r❡❝t❳ ❛♥❞ ❳❇❖❳
❙❉❑✳
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❙②❧❧❛❜✉s

▼♦r♥✐♥❣ s❡ss✐♦♥

• ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❬✶✺ ♠✐♥✱ ❆❧❧❛❪

• ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❡♦♠❡tr② Pr✐♠❡r ❬✸✵ ♠✐♥✱ ❑❛✐❪

• ❇❛r②❝❡♥tr✐❝ ▼❛♣♣✐♥❣s ❬✸✵ ♠✐♥✱ ❑❛✐❪

• ❙❡tt✐♥❣ t❤❡ ❇♦✉♥❞❛r② ❋r❡❡ ❬✸✵ ♠✐♥✱ ❇r✉♥♦❪

• ■♥❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞s ✲ ❆❇❋ ❛♥❞ ❈✐r❝❧❡ P❛tt❡r♥s ❬✸✵ ♠✐♥✱ ❆❧❧❛❪

• ▼❛❦✐♥❣ ✐t ✇♦r❦ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✲ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥str❛✐♥ts ❬✹✺ ♠✐♥✱ ❑✉♥ ❩❤♦✉❪

• ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P❧❛♥❛r ▼❡t❤♦❞s ❬✸✵ ♠✐♥✱ ❑❛✐❪

❆❢t❡r♥♦♦♥ s❡ss✐♦♥

• ❙♣❤❡r✐❝❛❧ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❬✸✵ ♠✐♥✱ ❆❧❧❛❪

• ❉✐s❝r❡t❡ ❊①t❡r✐♦r ❈❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ❛ ◆✉ts❤❡❧❧ ❬✸✵ ♠✐♥✱ ▼❛t❤✐❡✉❪

• ●❧♦❜❛❧ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❬✹✺ ♠✐♥✱ ▼❛t❤✐❡✉❪

• ❈r♦ss✲P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✴■♥t❡r✲s✉r❢❛❝❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❬✸✵ ♠✐♥✱ ❆❧❧❛❪

• ▼❛❦✐♥❣ ✐t ✇♦r❦ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✲ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts ❬✸✵ ♠✐♥✱ ❇r✉♥♦❪

• ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ●❧♦❜❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❬✸✵ ♠✐♥✱ ❇r✉♥♦❪

• ❖♣❡♥ Pr♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ◗✴❆ ❬✶✺ ♠✐♥✱ ❛❧❧❪

✐✈
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

●✐✈❡♥ ❛♥② t✇♦ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r t♦♣♦❧♦❣② ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❛♥❞
♦♥t♦ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✉r❢❛❝❡s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤✱
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
s✉r❢❛❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✳
P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ❤❛✈❡ ♥✉♠❡r♦✉s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ■♥ r❡❝❡♥t
②❡❛rs ♥✉♠❡r♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ ♠❡s❤❡s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ t❛r❣❡t✐♥❣ ❞✐✈❡rs❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤✐s ❝♦✉rs❡ r❡✈✐❡✇s t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥
✐❞❡❛s ♦❢ ❡❛❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ■t ❛❧s♦
♣r♦✈✐❞❡s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❤❡♥
s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛❞❞r❡ss t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ s✉r✈❡② str✐✈❡s t♦ ♣r♦✲
✈✐❞❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ s✉❝❤ ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥
q✉❛❧✐t②✱ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✶✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❙✉r❢❛❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠❛♣♣✐♥❣
t❡①t✉r❡s ♦♥t♦ s✉r❢❛❝❡s ❬❇❡♥♥✐s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❀ ▼❛✐❧❧♦t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪✳ ❖✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱ ✐t
❤❛s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡ ❛ ✉❜✐q✉✐t♦✉s t♦♦❧✱ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♠❛♥② ♠❡s❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❉❡t❛✐❧ ▼❛♣♣✐♥❣

❉❡t❛✐❧❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦❛rs❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡ ✭♣♦❧②❣♦♥❛❧
♠❡s❤ ♦r s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ s✉r❢❛❝❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡ st♦r❡❞ ✐♥
❛ s❡♣❛r❛t❡ ✷❉ ❛rr❛②✳ ■♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ t❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ t❤❡ ❝♦❧♦rs ♦❢ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣✐①❡❧s✳ ▼♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡♥r✐❝❤❡❞ ❜② st♦r✐♥❣ ❜✉♠♣✱ ♥♦r♠❛❧✱ ♦r ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ♠❛♣s✳ ❘❡❝❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬P❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ P♦r✉♠❜❡s❝✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ♠♦❞❡❧ ❛ t❤✐❝❦
r❡❣✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ t❡①t✉r❡✱ r❛t❤❡r

✶



❚❡①t✉r❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ◆♦r♠❛❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❉❡t❛✐❧ ❚r❛♥s❢❡r

▼♦r♣❤✐♥❣ ▼❡s❤ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❊❞✐t✐♥❣

❉❛t❛❜❛s❡s ❘❡♠❡s❤✐♥❣ ❙✉r❢❛❝❡ ❋✐tt✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ t❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✭▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ❈♦♥❢♦r♠❛❧
▼❛♣s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❖♣❡♥✲❙♦✉r❝❡ ❇❧❡♥❞❡r ♠♦❞❡❧❡r✮✳

✷



❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆❧❧
t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ♠❛♣✱ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✺✪ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐③❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ r❡❛❧✐③❡s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳
❚❤✐s ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡✲✐♥st❛♥❝✐❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❤❛♣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

✸



t❤❛♥ ❛ ✷❉ ♦♥❡✳ ❙✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ❞❡t❛✐❧ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
t♦♣♦❧♦❣② ♦r ❞❡t❛✐❧ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❜② ❛ ❤❡✐❣❤t ✜❡❧❞✱ s✉❝❤ ❛s
s♣❛rs❡❧② ✐♥t❡r✇♦✈❡♥ str✉❝t✉r❡s ♦r ❛♥✐♠❛❧ ❢✉r✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ♠❛♣ ❞❡t❛✐❧s t♦ s✉r❢❛❝❡s
✐s ✉s✐♥❣ ♣❧❛♥❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳

❉❡t❛✐❧ ❙②♥t❤❡s✐s

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✸❉
♦❜❥❡❝ts✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡t❛✐❧
♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛ r✐❝❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❙✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ✉s❡ ❛s ✐♥♣✉t ✢❛t ♣❛t❝❤❡s ✇✐t❤
s❛♠♣❧❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❡✳❣✳ ❬❙♦❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪❀ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦r ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s❀ ♦r ❞✐r❡❝t ✉s❡r
✐♥♣✉t ❛♥❞ ❡❞✐t✐♥❣ ❬❈❛rr ❛♥❞ ❍❛rt✱ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❡t❛✐❧ ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ ✈❛r✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ✐t ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦
st♦r❡ ✐t✳

▼♦r♣❤✐♥❣ ❛♥❞ ❉❡t❛✐❧ ❚r❛♥s❢❡r

❆ ♠❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ❛❧❧♦✇s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❞❡t❛✐❧ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t
t♦ ❛♥♦t❤❡r ✭❡✳❣✳ ❬Pr❛✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✮✱ ♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r✲
❛♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❬❆❧❡①❛✱ ✷✵✵✵❀ ❑r❛❡✈♦② ❛♥❞ ❙❤❡✛❡r✱ ✷✵✵✹❀ ❙❝❤r❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳
❇② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r♣❤✐♥❣ ❛♥✐♠❛t✐♦♥s✳
■♥ s♣❛t✐❛❧❧②✲✈❛r②✐♥❣ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✲✈❛r②✐♥❣ ♠♦r♣❤s✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ✭❝♦❛rs❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s
❜❡✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❡❞✮ ❬❆❧❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❑r❛❡✈♦② ❛♥❞ ❙❤❡✛❡r✱ ✷✵✵✹❪✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠❛♣ ❝❛♥
❡✐t❤❡r ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦r✱ ❛s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❞♦♥❡✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ❜♦t❤
♦❜❥❡❝t s✉r❢❛❝❡s t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡ st❛t✐❝ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
♦❢ s✉r❢❛❝❡s✱ ✐♥t❡r✲s✉r❢❛❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❛♥✐♠❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥
s❤❛♣❡s✱ ❡✐t❤❡r ❜② tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❜♦♥❡s ♦❢ ❛♥ ❛♥✐♠❛t✐♦♥ r✐❣✱
♦r ❜② ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤
❬❙✉♠♥❡r ❛♥❞ P♦♣♦✈✐➣✱ ✷✵✵✹❪✳

▼❡s❤ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥

▼❡s❤❡s ❢r♦♠ r❛♥❣❡ s❝❛♥s ♦❢t❡♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❤♦❧❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ▲é✈② ❬✷✵✵✸❪
✉s❡s ♣❧❛♥❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❤❛♣❡ ❢♦r ❤♦❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t♦
tr✐❛♥❣✉❧❛t❡ t❤♦s❡✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥❡❞
♠♦❞❡❧s ❡①✐sts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❤✉♠❛♥ s❝❛♥s✱ t❡♠♣❧❛t❡s ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❤✉♠❛♥ s❤❛♣❡ ❛r❡
r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆❧❧❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ❆♥❣✉❡❧♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ✉s❡ t❤✐s ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦
❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ s❝❛♥s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛♥ ❛♥❞ ❛ t❡♠♣❧❛t❡
❤✉♠❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ❑r❛❡✈♦② ❛♥❞ ❙❤❡✛❡r ❬✷✵✵✺❪ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ r♦❜✉st t❡♠♣❧❛t❡✲
❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ s❝❛♥s✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡ ❛♥
✐♥t❡r✲s✉r❢❛❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛♥✳

✹



▼❡s❤ ❊❞✐t✐♥❣

❊❞✐t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳
❇✐❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪ ✉s❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝✉t✲❛♥❞✲♣❛st❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢
❞❡t❛✐❧s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡② ❧♦❝❛❧❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦♥ t❤❡ t✇♦
♠♦❞❡❧s ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t♦
tr❛♥s❢❡r s❤❛♣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ▲é✈② ❬✷✵✵✸❪ ✉s❡s ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✲
✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❡s❤ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❧❛♥❛r
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♥❡❛r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
✉s❡ ✐t t♦ ❡①tr❛❝t ❛♥❞ s♠♦♦t❤❧② ❜❧❡♥❞ s❤❛♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✳

❈r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❜❥❡❝t ❉❛t❛❜❛s❡s

❖♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠
❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣
tr❛✐ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❤✉♠❛♥ s❤❛♣❡s ❬❆❧❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ t❤❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣
tr❛✐ts ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❞❡r✱ ❤❡✐❣❤t✱ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t✳ ❖❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
❛♥❞ s❝♦r❡❞ ❛❣❛✐♥st ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ♥❡✇
♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s✳

❘❡♠❡s❤✐♥❣

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❧❡✈❡❧s
♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❙♦♠❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t❤❛♥ ♦t❤❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ s✉r❢❛❝❡s✱ tr✐❛♥❣❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❛s♣❡❝t
r❛t✐♦ ✭t❤❛t ❛r❡ ♥♦t t♦♦ s♠❛❧❧ ♦r t♦♦ s❦✐♥♥② ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❛❝❝✉r❛❝②✳ ❖♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ r❡♠❡s❤ s✉r❢❛❝❡s✱ ♦r t♦ r❡♣❧❛❝❡ ♦♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❛♥✲
♦t❤❡r✱ ✐s t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡♥ ♠❛♣ ❛ ❞❡s✐r❛❜❧❡✱ ✇❡❧❧✲✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ❛♥❞ ❡❛s②
t♦ ❝r❡❛t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ●✉
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪ ✉s❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❛r sq✉❛r❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱
❡✳❣✳ ❬●✉s❦♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ✉s❡ r❡❣✉❧❛r s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✭✉s✉❛❧❧② ✶✲t♦✲✹ tr✐❛♥❣❧❡ s♣❧✐ts✮ ♦♥ t❤❡
❢❛❝❡s ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙✉❝❤ ❧♦❝❛❧❧② r❡❣✉❧❛r ♠❡s❤❡s ❝❛♥ ✉s✉❛❧❧② s✉♣♣♦rt t❤❡ ❝r❡✲
❛t✐♦♥ ♦❢ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s ❛s t❤❡ ❧✐♠✐t ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡
❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❉❡s❜r✉♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❡s❤ ✐♥ t❤❡
♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ ♣❧❛♥❛r ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② r❡♠❡s❤✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❖♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❢❛❝❡ ✐s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✈✐s✐❜❧❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉ts ❝r❡❛t❡❞ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❙✉r❛③❤s❦② ❛♥❞ ●♦ts♠❛♥ ❬✷✵✵✸❪
❛✈♦✐❞ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ✉s❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t♦ ♠♦✈❡ ✈❡rt✐❝❡s
❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t r❡♠❡s❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❘❡❝❡♥t ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❬❘❛②
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ✉s❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ♠❡s❤
❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✸❉ s✉r❢❛❝❡✳
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▼❡s❤ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥

▼❡s❤ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛❝t❧② st♦r❡ ♦r tr❛♥s♠✐t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❆s ✇✐t❤
♦t❤❡r ❞❛t❛✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❛t❡s ❛r❡ ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❡♥tr♦♣②✳ ❚❤✉s ❤✐❣❤❡r
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠❡s❤❡s t❤❛t ❛r❡ ❛s
r❡❣✉❧❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜♦t❤ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡❢❡rs
t♦ ♠❡s❤❡s ✇❤❡r❡ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ r❡❣✉❧❛r✐t② ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t tr✐❛♥❣❧❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❙✉❝❤ ♠❡s❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♠❡s❤✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❬●✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳
❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

❙✉r❢❛❝❡ ❋✐tt✐♥❣

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s s✉r❢❛❝❡ ✜tt✐♥❣ ❬❋❧♦❛t❡r✱ ✷✵✵✵❪✳
▼❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❡q✉✐r❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ t♦ ❜❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥♣✉t ♠❡s❤✳ ❆ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ♦✈❡r ❛ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s t❤✐s t❛s❦✳ ❊❛r❧✐❡r ♠❡t❤♦❞s ❡✐t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❡s❤
✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦r s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐t ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❡❛❝❤ ♣❛t❝❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t
♠❡t❤♦❞s✱ ❡✳❣✳ ❬▲✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s♠♦♦t❤ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✉s❡ t❤♦s❡ ❢♦r ✜tt✐♥❣✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡s✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢r♦♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❙❤❡❡ts

❲❤✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ✈✐rt✉❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❤❛s ♥✉♠❡r♦✉s
r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ♣❧❛♥❛r ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✸❉ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ s❤❡❡ts ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❣❛r♠❡♥t
♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ♦r ❢♦r❣✐♥❣ ❬❇❡♥♥✐s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❀ ❏✉❧✐✉s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❆❧❧ ♦❢
t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♣❛tt❡r♥s t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✸❉
s❤❛♣❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✜rst s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ ♥❡❛r❧② ❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡ ❝❤❛rts✱ ❛♥❞ t❤❡s❡
❝❤❛rts ❛r❡ t❤❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳

▼❡❞✐❝❛❧ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❈♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧✲♠❛♣✱ ❝♦❧♦r✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r✱ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❖♥❡ ♦❢
t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✐s t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ❬❍✉r❞❛❧
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❍❛❦❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ▼♦st ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❜r❛✐♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❜r❛✐♥ ❤❛s ❣❡♥✉s ③❡r♦✱ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ✐t t❤r♦✉❣❤ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❬❍❛❦❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ♦r ♣❧❛♥❛r
❬❍✉r❞❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳

✻



❈❤❛♣t❡r ✷

❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❡♦♠❡tr② Pr✐♠❡r

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❣♦ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❛t t♦
❞♦ ✇✐t❤ ✐t✱ ❧❡t ✉s q✉✐❝❦❧② r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr②
t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❧❛t❡r✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r
t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❜♦♦❦s ❜②
❞♦ ❈❛r♠♦ ❬✶✾✼✻❪✱ ❑❧✐♥❣❡♥❜❡r❣ ❬✶✾✼✽❪✱ ❑r❡②s③✐❣ ❬✶✾✾✶❪✱ ❛♥❞ ▼♦r❣❛♥ ❬✶✾✾✽❪✳

✷✳✶ ❇❛s✐❝ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Ω ⊂ R
2 ✐s s♦♠❡ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❤♦❧❡s✮✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡ ✉♥✐t sq✉❛r❡✿ Ω = {(u, v) ∈ R
2 : u, v ∈ [0, 1]}, ♦r

t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦ ✿ Ω = {(u, v) ∈ R
2 : u2 + v2 ≤ 1},

❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : Ω → R
3 ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t

♣♦✐♥ts ✐♥ Ω ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ R
3✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡ S ♦❢ Ω ✉♥❞❡r

f ❛ s✉r❢❛❝❡✱
S = f(Ω) = {f(u, v) : (u, v) ∈ Ω},

❛♥❞ s❛② t❤❛t f ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ S ♦✈❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ S t❤❛t f ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Ω ❛♥❞ S ❛♥❞ t❤✉s ❛❞♠✐ts t♦
❞❡✜♥❡ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ f−1 : S → Ω✳ ❍❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✿

✶✳ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✿

♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✿ Ω = {(u, v) ∈ R
2 : u, v ∈ [0, 1]}

s✉r❢❛❝❡✿ S = {(x, y, z) ∈ R
3 : x, y, z ∈ [0, 1], x + y = 1}

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ f(u, v) = (u, 1− u, v)

✐♥✈❡rs❡✿ f−1(x, y, z) = (x, z)

✼



✷✳ ❝②❧✐♥❞❡r✿

♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✿ Ω = {(u, v) ∈ R
2 : u ∈ [0, 2π), v ∈ [0, 1]}

s✉r❢❛❝❡✿ S = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 = 1, z ∈ [0, 1]}

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ f(u, v) = (cos u, sin u, v)

✐♥✈❡rs❡✿ f−1(x, y, z) = (arccos x, z)

✸✳ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞✿

♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✿ Ω = {(u, v) ∈ R
2 : u, v ∈ [−1, 1]}

s✉r❢❛❝❡✿ S = {(x, y, z) ∈ R
3 : x, y ∈ [−2, 2], z = 1

4
(x2 + y2)}

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ f(u, v) = (2u, 2v, u2 + v2)

✐♥✈❡rs❡✿ f−1(x, y, z) = (x
2
, y

2
)

✽



✹✳ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✭♦rt❤♦❣r❛♣❤✐❝✮✿

♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✿ Ω = {(u, v) ∈ R
2 : u2 + v2 ≤ 1}

s✉r❢❛❝❡✿ S = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0}

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ f(u, v) = (u, v,
√

1− u2 − v2)

✐♥✈❡rs❡✿ f−1(x, y, z) = (x, y)

❍❛✈✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❛ s✉r❢❛❝❡ S ❧✐❦❡ t❤❛t✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❜② ♥♦
♠❡❛♥s t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ S ♦✈❡r Ω✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ϕ : Ω → Ω✱
✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ f ❛♥❞ ϕ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g = f ◦ ϕ✱ ✐s
❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ S ♦✈❡r Ω✱ t♦♦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦♥str✉❝t s✉❝❤ ❛
r❡♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ϕ ❢r♦♠ ❛♥② ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ρ : [0, 1]→ [0, 1] ❜② ❞❡✜♥✐♥❣

❢♦r t❤❡ ✉♥✐t sq✉❛r❡✿ ϕ(u, v) = (ρ(u), ρ(v)), ♦r

❢♦r t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦✿ ϕ(u, v) = (uρ(u2 + v2), vρ(u2 + v2)).

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ(x) = 2
1+x

❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s r❡♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ ❣✐✈❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿

✺✳ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✭st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝✮✿

♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✿ Ω = {(u, v) ∈ R
2 : u2 + v2 ≤ 1}

s✉r❢❛❝❡✿ S = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0}

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ f(u, v) = ( 2u
1+u2+v2 ,

2v
1+u2+v2 ,

1−u2−v2

1+u2+v2 )

✐♥✈❡rs❡✿ f−1(x, y, z) = ( x
1+z

, y

1+z
)

✾



✷✳✷ ■♥tr✐♥s✐❝ ❙✉r❢❛❝❡ Pr♦♣❡rt✐❡s

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡✖❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ❞✐s❝✉ss ❤♦✇
t♦ ❣❡t t❤❡ ✏❜❡st✑ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t❡r✐❛✖✐t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐s ❛
✈❡r② ❤❛♥❞② t❤✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ f ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ✐ts ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

fu =
∂f

∂u
❛♥❞ fv =

∂f

∂v

s♣❛♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❜② s✐♠♣❧② t❛❦✐♥❣ t❤❡✐r ❝r♦ss ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣
t❤❡ r❡s✉❧t ✇❡ ❣❡t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧

nf =
fu × fv

‖fu × fv‖
.

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ s♣❡❛❦ ♦❢ fu ❛♥❞ fv ❛s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ♦❢ nf

❛s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧✱ ❜✉t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ❢♦r♠❛❧❧② ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢r♦♠ R

2 t♦ R
3✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❛♥② ♣♦✐♥t (u, v) ∈ Ω ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡

t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✐♥t f(u, v) ∈ S ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs fu(u, v)
❛♥❞ fv(u, v)✱ ❛♥❞ nf (u, v) ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✶✳ ❆❣❛✐♥✱ ❧❡t ✉s ❝❧❛r✐❢② t❤✐s
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✿

✶✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ f(u, v) = (u, 1− u, v) ✇❡ ❣❡t

fu(u, v) = (1,−1, 0) ❛♥❞ fv(u, v) = (0, 0, 1)

❛♥❞ ❢✉rt❤❡r
nf (u, v) = (−1√

2
, 1√

2
, 0),

s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦♥ S✳

✷✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ f(u, v) = (cos u, sin u, v)✱ ✇❡ ❣❡t

fu(u, v) = (− sin u, cos u, 0) ❛♥❞ fv(u, v) = (0, 0, 1)

❛♥❞ ❢✉rt❤❡r
nf (u, v) = (cos u, sin u, 0),

s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t (x, y, z) ∈ S ✐s ❥✉st (x, y, 0)✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳
■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❛② t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ n : S → S

2✱
✇❤❡r❡ S

2 = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 + z2 = 1} ✐s t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡ ✐♥ R

3✱ s♦ t❤❛t

n(p) = nf (f
−1(p))

✶❲❡ t❛❝✐t❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡❣✉❧❛r✱ ✐✳❡✳✱ fu ❛♥❞ fv ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ nf ✐s ♥♦♥✲③❡r♦✳

✶✵



❢♦r ❛♥② p ∈ S ❛♥❞ ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ f ✳ ❆s ❛♥ ❡①❡r❝✐s❡✱ ②♦✉ ♠❛② ✇❛♥t t♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s
❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡✳ ❖t❤❡r ✐♥tr✐♥s✐❝
s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ K(p) ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ H(p) ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ A(S)✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ✜rst
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠

If =

(
fu · fu fu · fv

fv · fu fv · fv

)

=

(
E F
F G

)

,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ✐♥ R
3✳ ■t

❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤✐s
s②♠♠❡tr✐❝ 2 × 2 ♠❛tr✐① ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ s♦ t❤❛t ✐ts sq✉❛r❡ r♦♦t ✐s ❛❧✇❛②s r❡❛❧✳
❚❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

A(S) =

∫

Ω

√

det If du dv.

❚❛❦❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ f(u, v) = (u, v,
√

1− u2 − v2)
♦❢ t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦✳ ❆❢t❡r s♦♠❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t

det If =
1

1− u2 − v2

❛♥❞ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

A(S) =

1∫

−1

√
1−v2
∫

−
√

1−v2

1√
1− u2 − v2

du dv

=

1∫

−1

[

arcsin
u√

1− v2

]
√

1−v2

−
√

1−v2

dv

=

1∫

−1

π dv

= 2π,

❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ✐❢ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛✲
t✐♦♥✱ ❛♥❞ ②♦✉ ♠❛② ✇❛♥t t♦ tr② t❤❛t ❛s ❛♥ ❡①❡r❝✐s❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s ✇❡ ♠✉st ✜rst ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❜❡
t✇✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ s♦ t❤❛t ✐ts s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

fuu =
∂2f

∂u2
, fuv =

∂2f

∂u∂v
, ❛♥❞ fvv =

∂2f

∂v2

❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧
t❤❡♥ ❣✐✈❡s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ 2× 2 ♠❛tr✐① t❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠

IIf =

(
fuu · nf fuv · nf

fuv · nf fvv · nf

)

=

(
L M
M N

)

.

✶✶



●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ❤❛❧❢ t❤❡ tr❛❝❡
♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① I−1

f IIf ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

K = det(I−1
f IIf ) =

det IIf

det If

=
LN −M2

EG− F 2

❛♥❞

H = 1
2
trace(I−1

f IIf ) =
LG− 2MF + NE

2(EG− F 2)
.

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t
❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✿

s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✿ K = 0, H = 0,

❝②❧✐♥❞❡r✿ K = 0, H = 1
2
,

❤❡♠✐s♣❤❡r❡✿ K = 1, H = −1.

❆s ❛♥ ❡①❡r❝✐s❡✱ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t p = (x, y, z) ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞
❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ K(p) = 1

4(1+z)2
❛♥❞ H(p) = 2+z

4(1+z)3/2 ✳

✷✳✸ ▼❡tr✐❝ ❉✐st♦rt✐♦♥

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡rs t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧② t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t✇♦
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t ✐s ♦✈❡r❧❛✐❞ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❣r✐❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❨♦✉ ✇✐❧❧ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r✐❞
❧♦♦❦s ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r ❢♦r t❤❡ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♦rt❤♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t
t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② str❡t❝❤❡s t❤❡ ❣r✐❞ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ str❡t❝❤✐♥❣✱ ❧❡t ✉s s❡❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
♣♦✐♥t f(u, v) ❛s ✇❡ ♠♦✈❡ ❛ t✐♥② ❧✐tt❧❡ ❜✐t ❛✇❛② ❢r♦♠ (u, v) ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✳ ■❢
✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜② (∆u, ∆v)✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡✇ s✉r❢❛❝❡
♣♦✐♥t f(u + ∆u, v + ∆v) ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ f̃ ♦❢
f ❛r♦✉♥❞ (u, v)✱

f̃(u + ∆u, v + ∆v) = f(u, v) + fu(u, v)∆u + fv(u, v)∆v.

❚❤✐s ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣s ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ u = (u, v) ✐♥t♦ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡
Tp ❛t p = f(u, v) ∈ S ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠s ❝✐r❝❧❡s ❛r♦✉♥❞ u ✐♥t♦ ❡❧❧✐♣s❡s ❛r♦✉♥❞ p ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦♣❡rt② ❜❡❝♦♠❡s ♦❜✈✐♦✉s ✐❢ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠♦r❡
❝♦♠♣❛❝t❧② ❛s

f̃(u + ∆u, v + ∆v) = p + Jf (u)
(
∆u

∆v

)
,

✇❤❡r❡ Jf = (fu fv) ✐s t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ f ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ 3×2 ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
♦❢ f ❛s ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱

Jf = UΣV T = U

(
σ1 0

0 σ2

0 0

)

V T ,

✶✷



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❋✐rst ♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ f̃ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ f ✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙❱❉ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ f̃ ✳

✇✐t❤ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s σ1 ≥ σ2 > 0 ❛♥❞ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ♠❛tr✐❝❡s U ∈ R
3×3 ❛♥❞ V ∈ R

2×2

✇✐t❤ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs U1, U2, U3✱ ❛♥❞ V1, V2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s♣❧✐t ✉♣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ f̃ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿

✶✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ V T ✜rst r♦t❛t❡s ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ❛r♦✉♥❞ u s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦rs V1

❛♥❞ V2 ❛r❡ ✐♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ u✲ ❛♥❞ t❤❡ v✲❛①❡s ❛❢t❡r✇❛r❞s✳

✷✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Σ t❤❡♥ str❡t❝❤❡s ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r σ1 ✐♥ t❤❡ u✲ ❛♥❞ ❜②
σ2 ✐♥ t❤❡ v✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✸✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ U ✜♥❛❧❧② ♠❛♣s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs (1, 0) ❛♥❞ (0, 1) t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦rs
U1 ❛♥❞ U2 ✐♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡ Tp ❛t p✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥② ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s r ❛r♦✉♥❞ u ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ✇✐t❤
s❡♠✐✲❛①❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ rσ1 ❛♥❞ rσ2 ❛r♦✉♥❞ p ❛♥❞ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡ [V1, V2] ✐s ♠❛♣♣❡❞
t♦ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢r❛♠❡ [σ1U1, σ2U2]✳

❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✐♥t♦ ❡❧❧✐♣s❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠❡tr✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛s ✐t s❤♦✇s ❤♦✇ f ❜❡❤❛✈❡s ❧♦❝❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥t u ∈ Ω
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✐♥t p = f(u) ∈ S✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤✐s ❧♦❝❛❧ ♠❡tr✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s σ1 ❛♥❞ σ2✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢
❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ t❤❡♥ Jf ✐s ❥✉st ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✉♥✐❢♦r♠ s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ f ❞♦❡s ♥♦t
❞✐st♦rt ❛♥❣❧❡s ❛r♦✉♥❞ u✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ✐s 1✱ t❤❡♥ t❤❡
❛r❡❛ ♦❢ ❛♥② ❝✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡❧❧✐♣s❡ ✐♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t f ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❛r❡❛✲♣r❡s❡r✈✐♥❣✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐s ❛ ❜✐t t❡❞✐♦✉s✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❜❡tt❡r r❡s♦rt t♦
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥② ♠❛tr✐① A ❛r❡ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① AT A✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① Jf

T Jf ✐s ❛♥ ♦❧❞ ❛❝q✉❛✐♥t❛♥❝❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡

✶✸



✜rst ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠✱

Jf
T Jf =

(
fu

T

fv
T

)

(fu fv) = If =

(
E F
F G

)

,

❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✇♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1 ❛♥❞ λ2 ♦❢ t❤✐s s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ♥✐❢t② ❧✐tt❧❡ ❢♦r♠✉❧❛

λ1,2 = 1
2

(
(E + G)±

√

4F 2 + (E −G)2
)
.

❲❡ ♥♦✇ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❧♦❝❛❧❧②✿

f ✐s ✐s♦♠❡tr✐❝ ♦r ❧❡♥❣t❤✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ⇐⇒ σ1 = σ2 = 1 ⇐⇒ λ1 = λ2 = 1,

f ✐s ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♦r ❛♥❣❧❡✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ⇐⇒ σ1 = σ2 ⇐⇒ λ1 = λ2,

f ✐s ❡q✉✐❛r❡❛❧ ♦r ❛r❡❛✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ⇐⇒ σ1σ2 = 1 ⇐⇒ λ1λ2 = 1.

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛♥② ✐s♦♠❡tr✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❡q✉✐❛r❡❛❧✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❛t
✐s ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❡q✉✐❛r❡❛❧ ✐s ❛❧s♦ ✐s♦♠❡tr✐❝✱ ✐♥ s❤♦rt✱

✐s♦♠❡tr✐❝ ⇐⇒ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ + ❡q✉✐❛r❡❛❧.

❚❤✉s ❡q✉✐♣♣❡❞✱ ❧❡t ✉s ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✿

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ f(u, v) = (u, 1− u, v)

❏❛❝♦❜✐❛♥✿ Jf =
(

1 0
−1 0
0 1

)

✜rst ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠✿ If =
(

2 0
0 1

)

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✿ λ1 = 2, λ2 = 1

❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♥♦r ❡q✉✐❛r❡❛❧✳

✷✳ ❝②❧✐♥❞❡r✿

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ f(u, v) = (cos u, sin u, v)

❏❛❝♦❜✐❛♥✿ Jf =
(

cos u 0
− sin u 0

0 1

)

✜rst ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠✿ If =
(

1 0
0 1

)

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✿ λ1 = 1, λ2 = 1

❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐s♦♠❡tr✐❝✳

✶✹



✸✳ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞✿

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ f(u, v) = (2u, 2v, u2 + v2)

❏❛❝♦❜✐❛♥✿ Jf =
(

2 0
0 2
2u 2v

)

✜rst ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠✿ If =
(

4+4u2 4uv

4uv 4+4v2

)

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✿ λ1 = 4, λ2 = 4(1 + u2 + v2)

❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ♥♦t ❡q✉✐❛r❡❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♦♥❧② ❛t (u, v) = (0, 0)✳

✹✳ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✭♦rt❤♦❣r❛♣❤✐❝✮✿

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ f(u, v) = (u, v, 1
d
) ✇✐t❤ d = 1√

1−u2−v2

❏❛❝♦❜✐❛♥✿ Jf =
( 1 0

0 1
−ud −vd

)

✜rst ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠✿ If =
(

1+u2d2 uvd2

uvd2 1+v2d2

)

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✿ λ1 = 1, λ2 = d2

❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ✐s♦♠❡tr✐❝ ❛t (u, v) = (0, 0)✱ ❜✉t ♥❡✐t❤❡r ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♥♦r ❡q✉✐❛r❡❛❧
❡❧s❡✇❤❡r❡✳

✺✳ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✭st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝✮✿

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ f(u, v) = (2ud, 2vd, (1− u2 − v2)d) ✇✐t❤ d = 1
1+u2+v2

❏❛❝♦❜✐❛♥✿ Jf =

(
2d−4u2d2 −4uvd2

−4uvd2 2d−4v2d2

−4ud2 −4vd2

)

✜rst ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠✿ If =
(

4d2 0
0 4d2

)

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✿ λ1 = 4d2, λ2 = 4d2

❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♥❢♦r♠❛❧✱ ❜✉t ❡q✉✐❛r❡❛❧ ❛♥❞ t❤✉s ✐s♦♠❡tr✐❝ ♦♥❧② ❛t t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ Ω✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r u2 + v2 = 1✳

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s
✐s♦♠❡tr✐❝ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❛♥❞ t❤✉s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥② ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛t ❛❧❧ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② ●❛✉ÿ ❬✶✽✷✼❪ t❤❛t ❛ ❣❧♦❜❛❧❧② ✐s♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛✲
t✐♦♥ ❡①✐sts ♦♥❧② ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡s ❧✐❦❡ ♣❧❛♥❡s✱ ❝♦♥❡s✱ ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ✇✐t❤ ✈❛♥✐s❤✐♥❣
●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ K(p) = 0 ❛t ❛❧❧ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✐♥ts p ∈ S✳ ❆s ❛♥ ❡①❡r❝✐s❡✱ ②♦✉ ❝❛♥ tr②
t♦ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧❧② ✐s♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡ ♣❛t❝❤ ❢r♦♠ t❤❡
✜rst ❡①❛♠♣❧❡✳

❖t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❧✐❦❡ t❤❡
st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② ❘✐❡♠❛♥♥ ❬✶✽✺✶❪ t❤❛t

✶✺



s✉❝❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❡①✐sts ❢♦r ❛♥② s✉r❢❛❝❡ t❤❛t ✐s t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❞✐s❦
❛♥❞ ❛♥② s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ✏❜❡st✑ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ f ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ S ♦✈❡r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥
Ω ✐s ❢♦✉♥❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ♥❡❡❞ ❛ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ E : R

2
+ → R+

t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s σ1 ❛♥❞
σ2✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t (1, 1) s♦ ❛s t♦ ❢❛✈♦✉r ✐s♦♠❡tr②✱ ❜✉t
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s
t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧✐♥❡ (x, x) ❢♦r x ∈ R+✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣s s❤❛❧❧
❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ f ✐s t❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞
❜② s✐♠♣❧② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥✱

E(f) =

∫

Ω

E(σ1(u, v), σ2(u, v)) du dv
/

A(Ω),

❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ E ✐s t❤❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ E(f) ♦✈❡r
t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s✳

✶✻



❈❤❛♣t❡r ✸

❇❛r②❝❡♥tr✐❝ ▼❛♣♣✐♥❣s

■♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s✱ ✐t ✐s ♥♦✇❛❞❛②s ❝♦♠♠♦♥
t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r s✉r❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧②
st✐❝❦ t♦ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦✉rs❡ ♥♦t❡s✳

✸✳✶ ❚r✐❛♥❣❧❡ ▼❡s❤❡s

❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ R
3 ❜② p = (x, y, z) ❛♥❞ ♣♦✐♥ts ✐♥

R
2 ❜② u = (u, v)✳ ❆♥ ❡❞❣❡ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ✭♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡

❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥✮ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤r❡❡
♥♦♥✲❝♦❧❧✐♥❡❛r ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥ R

3 ✇✐t❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs ❛♥❞
t❤♦s❡ ✐♥ R

2 ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❧❡tt❡rs✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ e = [u1, u2] ❛♥❞ T = [p1, p2, p3]✳
❆ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤ ST ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ tr✐❛♥❣❧❡s T = {T1, . . . , Tm} ✇❤✐❝❤

✐♥t❡rs❡❝t ♦♥❧② ❛t ❝♦♠♠♦♥ ❡❞❣❡s E = {E1, . . . , El} ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❡s V = {p1, . . . ,pn+b}✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❝♦♥s✐sts ♦❢ n ✐♥t❡r✐♦r ✈❡rt✐❝❡s VI = {p1, . . . ,pn} ❛♥❞ b
❜♦✉♥❞❛r② ✈❡rt✐❝❡s VB = {pn+1, . . . ,pn+b}✳ ❚✇♦ ❞✐st✐♥❝t ✈❡rt✐❝❡s pi, pj ∈ V ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ s♦♠❡ ❡❞❣❡ E = [pi, pj] ∈ E ✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② pi ∈ V
✇❡ ❧❡t Ni = {j : [pi, pj] ∈ E} ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ pi✳

❆ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ f ♦❢ ST ✐s ✉s✉❛❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✱ t❤❛t ✐s✱ ❜②
❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ g = f−1✳ ❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ g ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts ui = g(pi) ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① pi ∈ V ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛t
g ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❢♦r ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ g|T ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ ❢r♦♠ ❛
s✉r❢❛❝❡ tr✐❛♥❣❧❡ T = [pi, pj, pk] t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r tr✐❛♥❣❧❡ t = [ui, uj, uk]

❛♥❞ f |t = (g|T )−1 ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ ❢r♦♠ t t♦ T ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ Ω ✜♥❛❧❧②
✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r tr✐❛♥❣❧❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳

✸✳✷ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❜② ❆✣♥❡ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

❆ r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤ ❛r❡ s♣r✐♥❣s
t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ ✜① t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤✐s s♣r✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦
s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✇✐❧❧ r❡❧❛① ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧②
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ST

Ω

f|t

t T

g|T

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤✳

♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❛ss✐❣♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❥♦✐♥ts ♦❢
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❝♦♠❡ t♦ r❡st ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts✳

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❡❛❝❤ s♣r✐♥❣ t♦ ❜❡ ✐❞❡❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ r❡st ❧❡♥❣t❤ ✐s ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❥✉st 1

2
Ds2✱ ✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡

s♣r✐♥❣✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
♣♦✐♥ts ui = (ui, vi)✱ i = n + 1, . . . , n + b ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡rt✐❝❡s pi ∈ VB ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤
✐♥ s♦♠❡ ✇❛② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s♣r✐♥❣ ❡♥❡r❣②

E = 1
2

n∑

i=1

∑

j∈Ni

1
2
Dij‖ui − uj‖2,

✇❤❡r❡ Dij = Dji ✐s t❤❡ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ s♣r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ pi ❛♥❞ pj✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ui = (ui, vi) ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥ts

✶✳ ❆s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ E ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ui ✐s

∂E

∂ui

=
∑

j∈Ni

Dij(ui − uj),

t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ E ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢
∑

j∈Ni

Dijui =
∑

j∈Ni

Dijuj

❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❛②✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✐♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥t
ui ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱

ui =
∑

j∈Ni

λijuj, ✭✸✳✶✮

✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
λij = Dij

/∑

k∈Ni

Dik

t❤❛t ♦❜✈✐♦✉s❧② s✉♠ t♦ 1✳

✶❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r 1

2
❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❝♦✉♥ts ❡✈❡r② ❡❞❣❡ t✇✐❝❡✳
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❇② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡
s✉♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✶✮ ✇❡ ❣❡t

ui −
∑

j∈Ni,j≤n

λijuj =
∑

j∈Ni,j>n

λijuj,

❛♥❞ s❡❡ t❤❛t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ui ❛♥❞ vi ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts ui

r❡q✉✐r❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s

AU = Ū ❛♥❞ AV = V̄ , ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ U = (u1, . . . , un) ❛♥❞ V = (v1, . . . , vn) ❛r❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s✱ Ū = (ū1, . . . , ūn) ❛♥❞ V̄ = (v̄1, . . . , v̄n) ❛r❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

ūi =
∑

j∈Ni,j>n

λijuj ❛♥❞ v̄i =
∑

j∈Ni,j>n

λijvj

❛♥❞ A = (aij)i,j=1,...,n
✐s t❤❡ n× n ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts

aij =







1 ✐❢ i = j,

−λij ✐❢ j ∈ Ni,

0 ♦t❤❡r✇✐s❡.

▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦✉rs❡
♥♦t❡s✳

✸✳✸ ❇❛r②❝❡♥tr✐❝ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡s

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❤♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts Dij ✐♥ t❤❡ s♣r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ♦r
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λij ✐♥ ✭✸✳✶✮✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t
s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts Dij = 1 ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❚✉tt❡ ❬✶✾✻✵✱ ✶✾✻✸❪ ✇❤♦ ✉s❡❞ ✐t ✐♥
❛ ♠♦r❡ ❛❜str❛❝t ❣r❛♣❤✲t❤❡♦r❡t✐❝ s❡tt✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♦❢ ♣❧❛♥❛r
❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❛❦✐♥❣ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤ ✇❛s ✉s❡❞ ❜② ●r❡✐♥❡r ❛♥❞ ❍♦r♠❛♥♥ ❬✶✾✾✼❪✳
❆ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠
r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

▲✐♥❡❛r r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✿ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ST ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ s♦ t❤❛t ✐ts ✈❡rt✐❝❡s
❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s pi = (xi, yi, 0) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❝❤♦s❡♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧❧② ✐s♦♠❡tr✐❝ ✭❛♥❞ t❤✉s ♦♣t✐♠❛❧✮ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❜② ❥✉st ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s xi = (xi, yi) ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts t❤❡♠s❡❧✈❡s✱
t❤❛t ✐s✱ ❜② s❡tt✐♥❣ ui = xi ❢♦r i = 1, . . . , n + b✳ ❆s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t❤❡♥ ✐s
❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❧✐♥❡❛r r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐❢ ✐t
♣r♦❞✉❝❡s s✉❝❤ ❛♥ ✐s♦♠❡tr✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ◆♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

■♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❧✐♥❡❛r r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ s❡t ❝♦rr❡❝t❧② ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s λij ❛r❡ ❝❤♦s❡♥
s✉❝❤ t❤❛t

xi =
∑

j∈Ni

λijxj ❛♥❞
∑

j∈Ni

λij = 1

❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r✐♦r ✈❡rt✐❝❡s✳ ❱❛❧✉❡s λij ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ xi ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs xj✱ j ∈ Ni✳ ■❢ s♦♠❡ xi ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡
♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱ t❤❡♥ t❤❡ λij ❛r❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥s✐❞❡
tr✐❛♥❣❧❡s ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ♠❛♥② ✉s❡❢✉❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ✭❡✳❣✳✱ ●♦✉r❛✉❞ ❛♥❞
P❤♦♥❣ s❤❛❞✐♥❣✱ r❛②✲tr✐❛♥❣❧❡✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✮✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✭❡✳❣✳✱ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❇é③✐❡r
♣❛t❝❤❡s✱ s♣❧✐♥❡s ♦✈❡r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✜❡❧❞s ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
♠❡t❤♦❞✱ t❡rr❛✐♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✮✳

❋♦r ♣♦❧②❣♦♥s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❛❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❋❧♦❛t❡r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ t❤❛t ✇❡ s❤❛❧❧ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇✳ ❋♦r ❛♥② ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥t xi ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤✲
❜♦✉rs xj ❧❡t rij = ‖xi − xj‖ ❜❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ eij = [xi, xj] ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❛t t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ eij ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s λij ♦❢ xi ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs
xj✱ j ∈ Ni ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ λij = wij

/∑

k∈Ni
wik ❢r♦♠ ❛♥②

♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s wij✳

• ❲❛❝❤s♣r❡ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✿ ❚❤❡ ❡❛r❧✐❡st ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❣♦❡s
❜❛❝❦ t♦ ❲❛❝❤s♣r❡ss ❬✶✾✼✺❪ ✇❤♦ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ s❡t

wij =
cot αji + cot βij

rij
2

.

❲❤✐❧❡ ❤❡ ✇❛s ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
♠❡t❤♦❞s✱ ❉❡s❜r✉♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪ ✉s❡❞ t❤❡♠ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤❡s ❛♥❞
▼❡②❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪ ❢♦r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ❡✳❣✳ ❝♦❧♦✉r ✈❛❧✉❡s ✐♥s✐❞❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❏✉
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❜❪✳

✷✵



p2 = (-1,-1,0) p3 = (1,-1,0)

p4 = (1,1,0)

p5 = (-1,1,0)

p1 = (3,0,1)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳

• ❉✐s❝r❡t❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿ ❆♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❛t st❡♠
❢r♦♠ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

wij = cot γij + cot γji.

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❡r❡ ✜rst ✉s❡❞ ❜② ❊❝❦
❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✺❪✱ ❜✉t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡s
❬P✐♥❦❛❧❧ ❛♥❞ P♦❧t❤✐❡r✱ ✶✾✾✸❪✳

• ▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿ ❇② ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✱ ❋❧♦❛t❡r ❬✷✵✵✸❛❪
❢♦✉♥❞ ②❡t ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤

wij =
tan

αij

2
+ tan

βji

2

rij

.

❲❤✐❧❡ ❤✐s ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❍♦r♠❛♥♥ ❛♥❞ ❚❛r✐♥✐ ❬✷✵✵✹❪
❛♥❞ ❍♦r♠❛♥♥ ❛♥❞ ❋❧♦❛t❡r ❬✷✵✵✻❪ ❧❛t❡r s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s✳

❚❤❡ ❜❡❛✉t② ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝❤♦✐❝❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts wij ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡s
♦♥❧②✱ s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐❢ xi ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❛r❡ ❝♦♣❧❛♥❛r✱ ❜✉t
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦r ❛♥② ✐♥t❡r✐♦r ✈❡rt❡① pi ∈ VI ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤ ✐❢ t❤❡s❡ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞
❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❥✉st t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❛r♦✉♥❞ pi✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❛t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❋❧♦❛t❡r ❬✶✾✾✼❪ ✐s t♦ ❧♦❝❛❧❧② ✢❛tt❡♥ t❤❡ ♦♥❡✲r✐♥❣ ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡s ❛r♦✉♥❞
pi ✐♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❡✳❣✳ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠❛♣✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts wij

❢r♦♠ t❤✐s ♣❧❛♥❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❆ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✭✸✳✷✮

✇✐t❤ ❛♥② s❡t ♦❢ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s λij ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ♦❜✈✐♦✉s❧②
❤❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡rt✐❝❡s✱ ❡✳❣✳ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s
♣❧❛♥❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✱ ✐s ✉s❡❞✳

❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❛ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞
❢♦r ❛ ♥♦♥✲♣❧❛♥❛r ♠❡s❤✱ ❣✐✈❡s ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t✱ ❛s t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸

✷✶



x4 = (-1,-1)

x5 = (1,0)

x6 = (-1,1)

x7 = (-1/3,0)

x1 = (-1/5,0)

x3 = (1/3,0)

x2 = (0,0)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✇✐t❤ ❲❛❝❤s♣r❡ss
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s s✐♥❣✉❧❛r✳

✐❧❧✉str❛t❡s✳ ■❢ ✇❡ ✉s❡ u2 = (−1,−1)✱ u3 = (1,−1)✱ u4 = (1, 1)✱ u5 = (−1, 1) ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r
♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ✇❡✐❣❤ts λ12✱ λ13✱ λ14✱
λ15 ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r u1✿

❲❛❝❤s♣r❡ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿ u1 = (−35.1369, 0),

❞✐s❝r❡t❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿ u1 = (2.1138, 0),

♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿ u1 = (0.4538, 0).

❚❤❛t ✐s✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ②✐❡❧❞ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r u1 t❤❛t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐❧❧
❝r❡❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r tr✐❛♥❣❧❡s t❤❛t ♦✈❡r❧❛♣✱ t❤✉s ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✐❥❡❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❛♥②
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s t❤❛t t❤❡ ❲❛❝❤s♣r❡ss ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t❡s ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆♥❞ ✇❤✐❧❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ tr✐❛♥✲
❣❧❡s ♠❛② ♦❝❝✉r ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts✱ t❤✐s ♥❡✈❡r ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ ❛❧❧ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r♠ ❛ ❝♦♥✈❡① s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❢❛❝t ❤❛s
✜rst ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ❜② ❚✉tt❡ ❬✶✾✻✸❪ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ λij = 1/ηi ✇❤❡r❡ ηi = #Ni ✐s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ pi✬s ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t tr✉❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❜✉t ❋❧♦❛t❡r
❬✶✾✾✼❪ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛rr✐❡s ♦✈❡r t♦ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts λij✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱
●♦rt❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡❧❛①❡❞✱ ❜✉t t❤✐s r❡q✉✐r❡s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡
❤❛r♠♦♥✐❝ ❬P✐♥❦❛❧❧ ❛♥❞ P♦❧t❤✐❡r✱ ✶✾✾✸❪ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❬❋❧♦❛t❡r✱ ✶✾✾✼❪✳ ❋♦r
❲❛❝❤s♣r❡ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s Wi =

∑

k∈Ni
wik ✐s ③❡r♦ s♦ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s λij ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♠❛tr✐①

A ❛r❡ ♥♦t ❡✈❡♥ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ t❤✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥s
❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r✐♦r ✈❡rt✐❝❡s x1✱ x2✱ x3✳ ❇✉t ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ s❦✐♣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr② t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠s WAU = WŪ ❛♥❞ WAV = WV̄
✇✐t❤ W = diag(W1, . . . ,Wn) ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① WA ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✐♥ t❤✐s

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥❛♠❡❧② WA =
(

0 −50 0
40 0 −24
0 18 0

)

✳

✷✷



✸✳✹ ❚❤❡ ❇♦✉♥❞❛r② ▼❛♣♣✐♥❣

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts
❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② ♦❢ ❞♦✐♥❣ ✐t ✐s t♦ ❥✉st ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ✈❡rt✐❝❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❤❛t ✜ts t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡rt✐❝❡s ❜❡st ✐♥ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s s❡♥s❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✉♥✲
❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦❧❞✲♦✈❡rs ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦❧②❣♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡
t✇♦ ✐ss✉❡s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤❡r❡✿ ✭✶✮ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✭✷✮ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r②✳

❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡

■♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t ✭♦r ❡✈❡♥ ❞❡s✐r❛❜❧❡✮ t♦ t❛❦❡ ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦r ❛ ❝✐r❝❧❡
❛s ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❝♦♥✈❡① s❤❛♣❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡
❜✐❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡
❝♦♥✈❡①✐t② r❡str✐❝t✐♦♥ ♠❛②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❣❡♥❡r❛t❡ ❜✐❣ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤❡♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤ ST ❞♦❡s ♥♦t r❡s❡♠❜❧❡ ❛ ❝♦♥✈❡① s❤❛♣❡✳ ❖♥❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ✏✈✐rt✉❛❧✑ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡
❣✐✈❡♥ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❡①tr❛ tr✐❛♥❣❧❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② s♦ ❛s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞
♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ ✏♥✐❝❡✑ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❜② ▲❡❡ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✷❪✱ ❛♥❞ ❑ós ❛♥❞ ❱ár❛❞② ❬✷✵✵✸❪✳

❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐✲
③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s✉❝❤ ❛s ❝❤♦r❞ ❧❡♥❣t❤ ❬❆❤❧❜❡r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✻✼❪ ♦r ❝❡♥tr✐♣❡t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥
❬▲❡❡✱ ✶✾✽✾❪ ❢♦r ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts ❡✐t❤❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ♦r ❛❧♦♥❣
❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ❬❍♦r♠❛♥♥✱ ✷✵✵✶✱
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺❪✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇♦r❦✐♥❣ ♣r❡tt② ✇❡❧❧ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❤❛✈✐♥❣ t♦ ✜① t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
✈❡rt✐❝❡s ♠❛② ❜❡ ❛ s❡✈❡r❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦t❤❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r st✉❞✐❡s ♣❛r❛♠❡t❡r✐✲
③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤✉s ②✐❡❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❡ss ❞✐st♦rt✐♦♥✳

✷✸



❈❤❛♣t❡r ✹

❙❡tt✐♥❣ t❤❡ ❇♦✉♥❞❛r② ❋r❡❡

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❚✉tt❡✬s t❤❡♦r❡♠ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✇❡✐❣❤ts
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r♦✈❛❜❧② ❝♦rr❡❝t ✇❛② ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ✈❛❧✐❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❞✐s❦✲❧✐❦❡
s✉r❢❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s♦♠❡ s✉r❢❛❝❡s✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ✜① t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦♥ ❛ ❝♦♥✈❡①
♣♦❧②❣♦♥ ♠❛② ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✭❝✳❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✱ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥s ✿ ✭✶✮ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜♥❞ ❛ ✏♥❛t✉r❛❧✑ ✇❛② ♦❢ ✜①✐♥❣ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦♥ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥✱ ❛♥❞
✭✷✮ ❢♦r s♦♠❡ s✉r❢❛❝❡s✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡①✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✇❛②s ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡✱ t❤❡ s♦✲♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✲❈✱ t❤❛t ❜❡tt❡r ♠❛t❝❤❡s ✇❤❛t
❛ t❛♥♥❡r ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❢♦r s✉❝❤ ❛ ♠❡s❤✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s
t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s
❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

✹✳✶ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s

❚♦ s❡❡ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ❣r❛s♣
t❤❡✐r ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣✳

✹✳✶✳✶ ❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①

❚❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ✐s
t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ■♥ ♣❤②s✐❝s✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t
♠❡❝❤❛♥✐❝s st✉❞✐❡s t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♣♦✐♥t p✱ ✇❤❡♥ ❢♦r❝❡s
❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐t✳ ❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s t❤❡ ❝✉r✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥t p ✇❤❡♥ t ✈❛r✐❡s ❢r♦♠
t0 t♦ t1✱ ✇❤❡r❡ t ❞❡♥♦t❡s t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣✉tt✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ t ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p(t) = {x(t), y(t), z(t)} ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t p ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r②✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s v(t) = ∂p/∂t = {∂x/∂t, ∂y/∂t, ∂z/∂t} ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ p ❛t
t✐♠❡ t✳

✷✹



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❆✿ ❛ ♠❡s❤ ❝✉t ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ♠❛❦❡s ✐t ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ❞✐s❦✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
s❡❛♠st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❙❤❡✛❡r ❛♥❞ ❍❛rt✱ ✷✵✵✷❪❀ ❇✿ ❚✉tt❡✲❋❧♦❛t❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦♥ ❛ sq✉❛r❡❀ ❈✿ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡❡✲❜♦✉♥❞❛r②
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❬❙❤❡✛❡r ❛♥❞ ❞❡ ❙t✉r❧❡r✱ ✷✵✵✶❪✳

u

v

ΩRI
2 RI

3

S

∂x
∂u

∂x
∂v

dudv

x(u,v)

w
w’

Cu

Cv

Cw

v0

u0

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t (u, v) ♦❢ Ω ❛❧♦♥❣ t❤❡ u ❛♥❞ t❤❡ v ❛①❡s
❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡ ✐s♦✲u ❛♥❞ ✐s♦✲v ❝✉r✈❡s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♣♦✐♥t f(u, v)

✷✺



❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : (u, v) 7→ (x, y, z)✱ ♣✉tt✐♥❣ ❛
s✉❜s♣❛❝❡ Ω ♦❢ R

2 ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ s✉r❢❛❝❡ S ♦❢ R
3✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛rs (u, v)

❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡
❝✉r✈❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✉r❢❛❝❡
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ f(u, v) = {x(u, v), y(u, v), z(u, v)}✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ u
❛♥❞ v✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t (u0, v0) ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ Ω✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
✏s♣❡❡❞✑ ✈❡❝t♦rs t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✿ fu = (∂f/∂u)(u0, v0) ❛♥❞ fv = (∂f/∂v)(u0, v0)✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦
❝❤❡❝❦ t❤❛t fu ✐s t❤❡ ✏s♣❡❡❞✑ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ Cu : t 7→ f(u0 + t, v0) ❛t X (u0, v0) ❛♥❞
t❤❛t fv ✐s t❤❡ ✏s♣❡❡❞✑ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ Cv : t 7→ f(u0, v0 + t)✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ Cu ✭r❡s♣✳
Cv✮ ✐s t❤❡ ✐s♦✲u ✭r❡s♣✳ t❤❡ ✐s♦✲v✮ ❝✉r✈❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ f(u0, v0)✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❤r♦✉❣❤
f ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ u = u0 ✭r❡s♣✳ v = v0✮✳

✹✳✶✳✷ ❚❤❡ 1st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡❧❧✐♣s❡

❆t t❤❛t ♣♦✐♥t✱ ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs fu(u0, v0)
❛♥❞ fv(u0, v0) ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ Ω ❛♥❞ S ✐♥ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ (u0, v0) ❛♥❞ f(u0, v0)✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❤♦✇ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ✈❡❝t♦r w = (a, b) ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✈❡❝t♦r w′ ✐♥ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ (u0, v0)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✏s♣❡❡❞✑ ✈❡❝t♦r w′ =
∂f(u0 + t.a, v0 + t.b)/∂t ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡
(u, v) = (u0, v0) + t.w✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r w′✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡ Cw✱ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧②
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ f ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ w′ = afu(u0, v0) + bfv(u0, v0)✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r w′ ✐s r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ f ❛t (u0, v0) r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ w✳

■♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✱ w′ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② w′ = J(u0, v0)w✱ ✇❤❡r❡ J(u0, v0) ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢
❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ f ✿

J(u0, v0) =









∂x
∂u

(u0, v0)
∂x
∂v

(u0, v0)

∂y

∂u
(u0, v0)

∂y

∂v
(u0, v0)

∂z
∂u

(u0, v0)
∂z
∂v

(u0, v0)









=

[

fu(u0, v0)
✳✳✳ fv(u0, v0)

]

✭✹✳✶✮

❆s ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ ♠❛tr✐① J(u0, v0) ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥
♠❛tr✐① ♦❢ f ❛t (u0, v0)✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t w ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t (u0, v0) ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ✇❤❡♥ ✐t ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞
❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳ ❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❤❡❧♣s ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞♦t ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ✈❡❝t♦r
♥♦r♠s ♦♥t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ S✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① JTJ✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ 1st

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ f ✱ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐①
✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② I✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✿

I(u0, v0) = JTJ =





fu · fu fu · fv

fv · fu fv · fv



 ✭✹✳✷✮

✷✻



x(u,v)

u

v

ΩRI
2 RI

3

S

du
dv

∂x
∂u

∂x
∂v

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❆♥✐s♦tr♦♣②✿ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝✐r❝❧❡ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡❧❧✐♣s❡✳

❚❤❡ 1st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠ I(u0, v0) ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ♦❢ f ✱
s✐♥❝❡ ✐t ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❤♦✇ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ (u0, v0)✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡❞ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ w′ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r w ✐s ❣✐✈❡♥
❜② ||w′||2 = wT Iw✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t w′T

1 w′
2 = wT

1 Iw2 ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤♦✇ t❤❡ ❛♥❣❧❡
❜❡t✇❡❡♥ w1 ❛♥❞ w2 ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ 1st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s st✉❞✐❡❞ ❤♦✇ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✲
s♣❛❝❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ (u0, v0) ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ f ✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s ♥♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❛t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝✐r❝❧❡ ❜❡❝♦♠❡s✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1, λ2 ♦❢ G✱ ❛♥❞ t✇♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥✐t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs
w1,w2✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ I ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ w1 ❛♥❞ w2 ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❆♥ ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐t
✈❡❝t♦r w ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s w = cos(θ)w1 + sin(θ)w2✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡❞ ♥♦r♠ ♦❢ w′ = Jw ✐s
t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

||w′||2 = wT Iw

= (cos(θ)w1 + sin(θ)w2)
T I(cos(θ).w1 + sin(θ).w2)

= cos2(θ)||w1||2λ1 + sin2(θ)||w1||2λ2+
sin(θ) cos(θ)(λ1w

T
2 w1 + λ2w

T
1 w2)

= cos2(θ).λ1 + sin2(θ).λ2

✭✹✳✸✮

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✱ t❤❡ ❝r♦ss t❡r♠s wT
1 w2 ❛♥❞ wT

2 w1 ✈❛♥✐s❤ s✐♥❝❡ w1 ❛♥❞ w2 ❛r❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ▲❡t ✉s s❡❡ ♥♦✇ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ ||w′||2 ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ✳

∂||w′(θ)||2
∂θ

= 2 sin(θ) cos(θ)(λ2 − λ1)
= sin(2θ)(λ2 − λ1)

✭✹✳✹✮

❚❤❡ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ ||w′(θ)||2 ❛r❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r θ ∈ {0, π/2, π, 3π/2}✱ ✐✳❡✳ ❢♦r w = w1

♦r w = w2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ||w′(θ)||2 ❛r❡ λ1 ❛♥❞ λ2✱

✷✼



❛♥❞✿

• ❚❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡❧❧✐♣s❡ ❛r❡ Jw1 ❛♥❞ Jw2❀

• ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❛①❡s ❛r❡
√

λ1 ❛♥❞
√

λ2✳

◆♦t❡✿ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❛①❡s
√

λ1 ❛♥❞
√

λ2 ❛❧s♦ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① J✳ ❆ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❱❉ ✐s
❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❛t ❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮
♦❢ ❛ ♠❛tr✐① J ✇r✐t❡s✿

J = UΣVT = U









σ1 0

0 σ2

0 0









VT

✇❤❡r❡ U : 3× 3 ❛♥❞ V : 2× 2 ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ❢♦r♠ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧
❜❛s✐s ✭✇❡ ❛❧s♦ s❛② t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✉♥✐t ♠❛tr✐❝❡s✮✱ ❛♥❞ Σ ✐s ❛ ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② ✐ts
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥tsσ1, σ2 ❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛rs σ1, σ2 ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢
J ✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① J ✇✐t❤ ✐ts ❙❱❉✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

I = JTJ

= (UΣVT )T (UΣVT )

= VΣTUTUΣVT = VΣTΣVT

= V

[
σ2

1 0
0 σ2

2

]

VT

❙✐♥❝❡U ✐s ❛ ✉♥✐t ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ t❡r♠UTU ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
♠❛tr✐① ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ ❙❱❉ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① I✱ t❤❛t ✐s ❛❧s♦ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ I✳ ❇② ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❱❉✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1, λ2 ♦❢ G
❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s σ1, σ2 ♦❢ J ✿ λ1 = σ2

1 ❛♥❞ λ2 = σ2
2✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡❧❧✐♣s❡ σ1 ❛♥❞ σ2✳ ❲❡
✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❡❝t♦rs✿

I = JTJ =

(
E F
F G

)

✇✐t❤







E = f 2
u

F = fu · fv

G = f 2
v

✭✹✳✺✮

❚❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡❧❧✐♣s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢
I✳ ❚❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ③❡r♦s ♦❢ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ |I− σId| ✭t❤❛t ✐s ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ σ✮ ✿

σ1 =
√

1/2(E + G) +
√

(E −G)2 + 4F 2

σ2 =
√

1/2(E + G)−
√

(E −G)2 + 4F 2
✭✹✳✻✮

✷✽



❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ▲♦❝❛❧ X, Y ❜❛s✐s ✐♥ ❛ tr✐❛♥❣❧❡✳

❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡s

❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs u ❛♥❞ v✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡✳

❇❡❢♦r❡ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ♦✉r
s❡tt✐♥❣ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥✱ ❛♥❞ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s
s❡tt✐♥❣✱ ✐t s❡❡♠s ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❣♦❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ ✭❦♥♦✇♥✮ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮✳
❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r✳ ❚♦ ♣♦rt ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s X, Y ✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹
✭❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s pi ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✮✳ ■♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ✇❡
❝❛♥ st✉❞② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s ❛
♣♦✐♥t (X, Y ) ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ t♦ ❛ ♣♦✐♥t (u, v) ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇r✐t❡s ✿

{
u(X, Y ) = λ1ui + λ2uj + λ3uk

v(X, Y ) = λ1vi + λ2vj + λ3vk

✇❤❡r❡ (λ1, λ2, λ3) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t (x, y) ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✱
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡ ✿





λi

λj

λk



 =
1

2|T |X,Y





Yj − Yk Xk −Xj XjYk −XkYj

Yk − Yi Xi −Xk XkYi −XiYk

Yi − Yj Xj −Xi XiYj −XjYi









X
Y
1





✇❤❡r❡ 2|T |X,Y = (XiYj − YiXj) + (XjYk − YjXk) + (XkYi − YkXi) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✭✐♥ ✸❉ s♣❛❝❡ t❤✐s t✐♠❡✮✳

✷✾



❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ■s♦✲✉✱✈ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥ts✳

❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ1✱ λ2 ❛♥❞ λ3 ✐♥ u = λ1ui + λ2uj + λ3uk ✭r❡s♣✳ v✮✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥✿

(

∂u/∂X

∂u/∂Y

)

= MT





ui

uj

uk



 =
1

2|T |X,Y

(
Yj − Yk Yk − Yi Yi − Yj

Xk −Xj Xi −Xk Xj −Xi

)




ui

uj

uk



 ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① MT s♦❧❡❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ T ✳
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✱ t❤❡s❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✭❜✉t str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤✮ t❤❡

❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ u
✭ r❡s♣✳ v✮ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ✐s♦✲us ✭r❡s♣✳ t❤❡ ✐s♦✲vs✮ ✇✐t❤ ❛ r✐❣❤t ❛♥❣❧❡ ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣
t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡♠✮✱ ❛♥❞ ✐ts ♥♦r♠ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

✸✵



❚❤❡s❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①
JT ✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

JT =

(
∂u
∂X

∂v
∂X

∂u
∂Y

∂v
∂Y

)

= 1
2|T |x,y

(
0 −1
1 0

)(
X3 −X2 X1 −X3 X2 −X1

Y3 − Y2 Y1 − Y3 Y2 − Y1

)




u1 v1

u2 v2

u3 v3





= 1
2|T |x,y

(
0 −1
1 0

)(
X1 X2 X3

Y1 Y2 Y3

)




0 1 −1
−1 0 1

1 −1 0









u1 v1

u2 v2

u3 v3





✭✹✳✽✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ✈❡❝✲
t♦rs ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ (u, v) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡ ✐s ❛ ♠♦r❡
s②♠♠❡tr✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ♠❛✲
tr✐① s✇❛♣s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❡❞❣❡s s❤♦✇s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❛r② ♥✉♠❜❡r i ✭✐♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♥✉♠❜❡r i✮✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❦s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤
❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

✹✳✷ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡✈✐❡✇s t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ ❢✉rt❤❡r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✇❛r♥ t❤❡ r❡❛❞❡r ❛❜♦✉t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✿

• ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s st✉❞② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❣♦❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
s♣❛❝❡ ✭❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ (u, v)
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❣♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇♥
✇♦r❧❞ ✭t❤❡ s✉r❢❛❝❡✮ t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✇♦r❧❞ ✭t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✮❀

• t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛t ❣♦❡s ❢r♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮✳ ❚❤✐s ✐s ❥✉st✐✲
✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ♠❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❣❡♦♠❡tr② ❜♦♦❦s ❬❞♦ ❈❛r♠♦✱ ✶✾✼✻❪ t❤❛t ✉s❡ t❤✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❛r❡ ❥✉st✐✜❡❞✱ ❜♦t❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉t❤♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥✱ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ♦♥❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠✉❝❤
❞✐✣❝✉❧t② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡
r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s (X, Y ) ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ t♦ (u, v)
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ Ω✳
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p

q
q

q

1
2

3 p

q...
q...

q...

q...

q...

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ▲❡❢t✿ t♦ ❛✈♦✐❞ tr✐❛♥❣❧❡ ✢✐♣s✱ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① p ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡
❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs qi❀ ❘✐❣❤t✿ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ✭✇❤✐t❡✮
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣♣♦rt ❧✐♥❡s ♦❢ ✐ts ❡❞❣❡s
✭❞❛s❤❡❞✮✳

◆♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ (u, v) 7→ (x, y, z)

❚❤❡ s②♠❜♦❧s J′, I′, σ′
1, σ

′
2 ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❣♦❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝

s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ✜rst ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢♦r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡❧❧✐♣s❡✳

❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢
t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ f−1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ J′ = J−1✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❙❱❉ ♦❢ J ✇r✐t❡sUΣVT ✱ ✇✐t❤Σ = ❞✐❛❣(σ1, σ2)
❛♥❞ ✇✐t❤ U,V t✇♦ ✉♥✐t ♠❛tr✐❝❡s✱ ✐✳❡✳ UTU = Id ❛♥❞ VTV = Id✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙❱❉ ♦❢ J′

✇r✐t❡s VΣ−1UT ✭♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ❣✐✈❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
♠❛tr✐①✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛♥❞ ❧❛r❣❡st ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡❧❧✐♣s❡
♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

σ′
1 =

1

σ2

; σ′
2 =

1

σ1

❆r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ r❡✈✐❡✇ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞
♦♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss t❤❡♠ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ → ♣❛r❛♠❡tr✐❝✲s♣❛❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r
♣❛r❛♠❡tr✐❝✲s♣❛❝❡→ s✉r❢❛❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❇❡❢♦r❡ ❡✈♦❦✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t✇♦
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥s ✿

• t♦ ❛✈♦✐❞ tr✐❛♥❣❧❡ ✢✐♣s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥str❛✐♥ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① p t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥
t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs qi✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❣♦♥✱ ✐t ✐s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧②
❙✉t❤❡r❧❛♥❞ ❛♥❞ ❍♦❣❞♠❛♥✬s r❡✲❡♥tr❛♥t ♣♦❧②❣♦♥ ❝❧✐♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞ t♦ ♠✐♥✲
✐♠✐③❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
♦❢t❡♥ ✉s❡ ❛ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍♦♣♣❡ ❡t✳❛❧✬s Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ▼❡s❤ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡✳

✭❝❧✐♣♣❡❞ ❜② ✐ts❡❧❢✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s
❜♦♦❦s ❬❋♦❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪❀

• s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✳ ❚♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♠✲
♠♦♥❧② ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
♠❛♥♥❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍♦♣♣❡✬s Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ▼❡s❤ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❬❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✻❪✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡♠ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts✳

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✈✐❡✇ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤✐s
❝❛t❡❣♦r②✳

✹✳✷✳✶ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r

❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞s
✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼❛✐❧❧♦t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✸❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥
❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡
❦♥♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r G ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥
✐s♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② G− Id✱
❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✏♥♦♥✲✐s♦♠❡tr②✑ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ▼❛✐❧❧♦t ❡t✳ ❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
❋r♦❡❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐①✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

‖I− Id‖2F = (λ1 − 1)2 + (λ2 − 1)2

✇❤❡r❡ λ1 ❛♥❞ λ2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠ I✳
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❍♦r♠❛♥♥ ❛♥❞ ●r❡✐♥❡r✬s ▼■P❙ ✭▼♦st❧② ■s♦♠❡tr✐❝ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✉r❢❛❝❡s✮ ♠❡t❤♦❞
❬❍♦r♠❛♥♥ ❛♥❞ ●r❡✐♥❡r✱ ✷✵✵✵❛❪ ✇❛s t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ✜rst ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡❧❧✐♣s❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ✷✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ✿

K2(JT ) = ‖JT‖2‖J−1
T ‖2 = σ1/σ2

❙✐♥❝❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❍♦r♠❛♥♥ ❛♥❞ ●r❡✐♥❡r
❤❛✈❡ r❡♣❧❛❝❡❞ t❤❡ t✇♦ ♥♦r♠ ‖.‖2 ❜② t❤❡ ❋r♦❡❜❡♥✐✉s ‖.‖F ✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t
♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ✿

KF (JT ) = ‖JT‖F‖J−1
T ‖F

=
√

σ2
1 + σ2

2

√
(

1
σ1

)2

+
(

1
σ2

)2

=
σ2
1
+σ2

2

σ1σ2
= tr❛❝❡(IT )

❞❡t(JT )

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❢♦rt✉♥❛t❡ ❝❛♥❝❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❡r♠s ②✐❡❧❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r
❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✳ ❆s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛rt✐❝❧❡✱ t❤✐s
✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡♥❡r❣② ♣❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✲s♣❛❝❡ ❛r❡❛✿ t❤❡ t❡r♠
tr❛❝❡(I) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❞❡t(J) t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥
tr✐❛♥❣❧❡✬s ❛r❡❛ ✐♥ ✸❉ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs✱ KF (JT ) ❛❧s♦ ✇r✐t❡s ✿

KF (JT ) = σ1/σ2 + σ2/σ1 = K2(JT ) + K2(J
−1
T )

❚❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❢r♦♠ Ω t♦ S
❛♥❞ ❢r♦♠ S t♦ Ω✮ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

✹✳✷✳✸ ❙tr❡t❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❙❛♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✇❛② ❛ s✐❣♥❛❧
st♦r❡❞ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s t❡①t✉r❡✲♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡✐r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✉s❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✱ t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ♦♥t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s
J ′✱ G′✱ σ′

1✱ σ′
2✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✳

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ t❡①t✉r❡ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t
❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ t❡①t✉r❡ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❛t
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❙❛♥❞❡r ❡t✳ ❛❧ ❝❛❧❧❡❞ t❤✐s ✈❛❧✉❡ t❤❡ ✏str❡t❝❤✑✳ ❚❤✐s ❡①❛❝t❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❋♦r ❛ tr✐❛♥❣❧❡ T ✱ t❤❡②

✸✹



❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② str❡t❝❤ L2 ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♠♦❞❡❧s
❝♦✉rt❡s② ♦❢ P❡❞r♦ ❙❛♥❞❡r ❛♥❞ ❆❧❧❛ ❙❤❡✛❡r✮✳

❞❡✜♥❡❞ t✇♦ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ str❡t❝❤ ❢♦r ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
✭str❡t❝❤ L2(T )✮✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ str❡t❝❤ ✭str❡t❝❤ L∞(T )✮ ✿

L2(T ) =
√

(σ′2
1 + σ′2

2 )/2 =
√

((1/σ1)2 + (1/σ2)2) /2
L∞(T ) = σ′

2 = 1/σ1

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ σ′
1 = 1/σ2 ❛♥❞ σ′

2 = 1/σ1 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡ T ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣② L2(S)
❛♥❞ L∞(S) ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

L2(S) =
√

P

T |T |L2(T )
P

T |T |

L∞(S) = maxT L∞(T )

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ s❤♦✇s s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ t❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ ✐t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❛rt✐❢❛❝ts t❤❛t t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❛♥ts t♦ ❛✈♦✐❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❡①t✉r❡ t♦ ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s✐❣♥❛❧✲❛❞❛♣t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❬❙❛♥❞❡r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳

✹✳✷✳✹ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❡r❣②

❆ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙♦r❦✐♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t
s❤r✐♥❦✐♥❣ ❛♥❞ str❡t❝❤✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❡❛t❡❞ t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡② r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ L2 ❛♥❞ L∞ ❡♥❡r❣②
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✱ ♠♦r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ t❤✐s r❡s♣❡❝t✿

DT = max(σ′
2, 1/σ

′
1) = max(1/σ1, σ2)

✸✺



✹✳✷✳✺ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❡♥❡r❣②

❚♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❉❡❣❡♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡
❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ✇✐t❤ ❛ t❡r♠ σ′

1σ
′
2 t❤❛t ♣❡♥❛❧✐③❡s ❛r❡❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✶✱ ❛♥❞ ❛ t❡r♠

σ′
1/σ

′
2 t❤❛t ♣❡♥❛❧✐③❡s ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ t❡r♠ x ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ x + 1/x✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✿

Ecombined = Eangle × (Earea)
θ

✇✐t❤ ✿

Earea = σ′
1σ

′
2 + 1

σ′

1
σ′

2

= ❞❡t(J′
T ) + 1

❞❡t(J′

T )

Eangle =
σ′

1

σ′

2

+
σ′

2

σ′

1

= σ2

σ1
+ σ1

σ2
= EMIPS

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❡r♠s✳
❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② t❤❡ ▼■P❙
♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❛❜♦✈❡✮✳

✹✳✸ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❈♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞
❝♦♥❢♦r♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ✏r✐❣✐❞✐t②✑ t♦ ♦✛❡r ❣♦♦❞ ❡①tr❛♣✲
♦❧❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐♥t❡r❡st❡❞ ✇✐t❤
t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♠❛② r❡❛❞ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❜♦♦❦ ❜② ◆❡❡❞❤❛♠ ❬✶✾✾✼❪✳

❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ♣❧❛②s ❛ ❝❡♥tr❛❧
r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✭♥♦♥✲❞✐st♦rt❡❞✮ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡❧❧✐♣s❡ ✐s ❛ ❝✐r❝❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥t ♦❢
t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✱ t❤✐s ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❡❝t♦rs fu

❛♥❞ fv ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦r♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
fv = n × fu✱ ✇❤❡r❡ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✐❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥
✐s ❝♦♥❢♦r♠❛❧✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✱ ✐❢ t❤❡ ✐s♦✲✉✱✈ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧
✈❡❝t♦rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❢♦r♠❛❧✐t② ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛
r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ✭✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t②✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✭❈❤❛♣t❡r ✷✮✱ t❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡❧❧✐♣s❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭σ1 = σ2✮✳ ❲❡ ♥♦✇ r❡✈✐❡✇
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳

✶❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥
♠❛tr✐①✱ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ❛r❡❛s✳

✸✻



u

v

Ω

S

du

dv

∂x
∂u

∂x
∂v

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❆ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝✐r❝❧❡ ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡✲
♠❡♥t❛r② ❝✐r❝❧❡✳

X

Y

i

j

k
u

v

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ■♥ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ (X, Y ) ❜❛s✐s✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣s✳
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▲❙❈▼

■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛♣❡r ❬▲é✈② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥
❡❧❛❜♦r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r
♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡ ▲❙❈▼ ♠❡t❤♦❞ ✭▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ▼❛♣s✮ s✐♠♣❧② ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❝♦♥❢♦r✲
♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❲❡ ♥♦✇
❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s (X, Y )
♦❢ ✐ts s✉♣♣♦rt ♣❧❛♥❡ ✭❝✳❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❝♦♥❢♦r♠❛❧✐t② ✇r✐t❡s ✿

∇v = r♦t90(∇u) =

(
0 −1
1 0

)

∇u ✭✹✳✾✮

✇❤❡r❡ r♦t90 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛♥t✐❝❧♦❝❦✇✐s❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ✾✵ ❞❡❣r❡❡s✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❞❡r✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮✱

❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✾✱ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣s r❡✇r✐t❡s ✿

MT





vi

vj

vk



−
(

0 −1
1 0

)

MT





ui

uj

uk



 =

(
0
0

)

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① MT ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✼✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡tt✐♥❣✱ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛♥② s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛❧

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❧② ❞❡✲
✈❡❧♦♣❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡s ❛❞♠✐t ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✭♥♦♥✲❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡✮
s✉r❢❛❝❡✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ELSCM t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✏♥♦♥✲❝♦♥❢♦r♠❛❧✐t②✑ ♦❢
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ✿

ELSCM =
∑

T=(i,j,k)

|T |

∥
∥
∥
∥
∥
∥

MT





vi

vj

vk



−
(

0 −1
1 0

)

MT





ui

uj

uk





∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

✭✹✳✶✵✮

◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠❛❧✐t② ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t❤r♦✉❣❤ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ELSCM ✐s ♥♦t ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐ts ♠❛tr✐① ✐s
s✐♥❣✉❧❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✹ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✹✳✸✳ ❚❤❡ s♦✲❞❡✜♥❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✐s ♣r♦✈❛❜❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ■♥ t❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣s ❛♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
❛❧s♦ s❤♦✇s s♦♠❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❋❧♦❛t❡r✬s ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐ts
♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s✳
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❈♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣s ❛♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♠❛♣s

❈♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣s ♣❧❛② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r♦❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❣❡♦♠❡tr②✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣s ✿

∂v
∂x

= −∂u
∂y

∂v
∂y

= ∂u
∂x

❚❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❈❛✉❝❤②✲❘✐❡♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❚❤❡② ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧
r♦❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ U(X) = u(X) + iv(X)
✇✐t❤ X = x + iy✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ U ′(X) ♦❢ U ❛t ♣♦✐♥t X
❞❡✜♥❡❞ ❜② ✿

U ′(X) = lim
A→0

U(X)− U(A)

X − A

❡①✐sts ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❈❛✉❝❤②✲❘✐❡♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳
❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦r❞❡r ✶ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❢r♦♠ R t♦ R✱ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ f ✇r✐t❡s f(x0 + a) ≃
f(x0) + f ′(x0)a✳ ❚❤✐s r❡❛❧✐③❡s ❛ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♣♦✐♥t x0✳

■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ U(X)✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱
t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇r✐t❡s U(X0 +A) ≃ U(X0)+U ′(X0)A✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
❢✉♥❝t✐♦♥ U ❛s ❛ ✷❉ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ ❜② ✇r✐t✐♥❣ U ′(X0) = Reiθ ✐♥
♣♦❧❛r ❢♦r♠✱ ✇❡ ❣❡t U(X0 + A) ≃ U(X0) + ReiθA✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①
❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❤❛✈❡ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐❦❡ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✭❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦r
U(X0)✱ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣❧❡ θ ❛♥❞ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❢❛❝t♦r R✮✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛♥♦t❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❘✐❡♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✿ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦
❣r❛❞✐❡♥t ✈❡❝t♦rs ♥❡❡❞ t♦ ♠❛t❝❤✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ▲❙❈▼ t❛❦❡s ❛ s✐♠♣❧❡
❢♦r♠✱ t❤❛t r❡✈❡❛❧s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ r♦❧❡s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (Xi, Yi) ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (ui, vi) ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✲s♣❛❝❡ ✿

ELSCM =
1

2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(
P1 P2 P3

)





0 1 −1
−1 0 1

1 −1 0









U1

U2

U3





∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

✇❤❡r❡ U1 = (u1 + iv1) ✭r❡s♣✳ U2✱ U3✮ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ P1 = (X1 + iY1) ✭r❡s♣✳ P2✱ P3✮✳
❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡✐r ♦r❞❡r✲✶

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ♠❛❦❡s t❤❡♠ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛t ❛♥② ♦r❞❡r✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲
❘✐❡♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦r❞❡r ✷ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ u ❛♥❞ v✳

❚❤✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ∆ ✿

∂2u
∂x2 = ∂2v

∂x∂y

∂2u
∂y2 = − ∂2v

∂x∂y

✸✾



♦r ✿
∆u = ∂2u

∂x2 + ∂2u
∂y2 = 0

∆v = ∂2v
∂x2 + ∂2v

∂y2 = 0

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣ ❛r❡ t✇♦
❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ③❡r♦ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇
❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❉❡s❜r✉♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡✐r ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱
♥❡❛r❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ▲❙❈▼✳ ❚❤✉s✱ t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ t✇♦ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❧❡tt✐♥❣
t❤❡ ❜♦r❞❡r ❡✈♦❧✈❡✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦r❞❡r✱ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ u✬s ❛♥❞ t❤❡ v✬s✳

❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② P✐♥❦❛❧❧ ❛♥❞ P♦❧t❤✐❡r
❬✶✾✾✸❪ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❉❡s❜r✉♥✱ ▼❡②❡r✱ ❛♥❞ ❆❧❧✐❡③✬s ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② P❧❛t❡❛✉✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❬P❧❛t❡❛✉✱ ✶✽✼✸❀ ▼❡❡❦s✱ ✶✾✽✶❪✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ❜♦r❞❡r ♠❛t❝❤❡s t❤❡
❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❉♦✉❣❧❛s ❬✶✾✸✶❪ ❛♥❞ ❘❛❞ó ❬✶✾✸✵❪✱ ❛♥❞
❧❛t❡r ❈♦✉r❛♥t ❬✶✾✺✵❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❉✐r✐❝❤❧❡t✬s ❡♥❡r❣② ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♥♦r♠
♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✮✱ ❡❛s✐❡r t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✳ ❆ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡♥❡r❣② ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞
❜② P✐♥❦❛❧❧ ❛♥❞ P♦❧t❤✐❡r ❬✶✾✾✸❪✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ P❧❛t❡❛✉✬s
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❛s❡✳ ❉✐r✐❝❤❧❡t✬s ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛ t❡r♠ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❢♦r♠❛❧✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t❤r❡❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇ ✿

∫

S

❞❡t(J)ds

︸ ︷︷ ︸

❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡

=
1

2

∫

S

‖fu‖2 + ‖fv‖2ds

︸ ︷︷ ︸

❉✐r✐❝❤❧❡t✬s ❡♥❡r❣②

− 1

2

∫

S

‖fv − r♦t90(fuX)‖2
︸ ︷︷ ︸

❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❡♥❡r❣②

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡✱ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t❡r♠s ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❜❛s✐s
X, Y ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡✿

∂X

∂u

∂Y

∂v
− ∂X

∂v

∂Y

∂u
︸ ︷︷ ︸

❞❡t(J)

=
1

2





∥
∥
∥
∥
∥

(
∂X
∂u

∂Y
∂u

)∥
∥
∥
∥
∥

2

+

∥
∥
∥
∥
∥

(
∂X
∂v

∂Y
∂v

)∥
∥
∥
∥
∥

2




︸ ︷︷ ︸

‖fu‖2+‖fv‖2

− 1

2





∥
∥
∥
∥
∥

(
∂X
∂v

+ ∂Y
∂u

∂Y
∂v
− ∂X

∂u

)∥
∥
∥
∥
∥

2




︸ ︷︷ ︸

‖fv−r♦t90(fu)‖2

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ▲❙❈▼ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ ❉❡s❜r✉♥ ❡t✳❛❧ ✬s ♠❡t❤♦❞ ♠✐♥✐♠✐③❡
❉✐r✐❝❤❧❡t✬s ❡♥❡r❣②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✭❝♦♥st❛♥t✮ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❆❧❧ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ t❤❡
❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦r t❤❡ ✜rst ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡②
❝❛♥ ❜❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ❛s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s✱ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ✭❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡✐r ❛♥❣❧❡s✮✳

✹✵



❈❤❛♣t❡r ✺

❆♥❣❧❡✲❙♣❛❝❡ ▼❡t❤♦❞s

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈❡rt❡① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡
❆❇❋✴❆❇❋✰✰ ♠❡t❤♦❞ ❬❙❤❡✛❡r ❛♥❞ ❞❡ ❙t✉r❧❡r✱ ✷✵✵✵✱ ✷✵✵✶❀ ❙❤❡✛❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❛♥❞ t❤❡
❝✐r❝❧❡✲♣❛tt❡r♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❑❤❛r❡✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❞❡✜♥❡ ✐t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ♦❢
t❤❡ ♣❧❛♥❛r tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❣❧❡✲s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t
❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱ ❛♥❣❧❡✲s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss
str❡t❝❤ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❤❛✈❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡✳

❚❤❡ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ✭❆♥❣❧❡ ❇❛s❡❞ ❋❧❛tt❡♥✐♥❣✮ ❬❙❤❡✛❡r ❛♥❞ ❞❡ ❙t✉r❧❡r✱ ✷✵✵✵✱ ✷✵✵✶❪
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✿ ❛ ♣❧❛♥❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦r♥❡r ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐ts tr✐❛♥❣❧❡s ✭♠♦❞✉❧♦ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✕ ✜♥❞✐♥❣ (ui, vi) ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t❡s ✕ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥❣❧❡s✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡s αt

k✱ ✇❤❡r❡ αt
i ❞❡♥♦t❡s t❤❡

❛♥❣❧❡ ❛t t❤❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡ t ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ✈❡rt❡① k✳
❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✷❉ ❛♥❣❧❡s ❞❡✜♥❡ ❛ ✈❛❧✐❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♥❡❡❞s

t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳

• ❚r✐❛♥❣❧❡ ✈❛❧✐❞✐t② ✭❢♦r ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡ t✮✿

∀t ∈ T, αt
1 + αt

2 + αt
3 − π = 0; ✭✺✳✶✮

• P❧❛♥❛r✐t② ✭❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❡rt❡① v✮✿

∀v ∈ Vint,
∑

(t,k)∈v∗

αt
k − 2π = 0, ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ Vint ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ v∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢
❛♥❣❧❡s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ✈❡rt❡① v✳

• P♦s✐t✐✈✐t② ✿ αt
k > 0 ❢♦r ❛❧❧ ❛♥❣❧❡s✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥

♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❡t✉♣s ❬❙❤❡✛❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

• ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❡rt❡①✮ ✲ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥ts ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡❞❣❡s
s❤❛r❡❞ ❜② ♣❛✐rs ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡s ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤✿

∀v ∈ Vint,
∏

(t,k)∈v∗

sin αt
k⊕1 −

∏

(t,k)∈v∗

sin αt
k⊖1 = 0. ✭✺✳✸✮

✹✶



❚❤❡ ✐♥❞✐❝❡s k ⊕ 1 ❛♥❞ k ⊖ 1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥❡①t ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t sin αt

k⊕1 sin αt
k⊖1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢

t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡❞❣❡s ❛r♦✉♥❞ ✈❡rt❡① k✳ ■❢ t❤❡② ❞♦
♥♦t ♠❛t❝❤✱ ✐t ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✏t✉r♥ ❛r♦✉♥❞✑ ✈❡rt❡① k ✇✐t❤♦✉t ✏❧❛♥❞✐♥❣✑ ♦♥ t❤❡
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳

❚❤❡② s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥❣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✸❉ ♠❡s❤ ❛♥❣❧❡s
βt

k ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤♦s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧✲

t✐♣❧✐❡rs ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✻✮✳ ❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✺✮✳ ❊❛❝❤ st❡♣ r❡q✉✐r❡s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠
♦❢ s✐③❡ 2nv + 4nf ✱ ✇❤❡r❡ nv ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r✐♦r ♠❡s❤ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ nf t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡ts✳ ❚❤❡② t❤❡♥ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ✐♥t♦ ❛❝t✉❛❧ (u, v) ✈❡rt❡① ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡s ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
t♦ ❤❛✈❡ ♥♦ ✢✐♣♣❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ✐✳❡✳ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ❜✉t ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ♦✈❡r❧❛♣s✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r r❡s♦❧✈✐♥❣ s✉❝❤ ♦✈❡r❧❛♣s✱ ❜✉t ✐t ❤❛s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s
♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❇❋ ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❧♦✇ ❛♥❞ s✉✛❡rs ❢r♦♠ st❛❜✐❧✐t②
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡✲t♦✲✉✈ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ st❛❣❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ♠❡s❤❡s✳

❆❇❋ ✇❛s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❆❇❋✰✰ ❬❙❤❡✛❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❞❞r❡ss✐♥❣
❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆❇❋✰✰ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ st❛❜❧❡ ❛♥❣❧❡✲t♦✲✉✈ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❙❈▼
♠❡t❤♦❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ (u, v) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛♥❣❧❡s✳ ❙❤❡✛❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❛❧s♦
❞r❛st✐❝❛❧❧② s♣❡❡❞s ✉♣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r t❤❡② s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ◆❡✇t♦♥ t♦ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ s♦❧✉t✐♦♥
s❡t✉♣✱ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ s♦❧✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❚❤❡② t❤❡♥ ✉s❡
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥✈❡rt✐♥❣
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ❚❤✉s t❤❡② ♠❛♥❛❣❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥✈❡rt❡❞ ♠❛tr✐①
❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✜✈❡ t♦ ❛❜♦✉t 2nv ✭♥♦t❡ t❤❛t ♦♥ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♠❡s❤ 2nv ≈ nf✮✳
❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t ❢♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❝❡ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❆❇❋✰ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❤✐❧❡ ✐t t❛❦❡s
✜✈❡ t♦ t❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✭t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✮
❜❡❧♦✇ 1e−6✱ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✐t❡r❛t✐♦♥ t✇♦ ❛♥❞ ♦♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡
♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ❊✈❡♥ ❛❢t❡r ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✭❛✮✮ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✳

❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❩❛②❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❡♥❢♦r❝✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤✉s ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❜✐❥❡❝t✐✈✐t②✳

❑❤❛r❡✈②❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ✉s❡ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♣❛tt❡r♥s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ♠❡s❤ ❢❛❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣✱ t❤❡② ✉s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❝✐r❝❧❡s✱ ✇✐t❤
♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s θe ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ❛♥❣❧❡s✱ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ r❛❞✐✐ ❢♦❧❧♦✇
❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❛♥❣❧❡s ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✜♥❞s t❤❡ ❝✐r❝❧❡ r❛❞✐✐ ✉s✐♥❣
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ✐t ✜rst ❝♦♠♣✉t❡s ❛ s❡t ♦❢
❢❡❛s✐❜❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❛♥❣❧❡s αk

ij ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✸❉ ❛♥❣❧❡s βk
ij ❛♥❞ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✹✷



✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❆❇❋✰✰✿ ✭❛✮ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❛❢t❡r ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥
✭❡rr♦r ♠❡tr✐❝s ❝♦✇✿ Lstretch

2 = 1.10634, Lshear
2 = 4.69e−4, AngD = 4.19e−4 ❝❛♠❡❧

Lstretch
2 = 1.09616, Lshear

2 = 5.21e − 3, AngD = 5.09e−3 ✮❀ ✭❜✮ t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❡r✲
r♦r ♠❡tr✐❝s ❝♦✇✿ Lstretch

2 = 1.10641, Lshear
2 = 4.64e−4, AngD = 3.81e−4 ❝❛♠❡❧

Lstretch
2 = 1.09645, Lshear

2 = 5.15e − 3, AngD = 5.04e−3 ✭❞✮ t❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❡r✲
r♦r ♠❡tr✐❝s ❝♦✇✿ Lstretch

2 = 1.10638, Lshear
2 = 4.64e−4, AngD = 3.81e−4 ❝❛♠❡❧

Lstretch
2 = 1.09639, Lshear

2 = 5.15e−3, AngD = 5.04e−3 ✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ str❡t❝❤✱
s❤❡❛r ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❙❤❡✛❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳

✹✸



❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❈✐r❝❧❡ ♣❛tt❡r♥s ♥♦t❛t✐♦♥s✳

❝♦♥str❛✐♥ts✿

• ❚r✐❛♥❣❧❡ ✈❛❧✐❞✐t② ✭❢♦r ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡ t✮✿

∀tijk ∈ T, αt
ij + αt

ik + αt
kj − π = 0; ✭✺✳✹✮

• P❧❛♥❛r✐t② ✭❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❡rt❡① v✮✿

∀v ∈ Vint,
∑

(t,ij)∈v∗

αt
ij − 2π = 0, ✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ Vint ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ v∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢
❛♥❣❧❡s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ✈❡rt❡① v✳

• P♦s✐t✐✈✐t② ✿ αt
ij > 0 ❢♦r ❛❧❧ ❛♥❣❧❡s✳

• ▲♦❝❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ✭❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ eij✮✿

∀eij ∈ E, αk
ij + αl

ij < π ✭✺✳✻✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❆❇❋
s❡t✉♣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ✐♥t❡r✐♦r ✈❡rt✐❝❡s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❧♦❝❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛② ❝♦♥str❛✐♥t ♣❡r ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❛♥❣❧❡s ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ✐s ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♦♥❧② ❢♦r ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡♠♣❧♦② ❛
♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❛❣❡ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ✧✐♥tr✐♥s✐❝✧ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❛❞✐✐ ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛❝t✉❛❧ ✉✈✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
s✉♣♣♦rts ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡
♣❧❛♥❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❆❇❋✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱
❜✉t ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ♦✈❡r❧❛♣s✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ❆❇❋✴❆❇❋✰✰ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❑❤❛r❡✈②❝❤ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
♠❡s❤❡s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❚❤❡② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ❛♥❣❧❡ s♣❛❝❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✹✹



❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❋✐①❡❞ ❛♥❞ ❢r❡❡✲❜♦✉♥❞❛r② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ♣❛tt❡r♥s✳

t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r ♠❡s❤ ✐s
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ✈❡rt✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♦♥❡s✱
❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥ ✉♥❝♦♥♥❡❝t❡❞
s✉❜s❡t ♦❢ ♠❡s❤ ✈❡rt✐❝❡s ❛s ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤✉s t❤❡② ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
❛♥❣❧❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✈❡rt✐❝❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛s ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋♦r
♣❧❛♥❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛♥❣❧❡✲t♦✲✉✈ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t❤❡② ❧❛t❡r ❝♦♠♣✉t❡ ❡❞❣❡
♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✉♣
t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥✱ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡ ❝♦♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❛♥❣❧❡✲s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❆❇❋✴❆❇❋✰✰✳

✹✺



❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ●❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳

✹✻



❈❤❛♣t❡r ✻

❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥str❛✐♥ts✶

❋♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s ♣❧❛♥❛r ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❛❞❞r❡ss t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡s✿ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ ♦r ❤✐❣❤ ❣❡♥✉s ♠❡s❤❡s t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♣❧❛♥❛r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝✲
✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❞✉r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳

✻✳✶ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

P❧❛♥❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❞✐s❦ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❝❧♦s❡❞
s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❣❡♥✉s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝✉t ♣r✐♦r t♦ ♣❧❛♥❛r ♣❛r❛♠✲
❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♥♦t❡❞✱ ❣r❡❛t❡r s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✉s✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ♣❛r❛♠✲
❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞✳ ❚♦ ❛❧❧♦✇
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♠✉st ❜❡ ❝✉t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ❝✉ts ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❛ ❞❡❧✐❝❛t❡ ❜❛❧❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❣♦❛❧s ♦❢ s♠❛❧❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦rt ❝✉ts ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ r❡❞✉❝❡ ❝r♦ss✲❝✉t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✲
✐t✐❡s✳

❈✉tt✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛rt ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡✲
t❡r✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❡①t✉r❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r s✐❣♥❛❧s ♦♥t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦
✉s❡❞ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠❡s❤✐♥❣✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❝✉tt✐♥❣
s✉r❢❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ r♦✉❣❤❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ♣❛r✲
t✐t✐♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤❛rts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✮✱ ❛♥❞ s❡❛♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝✉ts ✐♥t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜✉t ❦❡❡♣ ✐t ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛rt ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✳ ▼✉❧t✐♣❧❡
❝❤❛rts ❝r❡❛t❡❞ ❜② s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡ ❧♦♥❣❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❛♥ t❤♦s❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜②
s❡❛♠ ❝✉tt✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣❛❝❦❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♣❧❛♥❛r
❞♦♠❛✐♥✳

✻✳✶✳✶ ▼✉❧t✐✲❈❤❛rt ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♠❡s❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r
❝r❡❛t✐♥❣ ❝❤❛rts✳ ❋♦r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❜r♦❦❡♥ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛rts s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✇❤❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❤❛rt ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

✶❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❙❤❡✛❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ✇✐t❤ ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s✳

✹✼



❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ▼✉❧t✐✲❝❤❛rt s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭❛✮ ■s♦❝❤❛rts ❬❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ✕ ✶✸ ❝❤❛rts❀ ✭❜✮
❬▲é✈② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ✕ ✹✹ ❝❤❛rts❀ ✭❝✮ ❉✲❝❤❛rts ❬❏✉❧✐✉s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✕ ✶✷ ❝❤❛rts❀ ✭❞✮ ♠✉❧t✐✲
❝❤❛rt ❣❡♦♠❡tr② ✐♠❛❣❡s ❬❙❛♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ✕ ✶✺ ❝❤❛rts❀ ❛♥❞ ✭❡✮ ❬❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✕
✷✹ ❝❤❛rts✳

✹✽



♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛rts r❡♠❛✐♥s s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❦❡♣t ❛s s❤♦rt ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡
♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡ s✉r❢❛❝❡
✐♥t♦ ♥❡❛r❧② ♣❧❛♥❛r ❝❤❛rts ❬▼❛✐❧❧♦t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❀ ●❛r❧❛♥❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❙❛♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀
❈♦❤❡♥✲❙t❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❜♦t❤ ❙❛♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✲❙t❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣❧❛♥❛r
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ▲❧♦②❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐t❡r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥
❝❤❛rt ❣r♦✇✐♥❣ ❛♥❞ r❡s❡❡❞✐♥❣ st❛❣❡s✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ ❝❤❛rt ❣r♦✇✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st s❡❡❞s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ❝❤❛rt ❛♥❞ r❡♣❡❛ts t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❜② ✐t❡r❛t✐♥❣✱ t❤❡② ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss ♠❡t❤♦❞s✳

P❧❛♥❡s ❛r❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤✉s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s
♣❧❛♥❛r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r✲r❡str✐❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡s ♠♦r❡ ❝❤❛rts t❤❛♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳
❙❡✈❡r❛❧ r❡❝❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ❬▲é✈② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀
❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❏✉❧✐✉s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ▲é✈② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❤✐❣❤ ♠❡❛♥✲
❝✉r✈❛t✉r❡ r❡❣✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝❤❛rts st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ s❡❡❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❢❛rt❤❡st ❢r♦♠ t❤♦s❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❡♥❞s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♠❛♥② ❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s✱
❜✉t ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝❤❛rts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ ❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡✳

❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♠❡s❤ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠ ❢❛❝❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜② ❣r♦✇✐♥❣ ❝❤❛rts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥ ❢❛rt❤❡st ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
❞♦♠✐♥❛♥t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ s❡❣♠❡♥t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t♦ ❢❡❛t✉r❡ r❡❣✐♦♥s ❜② ✜♥❞✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐s♦✲
❝♦♥t♦✉rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❛r❡❛ ✐♥❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②❀ t❤❡♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
❛s ❧✐♥❡❛r ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✱ ✢❛t ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✱ ♦r s♣❤❡r❡s✱ ❛♥❞ ❝✉t ✉s✐♥❣ ❛ ❧❡♥❣t❤✇✐s❡✱ ❝✐r❝✉❧❛r✱ ♦r
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ✧❜❛s❡❜❛❧❧ s❡❛♠✧ ❝✉t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣✐❡❝❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ ❬❙❛♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱ ❏✉❧✐✉s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ✉s❡ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r♦✇✐♥❣
❛♥❞ r❡s❡❡❞✐♥❣✳ ❇✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♣❧❛♥❛r r❡❣✐♦♥s t❤❡② s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r s✉❜s❡t
♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡s✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❞❡✈❡❧♦♣❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t s❧♦♣❡✑✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ s♦♠❡
❛①✐s ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡tr✐❝ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✐❢ ❛ ❝❤❛rt ❝❧♦s❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s s✉❝❤ ❛
s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛rt ❣r♦✇✐♥❣ ❛♥❞ r❡s❡❡❞✐♥❣ st❛❣❡s✳

❈❤❛rt ♣❛❝❦✐♥❣✿ ❈❤❛rt✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❛✐s❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛rt✱ t❤♦s❡ ❝❤❛rts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
♣❧❛❝❡❞✱ ♦r ♣❛❝❦❡❞✱ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r ❡✣❝✐❡♥t st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r✐③❡❞ ♠❡s❤❡s✱ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛s ❝♦♠♣❛❝t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛❝❦✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❤❛r❞✱ t❤✉s ♦♥❧② ❤❡✉r✐st✐❝ ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①✐st✳ ❚❤❡
❚❡tr✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬▲é✈② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❝❤❛rts ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❜❡st
✜t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❡✲❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛rts ♣❛❝❦❡❞ s♦ ❢❛r✳

✻✳✶✳✷ ❙❡❛♠ ❈✉tt✐♥❣

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t♦
s❡♣❛r❛t❡ ♣❛t❝❤❡s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛rt✐❛❧ ❝✉ts ♦r s❡❛♠s ✐♥s✐❞❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛t❝❤✳
❚❤✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ s❤♦rt❡r ❝✉ts t❤❛♥ t❤♦s❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ P✐♣♦♥✐ ❛♥❞

✹✾



✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❙❡❛♠ ❝✉tt✐♥❣✿ ✭❛✮ ❬❙♦r❦✐♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪❀ ✭❜✮ ❬●✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪❀ ✭❝✮ ❬❙❤❡✛❡r ❛♥❞
❍❛rt✱ ✷✵✵✷❪ ✲ t❤❡ ❝♦❧♦r ✈✐s✉❛❧✐③❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥s s❤♦✇♥
✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❧❡ss ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ r❡❞✳

❇♦rs❤✉❦♦✈ ❬✷✵✵✵❪ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s✉❝❤ ❝✉ts ♠❛♥✉❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❡❞❣❡s✳
❙♦r❦✐♥❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪ ♣❡r❢♦r♠ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝✉tt✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡②

✉♥❢♦❧❞ t❤❡ ♠❡s❤ ✈❡rt✐❝❡s ♦♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✱ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✳
❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ r❡❛❝❤❡s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡② ❝✉t t❤❡ ♠❡s❤ t♦ r❡❞✉❝❡
✐t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❤❛r❞ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❜✉t ❝❛♥ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❧♦♥❣ ❛♥❞
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ t❤❡② ✉s❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
♣❡r✲tr✐❛♥❣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣✳

●✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪ ✉s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ s❤❛♣❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❬❋❧♦❛t❡r✱
✶✾✾✼❪✳ ❚❤❡② t❤❡♥ ✜♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛♥❞
❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ❝✉t ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜♦✉♥❞❛r② t♦ t❤❛t ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡② r❡♣❡❛t t❤❡
♣r♦❝❡ss ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳

❚❤❡ ❙❡❛♠st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❙❤❡✛❡r ❛♥❞ ❍❛rt✱ ✷✵✵✷❪ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr②
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■t ✜rst
✜♥❞s r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s♣❛♥♥✐♥❣
tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❡❞❣❡s t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤♦s❡✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐t ❝✉ts t❤❡ ♠❡s❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❡❡ ❡❞❣❡s✳
❙❤❡✛❡r ❛♥❞ ❍❛rt ❬✷✵✵✷❪ s❝❛❧❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ❜② ❛ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠❡tr✐❝ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡✳ ❚❤✐s ✇❛② t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❛❝❡ t❤❡ ❝✉ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡ss ✈✐s✐❜❧❡
♣❛rts ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❤✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss✲❝✉t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ t❡①t✉r❡ ♦r ♦t❤❡r
♠❛♣s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳

●❡♥✉s r❡❞✉❝t✐♦♥ ❙❡❛♠ ❝✉tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❛❣❡ t♦
❝♦♥✈❡rt s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❣❡♥✉s ✐♥t♦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❦s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤
❝✉ts t❤❛t ❝♦♥✈❡rt ❛ ❤✐❣❤ ❣❡♥✉s s✉r❢❛❝❡ ✐♥t♦ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❦ ✐s ◆P✲❤❛r❞ ❬❊r✐❝❦s♦♥ ❛♥❞
❍❛r✲P❡❧❡❞✱ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❣❡♦♠❡tr② ❝♦♠♠✉♥✐t② ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r✐♥❣
❧❡✈❡❧s ♦❢ s✉❝❝❡ss✳ ❆ ❢❛✐r❧② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❛❦❡♥ ❜② ●✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✱ ✇❤♦ tr❛❝❡ ❛
s♣❛♥♥✐♥❣ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r✉♥❡ t❤✐s ❣r❛♣❤✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❣❡♥✉s
r❡❞✉❝✐♥❣ ❝✉t✳

✺✵



✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❈♦♥str❛✐♥t ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ ▼❛t❝❤♠❛❦❡r ❬❑r❛❡✈♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✿ ✭❛✮ ❚❡①t✉r❡
✭t✇♦ ♣❤♦t♦s✮ ✇✐t❤ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts s♣❡❝✐✜❡❞❀ ✭❜✮ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞❀ ✭❝✮ r❡s✉❧t✐♥❣ t❡①t✉r❡✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❡①t✉r❡s ❬❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❚✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❬▲é✈②✱ ✷✵✵✶❪

✺✶



✻✳✷ ❈♦♥str❛✐♥ts

❙♦♠❡t✐♠❡s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✸❉ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s ❬▲é✈②✱ ✷✵✵✶❀ ❑r❛❡✈♦②
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✺ ❛♥❞ ✻✳✸✮✳ ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ✉s❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥str❛✐♥ts t♦
❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❡①t✉r❡ ❢♦r ❛ ♠❡s❤✳ ❈♦♥✲
str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❤✐❞❡ ❝r♦ss✲s❡❛♠ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❬❑r❛❡✈♦②
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ t②♣❡s✱ t❤♦s❡ t❤❛t ❡♥❢♦r❝❡
s♦❢t ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❛t t❤❛t ❡♥❢♦r❝❡ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▼❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞
♦♥ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ s♦❢t ❝♦♥str❛✐♥ts ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠
t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡s✐r❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❬▲é✈②✱ ✷✵✵✶❪✳ ❙✉❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇♦r❦
r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ♦♥❧② ❛❞❞ ❧✐♥❡❛r
t❡r♠s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ ❜✉t s♦♠❡t✐♠❡s ❜r❡❛❦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ s✉❝❤ ❛s ❜✐❥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❡rt❡①
❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❤✐❞✐♥❣ t❡①t✉r❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ s❡❛♠s ✐♥ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❬❑r❛❡✈♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ r❡q✉✐r❡ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦
❛❝❤✐❡✈❡ ♣❡r❢❡❝t ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡①t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❛♠s✳

❖♥❡ ✇❛② t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛✲
t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❬❉❡s❜r✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s
❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥s✐❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ♦♥ ❛r❜✐tr❛r② ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ✭t❤❡
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡s❤ ❝♦♥♥❡❝✲
t✐✈✐t② ♥♦t ❡✈❡r② s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✉s ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ t❤✐s t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡
t❤❡ ♠❡s❤ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✇✐❧❧ ❢❛✐❧ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ♠❛♥② ✐♥♣✉ts✳

▼❡t❤♦❞s t❤❛t ❡♥❢♦r❝❡ ❤❛r❞✲❝♦♥str❛✐♥ts r♦❜✉st❧②✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥t♦
t❤❡ ♠❡s❤ ❛s t❤❡② ❣♦ ❛❧♦♥❣ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts✳ ❊❝❦st❡✐♥ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✶❪ ❡♥❢♦r❝❡ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜② ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇
✈❡rt✐❝❡s ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❧❛r❣❡ s❡ts ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts
❜✉t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳

❚❤❡ ▼❛t❝❤♠❛❦❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❑r❛❡✈♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❜②
❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❝♦❛rs❡ ♣❛t❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦✲
♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❝✉r✈❡s t❤❛t ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t♦ ♣❛t❝❤❡s t❤❛t ❛r❡
t❤❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇❤✐❧❡ tr②✐♥❣ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳
❚❤❡ ❝✉r✈❡ tr❛❝✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✉✐❞❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❜❡✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡
❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ s✐✲
♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❈♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡❧❛①✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳

❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❡①t✉r❡ ❢♦r ❛

✺✷



♠❡s❤✱ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ s♦♠❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❛t❝❤❡s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉s✐♥❣ ✐♥✲♣❛✐♥t✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❝r❡❛t❡ t❡①t✉r❡ ❢♦r ❛♥② ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛♣✱ t❤❡② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②
♦❢ t❤❡ t❡①t✉r❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ❢♦r t✇♦
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s✳

✺✸



❈❤❛♣t❡r ✼

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ P❧❛♥❛r ▼❡t❤♦❞s

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s r❡✈✐❡✇❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♠❡tr✐❝s✳ ■❞❡✲
❛❧❧②✱ ♠♦st ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇♦r❦ ❜❡st ♦♥ ③❡r♦ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s✱
t❤♦✉❣❤ ♠♦st ❛r❡ t♦❧❡r❛♥t t♦ s♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ s♦♠❡ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ t♦❧❡r❛♥t t♦
s❤❡❛r ❛♥❞ ♦t❤❡rs t♦ str❡t❝❤✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞s ❢♦r
s❛♠♣❧✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞❡t❛✐❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❛♥❞ r❡❣✉❧❛r r❡s❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✭❡✳❣✳ ❣❡♦♠❡tr② ✐♠❛❣❡s ❬●✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✮✱ t❡♥❞ t♦ ♣❡r✲
❢♦r♠ ❜❡tt❡r ♦♥ str❡t❝❤ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ str❡t❝❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦
✉♥❞❡r✲s❛♠♣❧✐♥❣✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐rr❡❣✉❧❛r s❛♠♣❧✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s r❡♠❡s❤✲
✐♥❣ ❬❉❡s❜r✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s❤❡❛r✐♥❣✱ ❜✉t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ q✉✐t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
str❡t❝❤✳ ❲❤❡♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s❤❡❛r ♦r str❡t❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ s✉r❢❛❝❡
✐s t♦♦ ❝♦♠♣❧❡①✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝✉t ♣r✐♦r t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛t ❤❛♥❞✿

• ❋r❡❡ ✈❡rs✉s ✜①❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ▼❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❛r
❞♦♠❛✐♥ ✐s ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✳ ❋✐①❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞s t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡ ✈❡r②
s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ ✈❡r② ❢❛st✳ ❙✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r s♦♠❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤♦s❡ t❤❛t ✉t✐❧✐③❡ ❛ ❜❛s❡ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❋r❡❡✲❜♦✉♥❞❛r② t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛s ♣❛rt ♦❢
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛r❡ ♦❢t❡♥ s❧♦✇❡r✱ ❜✉t t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss ❞✐st♦rt✐♦♥✳

• ❘♦❜✉st♥❡ss✳ ▼♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡ ✐t t♦ ❜❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❋♦r
s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧ ❜✐❥❡❝t✐✈✐t② ✭♥♦ tr✐❛♥❣❧❡ ✢✐♣s✮ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs r❡✲
q✉✐r❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜✐❥❡❝t✐✈✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞♦❡s ♥♦t s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t✮✳ ❖♥❧② ❛
s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❧♦❝❛❧ ♦r ❣❧♦❜❛❧ ❜✐❥❡❝t✐✈✐t②✳
❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡rs ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❜✐❥❡❝t✐✈✐t② ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❡s❤❡s s❛t✐s❢② s♣❡❝✐✜❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

• ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❈♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ r♦✉❣❤❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❡② ✉s❡ ✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞s✳ ▲✐♥❡❛r
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❛st❡r ❛♥❞ s✐♠♣❧❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s
❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

✺✹



❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚❛❜❧❡ ✷ ❧✐sts t❤❡ r✉♥t✐♠❡s ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡
❘❛② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ✸❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s②st❡♠ t♦ t✐♠❡ t❤❡ ✜①❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞s✱ ▲❙❈▼ ❛♥❞
❆❇❋✰✰✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s t❤❡ t✐♠✐♥❣s ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱
❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♥❡s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❢❛✐r❧② ❢❛st t❛❦✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ t✇♦ ♠✐♥✉t❡s
t♦ ♣r♦❝❡ss ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶ t♦ ✼✳✸ s❤♦✇ s♦♠❡ t②♣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✳

✺✺
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❙✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞s
✭✐♠❛❣❡s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ●r❛♣❤✐t❡✱ ❤tt♣✿✴✴❛❧✐❝❡✳❧♦r✐❛✳❢r✴s♦❢t✇❛r❡✮✳

✺✼



❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❙✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞s
✭✐♠❛❣❡s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ●r❛♣❤✐t❡✱ ❤tt♣✿✴✴❛❧✐❝❡✳❧♦r✐❛✳❢r✴s♦❢t✇❛r❡✮✳

✺✽



❈❤❛♣t❡r ✽

❆❧t❡r♥❛t❡ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥s

❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ q✉✐t❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ♦r ❝❛♥♥♦t
t♦❧❡r❛t❡ t❤❡♠ ❛t ❛❧❧✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✐s ♥♦t ❛ t♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❝✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳
❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱
s♣❤❡r❡s✱ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❧❛♥❛r r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝✉r✈❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡ ❝r♦ss✲♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛✲
t✐♦♥ ♦r ✐♥t❡rs✉r❢❛❝❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ P❛✐r✲✇✐s❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞✲
❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♦♥❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❡①t✉r❡✱ ❛♥❞ ❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s ♦♥❡s s✉❝❤ ❛s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛♥✐♠❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❜❧❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r♣❤✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❡s❤ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥
❛♥❞ r❡♣❛✐r✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♣❛✐r✲✇✐s❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ ❜♦t❤
♠♦❞❡❧s ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋r❡❡✲❜♦✉♥❞❛r② ♣❧❛♥❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧②
✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ■♥st❡❛❞ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❞♦♠❛✐♥s s✉❝❤ ❛s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ♦r
❛ s♣❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✳

✽✳✶ ❚❤❡ ❯♥✐t ❙♣❤❡r❡

❚❤❡ ❜✐❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣❧❛♥❛r ♦♥❡ ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r
s❡❛♠❧❡ss✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥✉s✲✵ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ✉s❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛❜♦✉t t❤✐s t♦♣✐❝✳ ❙♦♠❡ r✐❣♦r♦✉s t❤❡♦r② ✐s
❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❣❡tt✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♣❛r❛♠❡✲
t❡r✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♥♦t❡s ❝♦✈❡r ❢♦✉r ♠❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿
●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❛r ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s❀ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥❀
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s❀ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳

❖♥❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝✱
❝♦♥✈❡① ❜♦✉♥❞❛r② ♣❧❛♥❛r ♠❡t❤♦❞s t♦ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❬❆❧❡①❛✱ ✷✵✵✵❀ ●✉ ❛♥❞
❨❛✉✱ ✷✵✵✷❀ ❑♦❜❜❡❧t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ✉s❡❞ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐✲
③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② st❛rt ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❛♥❞ t❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦♥❡ ❛t ❛
t✐♠❡✱ ✜rst ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ✸❉ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt❡① ✉s✐♥❣ ❛ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❬❊❝❦
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt❡① t♦ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✳ ■s❡♥❜✉r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪
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s♣❧✐t t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ t✇♦✱ ♠❛♣ t❤❡ ❝✉t ♦♥t♦ ❛ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞ ❡❛❝❤ ❤❛❧❢✲♠❡s❤ ♦♥t♦
❛ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❚✉tt❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❘❡❣r❡tt❛❜❧②✱ ❛s ♣r♦✈❡♥ ❜② ❙❛❜❛ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✺❪ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❢♦r ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ r❡s✉❧t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❜❡❝♦♠❡s
✉♥st❛❜❧❡✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦❧❧❛♣s❡s t♦ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙❛❜❛
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ st❡♣ s✐③❡✳

❍❛❦❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣❧❛♥❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✜rst✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❛s ❛ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡② t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s q✉✐t❡ ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
tr✐❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ❞♦❡s♥✬t ♦✛❡r ❛♥② t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s s✐♥❝❡ t❤❡ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❝❛s❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✢✐♣s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❛s❡✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♦❢ ❜② ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♠❛❣✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡ ❆❇
♦❢ ❛ ♠❛♣♣❡❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❆❇❈✳ ❚❤❡ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛♣s
t❤✐s ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✈❡rt❡① ❈ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡rt✉r❜❡❞
✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t♦ ❝r♦ss ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r t♦ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❆❇❈ ✇✐❧❧ ✢✐♣ ❤♦✇❡✈❡r ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❈ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❝r♦ss ❢r♦♠ ♦♥❡ s✐❞❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦❢
t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❡❞❣❡ ❆❇✳

●♦ts♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ t♦ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡s✉❧ts
❢r♦♠ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ❞✉❡ t♦ ❞❡ ❱❡r❞✐èr❡ ❬✶✾✾✸❪ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ▲♦✈ás③ ❛♥❞
❙❝❤r✐❥✈❡r ❬✶✾✾✾❪✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♠❡s❤❡s✳
❙❛❜❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❛ ❣♦♦❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ r♦❜✉st s♦❧✈❡r✳ ❋✐rst✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❬■s❡♥❜✉r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✱
t❤❡② ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ t✇♦✱ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞ ❡❛❝❤ ❤❛❧❢ ♦♥ ❛ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❛r
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② t❤❡♥ ✉s❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❜② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥t✐❧ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ t❡tr❛✲
❤❡❞r♦♥ ✭♦r ❛t ❧❡❛st✱ ❝♦♥✈❡①✮✱ tr✐✈✐❛❧❧② ❡♠❜❡❞ ✐t ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②
❛❞❞ ❜❛❝❦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❬❙❤❛♣✐r♦ ❛♥❞ ❚❛❧✱ ✶✾✾✽❀ Pr❛✉♥ ❛♥❞ ❍♦♣♣❡✱ ✷✵✵✸❪✳ ❙❤❛♣✐r♦ ❛♥❞ ❚❛❧
❬✶✾✾✽❪ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♣✉r❡❧② t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ Pr❛✉♥ ❛♥❞ ❍♦♣♣❡ ❬✷✵✵✸❪ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐✲
③❛t✐♦♥ ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ r❡✜♥✐♥❣ st❡♣s t❤❛t ❛❞❞ ✈❡rt✐❝❡s ❢r♦♠ ❛ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✈❡rt❡① ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✳
❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❛✐♠❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ str❡t❝❤ ♠❡tr✐❝ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ✈❛❧✐❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳

✻✶



❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❆✱❇✿ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞✐s❦✲t♦♣♦❧♦❣② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛ t❡①t✉r❡ ❛t❧❛s ❢r♦♠ ❛ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② t♦♣♦❧♦❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈✿ ●❧♦❜❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞♦ ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ✭❉❛t❛ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ t❤❡ ❉✐❣✐t❛❧

▼✐❝❤❡❧❛♥❣❡❧♦ Pr♦❥❡❝t✱ ❙t❛♥❢♦r❞✮✳

✽✳✷ ❙✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❛♥❞ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✱ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♣✉t ❛ ✸❉ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❞✐s❦
t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ✷❉ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r ❛ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r②
t♦♣♦❧♦❣②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❤❛rts✱ ✉s✐♥❣ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❡✳❣✳ ❱❙❆ ❬❈♦❤❡♥✲❙t❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✮✳ ❊❛❝❤ ❝❤❛rt ✐s t❤❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✲❆✱❇✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦r❦s✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✿ ✇❤② ♦♥❡
s❤♦✉❧❞ ✏❞❛♠❛❣❡✑ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❥✉st t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦♥ ✐t ❄ ❋r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❝❤❛rt ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥ r❡♠❡s❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛rt❡❢❛❝ts ✐♥ t❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳ ✭❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✲❈✮✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ s✉❝❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✜rst
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ❜② s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ✴ ♣r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ ✴ ❛♥❞ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡
♦❜❥❡❝t✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐❞❡❛ ✇❛s ✜rst ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❆P❙ ♠❡t❤♦❞ ❬▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✽❪ ✭▼✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❆❞❛♣t✐✈❡ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✉r❢❛❝❡s✮✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✱
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ st❛rts ❜② ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t ✭❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✲❆✮ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ tr✐❛♥✲
❣✉❧❛r ❝❤❛rts✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧❡① ✭❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✲❈✮✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
❝❤❛rt ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s r❡❣✉❧❛r❧② r❡s❛♠♣❧❡❞ ✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✭❋✐❣✉r❡
✽✳✸✲❈✮✳ ❋✉rt❤❡r r❡✜♥❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲❝❤❛rt ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❬❑❤♦✲
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❚❤❡ ▼❆P❙ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥
❜② ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✭❆✮ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❝❤❛rts ✭❇✮ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r❧②
r❡✲s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❛rts ✭❈✮✳

❞❛❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢✉rt❤❡r
✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ❞❡✜♥✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦♦❧s ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐t ❬●✉s❦♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳

❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♥♦♥✲♣❧❛♥❛r ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①
❬▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱ ✶✾✾✾❀ ●✉s❦♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✱ ✷✵✵✷❀ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ Pr❛✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀
❑❤♦❞❛❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ P✉r♥♦♠♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❙❝❤r❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❑r❛❡✈♦② ❛♥❞
❙❤❡✛❡r✱ ✷✵✵✹❪✳ ❆ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❥✉st t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♣❛rt ♦❢
❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤✿ t❤❡ s❡ts ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞ ❢❛❝❡s✳ ▼♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞s ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ✭❛♥ ❡❞❣❡
❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ✶ ♦r ✷ ❢❛❝❡s✮ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❖♥❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
♦❜t❛✐♥✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐s t♦ s✐♠♣❧✐❢② ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤✳ ❖♥❝❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❜❛s❡ ♠❡s❤
❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s t♦
❛ s✐♠♣❧❡① ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭✈❡rt❡①✱ ❡❞❣❡✱ ♦r ❢❛❝❡✮✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✐♥s✐❞❡ ✐t✳

❊❛r❧② ♠❡t❤♦❞s t♦♦❦ ❛ t✇♦✲st❡♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥❀ ✐♥ t❤❡
✜rst st❡♣✱ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤ ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✉s✉❛❧❧②
✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❚❤❡s❡ st❡♣s
❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞✱ ❜✉t t②♣✐❝❛❧❧② ♥♦t ♠✐①❡❞✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s ❬❑❤♦❞❛❦♦✈s❦②
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱ tr② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜♦t❤ st❡♣s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

✽✳✷✳✶ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❬❊❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪ ❣r♦✇ ❱♦r♦♥♦✐ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❢❛❝❡s ❢r♦♠
s❡❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❞✉❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞
✉s✐♥❣ s❤♦rt❡st ♣❛t❤s ❛❝r♦ss ♠❡s❤ ❡❞❣❡s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛❝❡s✳ ❚♦ str❛✐❣❤t❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛t❤s✱ t❤❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t
♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t♦ ❛ sq✉❛r❡✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
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❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♠❡s❤ s✉r❢❛❝❡✳
❬▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤✱ ❦❡❡♣✐♥❣ tr❛❝❦ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡s❤✳ ❖t❤❡rs✱ ❧✐❦❡ ❬●✉s❦♦✈ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✵❪ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✸ ✭❝✮✮ ❛♥❞ ❬❑❤♦❞❛❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ✉s❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ ♣❛t❝❤ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❜❛s❡✲♠❡s❤ ❢r♦♠ ✐t✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✇❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣❧❡① ❬Pr❛✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❙❝❤r❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❑r❛❡✈♦②
❛♥❞ ❙❤❡✛❡r✱ ✷✵✵✹❪✳ Pr❛✉♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛ ♠❡s❤ ✐♥t♦ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♣❛t❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ ❛ ✉s❡r ❣✐✈❡♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❜② ❞r❛✇✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♣❛t❤s
❜❡t✇❡❡♥ ✉s❡r✲s✉♣♣❧✐❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♠❡s❤✳

❙❝❤r❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ❑r❛❡✈♦② ❛♥❞ ❙❤❡✛❡r ❬✷✵✵✹❪ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ Pr❛✉♥
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪ ❛♥❞ ❑r❛❡✈♦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱
✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ t❤♦s❡ ❛s
t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② tr❛❝❡ ♣❛t❤s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❡s❤❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ s♣❧✐tt✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡s❤ ❡❞❣❡s ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❛r✐♥✐
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t♦ ✉s❡ ❛ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙✉❝❤
❛ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ r❡♠❡s❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❢♦r
s♣❧✐♥❡ ✜tt✐♥❣✳ ❚❛r✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥ ♠❛♥✉❛❧❧②✳

✽✳✷✳✷ ▼❛♣♣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ♠❡s❤

❖♥❝❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛❝❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✱ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ✜①❡❞✲❜♦✉♥❞❛r② ♣❧❛♥❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❊❛r❧✐❡r ♠❡t❤♦❞s
❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦♥❝❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡r✲
t✐❝❡s t♦ t❤❡ ❜❛s❡ tr✐❛♥❣❧❡s✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❬❑❤♦❞❛❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❑r❛❡✈♦②
❛♥❞ ❙❤❡✛❡r✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✺❀ ❚❛r✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ✉s❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ ✈❡rt✐❝❡s ❝❛♥
❜❡ r❡❛ss✐❣♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛s❡ ❢❛❝❡s✳

❑❤♦❞❛❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✈❡rt❡①✲t♦✲♣❛t❝❤ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❜② ❧❡tt✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ❝r♦ss ♣❛t❝❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✉s✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛❝❡ ❛s ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥
❢❛❝❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥❧② t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥ ✈❡rt✐❝❡s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✜①❡❞✱
r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡❧❛① t❤❡ ❜❛s❡
❞♦♠❛✐♥ ✈❡rt✐❝❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ♣r♦♠♣t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s
❝②❝❧❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ♦♥❧② ✈❡r② ❢❡✇ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s♦♠❡t✐♠❡s ♥❡❡❞s t♦ ❞✐s❝❛r❞
s♦♠❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ♠❡s❤ ✈❡rt✐❝❡s ♠♦✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥ ✈❡rt✐❝❡s ❡♥❞ ✉♣
✇✐t❤ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛❝❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❛t
✈❡rt❡①✳

❚❛r✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ❑r❛❡✈♦② ❛♥❞ ❙❤❡✛❡r ❬✷✵✵✹✱ ✷✵✵✺❪ ✜① t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣
♦❢ ❜❛s❡ ♠❡s❤ ❢❛❝❡s✱ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧②
r❡✲❛ss✐❣♥ s♦♠❡ ✈❡rt✐❝❡s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡
❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡② ✉s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡✮ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❝❤❛rts (ϕ, ϕ′, . . .) ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s (τϕ→ϕ′ . . .)✳

✽✳✸ ●❧♦❜❛❧ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥

❚❤✐s ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❝❤❛rts t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❋♦r s♦♠❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ♦r s✉r❢❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♥s♦r✲♣r♦❞✉❝t
s♣❧✐♥❡s✱ ✐t ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
s❡❡♠s s✉❜t❧❡ ❛t ✜rst s✐❣❤t✱ ❜✉t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❜❛s❡
❝♦♠♣❧❡① ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ▼■P❙ ❬❍♦r♠❛♥♥ ❛♥❞ ●r❡✐♥❡r✱ ✷✵✵✵❛❪
♠❡t❤♦❞✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❚❛r✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞ ❧❡ts t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛❞✈❛♥❝❡s t♦
❛✉t♦♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❡r❡ ♠❛❞❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♥♦t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ r❡❝❡♥t
❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳

✽✳✸✳✶ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞

❲❡ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭t❤❛t ❢♦r♠❛❧✐③❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧❧② s♠♦♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❣❡♥✉s✱ ❜②
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❜② ●r✐♠♠ ❛♥❞
❍✉❣✉❡s ❬●r✐♠♠ ❛♥❞ ❍✉❣❤❡s✱ ✶✾✾✺❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ❝♦♥str✉❝t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡
s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❝❧❛ss C∞ ❬❨✐♥❣ ❛♥❞ ❩♦r✐♥✱ ✷✵✵✹❪✳

●✐✈❡♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ S✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ ✭♣♦ss✐❜❧② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✮ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❦s {C}✱
❝❛❧❧❡❞ ❝❤❛rts✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s {ϕ} t❤❛t ♣✉t ❡❛❝❤ ❝❤❛rt C ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤
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❛ ✷❉ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✭❝✳❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✮✳ ❚❤❡ ✷❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θ, φ✳ ❚❤❡ s❡t
♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s {ϕ} ❞❡✜♥❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✿
●✐✈❡♥ t✇♦ ❝❤❛rts C ❛♥❞ C′✱ ✐❢ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ C∩C′ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ❞✐s❦✱ t❤❡♥
t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ C ∩ C′ ✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ ϕ ❛♥❞ ϕ′ ❛r❡
❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠ τϕ→ϕ′✿

∀p ∈ C ∩C′, ϕ′(p) = τϕ→ϕ′ (ϕ(p))

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s τϕ→ϕ′ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬❑❤♦❞❛❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✮✳ ❆
♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛✣♥❡ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❧❡①
♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛❞♠✐t ❛♥② ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❝✳❢✳ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✸ ❢♦r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛❧✐t②✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳
❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ r♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣s✳

✽✳✸✳✷ ❊①t❡r✐♦r ❝❛❧❝✉❧✉s

❇② ✉s✐♥❣ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❝❤❛rts ✭✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥s✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r
❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡♠ ♦✈❡r s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♠❛♥♥❡r✱
❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s q✉✐t❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ ❢♦r♠❛❧
t♦♦❧s ✭❡✳❣✳ ▼❛♣❧❡✮✱ t❤✐s ✇❛② ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s ❢r✉str❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥
✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

❊①t❡r✐♦r ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❛❧❝✉✲
❧✉s✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❛❜str❛❝t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ✏✐♥st❛♥t✐❛t❡✑
t❤❡♠ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ♣♦st✲♣♦♥✐♥❣ t❤❡ ✭❧♦✇❡r✲❧❡✈❡❧✮ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳

❊①t❡r✐♦r ❝❛❧❝✉❧✉s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡
✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✿

∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

✇❤❡r❡ F ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦❢ f ✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡♦r❡♠ ✇r✐t❡s✿

∫

Ω

dω =

∫

∂Ω

ω

✇❤❡r❡ ω ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❦✲❢♦r♠✱ ∂Ω ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ Ω✱ ❛♥❞ d ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①t❡r✐♦r
❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t ❛ ❦✲❢♦r♠ ❛s s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ✇❛♥ts
t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r ❛ ❦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✵✲❢♦r♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❧❛ss✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✶✲❢♦r♠ t♦ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s ✭t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✉r✈❡✮✱ ❛♥❞ ✷✲❢♦r♠s
t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r ❛ s✉r❢❛❝✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆❜♦✉t t❤❡ ❡①t❡r✐♦r

✻✻



❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ t❤✐s ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❡①t❡r✐♦r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❤❛s
❛❧s♦ t❤❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t✇✐❝❡ ✭ddω = 0✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥
✇❤② ❢✉rt❤❡r✳

❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ✭❖str♦❣r❛❞s❦②✲●❛✉ss✮ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✿

∫

✈ol

❞✐✈Kdv =

∫

∂✈♦❧
K ·NdS

✇❤❡r❡ N ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✏❡①t❡r✐♦r
❝❛❧❝✉❧✉s✑ ✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✐s ❛❧r❡❛❞② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ∂Ω ✭t❤✐s ✐s t❤❡ ✇❛② ❡①t❡r✐♦r ❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ ❛ s✉❜s❡t✮✳
▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❡①t❡r✐♦r ❝❛❧❝✉❧✉s ❡①❤✐❜✐ts ❛ s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❡♥t✐t✐❡s
✭❝❛❧❧❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ✭❝❛❧❧❡❞ ❝❤❛✐♥s✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❢♦r♠ ω ♦✈❡r ❛ ❝❤❛✐♥ Ω ✐s t❤❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ♦❢ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✭♦r ❞♦t ♣r♦❞✉❝t✮
< ω, Ω >✳ ❚❤❡ ❜♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r ∂ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❜♦r❞❡r ∂Ω ♦❢ ❛ ❝❤❛✐♥ Ω✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s
❛♥♦t❤❡r ❝❤❛✐♥✱ ♦❢ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❙t♦❦❡s t❤❡♦r❡♠ ✇r✐t❡s ✿

< dω, Ω >=< ω, ∂Ω >

✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ d ❜❡❝♦♠❡s t❤❡
❜♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r ∂ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✏s❤✐❢ts✑ ✐❢ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❢♦r♠ ω t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ❚❤✐s ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ d ❛♥❞ t❤❡ ❜♦r❞❡r
♦♣❡r❛t♦r ∂✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦✲❝❤❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦✲❜♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r✶✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s r❡tr✐❡✈❡❞ ❛s ❛
s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✿ ∫

(a,b)

f(x)dx =

∫

a,b

dF =

∫

a−∪b+
F = F (b)− F (a)

❚❤✐s ✐s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦r❞❡r ∂(a, b) = a− ∪ b+ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ✏✲✑ s✐❣♥ ✐♥
❢r♦♥t ♦❢ F (a)✳

❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❡①t❡r✐♦r ❝❛❧❝✉❧✉s ✜rst ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐♥
P✐♥❦❛❧❧ ❛♥❞ P♦❧t❤✐❡r✬s ♣❛♣❡r ❬P✐♥❦❛❧❧ ❛♥❞ P♦❧t❤✐❡r✱ ✶✾✾✸❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ✉s❡❞ ❍♦❞❣❡ ❞✉❛❧✲
✐t② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡♥✱ ●✉ ❡t✳ ❛❧ ❬●✉ ❛♥❞ ❨❛✉✱ ✷✵✵✸✱ ✷✵✵✹❪ ✉s❡❞ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♥♦t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ P♦✐♥❝❛ré✬s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛✲
t✐♦♥s✳ ❆♥✐❧ ❍✐r❛♥✐ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❤✐s P❤✳❉ t❤❡s✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❡①t❡r✐♦r ❝❛❧❝✉❧✉s
✭❉❊❈✮ ❬❍✐r❛♥✐✱ ✷✵✵✸❪✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❡s❤❡s✳ ▼♦r❡
r❡❝❡♥t❧②✱ ✐♥ ✷✵✵✺✱ ❙❝❤rö❡❞❡r ❛♥❞ ❉❡s❜r✉♥ ❣❛✈❡ ❛ ❝♦✉rs❡ ❛t ❙■●●❘❆P❍ ❛❜♦✉t ❉❊❈✳
❚❤✐s ❧❛tt❡r ❝♦✉rs❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛❜str❛❝t ♥♦t✐♦♥s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ ❛
✇✐❞❡r ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡❞✐r❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡✐r ❝♦✉rs❡ ♥♦t❡s ❢♦r ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ t♦♣✐❝✳ ❚❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥ q✉✐❝❦❧② r❡✈✐❡✇s ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥
❝♦✲❤♦♠♦❧♦❣② ✭❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♥♦t✐♦♥s✮✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡tt✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ❍♦♠♦❧♦❣② ❜❛s❡s ♦❢ ❛ t♦r✉s ❛♥❞ ❛ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s✳

✽✳✸✳✸ ❍♦♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝♦✲❤♦♠♦❧♦❣②

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜♦r❞❡r ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞♦✲
♠❛✐♥ ♣❧❛②s ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❡①t❡r✐♦r ❝❛❧❝✉❧✉s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ✭❙t♦❦❡s✮
❝♦♥♥❡❝ts ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ❡①❤✐❜✐ts ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t✇♦ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡s C1 ❛♥❞ C2 ❛r❡
❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t✇♦ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❤♦♠♦❧♦❣②✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡✐r ✉♥✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✷✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛♥② ❝✉r✈❡ ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t♦ ❛ ✏s✉♠✑ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❤♦✲
♠♦❧♦❣② ❜❛s✐s✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✺ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❛s✐s ❢♦r ❛ t♦r✉s ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡
t♦r✉s✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛♥ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❛s✐s ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❣❡♥✉s g ✭✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞✱ ❛ ❝♦✛❡❡
❝✉♣ ✇✐t❤ g ❤❛♥❞❧❡s✮ ❤❛s 2g ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡✱ ❡❛❝❤ ❤❛♥❞❧❡ ❛❞❞s 2
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s ✭♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐♥❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✇✐♥❞s ✐♥
t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠s✳ ❚❤✐s ❞✉❛❧✐t② ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣② ✭t❤❛t r❡❧❛t❡s
t♦ ❝✉r✈❡s✱ ♦r ❝❤❛✐♥s✮✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦✲❤♦♠♦❧♦❣② ✭t❤❛t r❡❧❛t❡s t♦ ❝♦✲❝❤❛✐♥s✱ ♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❢♦r♠s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❲❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t✇♦ ♠♦r❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

• ❆ ❢♦r♠ ω ✐s ❝❧♦s❡❞ ✐❢ dω = 0

• ❆ ❢♦r♠ ω ✐s ❡①❛❝t ✐❢ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠ ✭∃σ/ω =
dσ✮❀

◆♦t❡ t❤❛t ❡①❛❝t ❢♦r♠s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✭s✐♥❝❡ ddω = 0∀ω✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥
❢♦r♠s ✭t❤✐♥❣s t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞✮ ❛♥❞ ❝❤❛✐♥s ✭❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡tt❡r

✶■♥ ❡①t❡r✐♦r ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ t❤✐♥❣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦✲t❤✐♥❣✳
✷❲❡ s❡❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜♦r❞❡r ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♣❧❛②s ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡✳
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✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ✿ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦♣❡r❛t♦r ∂ ✐s ❞✉❛❧ t♦ t❤❡
❡①t❡r✐♦r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ d✱ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ω ✭✐✳❡✳ s✉❝❤ t❤❛t dω = 0✮ ✐s ❞✉❛❧ t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝❤❛✐♥ Ω
✭✐✳❡✳ s✉❝❤ t❤❛t ∂Ω = 0✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ❝❤❛✐♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❝❧♦s❡❞ ✭∂∂Ω = ⊘)✱
t❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✈❛♥✐s❤❡s ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t✇✐❝❡ (ddω = 0)✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ ❝♦✲❤♦♠♦❧♦❣② ✿ ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❛s✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ✶✲❢♦r♠s ✭❡✳❣✳ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s✮ t❤❛t
❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦✲❤♦♠♦❧♦❣②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t✇♦ ✶✲❢♦r♠s ω1 ❛♥❞ ω2 ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡✐r ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❧♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❛s✐s ♠❛t❝❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ω2 − ω1 ✐s ❡①❛❝t s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❛❧♦♥❣ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t Ω ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❛s✐s ❣✐✈❡s ✿

∃σ/ω2 − ω1 = dσ ⇒< Ω, dσ >=< ∂Ω, σ >=< ⊘, σ >= 0

✭✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❛s✐s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡s✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇
❣✐✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✲❤♦♠♦❧♦❣②✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ q✉♦t✐❡♥t s♣❛❝❡ ♦❢ ❝❧♦s❡❞
❢♦r♠s ♦♥ ❡①❛❝t ❢♦r♠s ✭✐✳❡✳ t✇♦ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛♥ ❡①❛❝t
❢♦r♠✮✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❞✉❛❧ t♦ ❤♦♠♦❧♦❣②✿ t✇♦ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡② ❛r❡
t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ ❛ s✉❜s❡t✸✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✱ ●✉ ❛♥❞ ❨❛✉ ✉s❡❞ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✲
❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❣❡♥✉s ❬●✉ ❛♥❞ ❨❛✉✱ ✷✵✵✸✱ ✷✵✵✹❪✳ ❚♦
❞♦ s♦✱ t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❡♦r❡♠ t❤❛t st❛t❡s t❤❛t ❡❛❝❤
❝♦✲❤♦♠♦❧♦❣② ❝❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦♥❡✲❢♦r♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ t❤❛t t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣ ❛r❡ t✇♦ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✭✐✳❡✳ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✮ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦♥❡✲❢♦r♠s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡✐r
♠❡t❤♦❞ ♦♣❡r❛t❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ t❤❡② ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭✉s✐♥❣
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❊r✐❝❦s♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❬❊r✐❝❦s♦♥ ❛♥❞ ❲❤✐tt❧❡s❡②✱ ✷✵✵✺❪ ♦r ▲❛③❛r✉s✬s ♦♥❡ ❬▲❛③❛r✉s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✮ ✭❆✮✱ t❤❡♥ t❤❡② ❞❡❞✉❝❡ ❛ ❝♦✲❤♦♠♦❧♦❣② ❜❛s✐s✱ ❛♥❞ ✜♥❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡
❤❛r♠♦♥✐❝ ♦♥❡✲❢♦r♠s ✭❇✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡② ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ♦♥❡✲❢♦r♠s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✲
✐③❛t✐♦♥ ✭❈✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❣❡♥✉s g✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
2g s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❘❛② ❡t✳❛❧ ❬❘❛② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✇❛② ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐♥❣ t❤❡
♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡♠ t♦ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐❝❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✽✳✼✮✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ●✉ ❡t✳ ❛❧ ✬s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♣❡r❛t❡s ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✿ ❤❛r♠♦♥✐❝✐t②✱ ❝❧♦s❡❞♥❡ss✱ ❛♥❞ ❞✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡
❤❛r♠♦♥✐❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ❜② ♣❧❛♥❛r ♠❡t❤♦❞s✿ t❤❡ s✉♠ ♦❢
✈❡❝t♦rs ❢♦r ❡❞❣❡s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛ ✈❡rt❡①✱ ✇❡✐❣❤❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❤❛r♠♦♥✐❝ ✇❡✐❣❤ts✱ ✐s
③❡r♦✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞♥❡ss ❡q✉❛t✐♦♥s st❛t❡ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✸ ✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤
❢❛❝❡ ✐s ③❡r♦ ✭❛ ✏❣r❛❞✐❡♥t ✜❡❧❞✑ ❤❛s ♥♦ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡♣❧❛❝❡ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s❀ t❤❡② ✐♠♣♦s❡ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡
✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭t❤❡ 2g
❝✉r✈❡s t❤❛t ❝✉t ♦♣❡♥ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✱ ✇❤❡r❡ ❣ ✐s t❤❡ ❣❡♥✉s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✮✳ ❙❡✈❡r❛❧

✸❇❡✐♥❣ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ✐s ❞✉❛❧ t♦ ❡①❛❝t♥❡ss ❢♦r ❢♦r♠s✳

✻✾



❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ●✉ ❛♥❞ ❨❛✉ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞
✜rst ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❛s✐s ✭❆✮✱ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡s ❛ ❝♦✲❤♦♠♦❧♦❣② ❜❛s✐s ❛♥❞ ✜♥❞s t❤❡
✭✉♥✐q✉❡✮ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦♥❡ ❢♦r♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✲❤♦♠♦❧♦❣② ❝❧❛ss ✭❇✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ u ❛♥❞ v ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦♥❡✲❢♦r♠s ✭❈✮✱ t❤❛t t♦❣❡t❤❡r ❞❡✜♥❡ ❛
❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❉✮ ✭❞❛t❛ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❙t❛♥❢♦r❞✱ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❳✳ ●✉✮

✼✵



❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ❛♥❞ r❛tt❛♥ ♦❜❥❡❝ts ♠❛❦❡rs t❤❛t t❤❡
♠❡s❤ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❣❡♥✉s g ❤❛s 2g s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭♦r ♣♦❧❡s✮✳ ❚❤✉s✱ ❛ s♣❤❡r❡ ✭g = 1✮
❤❛s t✇♦ ♣♦❧❡s ✭❆✮✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✉❜❞✐✈✐❞❡ ❛ ♣♦❧❡ ✐♥t♦ t✇♦ ❤❛❧❢✲♣♦❧❡s ✭❇✮ ♦r ❢♦✉r
q✉❛rt❡r✲♣♦❧❡s ✭❈✮✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❛ ♣♦❧❡✱ ♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ t❤❛t t❤❡
♠❡s❤ ✉♥❞❡r❣♦❡s ✇❤❡♥ t✉r♥✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣♦❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❡✳

s②st❡♠s ❛r❡ s♦❧✈❡❞✱ ✐♥ ❡❛❝❤ s②st❡♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝r♦ss ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞
t♦ ✶✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs t♦ ✵✳

❖t❤❡r ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❋❧♦❛t❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❙t❡✐♥❡r ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
♠❛❦❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❞✐s❦ ✉s✐♥❣ ❛ ❝✉t ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ✐♥s❡rt tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ✐♥
❚✉tt❡✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉t ❣r❛♣❤ ❬❙t❡✐♥❡r ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r✱
✷✵✵✺❪✳ ❚♦♥❣ ❡t✳❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❬❚♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ❡①t❡r✐♦r ❝❛❧❝✉❧✉s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡①✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❬●✉ ❛♥❞ ❨❛✉✱ ✷✵✵✷❀ ❑❤❛r❡✈②❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❚♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✻❪ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❝r❡❛t❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♥❡✲❢♦r♠s✳ ■♥st❡❛❞
♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ (u, v) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s ❛s ✐♥ t②♣✐❝❛❧ ♣❧❛♥❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡②
❛ss♦❝✐❛t❡ ♣❧❛♥❛r ✈❡❝t♦rs (du, dv) ✇✐t❤ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ✜❡❧❞✱
♦r ♦♥❡✲❢♦r♠✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❧❛♥❛r
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❜② ✜①✐♥❣ ❛ ✈❡rt❡①✱ t❤❡♥ ✇❛❧❦✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t♦ ♦t❤❡r ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣

✼✶



❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✿ ❋r♦♠ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ♠❡s❤ ✭❧❡❢t✮✱ t❤❡ P❡r✐♦❞✐❝ ●❧♦❜❛❧ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ st❛rts ❜② s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✭❝❡♥t❡r✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐✲
③❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✭r✐❣❤t✮✳

❡❞❣❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ✐♥s✐❞❡ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❝ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ✉s❡❞ t♦ ✇❛❧❦ t♦ ✐t ❢r♦♠
t❤❡ s♦✉r❝❡ ✈❡rt❡①✳ ●❡♥✉s✲✶ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❧❛♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲♣❡r✐♦❞✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② t✐❧✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ♣❛r❛❧❧❡❧♦❣r❛♠ ✲ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✹ ❝✉r✈❡s✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ t✇♦ ❜② t✇♦✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ❣❡♥✉s✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
❞✐r❡❝t❧② ✇✐❧❧ ❝♦✈❡r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s✳ ❙✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦
❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱ ❡①❝❡♣t ❛t ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡
s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s✳

✽✳✸✳✹ P❡r✐♦❞✐❝ ●❧♦❜❛❧ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ P❡r✐♦❞✐❝ ●❧♦❜❛❧ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬❘❛② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✱
❛✐♠s ❛t ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♥❛t✉r❛❧❧② ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❛s✐s ✐♥
❛❞✈❛♥❝❡✳ ❆s ✐♥ ❆❧❧✐❡③ ❡t✳ ❛❧ ✬s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ r❡♠❡s❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬❆❧❧✐❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❜② s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢
❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ ✇✐♥❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s
♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♥❡ ❛♥❞ ❝♦✲
s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡st❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✐♥❡ ❛♥❞ ❝♦s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t②
✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ✐♥✈❛❧✐❞ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❡❞❣❡s ❛♥❞ tr✐❛♥❣❧❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✲
✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ✉s❡
♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦✲❤♦♠♦❧♦❣② ✭❜✉t t❤❡② r❡q✉✐r❡ ♠❛♥✉❛❧ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✮✱ ♦r P●P ✭❜✉t ✐t
r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♥❡❧❡❣❛♥t ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦ ✜① t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥♦t❤❡r ❝❛t❡❣♦r②
♦❢ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ s❡❡♠ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❛✈❡♥✉❡ t♦
❞❡✜♥❡ ❜♦t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞s✳
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✽✳✸✳✺ ❙♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❙♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s st✉❞② t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✭♦r ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s
✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ r❡✈✐❡✇s ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬●♦ts♠❛♥✱ ✷✵✵✸❀
▲❡✈②✱ ✷✵✵✻❪✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✇❡❜ r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❜♣❛❣❡ ❤tt♣✿

✴✴❛❧✐❝❡✳❧♦r✐❛✳❢r✴♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❛t ♣❧❛②s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❡s❤

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳
❚❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s f ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ∆ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✿

∆f = λf

❇❡❢♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ▲❛♣❧❛✲
❝✐❛♥ ❛♥❞ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♣❧❛②s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ■♥ R

n✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✿

∆ = ❞✐✈ ❣r❛❞ = ∇.∇ =
∑

i

∂2

∂x2
i

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
❛♥❞ ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ∆f(P ) ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ f(P ) ❛♥❞ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ P ✳ ●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ▲❛♣❧❛✲
❝✐❛♥ t♦ ❝✉r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡s r❡q✉✐r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❛
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧ ❝❛❧❧❡❞ ❡①t❡r✐♦r ❝❛❧❝✉❧✉s ✭❊❈✮✳ ❙❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✳✷ ♦r P❡t❡r ❙❝❤r♦❡❞❡r✬s
❙✐❣❣r❛♣❤ ✷✵✵✺ ❝♦✉rs❡ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❡①t❡r✐♦r ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❊❈ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ❜② d ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜② δ = ∗d∗ ✭✇❤❡r❡ ∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❍♦❞❣❡ st❛r✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜✉✐❧t
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❛♥② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡✳ ❯s✐♥❣ ❊❈✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❝❛♥
❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ S ✇✐t❤ ♠❡tr✐❝ g✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧tr❛♠✐ ♦♣❡r❛t♦r✿

∆ = ❞✐✈ ❣r❛❞ = δd =
∑

i

1
√

|g|
∂

∂xi

√

|g| ∂

∂xi

✇❤❡r❡ |g| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ g✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠
√

|g| ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛

❧♦❝❛❧ ✧s❝❛❧❡✧ ❢❛❝t♦r s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛r❡❛ ❡❧❡♠❡♥t dA ♦♥ S ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② dA =
√

|g|dx1∧dx2✳
❚❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♥ ❛ ✭♠❛♥✐❢♦❧❞✮ s✉r❢❛❝❡ S✱ ❛r❡

❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐rs (Hk, λk) t❤❛t s❛t✐s❢② −∆Hk = λkH
k✳ ❚❤❡ ✏−✑ s✐❣♥ ✐s ❤❡r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡
♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s✐s ✭s✐♥❡s ❛♥❞ ❝♦s✐♥❡s✮ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r ❛♥❛❧②s✐s✹✳ ❖♥ ❛ sq✉❛r❡✱
t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❉❈❚ ✭❉✐s❝r❡t❡ ❈♦s✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠✮✱ ✉s❡❞
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② t❤❡ ❏P❊● ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲
❇❡❧tr❛♠✐ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❍❛r♠♦♥✐❝s ❜❛s✐s✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✾ s❤♦✇s
❤♦✇ t❤❡② ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s

✹❚❤✐s ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ✶❉✱ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❡❝♦♥❞
♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠♣❧② sin ωt ✭r❡s♣✳ cos✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s −ω2✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✾✿ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳

t♦ ❛r❜✐tr❛r② ♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s✐s ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ❍❛r♠♦♥✐❝s
❇❛s✐s ✭▼❍❇✮ ❬❱❛❧❧❡t ❛♥❞ ▲❡✈②✱ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤✐s t❡❝❤✲r❡♣♦rt ❣✐✈❡s t❤❡✐r ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼❍❇✳ ■♥ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs
♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✳ ▼❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡s❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s♦♠❡
♦❢ t❤❡♠ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✱ t❤❛t ♦♥❧② t❛❦❡s
t❤❡ ♠❡s❤ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✮ ✿

• ♠❛tr✐① r❡✲♦r❞❡r✐♥❣ ❬❋✐❡❞❧❡r✱ ✶✾✼✸❪ ❛♥❞ ♠❡s❤ r❡✲♦r❞❡r✐♥❣ ❬■s❡♥❜✉r❣ ❛♥❞ ▲✐♥❞str♦♠✱
✷✵✵✺❪

• ♠❡s❤ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❬❑❛r♥✐ ❛♥❞ ●♦ts♠❛♥✱ ✷✵✵✵❪

• s❤❛♣❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❘❡✉t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪

• ❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❬❑♦r❡♥✱ ✷✵✵✷❪

❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✐✳❡✳ ❤♦✇ t♦ ♥✐❝❡❧② ❞r❛✇ ❛ ❣r❛♣❤ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ✐ts ✈❡r✲
t✐❝❡s ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✮ s❤♦✇s str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❚✉tt❡✬s ♣❛♣❡r ✇❤❡r❡ ❤✐s ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐s ❡♥t✐t❧❡❞ ❤♦✇ t♦ ❞r❛✇ ❛
❣r❛♣❤ ❬❚✉tt❡✱ ✶✾✻✸❪✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❜② t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❧❡❛r♥✐♥❣
r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛s ❛▼❛♥✐❢♦❧❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ s❡❡
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ▼❛rt✐♥ ▲❛✇✬s ✇❡❜ ♣❛❣❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s❡✳♠s✉✳❡❞✉✴⑦❧❛✇❤✐✉✴♠❛♥✐❢♦❧❞✴✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R

n✱ ♦♥❡ tr✐❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐ts ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✭✐s t❤✐s ❛ ❝✉r✈❡✱ ❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❄✮✳ ❖♥❡ ♦❢
t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❝❛❧❧❡❞ ■❙❖▼❆P ❬❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ✈❡rt❡① ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡s ▼❉❙ ✭♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s❝❛❧✐♥❣✮ ❬❨♦✉♥❣✱ ✶✾✽✺❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❛t ❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡s❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳
▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ s✐♠♣❧② ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❡✲
✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥
t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡ ✭●❉❉ ❢♦r ●❡♦❞❡s✐❝ ❉✐st❛♥❝❡ ❉❡✈✐❛t✐♦♥✮✱ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲
✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① D = (di,j) ✇❤❡r❡ di,j ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt❡①
i ❛♥❞ ✈❡rt❡① j✳

■s♦♠❛♣s ❛♥❞ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ✐♥ ❬❩✐❣❡❧♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ■❙❖✲❝❤❛rts ♠❡t❤♦❞ ❬❩❤♦✉
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵✿ ❙♣❡❝tr❛❧ ❙✉r❢❛❝❡ ◗✉❛❞r❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥
✭❆✮✱ t❤❡♥ ❡①tr❛❝ts ✐ts ▼♦rs❡ ❝♦♠♣❧❡① ✭❇✮✱ s♠♦♦t❤s ✐t ✭❈✮ ❛♥❞ ✉s❡s ✐t t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡
♠❡s❤ ✐♥t♦ q✉❛❞s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✭❉✮✳

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ✉s❡❞ ✐♥ ▼✐❝r♦s♦❢t✬s ❉✐r❡❝t❳ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬▲é✈② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ■❙❖✲❝❤❛rts ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s ▼❉❙ ❢♦r ❜♦t❤
s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛rts✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥✐❝❡ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s✐❧② tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥
t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥t♦ ❝❤❛rts✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❉♦♥❣ ❡t✳ ❛❧ ✉s❡❞ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛
♠❡s❤ ✐♥t♦ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧s ❬❉♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻❪✱ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛
❣❧♦❜❛❧❧② s♠♦♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵✱ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡s
♦♥❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✭t❤❡ 38th ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✮✱ t❤❡♥ ❡①tr❛❝t t❤❡ ▼♦rs❡
❝♦♠♣❧❡① ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✜❧t❡rs ❛♥❞ s♠♦♦t❤s t❤❡ ▼♦rs❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✉s❡s ✐t t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥
t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥t♦ q✉❛❞s✳ ❚❤❡s❡ q✉❛❞s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲❝❤❛rt s♠♦♦t❤♥❡ss ❝❛♥
❜❡ ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❬❑❤♦❞❛❦♦✈s❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❚❛r✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✹❪✳

✼✺



❈❤❛♣t❡r ✾

❈r♦ss✲P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✴ ■♥t❡r✲s✉r❢❛❝❡ ▼❛♣✲
♣✐♥❣

■♥ ❛ ❝r♦ss✲♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦r ✐♥t❡r✲s✉r❢❛❝❡✲♠❛♣♣✐♥❣ s❡t✉♣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r
♦♥❡ ♠❡s❤ ✐s ❛♥♦t❤❡r s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤✳ ❈r♦ss✲♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦r♣❤ ♦r ❜❧❡♥❞
❜❡t✇❡❡♥ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ t♦ tr❛♥s❢❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❋♦r ♠♦r♣❤✐♥❣ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❢♦r t❤❡
t✇♦ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♣❛✐r✲✇✐s❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ ❜♦t❤
♠♦❞❡❧s ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋r❡❡✲❜♦✉♥❞❛r② ♣❧❛♥❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧②
✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ■♥st❡❛❞ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❞♦♠❛✐♥s s✉❝❤ ❛s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ♦r
❛ s♣❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✳

✾✳✶ ❇❛s❡ ❈♦♠♣❧❡① ▼❡t❤♦❞s

▼❛♥② ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛s❡✲❝♦♠♣❧❡① t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝r♦ss✲♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛✲
t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛s❡ ♠✉st ❜❡ s❤❛r❡❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
t❤❛♥ ✇❤❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡s❤✳ Pr❛✉♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛ ♠❡s❤ ✐♥t♦
tr✐❛♥❣✉❧❛r ♣❛t❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ ❛ ✉s❡r ❣✐✈❡♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❜②
❞r❛✇✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ ✉s❡r✲s✉♣♣❧✐❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♠❡s❤✳

❙❝❤r❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ❑r❛❡✈♦② ❛♥❞ ❙❤❡✛❡r ❬✷✵✵✹❪ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ Pr❛✉♥
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪ ❛♥❞ ❑r❛❡✈♦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱
✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ t❤♦s❡ ❛s
t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② tr❛❝❡ ♣❛t❤s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❡s❤❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ s♣❧✐tt✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡s❤ ❡❞❣❡s ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳

❖♥❝❡ t❤❡ ❜❛s❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ t❤❡ ♠❡s❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❙❝❤r❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ✉s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡② ♥❡✈❡r ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉❧❧✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜❥❡❝ts
❛♥❞ t❤❡ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡② ❛❧t❡r♥❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❜❛s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ♠❡s❤❡s✱ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧❡✈❡❧s ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡②
♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② r❡✜♥❡ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛
str❡t❝❤✲❜❛s❡❞ ♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ t❡♠♣♦r❛r② ♣❧❛♥❛r ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✿ ❇❛s❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
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✾✳✷ ❊♥❡r❣② ❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s

❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❞r✐✈❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝r♦ss✲♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡
♠❡s❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛ttr❛❝t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦t❤❡r ❬❆❧❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❙✉♠♥❡r ❛♥❞ P♦♣♦✈✐➣✱
✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ♣✉❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢
♦♥❡ ♠❡s❤ t♦✇❛r❞s ♥❡❛r❡st ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❤✐❧❡ tr②✐♥❣ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
♠❡s❤ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✉s❡r t♦ s♣❡❝✐❢②
s❡✈❡r❛❧ ❞♦③❡♥ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s
✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ❡✳❣✳ ❤✉♠❛♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s❡ ❬❆❧❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✸❪ ❜✉t t❡♥❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ♣♦♦r ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❤❛♣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳
❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ q✉✐t❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✉s❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❛t t❤❡②
❝❛♥ ✜♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t♦♣♦❧♦❣② ✭❣❡♥✉s✱ ❡t❝✳✮✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ♠❛♣s
❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

✾✳✸ ❈♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❘❡♠❡s❤✐♥❣

❋♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♠♦r♣❤✐♥❣ ✐t ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝r♦ss✲♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳

• ❇❛s❡ ♠❡s❤ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✿ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❬Pr❛✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ✉s❡ t❤❡
❜❛s❡ ♠❡s❤ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ r❡✜♥❡ ✐t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡✲t♦✲❢♦✉r s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ❧❡✈❡❧s ♦❢ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②
♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ■t✬s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❜❛s❡ ♠❡s❤ tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ t❡♥❞s t♦ r❡q✉✐r❡
❧❛r❣❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦✉♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✭r♦✉❣❤❧② ❢❛❝t♦r ✶✵ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ✐♥♣✉t ♠❡s❤ s✐③❡s✮✳

• ❖✈❡r❧❛②✿ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❬❆❧❡①❛✱ ✷✵✵✵❀
❙❝❤r❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ✐s t♦ ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉t ♠❡s❤❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✱
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡✐r ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♥❡✇ ✈❡rt✐❝❡s ❛t ❡❞❣❡✲❡❞❣❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡r✈❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ✐♥♣✉t ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❜✉t ✐s ♥♦t✲tr✐✈✐❛❧ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
❛♥❞ ❧✐❦❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦✉♥t ❜② r♦✉❣❤❧② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✵✳

• ❘❡♠❡s❤✐♥❣✿ ■♥ ❬❑r❛❡✈♦② ❛♥❞ ❙❤❡✛❡r✱ ✷✵✵✹❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✇❤❡r❡ t❤❡② ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❡s❤❡s ❛s ❛ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡♥
r❡✜♥❡ ✐t ❛s ♥❡❝❡ss❛r② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♠❡s❤✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡s❤❡s ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦✉♥t t❤❛♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
♦t❤❡r t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❤❡❛✈✐❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts ✐s s❡❧❡❝t❡❞
❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢♦r ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❯♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s♦♠❡ ✜♥❡
❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡s❤ ❛r❡ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❢❛✐t❤❢✉❧❧②
r❡♣r♦❞✉❝❡ s❤❛r♣ ❢❡❛t✉r❡s✳

✼✽



❈❤❛♣t❡r ✶✵

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

■♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✭❋❧♦❛t❡r✬s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❡✐t❤❡r
t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ②✐❡❧❞❡❞ ✐♥ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠❛tr✐❝❡s
❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s♣❛rs❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t
❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦r s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ✉s❡r✬s ❧✐❢❡ ❡❛s✐❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❣r♦✇ ✇❤❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❆
❈✰✰ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
st❞✿✿✈❡❝t♦r ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♦✉r ●r❛♣❤✐t❡ s♦❢t✇❛r❡✳
❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❈ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ❖♣❡♥◆▲ ❤tt♣✿✴✴❛❧✐❝❡✳❧♦r✐❛✳❢r✴s♦❢t✇❛r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞✳ ❖✉r ❈✰✰ ❛♥❞ ❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ♣r♦✲
✈✐❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✭♥♦t ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① t♦
❦❡❡♣ ✐ts ❧❡♥❣t❤ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✮✿

✶✳ st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠

✷✳ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ s♣❛rs❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s

✸✳ s②♠♠❡tr✐❝ st♦r❛❣❡ ✭✐✳❡✳✱ ❞♦ ♥♦t st♦r❡ t❤❡ ✉♣♣❡r tr✐❛♥❣❧❡ ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s✮

✹✳ ♥♦♥✲sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s

✺✳ ♠❛tr✐① × ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧②

❋❡❛t✉r❡s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❏❛❝♦❜✐ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✭r❡✲
q✉✐r❡s ✶✮ ♦r ❙❙❖❘ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✭r❡q✉✐r❡s ✶✰✷✮✳ ❋❡❛t✉r❡ ✭✸✮ s♣❡❡❞s ✉♣ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡
❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❜✉t r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① × ✈❡❝t♦r r♦✉t✐♥❡✮✳
❋❡❛t✉r❡s ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡rs ✭s✉❝❤ ❛s ▼■P❙
❛♥❞ ❆❇❋✮✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❧❛r❣❡ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ✐t✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛❧✉❡s
✭❡✳❣✳✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❝♦❧♦rs✱ t❡①t✉r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❡t❝✳✮ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳

✼✾
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❚❘■❆❉ ❢♦r♠❛t

❚❤❡s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡ ❧❛r❣❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡s❤
❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❢❛❝❡ts ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ■♥
♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ s♣❛rs❡ ✭❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ str✉❝t✉r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡s❤✮✳ ❲❡ st❛rt t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜②
r❡✈✐❡✇✐♥❣ s♦♠❡ ❡✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✳

✶✵✳✶ ❉❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❢♦r s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❚❘■❆❉ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦r s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s
str✉❝t ❚❘■❆❉▼❛tr✐① ④

✐♥t ◆ ❀ ✴✴ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①

✐♥t ◆◆❩ ❀ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts

❞♦✉❜❧❡✯ ❛ ❀ ✴✴ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts ✭❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ◆◆❩✮

✐♥t✯ ■ ❀ ✴✴ r♦✇ ✐♥❞✐❝❡s ✭❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ◆◆❩✮

✐♥t✯ ❏ ❀ ✴✴ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞✐❝❡s ✭❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ◆◆❩✮

⑥ ❀

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ▼❛tr✐① × ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❚❘■❆❉ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡
✈♦✐❞ ♠✉❧t✭❞♦✉❜❧❡✯ ②✱ ❚❘■❆❉▼❛tr✐①✯ ▼✱ ❞♦✉❜❧❡✯ ①✮ ④

❢♦r✭✐♥t ✐❂✵❀ ✐❁▼✲❃◆❀ ✐✰✰✮ ④

②❬✐❪ ❂ ✵✳✵ ❀

⑥

❢♦r✭✐♥t ❦❂✵❀ ❦❁▼✲❃◆◆❩❀ ❦✰✰✮ ④

②❬▼✲❃■❬❦❪❪ ✰❂ ▼✲❃❛❬❦❪ ✯ ①❬▼✲❃❏❬❦❪❪ ❀

⑥

⑥

✽✵



1

2 3 4

5 6

7 8 9

0

1

2

3

0 1 2 3j

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1 0 2 3 1 3 1 2 3

0 1 4 6 9

a

colind

rowptr

9=NNZ

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❘❙ ❢♦r♠❛t✳

✶✵✳✶✳✶ ❚❘■❆❉ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡

❚♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤❡ ✜rst ✐❞❡❛ t❤❛t ❝♦♠❡s ♥❛t✉r❛❧❧② t♦ ♠✐♥❞
❝♦♥s✐sts ✐♥ st♦r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ (i, j) ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ st♦r✐♥❣ n2 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ ◆◆❩ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭◆◆❩✿
◆✉♠❜❡r ♦❢ ◆♦♥✲❩❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ (i, j) ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤✐s ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❚❘■❆❉ ❢♦r♠❛t✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ ❛♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❛
s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ❚❘■❆❉ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s♦❧✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈♦♥❥✉❣❛t❡ ●r❛❞✐❡♥t
♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❣❛✐♥ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❚❘■❆❉ ❢♦r♠❛t ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ r❡❣✉❧❛r
✷❉ ❛rr❛②✱ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ st✐❧❧ s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts i✱ t❤❛t
st♦r❡ t❤❡ r♦✇ ✐♥❞❡① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❡♥tr②✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤✐s ❢♦r♠❛t ✐s s❡❧❞♦♠ ✉s❡❞
✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ✭✐t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ❢♦r♠❛ts✱ s✐♥❝❡ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❢❛✈♦rs ✐ts
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✉s❡✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❈❘❙ ✭❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❘♦✇ ❙t♦r❛❣❡✮ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡
✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❲❡ ❞❡t❛✐❧ t❤✐s ❢♦r♠❛t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❘♦✇ ❙t♦r❛❣❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦r s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s
str✉❝t ❈❘❙▼❛tr✐① ④

✐♥t ◆ ❀ ✴✴ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①

✐♥t ◆◆❩ ❀ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts

❞♦✉❜❧❡✯ ❛ ❀ ✴✴ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts ✭❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ◆◆❩✮

✐♥t✯ ❝♦❧✐♥❞ ❀ ✴✴ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞✐❝❡s ✭❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ◆✮

✐♥t✯ r♦✇♣tr ❀ ✴✴ r♦✇ ♣♦✐♥t❡rs ✭❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ◆✰✶✮

❞♦✉❜❧❡✯ ❞✐❛❣ ❀ ✴✴ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ◆✮

⑥ ❀

✽✶



✶✵✳✶✳✷ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❘♦✇ ❙t♦r❛❣❡

❚❤❡ ❈❘❙ ❢♦r♠❛t ✭❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❘♦✇ ❙t♦r❛❣❡✮ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡ ❢♦r s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✉s❡❞ ✐♥ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦s❡❞ ✈❛r✐✲
❛♥t ❈❈❙ ✭❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❈♦❧✉♠♥ ❙t♦r❛❣❡✮ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s✮✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡ ❈❘❙ ❢♦r♠❛t✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈✱ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❈❘❙ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✉s❡s
t❤r❡❡ ✐♥❞✐❝❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥❞✐❝❡s✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❚❘■❆❉ ❢♦r✲
♠❛t✱ t❤❡ ❛rr❛② ❛ st♦r❡s ❛❧❧ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❛rr❛② ❝♦❧✐♥❞ ❣✐✈❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♥tr②
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ r♦✇s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t
♠❛♥♥❡r✱ ❜② t❤❡ r♦✇♣tr ❛rr❛②✳ ❚❤✐s ❛rr❛② ❣✐✈❡s ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✇ ✐ts st❛rt ❛♥❞ ❡♥❞ ✐♥ t❤❡
❛rr❛②s ❛ ❛♥❞ ❝♦❧✐♥❞✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛② ❝♦❧✐♥❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥tr②✱ t❤❛t ♣♦✐♥ts ♦♥❡ ❡♥tr② ♣❛st t❤❡
❧❛st ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥tr② ♦❢ ❝♦❧✐♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s❡♥tr② ❛♥❞ ❛✈♦✐❞s ❛
t❡st ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① × ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ▼❛tr✐① × ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❈❘❙ ❢♦r♠❛t
✈♦✐❞ ♠✉❧t✭❞♦✉❜❧❡✯ ②✱ ❈❘❙▼❛tr✐①✯ ▼✱ ❞♦✉❜❧❡✯ ①✮ ④

❢♦r✭✐♥t ✐❂✵❀ ✐❁▼✲❃◆❀ ✐✰✰✮ ④

②❬✐❪ ❂ ✵✳✵ ❀

❢♦r✭✐♥t ❥❥❂▼✲❃r♦✇♣tr❬✐❪❀ ❥❥❁▼✲❃r♦✇♣tr❬✐✰✶❪❀ ❥❥✰✰✮ ④

②❬✐❪ ✰❂ ▼✲❃❛❬❥❥❪ ✯ ①❬▼✲❃❝♦❧✐♥❞❬❥❥❪❪ ❀

⑥

⑥

⑥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ s❤♦✇s ❤♦✇ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ▼ st♦r❡❞
✐♥ t❤❡ ❈❘❙ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ①✳ ❚❤❡ s❡♥tr② r♦✇♣tr❬◆❪ ❂ ◆◆❩ ❛✈♦✐❞s t♦ ❤❛✈❡ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛st r♦✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

❉✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈❘❙ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❡①✐st✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❛✈❡ s♦♠❡ ♠❡♠♦r② ❜② ♦♥❧② st♦r✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳
❖t❤❡r ✈❛r✐❛♥ts st♦r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❛rr❛②✱ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳ ❖t❤❡r ✈❛r✐❛♥ts st♦r❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ r♦✇s ✭❈❈❙✿ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❈♦❧✉♠♥ ❙t♦r❛❣❡✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❇❈❘❙ ✭❇❧♦❝❦
❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❘♦✇ ❙t♦r❛❣❡✮ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥t♦ ✜①❡❞ s✐③❡ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ st♦r❡s t❤❡♠
✐♥ t❤❡ ❈❘❙ ❢♦r♠❛t✳ ❚❤✐s ❜♦t❤ ♦♣t✐♠✐③❡s ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ❢❛✈♦rs ✉s✐♥❣ ❡①t❡♥❞✐♥❣
✐♥str✉❝t✐♦♥ s❡ts ✭❡✳❣✳ ❙❙❊ ♦♥ ■♥t❡❧ Pr♦❝❡ss♦r✮✳

❚❤❡ ❈❘❙ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ ♦✉r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
✸❉ ♠❡s❤❡s✱ t❤❡ ❈❘❙ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐s s♦♠❡✇❤❛t t♦♦ r✐❣✐❞✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ■♥ ❛
❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡
❣r❛♣❤ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✈❡rs❛❧✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✭❝❛❧❧❡❞ st❡♥❝✐❧s ✐♥ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♣❛r❧❛♥❝❡✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❈❘❙ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ r❡q✉✐r❡s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸✿ ❉②♥❛♠✐❝ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❈❘❙ ♠❛tr✐① r❡q✉✐r❡s t✇♦ tr❛✈❡rs❛❧s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳
❚❤❡ ✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣❛tt❡r♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡t ♦❢ (i, j) ✐♥❞❡① ❝♦✉♣❧❡s
s✉❝❤ t❤❛t ai,j ✐s ♥♦♥✲③❡r♦✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛
s❡❝♦♥❞ tr❛✈❡rs❛❧ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ai,j ❡♥tr✐❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ✇❛②
♦❢ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ✐s ✉♥❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝
♠❛tr✐① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ✈❛r②✳ ❚❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♦✉r ❧✐❜r❛r② ❖♣❡♥◆▲ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ●r❛♣❤✐t❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✭❤tt♣✿
✴✴❛❧✐❝❡✳❧♦r✐❛✳❢r✴s♦❢t✇❛r❡✮✳

✶✵✳✶✳✸ ❉②♥❛♠✐❝ ♠❛tr✐❝❡s

❖✉r ❞②♥❛♠✐❝ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ✐s ❜✉✐❧t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss st❞✿✿✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈✰✰
❧✐❜r❛r② ✭❙❚▲ ❢♦r ❙t❛♥❞❛r❞ ❚❡♠♣❧❛t❡ ▲✐❜r❛r②✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥t❛✐♥❡r ❝❧❛ss s❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥ ♠❡♠♦r② ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♣✐❡s✶✳ ❚❤✉s✱
♦✉r ❞②♥❛♠✐❝ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸✱ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② r♦✇✳ ❊❛❝❤ r♦✇ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ st❞✿✿✈❡❝t♦r ♦❢
✈❛❧✉❡✲✐♥❞❡① ♣❛✐rs✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦❡❢❢ str✉❝t✉r❡✳
❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ s❤♦✇s ❛ ♠❡♠♦r② st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❈❘❙
❢♦r♠❛t✱ ✇❤✐❧❡ ♦✛❡r✐♥❣ ❜❡tt❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r ❜② t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✭✐✱❥✱✈❛❧✮✱ t❤❛t ❛❞❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✈❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ai,j✳

❚❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t r❡♠❛✐♥s s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤✐s str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡
s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❜❡tt❡r
✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① × ✈❡❝t♦r
♣r♦❞✉❝t ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t②✱ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ❝❛❝❤❡ ✉s❛❣❡ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ❈❘❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛tr✐①

✶❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ❝♦♣②
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧
s✐③❡✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❉②♥❛♠✐❝ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡
❝❧❛ss ❙♣❛rs❡▼❛tr✐① ④
♣✉❜❧✐❝✿

str✉❝t ❈♦❡❢❢ ④
❈♦❡❢❢✭✮ ④ ⑥
❈♦❡❢❢✭✐♥t ❥✱ ❞♦✉❜❧❡ ✈❛❧✮ ✿ ✐♥❞❡①✭❥✮✱ ❛✭✈❛❧✮ ④ ⑥
✐♥t ✐♥❞❡① ❀
❞♦✉❜❧❡ ❛ ❀

⑥ ❀

❝❧❛ss ❘♦✇ ✿ ♣✉❜❧✐❝ st❞✿✿✈❡❝t♦r❁❈♦❡❢❢❃ ④
♣✉❜❧✐❝✿

✈♦✐❞ ❛❞❞✭✐♥t ✐♥❞❡①✱ ❞♦✉❜❧❡ ✈❛❧✮ ④
❢♦r✭✐♥t ✐❂✵❀ ✐❁s✐③❡✭✮❀ ✐✰✰✮ ④

✐❢✭✭✯t❤✐s✮❬✐❪✳✐♥❞❡① ❂❂ ✐♥❞❡①✮ ④
✭✯t❤✐s✮❬✐❪✳❛ ✰❂ ✈❛❧ ❀
r❡t✉r♥ ❀

⑥
⑥
st❞✿✿✈❡❝t♦r❁❈♦❡❢❢❃✿✿♣✉s❤❴❜❛❝❦✭❈♦❡❢❢✭✐♥❞❡①✱ ✈❛❧✮✮ ❀

⑥
⑥ ❀

❙♣❛rs❡▼❛tr✐①✭✐♥t ❞✐♠✮ ✿ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✭❞✐♠✮ ④
r♦✇ ❂ ♥❡✇ ❘♦✇❬❞✐♠❪ ❀

⑥

⑦❙♣❛rs❡▼❛tr✐①✭✮ ④ ❞❡❧❡t❡❬❪ r♦✇❀ ⑥

✴✴ ❛✐❥ ❁✲ ❛✐❥ ✰ ✈❛❧
✈♦✐❞ ❛❞❞✭✐♥t ✐✱ ✐♥t ❥✱ ❞♦✉❜❧❡ ✈❛❧✮ ④

r♦✇❬✐❪✳❛❞❞✭❥✱ ✈❛❧✮ ❀
⑥

✴✴ ❆ ❁✲ ✵
✈♦✐❞ ❝❧❡❛r✭✮ ④

❢♦r✭✐♥t ✐❂✵❀ ✐❁❞✐♠❡♥s✐♦♥❀ ✐✰✰✮ ④
r♦✇❬✐❪✳❝❧❡❛r✭✮ ❀

⑥
⑥

✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts
✐♥t ♥♥③✭✮ ❝♦♥st ④

✐♥t r❡s✉❧t ❂ ✵ ❀
❢♦r✭✐♥t ✐❂✵❀ ✐❁❞✐♠❡♥s✐♦♥❀ ✐✰✰✮ ④

r❡s✉❧t ✰❂ r♦✇❬✐❪✳s✐③❡✭✮ ❀
⑥
r❡t✉r♥ r❡s✉❧t ❀

⑥
✐♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❀
❘♦✇✯ r♦✇ ❀

⑥ ❀
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ▼❛tr✐① × ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡
✴✴ ② ❁✲ ▼①

✈♦✐❞ ♠✉❧✭❞♦✉❜❧❡✯ ②✱ ❝♦♥st ❙♣❛rs❡▼❛tr✐①✫ ▼✱ ❝♦♥st ❞♦✉❜❧❡✯ ①✮ ④

❢♦r✭✐♥t ✐❂✵❀ ✐❁▼✳❞✐♠❡♥s✐♦♥❀ ✐✰✰✮ ④

②❬✐❪ ❂ ✵ ❀

❝♦♥st ❘♦✇✫ ❘ ❂ ▼✳r♦✇❬✐❪ ❀

❢♦r✭✐♥t ❥❥❂✵❀ ❥❥❁❘✳s✐③❡✭✮❀ ❥❥✰✰✮ ④

②❬✐❪ ✰❂ ❘❬❥❥❪✳❛ ✯ ①❬ ❘❬❥❥❪✳✐♥❞❡① ❪ ❀

⑥

⑥

⑥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ❈♦♥✈❡rt✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ✐♥t♦ t❤❡ ❈❘❙ ❢♦r♠❛t
✈♦✐❞ ❝♦♥✈❡rt❴t♦❴❈❘❙✭

❝♦♥st ❙♣❛rs❡▼❛tr✐①✫ ▼✱

❈❘❙▼❛tr✐①✫ ▼❴❈❘❙✱

✐♥t ❛rr❛②❴❜❛s❡ ✴✴ ✵ ❢♦r ❈✱ ✶ ❢♦r ❋♦rtr❛♥

✮ ④

▼❴❈❘❙✳◆ ❂ ▼✳❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❀

▼❴❈❘❙✳◆◆❩ ❂ ▼✳♥♥③✭✮ ❀

▼❴❈❘❙✳❆ ❂ ♥❡✇ ❞♦✉❜❧❡❬▼❴❈❘❙✳◆◆❩❪ ❀

▼❴❈❘❙✳❝♦❧❴✐♥❞ ❂ ♥❡✇ ✐♥t❬▼❴❈❘❙✳◆◆❩❪ ❀

▼❴❈❘❙✳r♦✇❴♣tr ❂ ♥❡✇ ✐♥t❬▼❴❈❘❙✳◆✰✶❪ ❀

✐♥t ❝♦✉♥t ❂ ✵ ❀

❢♦r✭✐♥t ✐❂✵❀ ✐❁▼❴❈❘❙✳◆❀ ✐✰✰✮ ④

❝♦♥st ❙♣❛rs❡▼❛tr✐①✿✿❘♦✇✫ ❘ ❂ ▼✳r♦✇❬✐❪ ❀

▼❴❈❘❙✳r♦✇❴♣tr❬✐❪ ❂ ❝♦✉♥t ✰ ❛rr❛②❴❜❛s❡ ❀

❢♦r✭✐♥t ❥❥❂✵❀ ❥❥❁❘✳s✐③❡✭✮❀ ❥❥✰✰✮ ④

▼❴❈❘❙✳❛❬❝♦✉♥t❪ ❂ ❘❬❥❥❪✳❛ ❀

▼❴❈❘❙✳❝♦❧❴✐♥❞❬❝♦✉♥t❪ ❂ ❘❬❥❥❪✳✐♥❞❡① ✰ ❛rr❛②❴❜❛s❡ ❀

❝♦✉♥t✰✰ ❀

⑥

⑥

▼❴❈❘❙✳❝♦❧❴♣tr❬▼❴❈❘❙✳◆❪ ❂ ▼❴❈❘❙✳◆◆❩ ✰ ❛rr❛②❴❜❛s❡ ❀

⑥
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× ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ✐♥ ❛ ❈♦♥❥✉❣❛t❡✲●r❛❞✐❡♥t ❜❛s❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡
s♦❧✈❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❧❛t❡r✮✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛tr✐① ✐♥t♦ t❤❡
❈❘❙ ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛tr✐①
❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ s♣❛rs❡ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs ✭❙✉♣❡r▲❯✱ ❚❆❯❈❙✱ ▼❯▼P❙✱ ❡t❝✳✮ t❤❛t ✉s❡
t❤❡ ❈❘❙ ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳
❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ t❛❦❡ ❝❛r❡
♦❢ ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛rr❛②❴❜❛s❡ t❤❛t ❞❡s❡r✈❡s s♦♠❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❈ ❛♥❞
❋❖❘❚❘❆◆ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❢♦r ❛rr❛② ✐♥❞❡①✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜rst ❡♥tr②
♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ✐s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ✵ ✐♥ ❈✱ ❛♥❞ ❜② ✶ ✐♥ ❋❖❘❚❘❆◆✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ❈❘❙
♠❛tr✐① ✐s ♠❡❛♥t t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ❛ ❋❖❘❚❘❆◆ r♦✉t✐♥❡✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡t t♦ ✶✳

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❢♦r s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡♠ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈ ❛♥❞ ❈✰✰✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ s♦♠❡
♣♦♣✉❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳

✶✵✳✷ ❙♦❧✈✐♥❣ ▲✐♥❡❛r ❙②st❡♠s

❆ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s r❡q✉✐r❡ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✱
✐✳❡✳ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Ax = b✱ ✇✐t❤ A t❤❛t ❞❡♥♦t❡s ❛ n × n ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r sq✉❛r❡
♠❛tr✐①✱ b ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ❛♥❞ x t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❡❝t♦r ✭♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✮✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳

✶✵✳✷✳✶ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥

❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡✱ ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✾✵✬s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❣❡♦♠❡tr②
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ✇❛s t❤❡♥ ❧❛t❡r r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❧✐st❡❞
❜❡❧♦✇✳

❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ Ax = b
❛s ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✿







a1,1x1 +a1,2x2 + . . . +a1,nxn = b1
✳✳✳

ai,1x1 +ai,2x2 + . . . +ai,nxn = bi

✳✳✳
an,1x1 +an,2x2 + . . . +an,nxn = bn

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r ❡❛❝❤
❡q✉❛t✐♦♥ i t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ xi ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r❡t❡♥❞✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s xj ❢♦r j 6= i
❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi✿

xi ←
1

ai,i

(

bi −
∑

j 6=i

ai,jxj

)
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❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❡♥ ✇r✐t❡s✿

✇❤✐❧❡ ‖Ax− b‖ < ǫ
❢♦r i ❢r♦♠ 1 t♦ n

xi ← 1
ai,i

(

bi −
∑

j 6=i ai,jxj

)

❡♥❞//❢♦r
❡♥❞//✇❤✐❧❡

✇✐t❤ ǫ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ♠❛①✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡
❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
■❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ✐✳❡✳

∀i,∀j 6= i, |ai,i| > |ai,j|
t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♣❡❡❞✲✉♣ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ✏♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞ t❤❡ r✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥✑✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❣♦✐♥❣ ✏❛ ❜✐t ❢✉rt❤❡r✑
✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ω✱ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡
t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ s♦✲♠♦❞✐✜❡❞ ✉♣❞❛t❡ s❝❤❡♠❡ ✇r✐t❡s✿

xprev ← xi

xi ← 1
ai,i

(

bi −
∑

j 6=i ai,jxj

)

xi ← xprev + ω(xi − xprev)

❚❤✐s ✉♣❞❛t❡ s❝❤❡♠❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ xi ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡s t❤✐s
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❛❧✉❡ xprev ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ω✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡
t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞♦♠✐♥❛♥t
♠❛tr✐①✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ω ∈ [1, 2[✳ ❚❤❡ s♦✲♠♦❞✐✜❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❙❖❘ ✭s✉❝❝❡ss✐✈❡
♦✈❡r✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✮✳ ❇② r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❙❖❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

✇❤✐❧❡ ‖Ax− b‖ < ǫ
❢♦r i ❢r♦♠ 1 t♦ n

xi ← (1− ω)xi + ω
ai,i

(

bi −
∑

j 6=i ai,jxj

)

❡♥❞//❢♦r
❡♥❞//✇❤✐❧❡

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ω ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
A✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤♦s❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
s②st❡♠✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❡✐t❤❡r ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❣✐✈❡
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ω✱ ♦r ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✇❛②✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❙❖❘ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧
❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐❝✐t② ❢❛✈♦r❡❞ ✐ts ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❬❚❛✉❜✐♥✱ ✶✾✾✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♥♦✇
✉s❡s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ s♣❛rs❡ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs✳

✽✼



✶✵✳✷✳✷ ❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♠✉❝❤ ❡✛♦rts
t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠ Ax = b ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ F (x) = 1/2xtAx−btx✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❜❛s✐s ♦❢ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
✭✐✳❡✳ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✈❡❝t♦rs✮✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦rt✉♥❛t❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❜② ♦♥❧② ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♦♥❡ ✐s
t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇F = Ax−b
❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦✐♥t x✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇r✐t❡s✿

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽ Pr❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❈♦♥❥✉❣❛t❡ ●r❛❞✐❡♥t

i← 0❀ r← b−Ax❀ d←M−1r❀
δnew ← rTd❀ δ0 ← δnew❀
✇❤✐❧❡ i < imax ❡t δnew > ǫ2δ0

q← Ad❀ α← δnew

dT q
❀

x← x + αd❀ r← r− αq❀
s←M−1r❀ δold ← δnew❀
δnew ← rT s❀ β ← δnew

δold
❀

d← r + βd❀ i← i + 1❀
❡♥❞

■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♠❛tr✐① M ✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✱ ❛❧❧♦✇s t♦ s♣❡❡❞✲✉♣ t❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s s✐♠♣❧②
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A✳ ▼♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❡①✐st✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t r❡❛s♦♥❛❜❧② ❡✣❝✐❡♥t r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❏❛❝♦❜✐ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛tr✐① ×
✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠♣❧② ❞♦t ♣r♦❞✉❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs✱
❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❡❝t♦rs✳

❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❋♦r
❛ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ AtAx = Atb✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t sq✉❛r❡❞
✭❈●❙◗✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤✐s sq✉❛r❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②
♠❛❦❡s t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

❆♥♦t❤❡r ✐❞❡❛ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ Ax = b ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s②♠♠❡tr✐❝
s②st❡♠✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ (

Id A
At 0

)(
0
x

)

=

(
b
0

)

■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤✐s s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ❇✐❈● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❇✐ ❈♦♥❥✉❣❛t❡ ●r❛❞✐❡♥t✳ ❆ ✈❛r✐❛♥t ♥❛♠❡❞ ❇✐❈●❙❚❆❇ ✭st❛❜✐❧✐③❡❞
❇✐❈●✮ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
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◆❛♠❡ ▲♦❝❛t✐♦♥
❖♣❡♥◆▲ ❤tt♣✿✴✴❛❧✐❝❡✳❧♦r✐❛✳❢r✴s♦❢t✇❛r❡

❙✉♣❡r▲❯ ❤tt♣✿✴✴❝r❞✳❧❜❧✳❣♦✈✴⑦①✐❛♦②❡✴❙✉♣❡r▲❯✴

❚❆❯❈❙ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳t❛✉✳❛❝✳✐❧✴⑦st♦❧❡❞♦✴t❛✉❝s✴

▼❯▼P❙ ❤tt♣✿✴✴❣r❛❛❧✳❡♥s✲❧②♦♥✳❢r✴▼❯▼P❙✴

❯▼❋P❆❑ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝✐s❡✳✉❢❧✳❡❞✉✴r❡s❡❛r❝❤✴s♣❛rs❡✴✉♠❢♣❛❝❦✴

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✿ ❙♦♠❡ ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♣❛rs❡ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs✳

❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡♦r② ❝❛♥ r❡❛❞ t❤❡
❡①❝❡❧❧❡♥t t✉t♦r✐❛❧ ❜② ❙❤❡✇❝❤✉❦ ❬✶✾✾✹❪ t❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✇❡❜✳

✶✵✳✷✳✸ ❙♣❛rs❡ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs

❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❢❛❝t♦r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♥✈❡rt✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① L ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① U s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
♣r♦❞✉❝t LU ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① A ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ U
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ L✳ ❖♥❝❡ t❤✐s ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ✈❡r②
❡❛s② t♦ s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ A = LU ✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

LUx = b →
{

Lx1 = b
Ux = x1

❚❤✉s✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t✇♦ tr✐❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠s ✭❜②
s✉❝❝❡ss✐✈❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮✳ ❋r♦♠ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ●❛✉ss ♣✐✈♦t ♠❡t❤♦❞
t❛✉❣❤t ✐♥ ❝❧❛ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✮✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢❛❝t♦rs L ❛♥❞ U ✱
❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✱ ♣r♦♣♦s❡ ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✮✳ ❖✉r ❖♣❡♥◆▲ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❖♣❡♥●▲✲❧✐❦❡ ❆P■
t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ r♦✇ ❜② r♦✇✱ t♦ r❡♠♦✈❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✹✳✸ ❛♥❞ t❤❡♥ s♦❧✈❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❜✉✐❧t✲✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡r✱
♦r ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ s♣❛rs❡ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r✳

❆s r❡♠❛r❦❡❞ ❜② ❇♦ts❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✱ t❤✐s ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r
❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ s♦❧✈❡rs✱ ❚❆❯❈❙ ❤❛s
t❤❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❖✉t✲❖❢✲❈♦r❡ ♠❛♥♥❡r✱ ❜② st♦r✐♥❣ t❤❡ ▲
❛♥❞ ❯ ❢❛❝t♦rs ♦♥ t❤❡ ❞✐s❦✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❤✉❣❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳

✶✵✳✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡rs

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ s♦❧✈❡rs ✭❚❛✲
❜❧❡ ✶✵✳✷✮✳ ■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ ❙❖❘✲❧✐❦❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜♦t❤ ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱
❜✉t ❞♦ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵❑ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡✲❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ r❡✲
❛❧✐③❡s ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❉✐r❡❝t s♣❛rs❡
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♠❡t❤♦❞ ♣r♦s ❝♦♥s
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✲ ❙❖❘ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥❡✣❝✐❡♥t

❧♦✇ ♠❡♠♦r② ❝♦st
❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡❛s♦♥❛❜❧② ❡✣❝✐❡♥t

❧♦✇ ♠❡♠♦r② ❝♦st
❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞s t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❤✐❣❤ ♠❡♠♦r② ❝♦st

♣✉❜❧✐❝ ❝♦❞❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡①

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✷✿ ❈❧❛ss❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡r✱ ♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s✳

s♦❧✈❡rs ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t✱ ❜✉t ♠❛② s♦♠❡t✐♠❡s ❝♦♥s✉♠❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢
❘❆▼✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs ✇✐t❤ ❖✉t✲❖❢✲❈♦r❡ st♦r❛❣❡ ❬▼❡s❤❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❧❡t t❤❡ ✉s❡r
❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ s♣❛rs❡ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡
✉s❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❘❆▼✳

✶✵✳✸ ❋✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s

❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s F : x 7→ F (x) ❢r♦♠ R
n t♦ R✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

❝❛♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡t ❜② ❛ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱
t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❛ ✈❡❝t♦r x t❤❛t ❣❛t❤❡rs ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛t ❛❧❧ t❤❡
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✏❢❛✐r♥❡ss✑ ♦❢
t❤❡ s♦✲❞❡s❝r✐❜❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✭✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t②✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ s❡❡❦s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✖✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✖t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✱ s✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✏❡♥❡r❣②✑✱ ♦r ❛♥ ✏♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✑✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧
♠❡t❤♦❞s ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ F (x) ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs x = [x1, . . . xn]✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢
F (x)✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ❛t ♦r❞❡r ✷✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s
t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❢♦r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ st✉❞② s♦♠❡ t❤❡♦r❡♠s t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ F ✳

✶✵✳✸✳✶ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ♦r❞❡r ✶ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ F ✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ∇F ✿

∇F =










∂F/∂x1
✳✳✳

∂F/∂xi

✳✳✳
∂F/∂xn










✾✵



P1

P2

P3

P4

P5

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✹✿ ❙t❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts P1 ❛♥❞ P4 ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛✱ P2 ✐s ❛♥
✐♥✢❡①✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ P5 ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ P3 ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ F ✐s ③❡r♦ ✭✐❢ F ✐s C1✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ③❡r♦✲s❡t ♦❢ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥ts✮ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✹ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡✳ ❋✐rst✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧ ✭r❛t❤❡r t❤❛♥ ❣❧♦❜❛❧✮✱
❜✉t t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥ ✇♦rs❡✿ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ✭❧♦❝❛❧ ♦r ❣❧♦❜❛❧✮
♠❛①✐♠✉♠✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥✢❡①✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t✱
✐t ✐s ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳

❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ ❧✐tt❧❡ t❤❡♦r❡♠s t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥ts✿

(1) ‖x‖2 = xtx

(2) ∇(btx) = ∇(xtb) = b

(3) ∇(xtAx) = (A + At)x = 2Ax ✐❢ A ✐s s②♠♠❡tr✐❝

✭✶✮ ✐s ❥✉st ❛♥ ❡❛s② ✇❛② ♦❢ ✉♥✐❢②✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♥♦r♠ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♠❛tr✐① ♣r♦❞✉❝ts
✭✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✐t ❧❛t❡r✮✳ ✭✷✮ ✐s ❛❧s♦ tr✐✈✐❛❧✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ ✭✸✮✱ ✇❡ ❡①♣❛♥❞ xtAx ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xi✿

✾✶



A B C D

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✺✿ ❙t❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥ts✳ ❆✿ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❍❡ss✐❛♥✮❀ ❇✿ ❧♦❝❛❧
♠❛①✐♠✉♠ ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❍❡ss✐❛♥✮❀ ❈✿ ❣✉tt❡r ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t ♥♦♥✲❞❡✜♥✐t❡ ❍❡ss✐❛♥✮❀ ❉✿
s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✭❍❡ss✐❛♥ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✮

xtAx =
∑

k1

∑

k2

ak1,k2
xk1

xk2

∂xtAx
∂xi

= ∂
∂xi

(

ai,ix
2
i + xi

∑

k2 6=i

ai,k2
xk2

+ xi

∑

k1 6=i

ak1,ixk1

)

= 2ai,ixi +
∑

k2 6=i

ai,k2
xk2

+
∑

k1 6=i

ak1,ixk1

=
∑

k2

ai,k2
xk2

+
∑

k1

ak1,ixk1

=
∑

j

(ai,j + aj,i)xj

❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐✲t❤ r♦✇ ♦❢ (A + At)x✳

✶✵✳✸✳✷ ❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♦r❞❡r ✷ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛❧❧ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛❧❧ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s (xi, xj)✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ F ✱ ❛♥❞
❞❡♥♦t❡❞ ❜② ∇2F ✿

∇2F =










∂2/∂x1,x1
. . . ∂2/∂x1,xn

✳✳✳
✳✳✳

∂2/∂xn,x1
. . . ∂2/∂xn,xn










❆s ❢♦r ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r ❛
♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣♦✐♥t x0✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ✭s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ F (x0 + p) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r p ❢r♦♠ x0✿

F (x0 + p) ≃ F (x) + pt (∇F (x0)) + 1/2pt
(
∇2F (x0)

)
p

✾✷



❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❣✐✈❡s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ st❛t✐♦♥❛r②
♣♦✐♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✺ s❤♦✇s s♦♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱ t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❆✮✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❇✮✱ ❛ ❣✉tt❡r ✭❈✮✱ ♦r ❛ s❛❞❞❧❡
♣♦✐♥t ✭❉✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦✲s❡t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✳ ❖♥❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳
❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳

✶✵✳✹ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

✶✵✳✹✳✶ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❋♦r♠s

❆ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐ts t❡r♠s ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ✷✳ ■t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

F (x) = 1/2xtGx + xtc + α

✇❤❡r❡ G ✐s ❛ n × n s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✱ c ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ R
n✱ ❛♥❞ α ❛ s❝❛❧❛r✳ ❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡

st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t✭s✮ ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✐s q✉✐t❡ ❡❛s②✱ ❜② st✉❞②✐♥❣ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t✿

∇F (x) = 0⇔ Gx + c = 0

❚❤✉s✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❛r❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s
t❤❛t ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

✶✵✳✹✳✷ ▲❡❛st sq✉❛r❡s

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r m
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿







a1,1x1 + . . . + a1,nxn = b1
✳✳✳

am,1x1 + . . . + am,nxn = bm

♦r Ax = b✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr②
t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✏❧❡❛st ❜❛❞✑ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✈❡❝t♦r x t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞
r❡s✐❞✉❛❧s✿

F (x) =
m∑

i=1

(
n∑

j=1

ai,jxj − bi

)2

= ‖Ax− b‖2

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✭✶✮✮✿

F (x) = ‖Ax− b‖2 = (Ax− b)t(Ax− b) = xtAtAx− 2xtAtb + btb

✭t❤❡ t✇♦ t❡r♠s xtAtb ❛♥❞ btAx ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ s❝❛❧❛rs✱ ♦r 1 × 1 ♠❛tr✐❝❡s✱
t❤❛t ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✮✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r x t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s F ✐s s✉❝❤ t❤❛t ∇F = 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
✭❚❤❡♦r❡♠s ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮✮✿

∇F (x) = 2AtAx− 2Atb = 0

✾✸



❲❡ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡
✈❡❝t♦r x t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s ‖Ax− b‖2 s❛t✐s✜❡s AtAx = Atb✳

✶✵✳✹✳✸ ▲❡❛st sq✉❛r❡s ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠

❋♦r s♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡♠♦✈❡ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱
❜② ✜①✐♥❣ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r
x ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✲✈❡❝t♦rs x = [xf |xl]✳ ❚❤❡ ✜rst nf ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
xf = [x1 . . . xf ] ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ fr❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ n−nf ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
xl = [xnf+1 . . . xn] ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ l♦❝❦❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F s♦❧❡❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r xf ✱ ❛♥❞ r❡✇r✐t❡s✿

F (xf ) = ‖Ax− b‖2 =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

[Af | Al]







xf

xl






− b

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r x ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✈❡❝t♦rs [xf , xl] ♥❛t✉r❛❧❧② ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ♠❛tr✐①
A ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜♠❛tr✐❝❡s Af , Al ✭✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t Ax✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ A t❤❛t ✇❡✐❣❤t
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ xf ❛r❡ ✐♥ Af ✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ t❤❛t ✇❡✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ xl ❛r❡ ✐♥ Al✮✳ ■t ✐s t❤❡♥
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ t❡r♠s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦❢ xf ✿

F (xf ) = ‖Afxf + Alxl − b‖2

❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ b′ = Alxl − b✱ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❢♦r♠✉❧❛ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ r❡tr✐❡✈❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r xf ♦❢ F ✿

At
fAfxf = At

fb
′ ♦r At

fAfxf = At
fb− At

fAlxl

✶✵✳✺ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ♠❛② r❡❛❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜♦♦❦s
❬◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ✷✵✵✻❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✶✵✳✺✳✶ ❯♥✐✈❛r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
❝♦♠♣✉t❡s ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✿

✇❤✐❧❡ |f ′(x)| > ǫ
p← −f ′(x)/f ′′(x)
x← x + p

❡♥❞ ✴✴ ✇❤✐❧❡

✾✹



❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦✐♥t x✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
s✐♥❝❡ ✐t ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭♦r ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧✮ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ f ❛r♦✉♥❞ x
✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t p✿

f(x + p) ≃ f̃x(p) = f(x) + pf ′(x) + p2/2f ′′(x)

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t p t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ❣✐✈❡s✿

f̃ ′
x(p) = 0

f ′(x) + pf ′′(x) = 0
p = −f ′(x)/f ′′(x)

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✉♣❞❛t❡❞✿ x ← x + p✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t❡s ❛❧❧ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s✳

✶✵✳✺✳✷ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✭✉♥✐✈❛r✐❛t❡✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡✳ ❆s
✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
❢✉♥❝t✐♦♥ F ✇r✐t❡s✿

F (x + p) ≃ F̃x(p) = F (x) + pt (∇F (x)) + 1/2pt
(
∇2F (x)

)
p

■t ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠✳ ❲❡ t❤❡♥ ✜♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t p p t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤✐s
q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠✿

∇F̃x(p) = 0
(∇F (x)) + (∇2F (x)) p = 0

p = − (∇2F (x))
−1

(∇F (x))

❚❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

✇❤✐❧❡ ‖∇F (x)‖ > ǫ
s♦❧✈❡ (∇2F (x))p = −(∇F (x))
x← x + p

❡♥❞ ✴✴ ✇❤✐❧❡

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✐♥✐♠✐③❡s
❛ s❡r✐❡s ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✭❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✮✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤♦s❡ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠s✱ ♦♥❡ ♠❛② ✉s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✷✳

✾✺



✶✵✳✻ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ ▲❛❣r❛♥❣❡ ▼❡t❤♦❞

❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜②✿

♠✐♥✐♠✐③❡F (x) ✇✐t❤







G1(x) = 0
G2(x) = 0

✳✳✳
Gm(x) = 0

✇❤❡r❡ F ❛♥❞ G1, G2 . . . Gm ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ R
n t♦ R✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Gi ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞

❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❡♦r❡♠✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❑❑❚ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✷✱ st❛t❡s t❤❛t t❤❡
♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ F t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ Gi ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❛❧s♦ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
L✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

L(x, λ) = F (x) +
m∑

i=1

λiGi(x)

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ L✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞❡♣❡♥❞s
♦❢ m ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ λi ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ m ❝♦♥str❛✐♥ts Gi✳

❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ L ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞✱
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

✷◆❛♠❡❞ ❛❢t❡r ✐ts ❛✉t❤♦rs✱ ❑❛r✉s❤✱ ❑✉❤♥ ❛♥❞ ❚✉❝❦❡r

✾✻
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❚✳ ❉✉❝❤❛♠♣✱ ❆✳ ❈❡rt❛✐♥✱ ❚✳ ❉❡❘♦s❡✱ ❛♥❞ ❲✳ ❙t✉❡t③❧❡✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ P▲
❤❛r♠♦♥✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❏✉❧② ✶✾✾✼✳

▼✳ ❊❝❦✱ ❚✳ ❉✳ ❉❡❘♦s❡✱ ❚✳ ❉✉❝❤❛♠♣✱ ❍✳ ❍♦♣♣❡✱ ▼✳ ▲♦✉♥s❜❡r②✱ ❛♥❞ ❲✳ ❙t✉❡t③❧❡✳ ▼✉❧✲
t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ♠❡s❤❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❙■●●❘❆P❍ ✬✾✺✱ ♣❛❣❡s
✶✼✸✕✶✽✷✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ✶✾✾✺✳

■✳ ❊❝❦st❡✐♥✱ ❱✳ ❙✉r❛③❤s❦②✱ ❛♥❞ ❈✳ ●♦ts♠❛♥✳ ❚❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❋♦r✉♠✱ ✷✵✭✸✮✿✾✺✕✶✵✹✱ ✷✵✵✶✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❊✉r♦❣r❛♣❤✐❝s ✷✵✵✶✳

❏✳ ❊r✐❝❦s♦♥ ❛♥❞ ❙✳ ❍❛r✲P❡❧❡❞✳ ❖♣t✐♠❛❧❧② ❝✉tt✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t♦ ❛ ❞✐s❦✳ ❉✐s❝r❡t❡ ✫
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✱ ✸✶✭✶✮✿✸✼✕✺✾✱ ✷✵✵✹✳

❏✳ ❊r✐❝❦s♦♥ ❛♥❞ ❑✳ ❲❤✐tt❧❡s❡②✳ ●r❡❡❞② ♦♣t✐♠❛❧ ❤♦♠♦t♦♣② ❛♥❞ ❤♦♠♦❧♦❣② ❣❡♥❡r❛t♦rs✳
■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✻t❤ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❙❖❉❆ ✬✵✺✮✱ ♣❛❣❡s
✶✵✸✽✕✶✵✹✻✳ ❙■❆▼✱ ✷✵✵✺✳

●✳ ❋❛r✐♥✳ ❙✉r❢❛❝❡s ♦✈❡r ❉✐r✐❝❤❧❡t t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❉❡s✐❣♥✱ ✼
✭✶✲✹✮✿✷✽✶✕✷✾✷✱ ✶✾✾✵✳

❍✳ ❋❡r❣✉s♦♥ ❛♥❞ ❆✳ ❘♦❝❦✇♦♦❞✳ ▼✉❧t✐♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r s✉r❢❛❝❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r
❆✐❞❡❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❉❡s✐❣♥✱ ✶✵✭✸✕✹✮✿✸✶✺✕✸✷✽✱ ✶✾✾✸✳

▼✳ ❋✐❡❞❧❡r✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ❈③❡❝❤♦s❧♦✈❛❦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✷✸✿
✷✾✽✕✸✵✺✱ ✶✾✼✸✳

▼✳ ❋✐❡❞❧❡r✳ ❆ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✐ts ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✳ ❈③❡❝❤♦s❧♦✈❛❦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✷✺✿✻✶✾✕✻✸✸✱ ✶✾✼✺✳

❊✳ ❋✐✉♠❡✱ ❆✳ ❋♦✉r♥✐❡r✱ ❛♥❞ ❱✳ ❈❛♥❛❧❡✳ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ t❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
❊✉r♦❣r❛♣❤✐❝s ✬✽✼✱ ♣❛❣❡s ✺✸✕✻✹✱ ✶✾✽✼✳

✶✵✵



▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r✳ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♠♦♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳
❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❉❡s✐❣♥✱ ✶✹✭✸✮✿✷✸✶✕✷✺✵✱ ✶✾✾✼✳

▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r✳ P❛r❛♠❡tr✐❝ t✐❧✐♥❣s ❛♥❞ s❝❛tt❡r❡❞ ❞❛t❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣✱ ✹✭✸✕✹✮✿✶✻✺✕✶✽✷✱ ✶✾✾✽✳

▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r✳ ▼❡s❤❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❇✲s♣❧✐♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥
❘✳ ❈✐♣♦❧❧❛ ❛♥❞ ❘✳ ▼❛rt✐♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❚❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❙✉r❢❛❝❡s ■❳✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✽✱
▲♦♥❞♦♥✱ ✷✵✵✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r✳ ❈♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❛♣s✳ ■♥ ❏✳ ▲❡✈❡s❧❡②✱ ■✳ ❏✳ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❈✳
▼❛s♦♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ■❱✱ ♣❛❣❡s ✶✽✕✷✸✱ ✷✵✵✷✳

▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r✳ ▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❉❡s✐❣♥✱ ✷✵✭✶✮✿✶✾✕✷✼✱
✷✵✵✸❛✳

▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r✳ ❖♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣s ♦✈❡r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s
♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✼✷✭✷✹✷✮✿✻✽✺✕✻✾✻✱ ✷✵✵✸❜✳

▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r ❛♥❞ ❑✳ ❍♦r♠❛♥♥✳ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞
♣♦✐♥ts✳ ■♥ ❆✳ ■s❦❡✱ ❊✳ ◗✉❛❦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❚✉t♦r✐❛❧s ♦♥ ▼✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐♥ ●❡♦♠❡tr✐❝ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✽✼✕✸✶✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✷✳

▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r ❛♥❞ ❑✳ ❍♦r♠❛♥♥✳ ❙✉r❢❛❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✿ ❛ t✉t♦r✐❛❧ ❛♥❞ s✉r✈❡②✳ ■♥
◆✳ ❆✳ ❉♦❞❣s♦♥✱ ▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❆✳ ❙❛❜✐♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ▼✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ●❡♦♠❡tr✐❝ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✶✺✼✕✶✽✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✺✳

▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r ❛♥❞ ▼✳ ❘❡✐♠❡rs✳ ▼❡s❤❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❉❡s✐❣♥✱ ✶✽✭✷✮✿✼✼✕✾✷✱ ✷✵✵✶✳

▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r✱ ❑✳ ❍♦r♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❘❡✐♠❡rs✳ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞ tr✐❛♥❣✉❧❛✲
t✐♦♥s✳ ■♥ ❈✳ ❑✳ ❈❤✉✐✱ ▲✳ ▲✳ ❙❝❤✉♠❛❦❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙tö❝❦❧❡r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
❳✿ ❆❜str❛❝t ❛♥❞ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✶✾✼✕
✷✵✾✳ ❱❛♥❞❡r❜✐❧t ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ◆❛s❤✈✐❧❧❡✱ ❚◆✱ ✷✵✵✷✳

▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r✱ ●✳ ❑ós✱ ❛♥❞ ▼✳ ❘❡✐♠❡rs✳ ▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ✸❉✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞
●❡♦♠❡tr✐❝ ❉❡s✐❣♥✱ ✷✷✭✼✮✿✻✷✸✕✻✸✶✱ ✷✵✵✺✳

▼✳ ❙✳ ❋❧♦❛t❡r✱ ❑✳ ❍♦r♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ●✳ ❑ós✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t❡s ♦✈❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷✹✭✶✕✹✮✿
✸✶✶✕✸✸✶✱ ✷✵✵✻✳

❏✳ ❉✳ ❋♦❧❡②✱ ❆✳ ✈❛♥ ❉❛♠✱ ❙✳ ❑✳ ❋❡✐♥❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❋✳ ❍✉❣❤❡s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡s
❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡✳ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②✱ ❇♦st♦♥✱ s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✺✳

✶✵✶



❱✳ ❆✳ ●❛r❛♥③❤❛✳ ▼❛①✐♠✉♠ ♥♦r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧
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▼✳ ●❛r❧❛♥❞✱ ❆✳ ❲✐❧❧♠♦tt✱ ❛♥❞ P✳ ❙✳ ❍❡❝❦❜❡rt✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❢❛❝❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ ♣♦❧②❣♦♥❛❧
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t✐♦♥s t♦ ✸❉ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❉❡s✐❣♥✱ ✷✸✭✷✮✿✽✸✕✶✶✷✱
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❈✳ ●♦ts♠❛♥✳ ❖♥ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❡s❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❙❤❛♣❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✭❙▼■ ✬✵✸✮✱ ♣❛❣❡s ✶✻✺✕✶✼✶✳ ■❊❊❊ ❈♦♠✲
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❈✳ ●♦ts♠❛♥✱ ❳✳ ●✉✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙❤❡✛❡r✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r
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●✳ ●r❡✐♥❡r✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❢❛✐r✐♥❣ ♦❢ s♣❧✐♥❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❋♦r✉♠✱
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●✳ ●r❡✐♥❡r ❛♥❞ ❑✳ ❍♦r♠❛♥♥✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ s❝❛tt❡r❡❞ ✸❉✲❞❛t❛ ✇✐t❤
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❇✲s♣❧✐♥❡s✳ ■♥ ❆✳ ▲✳ ▼é❤❛✉té✱ ❈✳ ❘❛❜✉t✱ ❛♥❞ ▲✳ ▲✳ ❙❝❤✉✲
♠❛❦❡r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❙✉r❢❛❝❡ ❋✐tt✐♥❣ ❛♥❞ ▼✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s✱ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞
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❙✉r❢❛❝❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✼✻✽ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✹✕✷✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
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❈✳ ▼✳ ●r✐♠♠ ❛♥❞ ❏✳ ❋✳ ❍✉❣❤❡s✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② t♦♣♦❧♦❣② ✉s✐♥❣ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳
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❳✳ ●✉✱ ❙✳ ❏✳ ●♦rt❧❡r✱ ❛♥❞ ❍✳ ❍♦♣♣❡✳ ●❡♦♠❡tr② ✐♠❛❣❡s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ●r❛♣❤✐❝s✱
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❳✳ ●✉✱ ❨✳ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❙✳✲❚✳ ❨❛✉✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✿ P❡r✐♦❞ ♠❛tr✐❝❡s✳
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ✸✭✸✮✿✶✺✸✕✶✼✵✱ ✷✵✵✸❛✳
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■✳ ●✉s❦♦✈✳ ❆♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❈♦♠♣✉t❡rs✱
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■✳ ●✉s❦♦✈✱ ❑✳ ❱✐❞✐♠↔❡✱ ❲✳ ❙✇❡❧❞❡♥s✱ ❛♥❞ P✳ ❙❝❤rö❞❡r✳ ◆♦r♠❛❧ ♠❡s❤❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
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■✳ ●✉s❦♦✈✱ ❆✳ ❑❤♦❞❛❦♦✈s❦②✱ P✳ ❙❝❤rö❞❡r✱ ❛♥❞ ❲✳ ❙✇❡❧❞❡♥s✳ ❍②❜r✐❞ ♠❡s❤❡s✿ ▼✉❧t✐r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ✐rr❡❣✉❧❛r r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✽t❤ ❆♥♥✉❛❧
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■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✱ ✷✵✵✷✳

✶✶✷



❖✳ ❙♦r❦✐♥❡✱ ❉✳ ❈♦❤❡♥✲❖r✱ ❨✳ ▲✐♣♠❛♥✱ ▼✳ ❆❧❡①❛✱ ❈✳ ❘öss❧✱ ❛♥❞ ❍✳✲P✳ ❙❡✐❞❡❧✳ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥
s✉r❢❛❝❡ ❡❞✐t✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙❡❝♦♥❞ ❊✉r♦❣r❛♣❤✐❝s ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ●❡♦♠❡tr②
Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭❙●P ✷✵✵✹✮✱ ♣❛❣❡s ✶✼✾✕✶✽✽✳ ❊✉r♦❣r❛♣❤✐❝s ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✹✳

❉✳ ❙t❡✐♥❡r ❛♥❞ ❆✳ ❋✐s❝❤❡r✳ P❧❛♥❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❧♦s❡❞ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❣❡♥✉s✲g ♠❡s❤❡s
✉s✐♥❣ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ✐♥
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✺✭✷✮✿✶✶✽✕✶✷✺✱ ✷✵✵✺✳

◆✳ ❙✉❦✉♠❛r ❛♥❞ ❊✳ ❆✳ ▼❛❧s❝❤✳ ❘❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts✳ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✸✭✶✮✿✶✷✾✕
✶✻✸✱ ✷✵✵✻✳

❘✳ ❲✳ ❙✉♠♥❡r ❛♥❞ ❏✳ P♦♣♦✈✐➣✳ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❢♦r tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤❡s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s✲
❛❝t✐♦♥s ♦♥ ●r❛♣❤✐❝s✱ ✷✸✭✸✮✿✸✾✾✕✹✵✺✱ ✷✵✵✹✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❆❈▼ ❙■●●❘❆P❍ ✷✵✵✹✳

❱✳ ❙✉r❛③❤s❦② ❛♥❞ ❈✳ ●♦ts♠❛♥✳ ❊①♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡ r❡♠❡s❤✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❋✐rst
❊✉r♦❣r❛♣❤✐❝s ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ●❡♦♠❡tr② Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭❙●P ✷✵✵✸✮✱ ♣❛❣❡s ✷✵✕✸✵✳ ❊✉r♦✲
❣r❛♣❤✐❝s ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✸✳

▼✳ ❚❛r✐♥✐✱ ❑✳ ❍♦r♠❛♥♥✱ P✳ ❈✐❣♥♦♥✐✱ ❛♥❞ ❈✳ ▼♦♥t❛♥✐✳ P♦❧②❈✉❜❡✲▼❛♣s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s ♦♥ ●r❛♣❤✐❝s✱ ✷✸✭✸✮✿✽✺✸✕✽✻✵✱ ✷✵✵✹✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❆❈▼ ❙■●●❘❆P❍ ✷✵✵✹✳

●✳ ❚❛✉❜✐♥✳ ❆ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢❛✐r s✉r❢❛❝❡ ❞❡s✐❣♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❙■●✲
●❘❆P❍ ✬✾✺✱ ♣❛❣❡s ✸✺✶✕✸✺✽✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ✶✾✾✺✳

❏✳ ❇✳ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ❱✳ ❞❡ ❙✐❧✈❛✱ ❛♥❞ ❏✳ ❈✳ ▲❛♥❣❢♦r❞✳ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✾✵✭✺✺✵✵✮✿✷✸✶✾✕✷✸✷✸✱ ✷✵✵✵✳

●✳ ❚❡✇❛r✐✱ ❏✳ ❙♥②❞❡r✱ P✳ ❱✳ ❙❛♥❞❡r✱ ❙✳ ❏✳ ●♦rt❧❡r✱ ❛♥❞ ❍✳ ❍♦♣♣❡✳ ❙✐❣♥❛❧✲s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙❡❝♦♥❞
❊✉r♦❣r❛♣❤✐❝s ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ●❡♦♠❡tr② Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭❙●P ✷✵✵✹✮✱ ♣❛❣❡s ✺✼✕✻✻✳ ❊✉r♦✲
❣r❛♣❤✐❝s ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✹✳

❨✳ ❚♦♥❣✱ P✳ ❆❧❧✐❡③✱ ❉✳ ❈♦❤❡♥✲❙t❡✐♥❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❉❡s❜r✉♥✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ q✉❛❞r❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢♦r♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹t❤ ❊✉r♦❣r❛♣❤✐❝s ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥
●❡♦♠❡tr② Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭❙●P ✷✵✵✻✮✱ ♣❛❣❡s ✷✵✶✕✷✶✵✳ ❊✉r♦❣r❛♣❤✐❝s ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✻✳

●✳ ❚✉r❦✳ ❚❡①t✉r❡ s②♥t❤❡s✐s ♦♥ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❙■●●❘❆P❍ ✷✵✵✶✱ ♣❛❣❡s
✸✹✼✕✸✺✹✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ✷✵✵✶✳

❲✳ ❚✳ ❚✉tt❡✳ ❈♦♥✈❡① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛♣❤s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❙♦❝✐❡t②✱ ✶✵✿✸✵✹✕✸✷✵✱ ✶✾✻✵✳

❲✳ ❚✳ ❚✉tt❡✳ ❍♦✇ t♦ ❞r❛✇ ❛ ❣r❛♣❤✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱
✶✸✿✼✹✸✕✼✻✼✱ ✶✾✻✸✳

❇✳ ❱❛❧❧❡t ❛♥❞ ❇✳ ▲é✈②✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
r❡♣♦rt✱ ■◆❘■❆✲❆▲■❈❊✱ ✷✵✵✼✳
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❊✳ ▲✳ ❲❛❝❤s♣r❡ss✳ ❆ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❇❛s✐s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✼✺✳

❈✳ ❈✳ ▲✳ ❲❛♥❣✱ ❙✳ ❙✳✲❋✳ ❙♠✐t❤✱ ❛♥❞ ▼✳ ▼✳ ❋✳ ❨✉❡♥✳ ❙✉r❢❛❝❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♥❡r❣②
♠♦❞❡❧✳ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✸✹✭✶✶✮✿✽✷✸✕✽✸✸✱ ✷✵✵✷✳

❏✳ ❲❛rr❡♥✳ ❇❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡s✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✻✭✷✮✿✾✼✕✶✵✽✱ ✶✾✾✻✳

❏✳ ❲❛rr❡♥✳ ❖♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■♥ ❘✳ ●♦❧❞♠❛♥ ❛♥❞
❘✳ ❑r❛s❛✉s❦❛s✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❚♦♣✐❝s ✐♥ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣✱ ✈♦❧✲
✉♠❡ ✸✸✹ ♦❢ ❈♦♥t❡♠♣♦r❛r② ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✾✸✕✾✾✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱
✷✵✵✸✳

❏✳ ❲❛rr❡♥✱ ❙✳ ❙❝❤❛❡❢❡r✱ ❆✳ ◆✳ ❍✐r❛♥✐✱ ❛♥❞ ▼✳ ❉❡s❜r✉♥✳ ❇❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r
❝♦♥✈❡① s❡ts✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷✵✵✼✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r✳

▲✳✲❨✳ ❲❡✐ ❛♥❞ ▼✳ ▲❡✈♦②✳ ❚❡①t✉r❡ s②♥t❤❡s✐s ♦✈❡r ❛r❜✐tr❛r② ♠❛♥✐❢♦❧❞ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❙■●●❘❆P❍ ✷✵✵✶✱ ♣❛❣❡s ✸✺✺✕✸✻✵✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ✷✵✵✶✳

▲✳ ❨✐♥❣ ❛♥❞ ❉✳ ❩♦r✐♥✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✲❜❛s❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r②
s♠♦♦t❤♥❡ss✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ●r❛♣❤✐❝s✱ ✷✸✭✸✮✿✷✼✶✕✷✼✺✱ ✷✵✵✹✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
❙■●●❘❆P❍ ✷✵✵✹✳

▲✳ ❨✐♥❣✱ ❆✳ ❍❡rt③♠❛♥♥✱ ❍✳ ❇✐❡r♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❩♦r✐♥✳ ❚❡①t✉r❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ s②♥t❤❡s✐s ♦♥
s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ ❙✳ ❏✳ ●♦rt❧❡r ❛♥❞ ❑✳ ▼②s③❦♦✇s❦✐✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❘❡♥❞❡r✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✷✵✵✶✱
♣❛❣❡s ✸✵✶✕✸✶✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❲✐❡♥✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✶✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✷t❤ ❊✉r♦❣r❛♣❤✐❝s
❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘❡♥❞❡r✐♥❣✳
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