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q�cH�^��w�© v%w^}��f�f�<�sy|htq�¸fq�hth�½�¯ºw^��hLÂf�<g§��x|h�½C' Df½#E�½H��½f��½F)��?½�)2$?½F)2/�½F)2E6+Ã²

i��thB�fh�rÃo��/h � w�©·hB��v/w^}��f��q �����%hB��v/w^}��f��q
G ÎIH � ÎKJ ¡�$�L HNM ¡§  Ò 
»¢8¤ Î

2
rs�syG�<����x|htq D

O(1)

2
¯±�<r��%w^xzopr�w^�%htq

Ω(n) O(n)

k
�/w^xzo�r�w^�%htq

Ω(nk2 + k4) O(nk3)O�Ò $ Ï ¡ Ò�P £ $ $�L H�M ¡Z  Ò 
E¢<¤ Î�Q  SR
k
�/w^xzo�r�w^�%htq

Ω(n2k3 + nk5) O(n3k3)

b��<v�x|h�)ST � w�©ÁhB�-v/w^}��f��q�w^�>rscfh��p}�g�v%hB�Jw<¯R�tw^���fht�Br�ht�®�tw^g§�/w^�fhB�pr�qm�<�f�Ä}����%hB�uv%w^}��f��q
w^��rscfh#�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo®w<¯Rrscfh�}�g#v��������^qsr�w^�µ�§��xG�<�fh#vko

k
�/w^xzo�r�w^�/htqJw<¯Rr�w^r��<x¼�tw^g§��x|hLÂ�yzr¿o

O(n)
²+¾¿��rscfhJ���^q�h�w<¯E�%w^xzo���w^�H�<x/xzyz��cpr�q�w^}����thtq�½�rscfh�x|w�©·hB�uv/w^}��f�Ycfw^x|��qÁ¯ºw^�S��qsyz����x|hJxzyz��ckr

q�w^}����thSw<¯/�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo
O(n)

�<�f�.rscfh·}����%hB�+v%w^}��f�.©ScfhB�¬�<�ko��k}�g�v%hB�Ëw<¯/rscfh
k
�%w^xzopr�w^�%htq

�<��h-xzyz��cpr�q�w^}����thtq�²

¾Ã�:rsc�y|q��H�<�%hB�#©Áh¬����w���h��^�<�sy|w^}fq#v/w^}��f��q�½+qs}�g§g¬�<�sy*U�ht�Åyz� b»�<v�x|htqV)a�<�f�:�?½+w^�:rscfh
�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃoYw<¯Nrscfh�}�g�v������<�f�Y�/hB�p}�g�v��������^qsrËvpoZq�hB��gZhB�krdw^�Á�/w^xzo���w^�H�<xHxzyz��cprÁq�w^}����th7-ºq�4
w^�a�m��xG�<�fhuyz�¬rscfh�����htq�hB�f�th�w<¯¹�%w^xzop��w^��w^�Ë�%w^xzopr�w^�%hW-X�ZY9�,Y+�tw^�k��hLÂY�/w^xzo�cfht�?���<x94+w^vfqsr��^�Bx|htq�²
¾¿�>�H�<�srsy|�B}�xG�<��½%©Áh.qscfw�© rscH�<rm�¬qsyz����x|h�q�hB��gZhB�prJxzyz��cprmq�w^}����th�g¬�to>���^qsr�½/yz�®rscfh�����htq�hB�f�th
w<¯�r¿©·wÀrs�syG�<����x|htq�½�¯Æw^}��.�tw^���fht�Br�ht�V�tw^g§�%w^�fhB�kr�q¬w<¯�}�g�v����?²®Ê*h�����w���h�rscH�<r#rscfhY}�g�v����
��hLÌf�fht�YvkoZw^�fhJq�hB��gZhB�pr·xzyz��cprÁq�w^}����th-�<�f�Zr¿©·w#¯±�<r·�tw^�k��hLÂ�w^vfqsr��^�Bx|htq·w<¯Nr�w^r��<x/�tw^g§��x|hLÂ�yzr¿o
n
���<�YcH����h

Ω(n)
�tw^���fht�Br�ht�¶�tw^g§�%w^�fhB�kr�q�²RÊ*h-�<x|q�w�����w���h��<�

Ω(nk2 + k4)
x|w�©ÁhB�Sv/w^}��f�

w^�.rscfhÁg¬�8Â?yzg�}�g �k}�g#v/hB�Rw<¯%�tw^���fht�Br�ht�§�tw^g§�/w^�fhB�pr�qRw<¯HrscfhÁ}�g�v����m�<�f�§�
O(nk3)

}����/hB�
v%w^}��f�§w^�Zyzr�q+�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo§yz�¬�-q��thB�fhS�tw^�fq�y|qsrsyz����w<¯%��q�hB��gZhB�krRxzyz��cprËq�w^}����th��<�f�

k
�?y|qº�sw^yz�kr

Ø»Ø
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� yz��cpruq�w^}����thtq � w�©·hB��v/w^}��f� �����/hB�Sv%w^}��f�
O(1)

�%w^xzopr�w^�%htq�w<¯+qsy*U�h
m Ω(nα(k) + km + k2) O(nα(k) + kmα(k) + k2)

O(k)
�%w^xzopr�w^�%htqSw<¯¼q�y*U�h

O(n) Ω(nk + k4) O(nkα(k2) + k4)

b��<v�x|h���T
�dw^}��f��qJw^��rscfh#�tw^g§��x|hLÂ�yzr¿o�w<¯+rscfh�}���y|w^�Àw<¯+}�g�v����a�<�f�Ä�%hB�k}�g#v��������^qsr�w^�µ�
��xG�<�fh�vkoÄ�.q�hBruw<¯

k
�?y|qº��w^yz�pru�%w^xzopr�w^�%htq�w<¯¼r�w^r��<xE�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo

n
½�q�w^gZh�w<¯¼©Sc�y|��cÀ�<��hmxzyz��ckr

q�w^}����thtq�²

�%w^xzo�r�w^�/htqRw<¯¹r�w^r��<xH�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo
n
²���yz�H�<xzxzo�½k©ÁhS����w���h�rscH�<rRrscfhS}�g#v��������^q�rËw^�Y�-��xG�<�fhSvpo

�Z�/w^xzo���w^�H�<x¼xzyz��ckr-q�w^}����th.�<�f�
k
�tw^�k��hLÂ®w^vfq�r��^�Bx|htqJ���<�®cH�t��h

Ω(n2k3 + nk5)
�tw^���fht�Br�ht�

�tw^g§�%w^�fhB�kr�qm�<�f��cH�^q��tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo
O(n3k3)

²�bdcfhtq�h.�<��h�rscfh�Ìf��qsruv%w^}��f��q�w^��rscfh#q�y*U�h�w<¯
rscfh-}�g#v����§yz�Är�hB�sgZquw<¯�v%w^rsc

k
�<�f�

n
²

bdcfhtq�h���htqs}�xzr�qJ�<��h�qs}��s���sy|q�yz���¬yz�Ärscfh#q�hB�fq�hmrscH�<r�rscfhBoÄqscfw�© rscH�<r�rscfh�}�g#v����¬���^qsruvko
�Zqsyz����x|h�q�hB��gZhB�pr�xzyz��cpr�q�w^}����thmg¬��o¶cH�t��h�g¬�<�koÄ�tw^���fht�Br�ht�>�tw^g§�%w^�fhB�kr�q�²Sbdcfh-¯Æ�^�BrurscH�<r
rscfh�}�g�v�����g¬�to.cH�t��hu¯ºw^}��·�tw^���fht�Br�ht�¬�tw^g§�%w^�fhB�kr�qÁyz�Zrscfhu���^q�h�w<¯/r¿©·w#rs�syG�<����x|huw^vfqsr��^�Bx|htq
�tw^gZhtq��^q¬�Àr�w^r��<xJqs}��s���sy|q�h�²���}��¬x|w�©·hB�Yv/w^}��f��qYw<¯

Ω(nk2 + k4)
�<�f�

Ω(n2k3 + nk5)�tw^���fht�Br�ht�Y�tw^g§�/w^�fhB�pr�q�½�¯Æw^�
k
�%w^xzopr�w^�%htqRw<¯%r�w^r��<xH�tw^g§��x|hLÂ�yzr¿o

n
½k�<��hS���<rscfhB�R�H�<rscfw^x|w^��y|���<x

yz�Vrscfhaq�hB�fq�h¬rscH�<r�gZw�q�r�w<¯urscfhaw^vfqsr��^�Bx|htq§�<��h���hB�so*x|w^���*�<�f�:rsc�yz�N²���w�©·hB��hB��½R©Áh¶�<x|q�w
����htq�hB�kr���x|w�©·hB�Sv%w^}��f�ahLÂ��<g§��x|h-w<¯

Ω(n)
�tw^���fht�Br�ht���tw^g§�%w^�fhB�kr�q�yz�Yrscfh-���^q�hJw<¯ErÃ©Áw�¯Æ�<r

�%w^xzo���w^�fqSw^�Á�%w^xzo�r�w^�/htqSw<¯¼�tw^g§��x|hLÂ�yzr¿o
O(n)

² ¦ w^�f�thB�s��yz���¬rscfh�}����%hB�Sv%w^}��f��qSw<¯
O(nk3)�<�f�

O(n3k3)
½RhB��hB� rscfw^}���c rscfhtq�hYv/w^}��f��q§�<��h��fw^r ����8� 	����Rrsyz��ckr�½RrscfhBo:qs}�vfqsr��<�prsyG�<xzxzo

yzg§����w���h§rscfh§w^��xzo>����hB��y|w^}fqsxzo 5p�fw�©S�µv/w^}��f��qJ¯Æw^�-rsc�y|qm����w^v�x|hBg&©Sc�y|��cÅ©·hB��h§rscfh�rs�syz��yG�<x
O(n4)

�<�f�
O(n6)

}����/hB��v/w^}��f��q�²���yz�H�<xzxzo�½�yzruy|quyz�kr�hB��htqsrsyz����r�wZ�%w^yz�krJw^}�rurscH�<r-hB��hB�Ä¯Æw^�
rscfh·qsyzg§��x|htqsr����^q�hËw<¯f�fw^�?°±�%w^yz�kr�xzyz��ckr+q�w^}����thtq�½<w^v�r��<yz��yz���-rsyz��ckr�v/w^}��f��q�w^��rscfh·�tw^g§��x|hLÂ�yzr¿o
w<¯¼rscfh-}�g�v����Y�<�f�¶}��f��hB��qsr��<�f�?yz���Yyzr�q�qsrs�s}f�Brs}���hmy|qu�§��hB�so���cH�<xzx|hB����yz���Y����w^v�x|hBgÄ²

bdcfhtq�h¬��htq�}�xzr�q�q�cfw�©!rscH�<r#rscfh�}�g#v����?½+©Sc�y|��c y|q�v/w^}��f��ht�Vvpo:�<���tq.w<¯u�tw^��y|�tq�½+y|q#yz�?°
rs�syz�fq�y|���<xzxzo�g�}f��cÕgZw^��h*yz�prs�sy|���<r�hVrscH�<� rscfhµ¯º}�xzx�xzyz��cpr��8�/hB�p}�g�v���� v%w^}��f�f�<�so�©Sc�y|��cÕy|q
v%w^}��f��ht�:vkoÅxzyz�fh�q�hB��gZhB�pr�qZ�<�f�*¯Æw^�#©Sc�y|��c ©·h�����w���h�rscH�<r�rscfh¬©Áw^��qsr�°Ã���^q�ha�tw^g§��x|hLÂ�yzr¿o
y|q·yz�

Ω(nk + k4)
�<�f�

O(nkα(k2) + k4)
½�©ScfhB��h

α(k)
��hB�fw^r�htqdrscfhJ�fq�hB}f��w<°±yz�p��hB��q�hmw<¯Nrscfh

³S�a5�hB�sg¬�<����¯º}��f�Brsy|w^�N¸<gZw^��htw���hB��½^y«¯?rscfhB��hË�<��hRw^��xzo
O(1)

xzyz��cprEq�w^}����thtq»w<¯�r�w^r��<xk�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo
m
½<rscfhB�.rscfhd�tw^g§��x|hLÂ�yzr¿o�w<¯Hrscfh·¯º}�xzxpxzyz��cpr��8�/hB�p}�g�v�����v/w^}��f�f�<�so#y|q»yz�

Ω(nα(k)+km+k2)�<�f�
O(nα(k) + kmα(k) + k2)

²
bdcfh��H�<�%hB�Ry|qËw^�s�k�<��y*U�ht�a�^q+¯Æw^xzx|w�©�q�²¼bdcfhu�fhLÂ�rÁq�ht�Brsy|w^�Z����w���y|��htq·�fw^r��<rsy|w^�a�<�f�Y��hLÌf��y«°

rsy|w^�fq�²RÊ*hm��yz��hmyz�Ài�ht�Brsy|w^�A$Z�<xzgZw�qsr�rsyz��cprux|w�©·hB�m�<�f�¶}����/hB�uv/w^}��f��q�w^�>rscfh��tw^g§��x|hLÂ�yzr¿o
w<¯�rscfhYv%w^}��f�f�<�soÅv%hBrÃ©ÁhthB� ¯6}�xzxdxzyz��cpr§�<�f�V�%hB�k}�g#v����µ���^qsr.w^�¨����xG�<�fh�vko �Ä�%w^xzo���w^�H�<x
xzyz��cprJq�w^}����th�yz��rscfh�����htq�hB�f�th�w<¯R�%w^xzopr�w^�H�<x¼w^vfqsr��^�Bx|htq�²SÊ*h#����htq�hB�pr�½�yz�µi�ht�Brsy|w^�ADf½�}����%hB�
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v%w^}��f��q�w^�arscfh��tw^g§��x|hLÂ?yzrÃoaw<¯�rscfh-}�g#v����?½�yz��i�ht�Brsy|w^�A/?½?x|w�©·hB��v%w^}��f��q�w^�¶rscfh-g¬�8Â?yzg¬�<x
�p}�g�v%hB��w<¯+�tw^���fht�Br�ht�>�tw^g§�%w^�fhB�kr�q�w<¯�}�g#v����¬�<�f�Ä�tw^�f�Bxz}f��hmyz�Ài�ht�Brsy|w^�AE?²

� ( "/�+���� ����$S"/�����

� hBr
s
v%hu�Jxzyz�fh�q�hB��gZhB�prÁ�<�f�

p
�J�/w^yz�pr�²¼Ê*h���hB�fw^r�hSvpo

〈s, p〉
rscfh�q�hBrËw<¯%xzyz�fhSrs���<�fqs��hB��qT�<x|q

w<¯
s
rsc���w^}���c

p
²Åipyzg§yzxG�<�sxzo�½+¯Æw^�Z�<�koÅrs�syz��x|haw<¯-q�hB��gZhB�kr�q

s1

½
s2

�<�f�
s3

½¼©Áh¶��hB�fw^r�h�vko
〈s1, s2, s3〉

yzr�qdq�hBrdw<¯Nxzyz�fhJrs���<�fqs��hB��q��<x|q�²+¾¿rËy|qS��©·hBxzx«°Z5��fw�©S�a¯±�^�Br·rscH�<r
〈s1, s2, s3〉

�tw^�fqsy|qsr�q
w<¯�xzyz�fhtqav/hBx|w^����yz���¨r�w rscfhÀq��<gZhÀ��hB��}�xz}fq>w<¯.�:�s}�x|ht��{k}H�^�?�sy|�µq�}���¯Æ�^�th -ºq�hth �2Y;< Y '*)?D�+�4L²
l®w^��h�����ht�By|q�hBxzo�½prscfhuxzyz�fhurs���<�fq���hB��q��<x|qËxzy|h�w^����cko��/hB�sv%w^x|w^y|�¬w<¯Ew^�fhJqscfhthBr·©ScfhB�Yrscfhursc���hth
q�hB��gZhB�kr�q��<��h��H�<yz�s©Sy|q�h.q�5�hB© �<�f���fw^r��<xzx¼�H�<���<xzx|hBx¼r�w�rscfh�qT�<gZh���xG�<�fh�²�¾Ã¯Rrscfh.q�hB��gZhB�kr�q
�<��h¬�H�<yz�s©Sy|q�h¬q 5�hB© �<�f�:�<xzx·�H�<���<xzx|hBx·r�wÄrscfh¬q��<gZh¬��xG�<�fh�½»rscfhB�:rscfhZxzyz�fh¬rs���<�fqs��hB��q��<x|q#xzy|h
w^�¨�>cko��/hB�sv%w^xzy|�¬�H�<���<v%w^x|w^y|�¹² ��rscfhB�s©Sy|q�h�½+rscfhBo*xzy|hYyz� w^�fhYw^��rÃ©ÁwÀ��xG�<�fhtq�²��JhB�f�tha�<�ko
q�hBrÁw<¯Ers���<�fq���hB��q��<x|q�½�©ScfhBrscfhB�

〈s, p〉
w^�

〈s1, s2, s3〉
½p¯Æw^�sgZq·�H�<r���cfhtqSw<¯��#{k}H�^�?�sy|� -6�%w�q�qsyzv�xzo

��hB��hB�fhB���<rsyz���¶r�w�w^�fh�w^��r¿©·w���xG�<�fhtq84L²-l�w^��htw���hB��½%rscfh#q�hBrJw<¯Rrs���<�fqs��hB��qT�<x|qJ�tw^�fq�y|qsr�q-w<¯Á�<r
gZw�q�rmrsc���hthZ�H�<r���cfhtq�½»w^��gZw^��h§¯ºw^�sg¬�<xzxzo�½¼�<rmgZw�qsr�rsc���hthZ�tw^���fht�Br�ht�V�tw^g§�%w^�fhB�kr�q�yz�Åxzyz�fh
q��H�^�th�'0$3+Ã²»Ê*h·x|hBr

〈s, p〉
�<�f�

〈s1, s2, s3〉
��hB�fw^r�h·�fw^r���}fqsr�q�hBr�q�w<¯�xzyz�fhtq»v�}�rR�<x|q�w�rscfhdqs}���¯±�^�th

�H�<r���cfhtq�rscfhBo�¯Æw^�sgÄ²
� hBr

P
v%h���Ìf��yzr�h#q�hBr�w<¯R�?y|qº��w^yz�pr��tw^�p��hLÂÄ�/w^xzo���w^�fquw^���%w^xzo�r�w^�/htqSyz�

R
3
©Syzrsc

L ⊂ Py|��hB�prsy«ÌHht�®�^quxzyz��ckrJq�w^}����thtq�²Ë³ qs}���¯±�^�th
σ = 〈e, v〉

y|q����<xzx|ht���<�����
> � " � �����a��y«¯¼rscfhB��h�hLÂ?y|qsr
r¿©·w:�?y|qsrsyz�f�Br¬w^v?�sht�Br�q

P,Q ∈ P
q�w*rscH�<r

e
y|q��<�Èht�?��h>w<¯

P
½
v
�®��hB�sr�hLÂÈw<¯

Q
�<�f�

σyz�pr�hB��q�ht�Br�q��¬xzyz��ckr�q�w^}����th�²-³´qs}���¯±�^�th
σ = 〈e1, e2, e3〉

y|qJ���<xzx|ht�µ�<������� > � " � � ���8�§y«¯ËrscfhB��h
hLÂ?y|qsr�rsc���hth#�?y|qsrsyz�f�Br-w^v?�sht�Br�q

P,Q,R ∈ P
q�w¬rscH�<r

e1

½
e2

�<�f�
e3

�<��h#��htqs�/ht�Brsyz��hBxzoÄht�?��htq
w<¯

P
½
Q
�<�f�

R
�<�f�

σ
yz�kr�hB��q�ht�Br�qJ��xzyz��ckr�q�w^}����th�²

³u�po§��xG�<�fh
Π
yz�kr�hB��q�ht�Br�qd�<�	���N°Ãqs}���¯Æ�^�thJw^�Á�<�
�����p°Ãq�}���¯Æ�^�thJyz����q�hBr·w<¯»�<���tqÁw<¯»���tw^��y|�

-ºh��^��cÄ�%w�q�qsyzv�xzoYhBg§��r¿o¶w^�Á�%w�q�qsyzv�xzoa��xzyz�fh�q�hB��gZhB�pr84L² ��hB�f�th-rscfh�yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�Äv%hBrÃ©ÁhthB�
Π�<�f�"���9�»rscfh����V�<�f�������Äqs}���¯Æ�^�thtqu��hLÌf�fhtq��<���<�s���<����hBgZhB�pr�w<¯R�<���tquw<¯+�tw^��y|�tq�w^�

Π
²

��hB��hË©·hd�<��hËyz�pr�hB��htqsr�ht��yz��rscfhd�<���tq»w<¯H�tw^��y|�tq�rscH�<r¼�tw^�s��htqs�/w^�f�#r�wuq�cH�^��w�© v/w^}��f�f�<�sy|htq�²
¾¿�§�H�<�srsy|�B}�xG�<��½�©·hu�<��h�yz�kr�hB��htqsr�ht�Yyz�Y�<���tq+��htqs}�xzrsyz����¯6��w^g�rscfhSyz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^��v%hBrÃ©·hthB�

Π
�<�f�

g¬�8Â?yzg¬�<x�¯6��hthuxzyz�fhuq�hB��gZhB�pr�q�ÁrscH�<rÁyz�kr�hB��q�ht�Brd��xzyz��ckrdq�w^}����thJ�<�f�a�<��huq�}����/w^�sr�ht�Yvko¬��xzyz�fh
©Sc�y|��c¬y|qRw^�¬�<������w^�������§qs}���¯±�^�th�²¼bdcfhSyz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�Yw<¯%rscfhtq�hd¯º��hthSxzyz�fhSq�hB��gZhB�kr�q·©Syzrsc

Π��hLÌf�fhtqS�<�a�<�s���<����hBgZhB�kr�w<¯»�<���tqÁw<¯E�tw^��y|�tq·w^�
Π
©Sc�y|��ca©·hJ���<xzxHrscfh �a� � � 	�� ����� � � < ����� �  

w^�¶rscfh �a� � � 	��(�� � � �
Π
²

³��%w^yz�kr
p
y|q�yz�:rscfhZ}�g#v����Äy«¯d¯Æw^�#�<�koµ�%w^yz�kr

q
w^�V�¶xzyz��cpr#q�w^}����th�½�rscfhYq�hB��gZhB�kr

pqyz�pr�hB��q�ht�Br�q#�<�*w^v?�sht�Br-¯º��w^g
P \ L

²Zipyzg§yzxG�<�sxzo�½
p
y|q-yz�À¯º}�xzx+xzyz��ckr�y«¯Á¯ºw^���<�po��%w^yz�kr

q
w^�:�
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xzyz��cpruq�w^}����th�½�rscfh�q�hB��gZhB�kr
pq
��w�htqS�fw^rSyz�pr�hB��q�ht�BrJ�<�poaw^v?�sht�BrS¯º��w^g

P \ L
² ��rscfhB�s©Sy|q�h�½

py|q�yz�¶rscfhm�/hB�p}�g�v����?²
Ê*h>©SyzxzxJg¬�35�hÀhLÂ�r�hB�fqsyz��h�}fq�h®w<¯�rscfhÄ¯±�^�Br�rscH�<rYrscfh�v/w^}��f�f�<�so w<¯�rscfh>}�g#v���� �<�f�

�%hB�k}�g#v����¶�tw^�fqsy|qsr�q-w<¯Á�<���tqmw<¯Árscfh.qscH�^��w�©´�<�s���<����hBgZhB�krV-ºq�hth�½�¯ºw^�mhLÂf�<g§��x|h�½
'*)��3+�4L²��Jw<°
rsy|�thÄrscH�<rZ�fw^rY�<xzx��<���tqYw<¯JrscfhÄq�cH�^��w�©��<�s���<����hBgZhB�pra�<��h>w^�Èrscfh¶}�g�v����Åw^�Z�%hB�k}�g�v����
v%w^}��f�f�<�sy|htq�¸fq�w^gZh��<���tqu�tw^�s��htqs�%w^�f�¶r�w§w^rscfhB��xzyz��cprsyz���Y�?y|q��tw^�prsyz�k}�yzrsy|htq�²

bdc���w^}���cfw^}�rZrsc�y|q��H�<�/hB��½Ë©·ha�tw^�fqsy|��hB�§rscfh���hB��y|w^�fq§w<¯u}�g�v����Å�<�f�:�%hB�k}�g#v����µw^�È�
��xG�<�fh����^qsrJvko��Yq�hB��gZhB�prJxzyz��cprmq�w^}����th#w^�J�%w^xzop��w^�H�<x�xzyz��ckrmq�w^}����th7-ºq84�yz�®rscfh�����htq�hB�f�th.w<¯
�tw^�p��hLÂ¶�/w^xzo���w^�fq�w^���%w^xzopr�w^�%htq�²

� � �������+�-,�! �"%$  Y��,��#'�$S"/�

Ê*h���ht���<xzxHcfhB��huq�w^gZh�qsrs���<yz��ckr�¯Æw^�s©Á�<���a�<�f�Z©ÁhBxzx«°Z5p�fw�©S�Y����w^�%hB�srsy|htqÁw<¯%rscfh��/hB�p}�g�v������<�f�
��yz��h.v%w^}��f��qmw^�µrscfh§�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃoµw<¯·rscfh§�tw^g§gZw^�*v%w^}��f�f�<�soÀw<¯·rscfh.�%hB�k}�g�v����>�<�f�Àrscfh
¯º}�xzx¼xzyz��ckr�²§¾¿�Àrsc�y|qmq�ht�Brsy|w^�µ©·h§��hL¯ÆhB�-r�warscfh.}���y|w^�*w<¯Árscfh.}�g#v����Ä�<�f�À�%hB�k}�g�v����>�^q-rscfh
�8� � � 	)� � � <�� 	 � ²
O ¢ Ò�PRÎ ¢8¡ Ï����§bdcfh.qscH�^��w�© ��hB��y|w^�*���^q�rJvpo®�¬xzyz��ckr�q�w^}����th.w^�*�Y��xG�<�fh.yz�Àrscfh#����htq�hB�f�th
w<¯+w^vfqsr��^�Bx|htqSy|q�rscfhm}���y|w^�>w<¯R�<xzxNrscfhmqscH�^��w�© ��hB��y|w^�fqu���^qsrSvpo¶h��^��c>w^vfqsr��^�Bx|h�²
O ¢ Ò�PRÎ ¢8¡ Ï����dbdcfhmqscH�^��w�© ��hB��y|w^�Ä���^qsrSw^�Ä�#��xG�<�fh

Π
vko��#�%w^xzop��w^�H�<x%xzyz��cpr�q�w^}����th

S
yz�

rscfh-����htq�hB�f�thmw<¯¼w^�fh-�%w^xzopr�w^�%h
P
y|qSrscfh-yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�>w<¯�cH�<x«¯6°±��xG�<�fhtqSyz�

Π
½�h��^��c>w<¯�©Sc�y|��c

y|q#��hLÌf�fht�:�^q�rscfh§yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^� w<¯
Π
©Syzrsc �acH�<x«¯6°Ãqs�H�^�thZrscH�<r��tw^�kr��<yz�fq

P
v�}�r��fw^r

S
½Ey|q

v%w^}��f��ht�avkoa����xG�<�fh-r��<����hB�kr�r�w�v%w^rscÄw<¯»rscfhBgÄ½f�<�f�¶�tw^�pr��<yz�fq��<�¶ht�?��hmw<¯�w^�fhmw<¯�rscfhBgÄ²
��w^r�hmrscH�<rurscfhtq�h-rÃ©ÁwZ����w^�%hB�srsy|htq�yzg§��xzoarscH�<r�rscfhmv%w^}��f�f�<�so¶w<¯�rscfh�q�cH�^��w�© ��hB��y|w^�>y|q

w^��xzoa�tw^g§�%w�q�ht�Äw<¯¼xzyz�fh�q�hB��gZhB�kr�quyz�f�?}f�tht�¶vko�� �¹°Ãqs}���¯±�^�thtq�²
	 MEÎpÒ ¢ Î � ����
���� �a	�����*� ���  �� 	 �  ���� �8� � � 	�� ���Z<���	 � � � �  !	 � ��N��� � �A��� ���2�  !	 �

k� ����?	�� �  
�	�� �  Z	�=���V	 �� Z	! ������ 	�����������  ��
n � �?	����V	 � � �I� ���"�S����� � <��  �?	 " �,�8��� � � � � � �  ����

�:	S� �  � � �2� � � � Ω(nk + k4)
� ���

O(nkα(k2) + k4) � � ����� �
α(k)

� � � 	! ���  ����! �c� "�� 	S>
� � �3�?� �2�(	 �  ������ ��������� � �#� � "I� �� ���	 � Y�� �  ������ � ��� �@	 � �;�

O(1)
� � <3�  ��?	 " �,�8��� 	 �  Z	  ����

�a	�����*� ���  ��
m �  ���� �  ���� � 	S� N�*���S�  ��(	 �� ���� �a� � � 	�� ���Z<���	 � � � � �

Ω(nα(k) + km + k2)� ���
O(nα(k) + kmα(k) + k2)

Y
 � 	2	 �cY �Áo¶~+��w^�/hB�sr¿o��?½�rscfh#qscH�^��w�©Õ���^q�r�w^�®�Z��xG�<�fh

Π
vpo>�§�%w^xzop��w^�H�<x�xzyz��ckr-q�w^}����th#yz�

rscfh.����htq�hB�f�th§w<¯Áw^�fh.�%w^xzopr�w^�%h.y|q����tw^�k��hLÂµ�/w^xzo���w^�N²���}��srscfhB�sgZw^��h�½Ey«¯drscfh.xzyz��ckr�q�w^}����th
cH�^q

m
ht�?��htq·�<�f�¬rscfhS�/w^xzo�cfht�?��w^�¬cH�^q

ni

ht�?��htq�½prscfh�qscH�^��w�©Ç��hB��y|w^�Yyz�
Π
cH�^q

O(ni +m)ht�?��htq�² �Áo ~+��w^�%hB�srÃo )�½RrscfhÄq�cH�^��w�© ��hB��y|w^�¨yz�¨rscfh¶����htq�hB�f�thÄw<¯
k
�%w^xzopr�w^�%htq§w<¯Jr�w^r��<x

�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo
n
y|qÁrsck}fqdrscfhJ}���y|w^�¶w<¯

k
�tw^�k��hLÂ��/w^xzo���w^�fqdw<¯Er�w^r��<xN�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo

O(n + km)
½
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light

full light

shadow

full light

shadow
x

z

y

light

-Æ�74 -6v�4

��yz��}���h.)ST
Ω(k2)

�<�f�
Ω(kα(k))

x|w�©ÁhB�uv%w^}��f��q�²

©Sc�y|��cÄcH�^qS�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo
O((n + km)α(k) + k2)

'*)�+Ã²Rbdcfhmq��<gZhJv%w^}��f��qScfw^x|�ay«¯»rscfhB��h��<��h
O(1)

xzyz��ckrmq�w^}����thtq-w<¯Ër�w^r��<x¼�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo
m
²-ipyzg§yzxG�<�sxzo�½%y«¯

O(k)
w<¯Rrscfh��%w^xzopr�w^�%htqJw<¯Rrscfh

q��thB�fhd�<��hÁxzyz��cprRq�w^}����thtq�½�w<¯Hr�w^r��<xf�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo
n
½^rscfhdqscH�^��w�©¨��hB��y|w^�§y|q�rscfhÁ}���y|w^�Zw<¯

O(k2)�tw^�p��hLÂ#�%w^xzop��w^�fq¼w<¯Hr�w^r��<x��tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo
O(nk)

½^©Sc�y|��c.cH�^q+�tw^g§��x|hLÂ�yzr¿o
O((nk)α(k2)+k4)

²
�fw^�urscfhm����w�w<¯Rw<¯+rscfh�x|w�©ÁhB��v%w^}��f��q�½�©Áh��tw^�fqsy|��hB��rscfhm¯Æw^xzx|w�©Syz���a�tw^xzx|ht�Brsy|w^��w<¯RhLÂf�<g.°

��x|htq�²+¾Ã�>�<xzxE�tw^�fq�rs�s}f�Brsy|w^�fq�rscfh�qscH�^��w�© ��xG�<�fh
Π
y|qSrscfh-��xG�<�fh

z = 0
²

Ω(k2)
£ J Ó

Ω(k4)
Î�� £ � P $ Î   �#��hL¯ºhB��r�w ��yz��}���h�)�²uÊ*h��tw^�fqsy|��hB�m�Z�%w^yz�krJxzyz��ckrmq�w^}����th

�<rm�YcfhByz��ckr
z
-6xG�<�s��h.hB�fw^}���c�4-�<�f�µ�Z���sy|�À�tw^�fqsy|qsrsyz���¶w<¯

k
rsc�yz�Àcfw^�sy*U�w^�kr��<xÁ�<�f���H�<���<xzx|hBx

��ht�Br��<����x|htq��<rScfhByz��ckr
z = 1

r�w^��hBrscfhB��©Syzrsc
k
w^rscfhB��rsc�yz�¶cfw^�sy*U�w^�pr��<x»�<�f�a�H�<���<xzx|hBxN��ht�Br��<�?°

��x|htq-�<r�cfhByz��cpr
z = 2

²SbdcfhBoa¯Æw^�sg��Z���sy|�>w<¯RqscH�^��w�©Õw^����xG�<�fh
Π
©Sc�y|��c®cH�^qJqsy*U�h

Ω(k2)
²

��hB��xG�^�Byz���ÀrscfhY�%w^yz�kr.xzyz��cprZq�w^}����th�vko
k
�/w^yz�pr.xzyz��ckrZq�w^}����thtq���hB�so:�Bx|w�q�hYr�w®h��^��cÈw^rscfhB�

��yz��htq�½�qsyzg§yzxG�<�sxzo�½��.qscH�^��w�© ��hB��y|w^��w<¯+�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo
Ω(k4)

²

Ω(kα(k))
Î�� £ � P $ Î��d��hL¯ºhB�·r�w��»yz��}���h )�²+³��k�<yz�N½prscfh�xzyz��ckrSq�w^}����th�y|qS���%w^yz�krÁ©SyzrscaxG�<�s��h

�%w�qsyzrsyz��h
z
°Ã�tw�w^���?yz�H�<r�h�²*Ê*ha�tw^�fqsy|��hB�Z�®q�hBr�w<¯

k
xzyz�fhaq�hB��gZhB�pr�q.yz� ��xG�<�fh

z = 1
-6©Syzrsc

�%w�qsyzrsyz��h
y
�twpw^���?yz�H�<r�htq84¼cH�t��yz���f½�yz�§rscH�<rR��xG�<�fh�½��<�§}����/hB�RhB�p��hBx|w^�/h�w<¯¹qsy*U�h

Ω(kα(k))
'*)��7+Ã²

Ê*h�rs���<�fq�¯Æw^�sg&h��^��cµxzyz�fh.q�hB��gZhB�prmyz�kr�wÄ�Yrs���<�/h?U�w^y|�Àxzyz�=5�yz���ayzr-r�wYyzr�qJ����w<�sht�Brsy|w^�*w^�Àrscfh
y = 0

xzyz�fh@-6yz� ��xG�<�fh
z = 1

4L²:Ê*h���hBr¬�Àq�hBr§w<¯�rs���<�%h?U�w^y|��q§©Scfw�q�h¶qscH�^��w�©�½Ryz�¨��xG�<�fh
z = 0

½/¯Æw^�m�Y�%w^yz�krmxzyz��cpr�q�w^}����th§�<r-xG�<�s��h§hB�fw^}���c
z
y|qJvH�^qsy|���<xzxzo�rscfh�}����%hB��hB�k��hBx|w^�%h§w<¯

rscfh-q�hB��gZhB�pr�q�²R�Jw^r�h-rscH�<rSrscfhJrs���<�/h?U�w^y|��q����<�Äh��^q�yzxzo¬v%h�g¬�^��hm�?y|qÆ��w^yz�prSvko���xG�^�Byz���§rscfhBg
yz�Ä�?y��¹hB��hB�kr�cfw^�sy*U�w^�kr��<x»��xG�<�fhtq���hB�soa�Bx|w�q�hmr�w.��xG�<�fh

z = 1
²

Ω(nα(k))
Î�� £ � P $ Î ���uhL¯ÆhB��r�w ��yz��}���h§�?² ��yz��qsrJgZwp�?y«¯ºo¶rscfh§�<v/w���h

Ω(kα(k))
hLÂf�<g§��x|h

q�}f��cZrscH�<r·rscfhSx|hL¯6r��Ã��hB�srsy|���<x��uqsy|��h�w<¯Nh��^��cYrs���<�/h?U�w^y|�¬cH�^qËqsx|w^�%h
γ
�<�f�Zrscfh��syz��ckr��Ã��hB�srsy|���<x��

Ø»Ø
áS[=\,]�^8_a`cb8d�e8f8g
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q�y|��hÄcH�^q�qsx|w^�/h
−γ

½Á¯Æw^�Yq�w^gZh
γ
xG�<�s��h®hB�fw^}���cN² �Jw�©�½�vkoÈq�w^gZh�qs}�yzr��<v�x|h�q����<xzyz���f½S©·h

g¬�35�h§�<xzx¼qsx|w^�%htqJw<¯·rscfh#��hB�srsy|���<x¼©d�<xzx|qmqsrs�sy|�Brsxzo>qsg¬�<xzx|hB�-rscH�<� kπ
n

²-³Jq�q�hBg�v�x|h n
k

�tw^��y|htqmw<¯
rscfhY����hB��y|w^}fq��tw^�fq�rs�s}f�Brsy|w^�Vyz�pr�wµ�ÄxG�<�s��hY��hB��}�xG�<� n

k

°±��w^�V©ScfhB��hah��^��c¨qsy|��hYy|q�½�yz�Å¯±�^�Br�½R�
kα(k)

}����%hB�·hB�k��hBx|w^�%h�² ��yz�H�<xzxzo�½krsc�y|qÁ�tw^�fqsrs�s}f�Brsy|w^�a���<�¬v%h�q�hthB�a�^q
k
�tw^�p��hLÂ

3n
k

°±��w^�fqËvko
�tw^���fht�Brsyz���a�<xzxNw<¯�rscfh n

k

�tw^��y|htq�w<¯�rscfhmq��<gZh�rs���<�/h?U�w^y|�¶vpo¶hLÂ�r�hB�f�?yz���ZrscfhByz�u©Á�<xzx|q�²
bdc�y|q#q�hBr�w<¯

k
�tw^�k��hLÂ

3n
k

°±��w^�fq�½�hBg#v/ht����ht�:yz�:�?y��¹hB��hB�kr.cfw^�sy*U�w^�pr��<xÁ��xG�<�fhtq��Bx|w�q�hYr�w
rscfh

z = 1
��xG�<�fh�½fhB����hB�f��hB��½fyz�¶rscfhm����htq�hB�f�th�w<¯+���%w^yz�kruxzyz��ckruq�w^}����th#�<rSxG�<�s��h�hB�fw^}���c

z
½

q�cH�^��w�©�quw<¯+�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo
nα(k)

²

3n

k
-gon containing an in-

stance of the same segment

in each of the n

k
copies of

the upper envelope

light source

k convex 3n

k
-gons

��yz��}���h���T
Ω(nα(k))

x|w�©ÁhB�uv%w^}��f�¹²
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Ω(mk)
Î�� £ � P $ Î �S�uhL¯ÆhB�Ër�w ��yz��}���h $?²¼Ê*hu}fq�hJ��cfw^�sy*U�w^�kr��<x

m
°±��w^�¶�^qËxzyz��cprÁq�w^}����th-�<�f�

�#rsc�yz�¶��ht�Br��<����x|h��^quw^vfqsr��^�Bx|h�²RbdcfhB�¶rscfhmqscH�^��w�©�cH�^q
Ω(m)

q�y*U�h�² ��q�yz����g#}�xzrsyz��x|h��tw^��y|htq
w<¯�rscfhaw^vfqsr��^�Bx|h�qs}f��cVrscH�<r�rscfha�?y��%hB��hB�pr§qscH�^��w�©�qZ�<��h��?y|qº�sw^yz�kr.h��^qsyzxzo*��yz��htq§�<�

Ω(mk)hLÂf�<g§��x|h�²

full light

light

shadow

obstacle

full light

light

obstacles

shadow

��yz��}���h $�T
Ω(mk)

x|w�©·hB��v/w^}��f�¹²

bdcfhB��h+y|qNqsrsyzxzxk�Sq�g¬�<xzx��k�<��v/hBr¿©·hthB�#rscfh
Ω(nk+k4)

x|w�©ÁhB�Ev%w^}��f���<�f�-rscfh
O(nkα(k2)+

k4)
}����/hB�dv%w^}��f���<�f��v%hBrÃ©ÁhthB�¶rscfh

Ω(k2 +mk +nα(k))
x|w�©·hB�Sv%w^}��f�¶�<�f�¬rscfh

O(k2 +
mkα(k) + nα(k))

}����%hB�§v/w^}��f�¹² ¾¿�V¯Æ�^�Br§©Áh¶�tw^�^��ht�Brs}���h¶rscH�<r§rscfhax|w�©·hB�Yv/w^}��f��qZ�<��h
rsyz��cprËv%ht���<}fq�h�rscfhuqscH�^��w�©�qÁw<¯¹rscfhu�?y��¹hB��hB�kr·w^vfq�r��^�Bx|htq·���^qsrËvko¬�mqsyz����x|huxzyz��ckrÁq�w^}����th�cH����h
q�w^gZh�qsyzg§yzxG�<�syzrÃo¶©Syzrsc�cfw^gZw^rscfhBrsy|������w<�sht�Brsy|w^�fqJw<¯¼rscfh�xzyz��ckr�½%�<�f�¶rscfh�}���y|w^�®w<¯

k
�tw^�p��hLÂ

cfw^gZw^rscfhBrsy|�
m
°±��w^�fq-y|q

Θ(mk)
qsyz�f�th�rÃ©·w>�tw^�k��hLÂ�cfw^gZw^rscfhBrsy|�Z�/w^xzo���w^�fqJyz�kr�hB��q�ht�Br�yz�*�<r

gZw�q�rSrÃ©·w¬�/w^yz�pr�q '*)S)�+Ã²

� � ���Y�¼"  ���,��#' �

¾¿�*rsc�y|q�q�ht�Brsy|w^�Å©ÁhZ����w���h¬rscfhZ¯ºw^xzx|w�©Syz����r¿©·w�}����/hB�#v/w^}��f��q�w^�ÅrscfhY�tw^g§��x|hLÂ�yzr¿oÅw<¯Srscfh
}�g#v����§���^qsr�vpoa�Zq�hB��gZhB�kr�xzyz��cpr�q�w^}����thmw^�u�/w^xzo���w^�H�<xNxzyz��ckr�q�w^}����th7-ºq84dw^�>�.��xG�<�fh�²
	 MEÎpÒ ¢ Î � � � 
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σ = 〈e1, e2, e3〉
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½
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hByzrscfhB�

e
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w^�
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Ê*h#����w���h§bdcfhtw^��hBg �¬vpo��tw^�fqsy|��hB�syz���>�¬��xG�<�fh���w^r��<rsyz���>�<v/w^}�r-rscfh�xzyz�fh.qs}����%w^�srsyz���

rscfh�q�hB��gZhB�krYxzyz��ckraq�w^}����th�² ��yz��qsr�½Áy«¯-rscfh�q�hB��gZhB�kr�xzyz��ckr�q�w^}����th�½
s
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yz�?Ìf��yzr¿o¨rscfh¶�%w^yz�kr¬w<¯myz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�Çv%hBrÃ©ÁhthB��rscfh¶xzyz�fh��tw^�kr��<yz��yz���
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Π
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��w�htq��fw^r���cH�<����hYrscfh¬�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃoÅw<¯SrscfhYqscH�^��w�© �<�s���<����hBgZhB�kr�²>Ê*hZ���<�Årscp}fq.�^q�qs}�gZh
yz��rscfh���htqsrJw<¯Rrsc�y|q�q�ht�Brsy|w^��rscH�<r�rscfh#q�hB��gZhB�pr�xzyz��cprJq�w^}����th�y|qu�H�<���<xzx|hBx»r�w

Π
²Sbdcfh�qs©·hthB�

��xG�<�fh�½���hB�fw^r�ht�
π
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Ê*h§qsr��<�srm©Syzrsc*rÃ©Áw¶����hBxzyzg§yz�H�<�soÀx|hBg§g¬�^q��tw^�f�thB�s��yz���Ärscfh.yz�pr�hB��q�ht�Brsy|w^�fq#rscH�<r��<�µyz�?°
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π
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s � e1 �

� ���
e2

�S���  �������
� �c� � ��� �  ���� �
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π
²S¾Ã¯+rscfh�yz�pr�hB��q�ht�Brsy|w^�Àv/hBr¿©·hthB�

π
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e1

w^�
e2

y|q�hBg§��r¿o�½�rscfhB��h�hLÂ?y|qsr�q��fw¬xzyz�fh
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π
�<�f�.rscp}fq

π
��w�htq+�fw^rË�B��w�q�q

α
² ��rscfhB�s©Sy|q�h�½pq�hB��gZhB�kr�q

e1
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e2

yz�kr�hB��q�ht�Br
π
yz�µr¿©·w¶�%w^yz�kr�q

p1

�<�f�
p2

½%��htqs�%ht�Brsyz��hBxzo�²§bdcfh.xzyz�fh§��hLÌf�fht�µvko
p1�<�f�

p2
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π
-6yzr

g¬��o��fw^rmyz�pr�hB��q�ht�Br�rscfhZq�hB��gZhB�kr
s
4L² �JhB�f�th.rscfhB��hZhLÂ?y|qsr�q��<rmgZw�qsr�w^�fh.rs���<�fqs��hB��q��<xËyz�

π©Sc�y|��c>��hLÌf�fhtquhLÂf�^�Brsxzo¶w^�fh-�/w^yz�pruw^�
α
²
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rscfhm�?yz��ht�Brsy|w^�®w<¯�rscfh�qs©·hthB� -ºw^�srscfw^��w^�H�<x»r�w

s
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A
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w^�
rscfh��tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo>w<¯

A
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s
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yz�pr�hB�sy|w^��w<¯»rscfhtq�hJ�%w^xzopr�w^�%htq -6rscfh-�tw^���fht�Br�ht�Ä�tw^g§�/w^�fhB�pr�q�w<¯Erscfhtq�hJxzyz�fhtqÁ¯Æw^�sg!�H�<r���cfhtq�w<¯
� �¹°Ãqs}���¯±�^�thtq84L²
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π�<�f�Ärscfh��<���tq�yz�

A
²

�ËÎ �"�*£�� � 
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s
�<�f�Är�w

���%w^xzo�r�w^�/h-��hB�sr�hLÂ¹²
³u�*yz�fq�r��<�f�th
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π
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Π
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s
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Ê*h�Ìf��qsr�qscfw�©´rscH�<r�rscfh.�k}�g#v/hB��w<¯Á����w^�%hB��yz�pr�hB��q�ht�Brsy|w^�Å�%w^yz�kr�qmv%hBrÃ©ÁhthB�V�<���tq#w<¯
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A
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α0

�<xzxE�%w^yz�kr�q
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α0

yz�>�<rSgZw�qsr
O(1)

�%w^yz�kr�q�q�w.rscfh-�k}�g�v%hB�
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hB���<rsyz���
A
² �Ë�^��cÄ�<�����tw^�s��htqs�%w^�f��qÁhByzrscfhB�·r�w.�m�H�<r���c�w<¯»�<�
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A
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�tw^��y|�#�<���
α
²

Ê*h¬rscp}fq.��hBr#rscH�<r�rscfh�}�g�v����®�tw���hB��q.rscfhY©Scfw^x|h���xG�<�fh
Π
hLÂ��thB��r�¯ºw^�

k2
�B}��s��htq.w<¯

�%hB�k}�g#v����§rscH�<r��<��h#�<xzxN�Bx|w�q�hmr�w
α
-ºq�hth ��yz��}���h��8°±x|hL¯6r84L²

�»yz�H�<xzxzo�½N©·h.rs�syzg rscfh.rÃ©Áwa��xG�<�fhtq
P2

�<�f�
P3

½¹�B��h��<rsyz���>�<�
n
°Ãqsy|��ht�À�tw^�p��hLÂÀ�%w^xzo���w^�

w^�
Π
qs}f��c¬rscH�<rRrscfhu��hB��y|w^�Yw^}�r�qsy|��hursc�y|qR�%w^xzop��w^�¬y|qRyz�Zxzyz��cpr·w^�R�%hB�k}�g#v����#�<�f�Yh��^��cYht�?��h

yz�pr�hB��q�ht�Br�q#�<xzxËrscfh
k2
�B}��s��htq�²Zbdcfh§}�g#v����arscfhB�Å�tw^�fqsy|q�r�q�w<¯

O(nk2)
��hB��y|w^�fq�yz�fqsy|��h.rscfh

�tw^�p��hLÂÄ�/w^xzo���w^���<�f�¶v%hBrÃ©ÁhthB��rscfh
k2
�tw^��y|�tq -ºq�hth �»yz��}���h#�8°±�syz��ckr84L²d��w^r�h�rscH�<rurscfh

O(k)�tw^�p��hLÂYw^vfqsr��^�Bx|htqd���<�ah��^��cav/hurs���<�fq�¯Æw^�sgZht�¬yz�pr�w.���/w^xzo�r�w^�%h�vko¬rscfhJ�^���?yzrsy|w^�¶w<¯»��q�yz����x|h
��hB�sr�hLÂa©Syzrscfw^}�r���cH�<����yz���¬rscfhm}�g#v����?²
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k
� � � �c	�� �  N�	�� �! Z	8=��� � � � � � �3�

Ω(k4)
� 	 �#� ���� � � �a	����	 � � �  �cY
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s1

l2

l3

l
′

2

l
′

3

Π

��yz��}���h 1�T
Ω(k4)

x|w�©ÁhB�uv%w^}��f�¹²

 � 	2	 �cY��uhL¯ÆhB�.r�w ��yz��}���h 1?²¨³Jq.yz�Èrscfha����hB�py|w^}fq¬x|w�©ÁhB��°±v/w^}��f� hLÂ��<g§��x|h�½·©·h>�B��h��<r�h
k2

�B}��s��htqmw<¯Á�/hB�p}�g�v����a}fq�yz���¶�H�<���<xzx|hBx+rsc�yz�µcfw^x|htq�²�lÀ�35pyz���>��q�ht�tw^�f�Àq�hBr�w<¯·rsc�yz�µcfw^x|htqmyz�
h��^��cµ��xG�<�fh�½¹©·h.�B��h��<r�hZ��q�ht�tw^�f�®¯±�<g§yzxzo�w<¯·�B}��s��htq�w<¯Ëxzyz��ckr��<�f�À�%hB�k}�g#v����ayz�kr�hB��q�ht�Brsyz���
rscfh�Ìf��q�r�w^�fh�²Zbdcfh§}�g#v����ay|qm�fw�©�rscfh§�tw^g§��x|hBgZhB�kr.w<¯ÁrscfhZ}���y|w^�Åw<¯Árscfhtq�h.rÃ©·w�q�hBr�q�w<¯
�B}��s��htqJ�<�f�ayzru�tw^�fqsy|qsr�quw<¯

Ω(k4)
�tw^���fht�Br�ht���tw^g§�/w^�fhB�pr�q�²

Ê*h#�fw�©´����htq�hB�pr��¬x|w�©·hB��v%w^}��f�µw^�Àrscfh§�tw^g§��x|hLÂ�yzr¿o®w<¯Árscfh§�<�s���<����hBgZhB�kr
A
½%yz�krs��w<°

�?}f�tht�>yz�®i�ht�Brsy|w^� Df²*)�½f©Sc�y|��c®����w���htq!-6r�w^��hBrscfhB�u©Syzrsc>rscfh�����wpw<¯Rw<¯+bdcfhtw^��hBg �74ÁrscH�<rurscfh
�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo¶w<¯¼rsc�y|q��<�s���<����hBgZhB�pruy|q

Θ(nk3)
²

�ËÎ �"�*£ � ��� 
���� �S�8� � � < �?�.� �  
A

� � �  �?��	 � � �2� <���� �  :�;�*<3�  ��c	 " ���a� � �  ����:�� ���c� � �a� 	 �
k

� 	 � �3� � 	 ���  ����?�����W	 �  Z	! ���� � 	�����������  ��
n

� � � � � �3� � �
Ω(nk3)

� 	�����������  ��7Y
 � 	2	 �cY�bdcfh§����w�w<¯Sy|q�w^v�r��<yz�fht�*vpoµ}fqsyz���ÄxG�<�s��hZw^vfqsr��^�Bx|htq#©SyzrscÅqsg¬�<xzxËcfw^x|htq�q�w¶rscH�<r�rscfh
q�cH�^��w�©È��xG�<�fh

Π
y|qË�<xzgZw�qsrR�tw^g§��x|hBr�hBxzo.yz�Z}�g#v����-©Syzrsc¬qsg¬�<xzxf�B}��s��htqRw<¯%�%hB�k}�g�v������?���t©S�

vpo�����o�q���w^yz���Ärsc���w^}���c*rscfhtq�h.cfw^x|htq�²Zip}f��cÅw^vfqsr��^�Bx|htq�©Syzrsc*q�g¬�<xzx+cfw^x|htq����<�µv%h§�B��h��<r�ht�
}fq�yz���Zq�hB��hB���<xE�tw^�k��hLÂ¶�%w^xzop��w^�fq�²

Ê*h¶�tw^�fqsy|��hB�Y�À�tw^��y|�
α
�?���t©S�Èyz�

Π
�<�f���®xzyz�fh

l1
-º�tw^�kr��<yz��yz���:rscfh¶xzyz��ckr¬q�w^}����th,4

yz�pr�hB��q�ht�Brsyz���
Π
yz�����%w^yz�kruw<¯

α
²

� hBr
x1 = α ∩ l1

-
x1

y|qu�<r�yz�?Ìf��yzr¿o¶y«¯
l1
y|qS�H�<���<xzx|hBxEr�w

Π
4S�<�f�

x2

½
x3

½
x4

½
x5

v%h-¯Æw^}��
w^rscfhB���/w^yz�pr�q�w^�

α
�<�f�

x6

½
x7

v/h.r¿©·wÄw^rscfhB���%w^yz�kr�q#w^�
l1
½¹rscfhB�V�<�koµ{k}H�^�?�sy|�Zrsc���w^}���c

rscfhtq�h�q�hB��hB�®�%w^yz�kr�qm�tw^�pr��<yz�fq
α
�<�f�

l1
²#ipyz�f�th§�Y{p}H�^�?�sy|�.y|q-��hLÌf�fht�Àvko���yz�fh#�%w^yz�kr�q�½%vko

��cfwpw�q�yz����rscfhËrÃ©·wJw^rscfhB���/w^yz�pr�qEyz���?y��%hB��hB�pr�g¬�<���fhB��q»©·hÁ���<�#�tw^�fq�rs�s}f�Br��?y��¹hB��hB�kr¼{k}H�^�?�sy|�tq
�tw^�pr��<yz��yz���

l1
�<�f�

α
²
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umbra

α

umbra

Π

σ1

σ1, σ2

umbra

lit through
σ1 . . . σk

k2 curves of

light, each lit

through l′
2,i and

l′
3,j

��yz��}���h.)���T
Ω(nk3)

x|w�©·hB��v/w^}��f�¶w^�Ärscfh��tw^g§��x|hLÂ�yzr¿oaw<¯R�<�s���<����hBgZhB�kr
A
²

�»yz��q�rR©·h��tw^�fq�rs�s}f�BrÁ�mq�hBr·w<¯¹{p}H�^�?�sy|�tq�½
σ1

½
σ2

²t²t²
σk

½p�Bx|w�q�hSr�w^��hBrscfhB��² ���
σi

©·h���cfwpw�q�h
r¿©·wµxzyz�fhtq

l2,i

�<�f�
l3,i

½·qs}f��c¨rscH�<r¬�<xzxSrscfh¶xzyz�fhtq
lh,i

¯Æw^�Z�<xzx
i
�<�f�È�®��yz��hB�

h
�<��hÄ�Bx|w�q�h

r�w^��hBrscfhB��²ÅbdcfhB�V©Áha���<� �tw^�fq�rs�s}f�Br§� -6�fw^�?°Ã�tw^�k��hLÂ 4��%w^xzopcfht�?���<xSw^vfqsr��^�Bx|haw<¯�q�y*U�h
O(k)©Syzrsc rsc�yz�¨cfw^x|htqZ�<��w^}��f�¨xzyz�fhtq

lh,i

¯Æw^�
h = 2, 3; 1 ≤ i ≤ k

²ÅÊ*h��tw^�fq�y|��hB�¬�>��xG�<�fh
P�<v%w���h�½��<�f���H�<���<xzx|hBx%r�w�½

Π
rscH�<rÁyz�pr�hB��q�ht�Br�qdrscfh

σi

yz�Ä��¯Æ�<g§yzxzoYw<¯E�tw^��y|�tq
βi

rscH�<r��<��h-�Bx|w�q�h
r�w^��hBrscfhB��²aÊ*h¬���<�:�tw^�fqsrs�s}f�Br#yz�Å��xG�<�fh

P
�Ä�tw^�k��hLÂ

n
°±��w^�

Q
rscH�<r�yz�pr�hB��q�ht�Br�q§�<xzxRrscfhtq�h

�tw^��y|�tq
n
rsyzgZhtq�h��^��cN²

�ÁhL¯Æw^��h#rscfh#yz�prs��wp�?}f�Brsy|w^�*w<¯
Q
½/rscfh���y|�Brs}���h.yz�

Π
y|qm��qsxG�<v®w<¯·�/hB�p}�g�v����¶�<��w^}��f�

α
²

³S���?yz���
Q
�B}�r�qmrsc�y|qm�%hB�k}�g�v����¶yz�

n
��y|ht�thtq�½E�<�f�¹½¹yz�*h��^��c*��y|ht�th�½NrscfhB��hZ�<��h

k
�?y��¹hB��hB�kr

yz�pr�hB�fqsyzrsy|htq�¸¹yz�f��htht�¹½%©ScfhB�À©Áh#gZw���h§�¬�%w^yz�kr
p
�<x|w^���

α
¯6��w^g �¬�/w^yz�prmqs}f��cÀrscH�<r��<xzx»rscfh

k
rs���<�fqs��hB��q��<x|q-rsc���w^}���c

p
�<�f�

l1
½
l2,i

½¹�<�f�
l3,i

�<��h��fw^�?°Ãw^vfqsrs�s}f�Br�ht�¹½¹rscfhtq�h�rs���<�fqs��hB��q��<x|q
rsc���w^}���c

p
��hBr+w^vfqsrs�s}f�Br�ht�§w^�fh��8¯ºr�hB�R�<�fw^rscfhB�+vko

Q
}��krsyzxfrscfhBo.�<��hd�<xzxfw^vfq�rs�s}f�Br�ht�Z�<�f�

p
y|q

yz�§rscfhd}�g#v����.-ºq�hth
��yz��}���h )��Jx|hL¯6rË�<�f�§�thB�pr�hB�84L²+bdc�y|qR��hLÌf�fhtq
Ω(nk)

��hB��y|w^�fqRw<¯/�%hB�k}�g#v����
w<¯+�?y��¹hB��hB�kr�yz�pr�hB�fqsyzrsy|htq�w<¯¼xzyz��ckrJ�<��w^}��f�

α
²

��w�©�½�©·hS��cfwpw�q�h��J�tw^g§��x|hBr�hBxzo§�?y��¹hB��hB�krË{p}H�^�?�sy|�
σ′ ¯±�<��¯6��w^g rscfh

σi

v�}�rRqsrsyzxzx��tw^�kr��<yz�?°
yz���

α
�<�f�

l1
²dbdck}fq�½f©·h#���<����cfwpw�q�h�rÃ©ÁwZxzyz�fhtq

l′2
�<�f�

l′3
yz�Ärscfh#q��<gZh���hB��}�xz}fq-�^q

l1
�<�f�

�<�s���<����hdw^vfqsr��^�Bx|htq¼r�wJxzyz��cpr
Π
rsc���w^}���c§rsc�yz��cfw^x|htqR�<��w^}��f�

l′2
�<�f�

l′3
²»bdcfhS�<��h���xzyzr¼rsc���w^}���c

rscfhtq�h�cfw^x|htqdy|qS�<x|q�w§��qsg¬�<xzxN�<��h��§�<��w^}��f�
α
²+Ê*h-���<�Ä�<�s���<����h-rsc�yz����qSqs}f��c¶rscH�<rÁrsc�y|q��<��h��

y|q�g�}f��c:rsc�yz���fhB��rscH�<�*rscfhZ����hB�py|w^}fq�w^�fh�½¼�<�f�µrscp}fq�©·hZ��hBr#��rsc�yz�Å�B}��s��h¬w<¯d�%hB�k}�g�v����
©Sc�y|��cµ�B��w�q�q�htq��<xzx�rscfh

Ω(nk)
��hB��y|w^�fq�©Áh�cH����h.��htq��B�syzv/ht�À�<v%w���h�²u�Jw�©�½/g¬�35�yz���

k
cfw^x|htq
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l2 l′
2

Π

l′
3

L

p

C

l2 l′
2

Π

L

l′
3

Light source P ′′

1

Obstacle
P ′

1

��yz��}���h.)S)ST
Ω(n2k3)

x|w�©ÁhB�uv%w^}��f�¹²

l′2,i

�<��w^}��f�
l′2
�<�f�

k
cfw^x|htq

l′3,j

�<��w^}��f�
l′3
©Áhmrs���<�fq�¯Æw^�sg rsc�y|qSrsc�yz�Ä�%hB�k}�g#v����Z�B}��s��hmyz�pr�w

k2
�Ã�H�<���<xzx|hBx����B}��s��htqug¬�35pyz���§rscfh�q�y*U�hmw<¯�rscfh��<�s���<����hBgZhB�pr

Ω(nk3)
²

� ��� �	��
���������������������� � -"'+�  "-"$�� ' '�)� "�&� ��-"���.��


�Jw^r�h·rscH�<r»rscfhÁx|w�©ÁhB�¼v/w^}��f�.w<¯
Ω(nk2+k4)

w<¯%i�ht�Brsy|w^�./?²*)R¯Æw^�¼��q�hB��gZhB�pr�xzyz��cpr+q�w^}����th·���<�
h��^q�yzxzoZv/hugZwp�?y«ÌHht��yz�pr�w.��x|w�©ÁhB�Sv/w^}��f�aw<¯

Ω(nk3 + k6)
yz�arscfh����^q�h�w<¯����%w^xzop��w^�H�<x%xzyz��ckr

q�w^}����thA-6vkoÅ�^���?yz���À�¶rsc�yz���Å��xG�<�fhZ©Syzrsc
O(k)

qsxzyzr�q#�<�f�V�¶v�yz�Ä�%w^xzo���w^�H�<xËxzyz��ckr.q�w^}����th,4L²
Ê*h¬����htq�hB�kr#cfhB��hY�Äx|w�©·hB��v%w^}��f�Åw<¯

Ω(n2k3 + nk5)
w^�*rscfh¬�tw^g§��x|hLÂ?yzrÃo:w<¯drscfh¬}�g�v����

���^q�rSvkoÄ���/w^xzo���w^�H�<xNxzyz��cpruq�w^}����thmyz�¶rscfhm����htq�hB�f�th�w<¯
k
�%w^xzo���w^�H�<xNw^vfqsr��^�Bx|htq�²

	 MEÎpÒ ¢ Î � � ��� 
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� � �a��	 �

k
� ����?	�� �  ��	�� �! Z	8=����	 �  Z	! ���� � 	S� N�*���S�  ��

n
� � � � � �3�

Ω(n2k3)
� 	 �#� � �� � � � 	��!>

=	 � � �  �2Y
 � 	2	 �cY��uhL¯ÆhB�ur�w ��yz��}���h�)S)�² � hBr

p
v/h��§�%w^yz�krm�<�f�

P1

�Zqsg¬�<xzx
n
°±��w^�>xzyz��ckrmq�w^}����th#��hB�so

�Bx|w�q�h¬r�w
p
²�³S���¨�<�

n
°±��w^�Vw^vfq�r��^�Bx|hY��hB�so:�Bx|w�q�h¬r�w�rscfhYxzyz��ckrZq�w^}����th�q�w�rscH�<r#rscfh�xzyz��ckr

q�w^}����thmv/hBcH����htqSxzy*5�h
n
�%w^yz�kr�xzyz��cpruq�w^}����thtqW-6©ScfhB�>�py|hB©Áht�a¯6��w^g
rscfhm�tw^�s��ht�Br�qsy|��h,4L²

��w�©Ç�tw^�fqsy|��hB�S�m��xG�<�fhJw^vfqsr��^�Bx|h�©Syzrsc
k
rsc�yz�Ycfw^x|htqË�H�<���<xzx|hBx/r�w.�mxzyz�fh

l2
²¼bdc�y|q·�B��h��<r�htq

nk
�H�<���<xzx|hBx�rsc�yz� xzyz�fhtqaw<¯�xzyz��ckr¶w^�Çrscfh�qscH�^��w�© ��xG�<�fh�rscH�<r����<� v%hÄg¬�^��hµ�<�sv�yzrs���<�syzxzo

�Bx|w�q�h¶r�wÅ�Àxzyz�fh
L

-6vko cH���pyz���:rscfh
k
rsc�yz�Ècfw^x|htq�qs}?ª¬�By|hB�prsxzoÈ�Bx|w�q�h¶r�w*h��^��cÇw^rscfhB���<�f�

rscfh
n
�%w^yz�kr-xzyz��ckrmq�w^}����thtq-qs}?ª¬�By|hB�prsxzo��Bx|w�q�h#r�w�h��^��cµw^rscfhB�84L²-��w^r�h#rscH�<r-vko>�?}���xzy|���<rsyz���

rsc�y|q¬�tw^�fqsrs�s}f�Brsy|w^� -Æ�<�f��rsck}fqZ©Syzrsc�rÃ©·wÅ�/w^xzo���w^�H�<x�xzyz��cprYq�w^}����thtq§©Sc�y|��c�v%hBcH�t��h®�^q
2n�%w^yz�krdxzyz��cprdq�w^}����thtq84+©ÁhJ��hBrd�<�Ä�<�s���<����hBgZhB�kr�w<¯

2nk
xzyz�fhtqdw<¯Exzyz��ckrd©Syzrsc

n2k2
�tw^���fht�Br�ht�

�tw^g§�%w^�fhB�kr�q�w<¯�}�g#v����?²
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��w�©��tw^�fqsy|��hB��rÃ©Áw>xzyz�fhtq
l′2
�<�f�

l′3
rscH�<r�r�w^��hBrscfhB��©Syzrsc

L
�^�?g§yzr.�>{k}H�^�?�sy|�a�^q�xzyz�fh

rs���<�fq���hB��q��<x|q�² ¦ }�rNrsc�y|qE{p}H�^�?�sy|�Rvpom�S��xG�<�fh·�<�f�#�<������w�Â�yzg¬�<r�h -Æ�d��y|ht�th
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