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[H\ 2GF O 367*] O�P^O IL_ ∗ CN`#O 36;a1%7/_ [ 5<34_%5<2 ‡
bdcfeBgZh#ikjml&n ipo�qsr�eBgZhtquqsopg#v/w^xzy|{p}fhtq

~+��w<�shBr�q��RhB�k�^q�hBr-�-�tw^gZ�Brs�sy|���

���<���%w^�sr���hm��ht��cfhB����cfh��������<�p��n��Jw���hBg#v���h#��������n������H�<��htq

 Y¡�¢t£�¤8¥�¦�£�§ ¨ w^g©��}�rsyz���ªqscH�^��w�«�v%w^}��f�f�<�sy|htqYy|q¬�*�?y®¯�B}�xzra����w^v�x|hBg°yz��rscfh±���^q�h>w<²
�fw^�?³´�%w^yz�kr�xzyz��ckr�q�w^}����thtq�µ#¶·�%w^yz�krmy|q-yz�¸rscfh�}�g�v�����y®²¹yzrm��wphtq-�fw^r�q�hth.�<�po>�H�<�sr�w<²S�<�ko
xzyz��cprmq�w^}����th�º»yzrJy|q�yz�±²¼}�xzx½xzyz��cprmy®²Ryzrmq�hthtq-hB�krsyz��hBxzo±�<xzx�rscfh�xzyz��ckrmq�w^}����thtq¾º»w^rscfhB�s«Sy|q�h�¿»yzrJy|q
yz�¸rscfh.�%hB�k}�g#v����?µ¯ÀÁ�Ârsc�y|qm�H�<�/hB�m«Ãh©����w���hZ�^�<�sy|w^}fqmv%w^}��f��q�w^�¸rscfhZ�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo¸w<²Ãrscfh
}�g#v����¯�<�f��rscfh��/hB�p}�g�v����Y���^qsr�vkoÆ�.q�hB��gZhB�pr�w^���%w^xzo���w^�H�<xNxzyz��ckrJq�w^}����th�w^���.��xG�<�fh�yz�
rscfh-����htq�hB�f�th�w<²��/w^xzo���w^�H�<xNw^���%w^xzopr�w^�H�<xEw^vfq�r��^�Bx|htq�µ

ÀÅ�Â�H�<�srsy|�B}�xG�<��¿½«¹h©qscfw¾«·rscH�<r��¬q�hB��gZhB�kr�xzyz��cpr�q�w^}����th.g¯��o±���^qsr�w^�Ç�¬��xG�<�fh�¿Nyz�¸rscfh
����htq�hB�f�th>w<²mrÅ«Ãw*rs�syG�<����x|htq�¿Ã²Èw^}��Y�tw^���fht�Br�ht�É�tw^g©�/w^�fhB�pr�q¬w<²m}�g#v����:�<�f�ªrscH�<rYrÅ«Ãw*²´�<r
�tw^�p��hLÄ>w^vfqsr��^�Bx|htqJw<²+�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo

n
���<�>��yz��h��sy|q�h�r�w

Ω(n)
�tw^���fht�Br�ht�±�tw^g©�%w^�fhB�kr�q�µSÀÁ�±�

q��thB�fh¹�tw^�fqsy|q�rsyz���Jw<²/��q�hB��gZhB�pr�xzyz��cpr+q�w^}����thÃ�<�f�
k
�?y|qÈ��w^yz�pr��%w^xzo�r�w^�/htq�w<²Hr�w^r��<x?�tw^g©��x|hLÄ�yzrÁo

n
¿¹«¹h�����w¾��h��<�

Ω(nk2 + k4)
x|w�«¹hB�¬v%w^}��f�Êw^�Êrscfh�g¯�8Ä?yzg�}�gË�k}�g�v%hB�aw<²-�tw^���fht�Br�ht�

�tw^g©�%w^�fhB�kr�q-w<²R}�g#v����¬�<�f�±�
O(nk3)

}����/hB�Jv%w^}��f��w^��yzr�q��tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo�µ�Ì*h#�<x|q�w¯����w���h
rscH�<r�¿�yz�:rscfh¯����htq�hB�f�thYw<²

k
�?y|qÈ��w^yz�pr#�%w^xzopr�w^�%htq�w<²�r�w^r��<xÃ�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo

n
¿�q�w^gZhYw<²�«Sc�y|��c

�<��hÆxzyz��ckrYq�w^}����thtq�¿ÍrscfhÆ}�g�v����*���^q�r¯w^�É�Â��xG�<�fh�g¯��oªcH�t��h
Ω(n2k3 + nk5)

�tw^���fht�Br�ht�
�tw^g©�%w^�fhB�kr�qJ�<�f��cH�^q��tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo

O(n3k3)
µ

bdcfhtq�h�v%w^}��f��q�¿/rscfh�Îf��qsrJw^�fhtqJyz�±r�hB�sgZq-w<²Ív/w^rsc
k
�<�f�

n
¿�����w���h�rscH�<r-rscfh�}�g#v����¯y|q

g#}f��c�gZw^��h-yz�prs�sy|���<r�h-rscH�<��rscfhu²¼}�xzx%xzyz��ckrSv%w^}��f�f�<�so¯«Scfw�q�hJ«Ãw^��qsr�³Å���^q�hm�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo¬y|q�¿��^q
«Ãh©qscfw�«�¿Eyz�

Ω(nk + k4)
�<�f�

O(nkα(k2) + k4)
µ#Ì*hY�<x|q�w¬yzg©����w���hZrscfhtq�h.xG�^qsrmv/w^}��f��q

«ScfhB�>rscfh-�k}�g�v%hB��w<²�xzyz��ckrJq�w^}����thtqSy|qSv%w^}��f��ht�»µ
ÏÆÐ�Ñ%Ò�Ó#Ô ¤8Õ�¢�§Ö¨ w^g©��}�r��<rsy|w^�H�<x���htw^gZhBrs�so�¿f��y|qsyzv�yzxzyzrÅo�¿������<��c�y|�tq¾¿fqscH�^��w�«×�tw^g©��}�r��<rsy|w^�

∗ Ø?Ù�ÚEÛ¼Ü�ÝHÛ6Þ�ÚEÛ¼Ü>Øpß�àÈàÅáTâäã<åTæ^ç8àÅá�ã<è�åTæ�é�ç?âäà´ê¼ë´ã<áTìSåLí ØpáTê¼ë´ã^á�ìSå�îTï�ðäß�à´âñá�í òóàsí
† Û6Þ½Ú½Û6Ü�ô�ßLõ8ö<â÷á�Ý4Ü½ãtë´âäõ�ßLðäâäê�æ<ç8àÅáTã8è�åLæ^Ù�ð÷âäø�âäåùàsí ú�å�ø�âäðäð÷åÁà´êÅï�â÷ã¾à´â÷á¾í òóàsí
‡ ô8áTá�à´ð÷áTã<ûJü�ã8â÷øLåùà´êÈâýë6þtæ¾ç?Ú>Û6ã8òóßTà´ì�á�ë´â÷ÿ�æ^ô8áTá�à��8à��8èÁÿLå�ãpæ���åùà´ì�á�ãtþtæ¾à´êÈåùâñû¾å�ðñï�è�ê�í �<ã8âäÝGê��kí û¾å
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� 	 § � h¯���<x|�B}�x¹��htq�xzyzg©yzr�htq����ýw^g#v���hYhtq�r�}��*����w^v�x|eBgZh¯�?y®¯�Byzx|hY�f�<�fq�x|hZ���^q���h
q�w^}����thtqmxz}�g©yz�fhB}fq�htq��fw^�Ç�/w^�f�Brs}fhBxzx|htq�µ��u�¸�%w^yz�kr�htq�r��f�<�fqmx��ýw^g�v���hYq�� yzx+�fh.�/hB}�r���w^yz��xG�
gZw^yz�f�?��hu�H�<�srsy|h���� }��fhuq�w^}����thSxz}�g©yz�fhB}fq�h�ºpyzxHhtqsrÍ�f�<�fq+xG�mxz}�g©y|eB��huq�� yzxf��w^yzrÍx�� yz�kr��B�����<xzyzr��J��htq
q�w^}����thtqR��hdxz}�g©y|eB��h�º?qsyz�fw^�©yzxfhtqsrR�f�<�fqRxG�J�%�B�fw^g�v���h�µ��m�<�fqR�th����<���/w^�sr�¿k�fw^}fqR���BgZw^�krs��w^�fq
�?y��»�B��hB�kr�htqJv%w^�s�fhtq�q�}���xG�Z�tw^g©��x|hLÄ?yzr��#��h�x��ýw^g�v���h.hBr���h�xG�©�%�B�fw^g�v���h#����w<��hBr��thtq¾¿H�H�<��}��
q�hB��gZhB�krmxz}�g©yz�fhB}?Ä±w^}Â}��fh.q�w^}����th��%w^xzop��w^�H�<x|h�¿»qs}��-}��±��xG�<�*hB�������tq�hB�f�th©��h#�%w^xzo���w^�fhtq
w^}��%w^xzo�r�w^�/htq�w^vfq�r��^�Bx|htq�µ

�+���H�<�srsy|�B}�xzy|hB��¿m�fw^}fq����BgZw^�krs��w^�fq±{p}�� }�� q�hB}�x�q�hB��gZhB�kr>xz}�g©yz�fhB}?Ä �%hB}�r�����w<�shBr�hB��¿
hB�:�����tq�hB�f�th¬��h¯��hB}?Ä*rs�syG�<����x|htq�¿+{p}H�<rs��h¯�tw^g©�%w�q��<�kr�htq.�tw^���fhLÄ�htq#���ýw^g#v���haqs}���}��:��xG�<�Nµ
�-h¬g��BgZh�¿R��hB}?Ä w^vfqsr��^�Bx|htq©�tw^�k��hLÄ�htq�¿Í�?yzr�q����! È¿+hBr©��ha�tw^g©��x|hLÄ�yzr��

n
�/hB}���hB�pr©����wp�?}�yz��h

��hYx��ýw^���?��h���h
n
�tw^g©�%w�q��<�kr�htq©�tw^���fhLÄ�htq©���ýw^g�v���h�µ"�m�<�fq#}��fhaq��teB�fhY²Èw^�sgZ�tha��� }�� q�hB�^³

gZhB�pr¹xz}�g©yz�fhB}?Ä¬hBrÃ��h
k
�/w^xzo�r�w^�%htq¹�?y|q¼�sw^yz�kr�qd��h��tw^g©��x|hLÄ�yzr��Jr�w^r��<x|h

n
¿��fw^}fqÃ��w^���fw^�fq¹}��fh

v%w^�s�fh�yz�?²È�B�sy|hB}���h-��hu�tw^g©��x|hLÄ?yzr��
Ω(nk2 +k4)

q�}��Íx|h��fw^g�v���hJg¯�8Ä�yzg#}�g ��hJ�tw^g©�%w�q��<�kr�htq
�tw^���fhLÄ�htq����ýw^g#v���h¯hBr�}��fhZv/w^�s�fhZq�}��/�B�sy|hB}���hZ��h

O(nk3)
qs}���q��a�tw^g©��x|hLÄ?yzr���µ¬��w^}fq����L³

gZw^�prs��w^�fqS�B�k�<x|hBgZhB�kr�¿f{p}��ýhB�¬�����tq�hB�f�th���h
k
�%w^xzo�r�w^�/htqÃ�?y|q¼�sw^yz�kr�qd��h-�tw^g©��x|hLÄ�yzr��Jr�w^r��<x|h

n
¿

��w^�pr��thB�sr��<yz�fq�q�w^�kr���htq�q�w^}����thtq�xz}�g©yz�fhB}fq�htq�¿Ex��ýw^g�v���h©����w<�shBr��thZqs}��m}��*��xG�<�¸�%hB}�r��t��w^yz�
Ω(n2k3 + nk5)

�tw^g©�%w�q��<�kr�htqJ�tw^���fhLÄ�htq�hBr�}��fhm�tw^g©��x|hLÄ?yzr��
O(n3k3)

µ
¨ htq¹v%w^�s�fhtq�¿�{k}�y%q�w^�pr¹x|htq¹����hBg©y|eB��htqShB�¯²Èw^�f�Brsy|w^�a��h

k
hBr

n
¿����BgZw^�krs��hB�pr�{k}fh�x��ýw^g�v���h

htq�r©yz�krs�syz�fq�et{p}fhBgZhB�kra��xz}fq¯�tw^g©��x|hLÄ�h>{p}fh�xG�Âxzyzg©yzr�h>hB�krs��hÆ�%�B�fw^g�v���h±hBrZxz}�g©y|eB��h�¿S��w^�pr
xG�V�tw^g©��x|hLÄ?yzr��¸�f�<�fq�x|h±��yz��h¸��htq����^q�htqsr�¿u�tw^g©gZhÂ�fw^}fqÆx|h�gZw^�prs��w^�fq�¿

Ω(nk + k4)
hBr

O(nkα(k2)+k4)
µ½�Jw^}fq+�<gZ�Bxzy|w^��w^�fq+�B�k�<x|hBgZhB�krR�thtq�v/w^�s�fhtq�x|w^��q�{p}fh¹x|hÍ�fw^g#v���hÃ��hdq�w^}����thtq

xz}�g©yz�fhB}fq�htquhtqsrSv%w^�s�f��µ
#×Ô £�¢ Ò ¦%$ 	 ¢ª§ �-�tw^gZ�Brs�sy|hÆ�<xz��w^�syzrsc�g©y|{p}fh�¿Í��y|qsyzv�yzxzyzr���¿Ryz�?²Èw^�sg¯�<rsy|{p}fha�����<��c�y|{k}fh�¿¹���<x|�B}�x
���ýw^g#v���htq
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ipcH�^��w¾«�qd��xG�toY���thB�krs���<x%��w^x|h�yz�Ycp}�g¯�<�¬�%hB���thB��rsy|w^�'&)(��?¿�(¾�+*Åµ����?²Èw^�srs}��H�<r�hBxzo�¿��tw^g©��}�rsyz���
��h��<xzy|q�rsy|��qscH�^��w�«�qZhL¯�By|hB�prsxzo y|qZ�Â�?y®¯�B}�xzrZ����w^v�x|hBgÆ¿Í�H�<�srsy|�B}�xG�<�sxzo yz� rscfh����^q�h�w<²J�fw^�?³
�%w^yz�krÃxzyz��ckrdq�w^}����thtq�µ+¶ «Sy|��hu�^�<�sy|hBrÁo¯w<²½�<������w��^��cfhtqdcH����huv%hthB�a�tw^�fqsy|��hB��ht�Z²Èw^�Í��hB�f��hB�syz���
q�cH�^��w�«�q�,¼q�hth�¿»²Èw^��hLÄ��<g©��x|h�¿½rscfhZqs}��s��hBo?q-&/.?¿
(102*�3-�<�f�¸g¯�<�poÂgZhBrscfwp��q�g¯�24�hZhLÄ�r�hB�fq�yz��h
}fq�hmw<²������<��c�y|�tqucH�<���?«Ã�<��h�,¼q�hthmrscfhmqs}��s��hBo'&/05*�3Lµ

¶��%w^yz�kr�y|q#yz�Çrscfh " ����� �Ây®²�yzr#��w�htq��fw^r�q�hthY�<�po*�H�<�sr#w<²�rscfh¯xzyz��ckr.q�w^}����th6,¼q73Lº+yzr#y|q
yz� � " �8�9�:�);2�  -y®²dyzr#q�hthtq�hB�krsyz��hBxzo:�<xzxRrscfh¯xzyz��ckr�q�w^}����th6,¼q73Lº+w^rscfhB�s«Sy|q�h�¿�yzr�y|q�yz�*rscfh!<� �#" �!=
�>� ��µ�Ì c�yzx|hJrscfhuv%w^}��f�f�<�so¯v%hBrÅ«ÃhthB��rscfhu�%hB�k}�g#v����Z�<�f�Yrscfhu²¼}�xzx/xzyz��ckrdy|qÃ��h��^q�w^�H�<v�xzo¯«ÃhBxzx
}��f��hB��q�r�wpw��?,¼q�hth#i�ht�Brsy|w^���63L¿fx|htq�qdy|q@4��fw�«S�±�<v%w^}�rSrscfhmv%w^}��f�f�<�so�w<²�rscfh-}�g#v����?µÍ�JhB��hB��³
rscfhBx|htq�q�¿?rscfhB��hmy|q��<�>hLÄ?r�hB�fqsyz��h-xzyzr�hB���<rs}���h��tw^�f�thB�s��yz���YrscfhmhLÄ���xzy|�Byzr��tw^g©��}�r��<rsy|w^��w<²½rscfhtq�h
q�cH�^��w�« v%w^}��f�f�<�sy|htq�ºfq�hth�¿�²¼w^��hLÄf�<g©��x|h�¿A& �f¿f��¿H��¿f��¿B(��?¿�(��?¿B(1.�¿B(��5*Åµ

i��thB�fh�rÅo��/h � w¾«¹hB��v/w^}��f��q �����%hB��v/w^}��f��q
C ÐED � ÐGF £�$�H DJI £©¢ Ô 
½¤8¦ Ð

2
rs�syG�<����x|htq �

O(1)

2
²´�<r��%w^xzopr�w^�%htq

Ω(n) O(n)

k
�/w^xzo�r�w^�%htq

Ω(nk2 + k4) O(nk3)K�Ô $ Ñ £ Ô�L ¥ $ $�H D�I £Z¢ Ô 
E¤<¦ Ð�M ¢ON
k
�/w^xzo�r�w^�%htq

Ω(n2k3 + nk5) O(n3k3)

b��<v�x|h�(OP � w�«ÃhB�-v/w^}��f��q�w^�>rscfh��p}�g�v%hB�Jw<²R�tw^���fht�Br�ht�±�tw^g©�/w^�fhB�pr�qm�<�f�Æ}����%hB�uv%w^}��f��q
w^��rscfh#�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo±w<²Rrscfh�}�g#v����¬���^qsr�w^�¸�©��xG�<�fh#vko

k
�/w^xzo�r�w^�/htqJw<²Rr�w^r��<x��tw^g©��x|hLÄ�yzrÁo

O(n)
µ+ÀÁ�¬rscfhJ���^q�h�w<²E�%w^xzo���w^�H�<x/xzyz��cpr�q�w^}����thtq�¿�rscfh�x|w�«¹hB�uv/w^}��f�Ycfw^x|��qÃ²¼w^�S��qsyz����x|hJxzyz��ckr

q�w^}����thSw<²/�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo
O(n)

�<�f�.rscfh¹}����%hB�+v%w^}��f�.«ScfhB�¯�<�ko��k}�g�v%hB�Íw<²/rscfh
k
�%w^xzopr�w^�%htq

�<��h-xzyz��cpr�q�w^}����thtq¾µ

ÀÅ�:rsc�y|q��H�<�%hB�#«Ãh¯����w¾��h¬�^�<�sy|w^}fq#v/w^}��f��q¾¿+qs}�g©g¯�<�sy)Q�ht�Çyz� b½�<v�x|htqR(a�<�f�:�?¿+w^�:rscfh
�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅoYw<²Nrscfh�}�g�v������<�f�Y�/hB�p}�g�v��������^qsrÍvpoZq�hB��gZhB�krdw^�Ã�/w^xzo���w^�H�<xHxzyz��cprÃq�w^}����th6,¼q�3
w^�a�m��xG�<�fhuyz�¯rscfh�����htq�hB�f�th�w<²»�%w^xzop��w^�¬w^�Í�%w^xzopr�w^�%hS,T�VU8�+U+�tw^�k��hLÄY�/w^xzo�cfht�?���<x83+w^vfqsr��^�Bx|htq¾µ
ÀÁ�>�H�<�srsy|�B}�xG�<��¿%«Ãh.qscfw�« rscH�<rm�¯qsyz����x|h�q�hB��gZhB�prJxzyz��cprmq�w^}����th�g¯�to>���^qsr�¿/yz�±rscfh�����htq�hB�f�th
w<²�rÁ«¹wÂrs�syG�<����x|htq�¿�²Èw^}��.�tw^���fht�Br�ht�V�tw^g©�%w^�fhB�kr�q¯w<²�}�g�v����?µ±Ì*h¬����w���h¬rscH�<r#rscfhY}�g�v����
��hLÎf�fht�YvkoZw^�fhJq�hB��gZhB�pr¹xzyz��cprÃq�w^}����th-�<�f�ZrÁ«¹w#²´�<r¹�tw^�k��hLÄ¬w^vfqsr��^�Bx|htq¹w<²Nr�w^r��<x/�tw^g©��x|hLÄ�yzrÁo
n
���<�YcH����h

Ω(n)
�tw^���fht�Br�ht���tw^g©�%w^�fhB�kr�q�µRÌ*h-�<x|q�w�����w¾��h��<�

Ω(nk2 + k4)
x|w�«ÃhB�Sv/w^}��f�

w^�.rscfhÃg¯�8Ä?yzg�}�g �k}�g#v/hB�Rw<²%�tw^���fht�Br�ht�©�tw^g©�/w^�fhB�pr�qRw<²HrscfhÃ}�g�v����m�<�f�©�
O(nk3)

}����/hB�
v%w^}��f�©w^�Zyzr�q+�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo©yz�¯�-q��thB�fhS�tw^�fq�y|qsrsyz����w<²%��q�hB��gZhB�krRxzyz��cprÍq�w^}����th��<�f�

k
�?y|q¼�sw^yz�kr
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� yz��cpruq�w^}����thtq � w¾«¹hB��v/w^}��f� �����/hB�Sv%w^}��f�
O(1)

�%w^xzopr�w^�%htq�w<²+qsy)Q�h
m Ω(nα(k) + km + k2) O(nα(k) + kmα(k) + k2)

O(k)
�%w^xzopr�w^�%htqSw<²�q�y)Q�h

O(n) Ω(nk + k4) O(nkα(k2) + k4)

b��<v�x|h���P
�dw^}��f��qJw^��rscfh#�tw^g©��x|hLÄ�yzrÁo�w<²+rscfh�}���y|w^�Âw<²+}�g�v����a�<�f�Æ�%hB�k}�g#v����¬���^qsr�w^�¸�
��xG�<�fh�vkoÆ�.q�hBruw<²

k
�?y|q¼��w^yz�pru�%w^xzopr�w^�%htq�w<²�r�w^r��<xE�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo

n
¿�q�w^gZh�w<²�«Sc�y|��cÂ�<��hmxzyz��ckr

q�w^}����thtq�µ

�%w^xzo�r�w^�/htqRw<²»r�w^r��<xH�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo
n
µ���yz�H�<xzxzo�¿k«ÃhS����w���h�rscH�<rRrscfhS}�g#v��������^q�rÍw^�Y�-��xG�<�fhSvpo

�Z�/w^xzo���w^�H�<x�xzyz��ckr-q�w^}����th.�<�f�
k
�tw^�k��hLÄ±w^vfq�r��^�Bx|htqJ���<�±cH�t��h

Ω(n2k3 + nk5)
�tw^���fht�Br�ht�

�tw^g©�%w^�fhB�kr�qm�<�f��cH�^q��tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo
O(n3k3)

µ�bdcfhtq�h.�<��h�rscfh�Îf��qsruv%w^}��f��q�w^��rscfh#q�y)Q�h�w<²
rscfh-}�g#v����©yz�Ær�hB�sgZquw<²�v%w^rsc

k
�<�f�

n
µ

bdcfhtq�h���htqs}�xzr�qJ�<��h�qs}��s���sy|q�yz���¯yz�Ærscfh#q�hB�fq�hmrscH�<r�rscfhBoÆqscfw�« rscH�<r�rscfh�}�g#v����¯���^qsruvko
�Zqsyz����x|h�q�hB��gZhB�pr�xzyz��cpr�q�w^}����thmg¯��o�cH�t��h�g¯�<�koÆ�tw^���fht�Br�ht�>�tw^g©�%w^�fhB�kr�q¾µSbdcfh-²È�^�BrurscH�<r
rscfh�}�g�v�����g¯�to.cH�t��hu²¼w^}��¹�tw^���fht�Br�ht�¯�tw^g©�%w^�fhB�kr�qÃyz�Zrscfhu���^q�h�w<²/rÁ«¹w#rs�syG�<����x|huw^vfqsr��^�Bx|htq
�tw^gZhtq¬�^q¯�Âr�w^r��<xJqs}��s���sy|q�h�µ���}��¯x|w�«¹hB�Yv/w^}��f��qYw<²

Ω(nk2 + k4)
�<�f�

Ω(n2k3 + nk5)�tw^���fht�Br�ht�Y�tw^g©�/w^�fhB�pr�q�¿�²Èw^�
k
�%w^xzopr�w^�%htqRw<²%r�w^r��<xH�tw^g©��x|hLÄ�yzrÁo

n
¿k�<��hS���<rscfhB�R�H�<rscfw^x|w^��y|���<x

yz�Vrscfhaq�hB�fq�h¯rscH�<r�gZw�q�r�w<²urscfhaw^vfqsr��^�Bx|htq©�<��h¬��hB�so*x|w^���*�<�f�:rsc�yz�Nµ���w¾«¹hB��hB��¿R«Ãh��<x|q�w
����htq�hB�kr���x|w¾«¹hB�Sv%w^}��f�ahLÄ��<g©��x|h-w<²

Ω(n)
�tw^���fht�Br�ht�¬�tw^g©�%w^�fhB�kr�q�yz�Yrscfh-���^q�hJw<²ErÅ«Ãw�²È�<r

�%w^xzo���w^�fqSw^�Ã�%w^xzo�r�w^�/htqSw<²��tw^g©��x|hLÄ�yzrÁo
O(n)

µ ¨ w^�f�thB�s��yz���¯rscfh�}����%hB�Sv%w^}��f��qSw<²
O(nk3)�<�f�

O(n3k3)
¿RhB��hB� rscfw^}���c rscfhtq�hYv/w^}��f��q©�<��h¬�fw^r ����7� 	����Rrsyz��ckr�¿RrscfhBo:qs}�vfqsr��<�prsyG�<xzxzo

yzg©����w¾��h©rscfh©w^��xzo>����hB��y|w^}fqsxzo 4p�fw¾«S�¸v/w^}��f��qJ²Èw^�-rsc�y|qm����w^v�x|hBg&«Sc�y|��cÇ«¹hB��h©rscfh�rs�syz��yG�<x
O(n4)

�<�f�
O(n6)

}����/hB��v/w^}��f��q¾µ���yz�H�<xzxzo�¿�yzruy|quyz�kr�hB��htqsrsyz���¬r�wZ�%w^yz�krJw^}�rurscH�<r-hB��hB�Æ²Èw^�
rscfh¹qsyzg©��x|htqsr����^q�hÍw<²f�fw^�?³´�%w^yz�kr�xzyz��ckr+q�w^}����thtq�¿<w^v�r��<yz��yz���-rsyz��ckr�v/w^}��f��q�w^��rscfh¹�tw^g©��x|hLÄ�yzrÁo
w<²�rscfh-}�g�v����Y�<�f��}��f��hB��qsr��<�f�?yz���Yyzr�q�qsrs�s}f�Brs}���hmy|qu�©��hB�so¬��cH�<xzx|hB����yz���Y����w^v�x|hBgÆµ

bdcfhtq�h¯��htq�}�xzr�q�q�cfw�«!rscH�<r#rscfh¬}�g#v����?¿+«Sc�y|��c y|q�v/w^}��f��ht�Vvpo:�<���tq.w<²u�tw^��y|�tq�¿+y|q#yz�?³
rs�syz�fq�y|���<xzxzo�g�}f��c×gZw^��h*yz�prs�sy|���<r�hVrscH�<� rscfh¸²¼}�xzx�xzyz��cpr��8�/hB�p}�g�v���� v%w^}��f�f�<�so�«Sc�y|��c×y|q
v%w^}��f��ht�:vkoÇxzyz�fh¬q�hB��gZhB�pr�qZ�<�f�*²Èw^�#«Sc�y|��c «¹h¬����w���h¬rscH�<r�rscfh¯«Ãw^��qsr�³Å���^q�ha�tw^g©��x|hLÄ�yzrÁo
y|q¹yz�

Ω(nk + k4)
�<�f�

O(nkα(k2) + k4)
¿�«ScfhB��h

α(k)
��hB�fw^r�htqdrscfhJ�fq�hB}f��w<³´yz�p��hB��q�hmw<²Nrscfh

¶S�[4�hB�sg¯�<����²¼}��f�Brsy|w^�Nº<gZw^��htw���hB��¿^y®²?rscfhB��hÍ�<��hRw^��xzo
O(1)

xzyz��cprEq�w^}����thtq½w<²�r�w^r��<xk�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo
m
¿<rscfhB�.rscfhd�tw^g©��x|hLÄ�yzrÁo�w<²Hrscfh¹²¼}�xzxpxzyz��cpr��8�/hB�p}�g�v�����v/w^}��f�f�<�so#y|q½yz�

Ω(nα(k)+km+k2)�<�f�
O(nα(k) + kmα(k) + k2)

µ
bdcfh��H�<�%hB�Ry|qÍw^�s�k�<��y)Q�ht�a�^q+²Èw^xzx|w�«�q�µ�bdcfhu�fhLÄ�rÃq�ht�Brsy|w^�Z����w���y|��htq¹�fw^r��<rsy|w^�a�<�f�Y��hLÎf��y®³

rsy|w^�fq¾µRÌ*hm��yz��hmyz�Âi�ht�Brsy|w^���Z�<xzgZw�qsr�rsyz��cprux|w¾«¹hB�m�<�f��}����/hB�uv/w^}��f��q�w^�>rscfh��tw^g©��x|hLÄ�yzrÁo
w<²�rscfhYv%w^}��f�f�<�soÇv%hBrÅ«ÃhthB� ²6}�xzxdxzyz��cpr©�<�f�V�%hB�k}�g#v����¸���^qsr.w^�ª����xG�<�fh¬vko �Æ�%w^xzo���w^�H�<x
xzyz��cprJq�w^}����th�yz��rscfh�����htq�hB�f�th�w<²R�%w^xzopr�w^�H�<x�w^vfqsr��^�Bx|htq�µSÌ*h#����htq�hB�pr�¿�yz�¸i�ht�Brsy|w^���f¿�}����%hB�
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v%w^}��f��q�w^�arscfh��tw^g©��x|hLÄ?yzrÅoaw<²�rscfh-}�g#v����?¿�yz��i�ht�Brsy|w^� .?¿?x|w¾«¹hB��v%w^}��f��q�w^��rscfh-g¯�8Ä?yzg¯�<x
�p}�g�v%hB��w<²+�tw^���fht�Br�ht�>�tw^g©�%w^�fhB�kr�q�w<²�}�g#v����¯�<�f�Æ�tw^�f�Bxz}f��hmyz�Âi�ht�Brsy|w^���?µ

� ( "/�+���� ����$S"/�����

� hBr
s
v%hu�Jxzyz�fh�q�hB��gZhB�prÃ�<�f�

p
�J�/w^yz�pr�µ�Ì*h���hB�fw^r�hSvpo

〈s, p〉
rscfh�q�hBrÍw<²%xzyz�fhSrs���<�fqs��hB��qT�<x|q

w<²
s
rsc���w^}���c

p
µÇipyzg©yzxG�<�sxzo�¿+²Èw^�Z�<�koÇrs�syz��x|haw<²-q�hB��gZhB�kr�q

s1

¿
s2

�<�f�
s3

¿�«Ãh���hB�fw^r�h¬vko
〈s1, s2, s3〉

yzr�qdq�hBrdw<²Nxzyz�fhJrs���<�fqs��hB��q��<x|q�µ+ÀÁrÍy|qS��«¹hBxzx®³V4��fw�«S�a²´�^�Br¹rscH�<r
〈s1, s2, s3〉

�tw^�fqsy|qsr�q
w<²�xzyz�fhtqav/hBx|w^����yz���ªr�w rscfhÂq��<gZhÂ��hB��}�xz}fq>w<².�:�s}�x|ht��{k}H�^�?�sy|�¸q�}���²È�^�th ,¼q�hth �1U:; U &)(B��*�3Lµ
l±w^��h�����ht�By|q�hBxzo�¿prscfhuxzyz�fhurs���<�fq���hB��q��<x|qÍxzy|h�w^�¬��cko��/hB�sv%w^x|w^y|�¯w<²Ew^�fhJqscfhthBr¹«ScfhB�Yrscfhursc���hth
q�hB��gZhB�kr�q��<��h��H�<yz�s«Sy|q�h.q�4�hB« �<�f���fw^r��<xzx��H�<���<xzx|hBx�r�w¬rscfh�qT�<gZh���xG�<�fh�µ�ÀÅ²Rrscfh.q�hB��gZhB�kr�q
�<��h¯�H�<yz�s«Sy|q�h¯q 4�hB« �<�f�:�<xzx¹�H�<���<xzx|hBx¹r�wÆrscfh¯q��<gZh¯��xG�<�fh�¿½rscfhB�:rscfhZxzyz�fh¯rs���<�fqs��hB��q��<x|q#xzy|h
w^�ª�>cko��/hB�sv%w^xzy|�¯�H�<���<v%w^x|w^y|�»µ ��rscfhB�s«Sy|q�h�¿+rscfhBo*xzy|hYyz� w^�fhYw^��rÅ«ÃwÂ��xG�<�fhtq�µ��JhB�f�tha�<�ko
q�hBrÃw<²Ers���<�fq���hB��q��<x|q�¿�«ScfhBrscfhB�

〈s, p〉
w^�

〈s1, s2, s3〉
¿p²Èw^�sgZq¹�H�<r���cfhtqSw<²��#{k}H�^�?�sy|� ,6�%w�q�qsyzv�xzo

��hB��hB�fhB���<rsyz����r�w¬w^�fh�w^��rÁ«¹w¬��xG�<�fhtq73Lµ-l�w^��htw¾��hB��¿%rscfh#q�hBrJw<²Rrs���<�fqs��hB��qT�<x|qJ�tw^�fq�y|qsr�q-w<²Ã�<r
gZw�q�rmrsc���hthZ�H�<r���cfhtq¾¿½w^��gZw^��h©²¼w^�sg¯�<xzxzo�¿��<rmgZw�qsr�rsc���hthZ�tw^���fht�Br�ht�V�tw^g©�%w^�fhB�kr�q�yz�Çxzyz�fh
q��H�^�th�&ä�2*Åµ½Ì*h¹x|hBr

〈s, p〉
�<�f�

〈s1, s2, s3〉
��hB�fw^r�h¹�fw^r���}fqsr�q�hBr�q�w<²�xzyz�fhtq½v�}�rR�<x|q�w�rscfhdqs}���²´�^�th

�H�<r���cfhtq�rscfhBo¬²Èw^�sgÆµ
� hBr

P
v%h���Îf��yzr�h#q�hBr�w<²R�?y|q¼��w^yz�pr��tw^�p��hLÄÆ�/w^xzo���w^�fquw^���%w^xzo�r�w^�/htqSyz�

R
3
«Syzrsc

L ⊂ Py|��hB�prsy®ÎHht�±�^quxzyz��ckrJq�w^}����thtq�µÍ¶ qs}���²´�^�th
σ = 〈e, v〉

y|q����<xzx|ht���<�����
= � " � �����[��y®²�rscfhB��h�hLÄ?y|qsr
rÁ«¹w:�?y|qsrsyz�f�Br¯w^v?�sht�Br�q

P,Q ∈ P
q�w*rscH�<r

e
y|q¬�<�Êht�?��h>w<²

P
¿
v
�±��hB�sr�hLÄÊw<²

Q
�<�f�

σyz�pr�hB��q�ht�Br�q��¯xzyz��ckr�q�w^}����th�µ-¶·qs}���²´�^�th
σ = 〈e1, e2, e3〉

y|qJ���<xzx|ht�¸�<������� = � " � � ���7�©y®²ÍrscfhB��h
hLÄ?y|qsr�rsc���hth#�?y|qsrsyz�f�Br-w^v?�sht�Br�q

P,Q,R ∈ P
q�w¯rscH�<r

e1

¿
e2

�<�f�
e3

�<��h#��htqs�/ht�Brsyz��hBxzoÆht�?��htq
w<²

P
¿
Q
�<�f�

R
�<�f�

σ
yz�kr�hB��q�ht�Br�qJ��xzyz��ckr�q�w^}����th�µ

¶u�po©��xG�<�fh
Π
yz�kr�hB��q�ht�Br�qd�<�	���N³Åqs}���²È�^�thJw^�Ã�<�
�����p³Åq�}���²È�^�thJyz�¬��q�hBr¹w<²½�<���tqÃw<²½���tw^��y|�

,¼h��^��cÆ�%w�q�qsyzv�xzoYhBg©��rÁo�w^�Ã�%w�q�qsyzv�xzoa��xzyz�fh�q�hB��gZhB�pr73Lµ ��hB�f�th-rscfh�yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�Æv%hBrÅ«ÃhthB�
Π�<�f�"���8�½rscfh����V�<�f�������Æqs}���²È�^�thtqu��hLÎf�fhtq��<���<�s���<����hBgZhB�pr�w<²R�<���tquw<²+�tw^��y|�tq�w^�

Π
µ

��hB��hÍ«¹hd�<��hÍyz�pr�hB��htqsr�ht��yz��rscfhd�<���tq½w<²H�tw^��y|�tq�rscH�<r��tw^�s��htqs�/w^�f�#r�wuq�cH�^��w�« v/w^}��f�f�<�sy|htq¾µ
ÀÁ�©�H�<�srsy|�B}�xG�<��¿�«¹hu�<��h�yz�kr�hB��htqsr�ht�Yyz�Y�<���tq+��htqs}�xzrsyz����²6��w^g�rscfhSyz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�¬v%hBrÅ«¹hthB�

Π
�<�f�

g¯�8Ä?yzg¯�<x�²6��hthuxzyz�fhuq�hB��gZhB�pr�q�ÃrscH�<rÃyz�kr�hB��q�ht�Brd��xzyz��ckrdq�w^}����thJ�<�f�a�<��huq�}����/w^�sr�ht�Yvko¯��xzyz�fh
«Sc�y|��c¯y|qRw^�¯�<������w^�������©qs}���²´�^�th�µ�bdcfhSyz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�Yw<²%rscfhtq�hd²¼��hthSxzyz�fhSq�hB��gZhB�kr�q¹«Syzrsc

Π��hLÎf�fhtqS�<�a�<�s���<����hBgZhB�kr�w<²½�<���tqÃw<²E�tw^��y|�tq¹w^�
Π
«Sc�y|��ca«¹hJ���<xzxHrscfh �[� � � 	�� ����� � � ; ����� �  

w^��rscfh �[� � � 	��'�� � � �
Π
µ

¶��%w^yz�kr
p
y|q�yz�:rscfhZ}�g#v����Æy®²d²Èw^�#�<�ko¸�%w^yz�kr

q
w^�V��xzyz��cpr#q�w^}����th�¿�rscfhYq�hB��gZhB�kr

pqyz�pr�hB��q�ht�Br�q#�<�*w^v?�sht�Br-²¼��w^g
P \ L

µZipyzg©yzxG�<�sxzo�¿
p
y|q-yz�Â²¼}�xzx+xzyz��ckr�y®²Ã²¼w^���<�po��%w^yz�kr

q
w^�:�
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xzyz��cpruq�w^}����th�¿�rscfh�q�hB��gZhB�kr
pq
��w�htqS�fw^rSyz�pr�hB��q�ht�BrJ�<�poaw^v?�sht�BrS²¼��w^g

P \ L
µ ��rscfhB�s«Sy|q�h�¿

py|q�yz��rscfhm�/hB�p}�g�v����?µ
Ì*h>«SyzxzxJg¯�24�hÂhLÄ�r�hB�fqsyz��h�}fq�h±w<²�rscfhÆ²´�^�Br¬rscH�<rYrscfh�v/w^}��f�f�<�so w<²�rscfh>}�g#v���� �<�f�

�%hB�k}�g#v������tw^�fqsy|qsr�q-w<²Ã�<���tqmw<²Ãrscfh.qscH�^��w�«·�<�s���<����hBgZhB�krR,¼q�hth�¿�²¼w^�mhLÄf�<g©��x|h�¿
&)(��2*�3Lµ��Jw<³
rsy|�thÆrscH�<rZ�fw^rY�<xzx��<���tqYw<²JrscfhÆq�cH�^��w�«��<�s���<����hBgZhB�pra�<��h>w^�Êrscfh�}�g�v����Çw^�Z�%hB�k}�g�v����
v%w^}��f�f�<�sy|htq�ºfq�w^gZh��<���tqu�tw^�s��htqs�%w^�f��r�w©w^rscfhB��xzyz��cprsyz���Y�?y|q��tw^�prsyz�k}�yzrsy|htq�µ

bdc���w^}���cfw^}�rZrsc�y|q��H�<�/hB��¿Í«¹ha�tw^�fqsy|��hB�©rscfh¬��hB��y|w^�fq©w<²u}�g�v����Ç�<�f�:�%hB�k}�g#v����¸w^�Ê�
��xG�<�fh����^qsrJvko��Yq�hB��gZhB�prJxzyz��cprmq�w^}����th#w^�J�%w^xzop��w^�H�<x�xzyz��ckrmq�w^}����th6,¼q73�yz�±rscfh�����htq�hB�f�th.w<²
�tw^�p��hLÄ��/w^xzo���w^�fq�w^���%w^xzopr�w^�%htq�µ

� � �����¬�+�-,�! �"%$  Y��,��#'�$S"/�

Ì*h���ht���<xzxHcfhB��huq�w^gZh�qsrs���<yz��ckr�²Èw^�s«Ã�<���a�<�f�Z«ÃhBxzx®³V4p�fw¾«S�Y����w^�%hB�srsy|htqÃw<²%rscfh��/hB�p}�g�v������<�f�
��yz��h.v%w^}��f��qmw^�¸rscfh©�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo¸w<²¹rscfh©�tw^g©gZw^�*v%w^}��f�f�<�soÂw<²¹rscfh.�%hB�k}�g�v����>�<�f�Ârscfh
²¼}�xzx�xzyz��ckr�µ©ÀÁ�Ârsc�y|qmq�ht�Brsy|w^�¸«¹h©��hL²ÈhB�-r�warscfh.}���y|w^�*w<²Ãrscfh.}�g#v����Æ�<�f�Â�%hB�k}�g�v����>�^q-rscfh
�7� � � 	)� � � ;�� 	 � µ
K ¤ Ô�LRÐ ¤8£ Ñ����©bdcfh.qscH�^��w�« ��hB��y|w^�*���^q�rJvpo±�¯xzyz��ckr�q�w^}����th.w^�*�Y��xG�<�fh.yz�Ârscfh#����htq�hB�f�th
w<²+w^vfqsr��^�Bx|htqSy|q�rscfhm}���y|w^�>w<²R�<xzxNrscfhmqscH�^��w�« ��hB��y|w^�fqu���^qsrSvpo�h��^��c>w^vfqsr��^�Bx|h�µ
K ¤ Ô�LRÐ ¤8£ Ñ����dbdcfhmqscH�^��w�« ��hB��y|w^�Æ���^qsrSw^�Æ�#��xG�<�fh

Π
vko¬�#�%w^xzop��w^�H�<x%xzyz��cpr�q�w^}����th

S
yz�

rscfh-����htq�hB�f�thmw<²�w^�fh-�%w^xzopr�w^�%h
P
y|qSrscfh-yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�>w<²�cH�<x®²6³´��xG�<�fhtqSyz�

Π
¿�h��^��c>w<²�«Sc�y|��c

y|q#��hLÎf�fht�:�^q�rscfh©yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^� w<²
Π
«Syzrsc �acH�<x®²6³Åqs�H�^�thZrscH�<r��tw^�kr��<yz�fq

P
v�}�r��fw^r

S
¿Ey|q

v%w^}��f��ht�avkoa����xG�<�fh-r��<����hB�kr�r�w�v%w^rscÆw<²½rscfhBgÆ¿f�<�f���tw^�pr��<yz�fq��<��ht�?��hmw<²�w^�fhmw<²�rscfhBgÆµ
��w^r�hmrscH�<rurscfhtq�h-rÅ«ÃwZ����w^�%hB�srsy|htq�yzg©��xzoarscH�<r�rscfhmv%w^}��f�f�<�so�w<²�rscfh�q�cH�^��w�« ��hB��y|w^�>y|q

w^��xzoa�tw^g©�%w�q�ht�Æw<²�xzyz�fh�q�hB��gZhB�kr�quyz�f�?}f�tht��vko�� �»³Åqs}���²´�^�thtq�µ
	 IEÐpÔ ¤ Ð � ����
���� �[	�����)� ���  �� 	 �  ���� �7� � � 	�� ���V;���	 � � � �  !	 � ��J��� � � ��� ���1�  !	 �

k� ����>	�� �  
�	�� �  V	�<���R	 �� V	! ������ 	�����������  ��
n � �>	����R	 � � �E� ���"�O����� � ;��  �>	 " �,�7��� � � � � � �  ����

�9	O� �  � � �1� � � � Ω(nk + k4)
� ���

O(nkα(k2) + k4) � � ����� �
α(k)

� � � 	! ���  ����! �]� "�� 	O=
� � �2�>� �1�'	 �  ������ ��������� � �#� � "E� �� ���	 � U�� �  ������ � ��� �?	 � �:�

O(1)
� � ;2�  ��>	 " �,�7��� 	 �  V	  ����

�[	�����)� ���  ��
m �  ���� �  ���� � 	O� J�)���O�  ��'	 �� ���� �[� � � 	�� ���V;���	 � � � � �

Ω(nα(k) + km + k2)� ���
O(nα(k) + kmα(k) + k2)

U
 � 	1	 �]U �Ão�~+��w^�/hB�srÁo��?¿�rscfh#qscH�^��w¾«×���^q�r�w^�±�Z��xG�<�fh

Π
vpo>�©�%w^xzop��w^�H�<x�xzyz��ckr-q�w^}����th#yz�

rscfh.����htq�hB�f�th©w<²Ãw^�fh.�%w^xzopr�w^�%h.y|q��¬�tw^�k��hLÄ¸�/w^xzo���w^�Nµ���}��srscfhB�sgZw^��h�¿Ey®²drscfh.xzyz��ckr�q�w^}����th
cH�^q

m
ht�?��htq¹�<�f�¯rscfhS�/w^xzo�cfht�?��w^�¯cH�^q

ni

ht�?��htq�¿prscfh�qscH�^��w�«É��hB��y|w^�Yyz�
Π
cH�^q

O(ni +m)ht�?��htq¾µ �Ão ~+��w^�%hB�srÅo (�¿RrscfhÆq�cH�^��w�« ��hB��y|w^�ªyz�ªrscfh�����htq�hB�f�thÆw<²
k
�%w^xzopr�w^�%htq©w<²Jr�w^r��<x

�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo
n
y|qÃrsck}fqdrscfhJ}���y|w^��w<²

k
�tw^�k��hLÄ¬�/w^xzo���w^�fqdw<²Er�w^r��<xN�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo

O(n + km)
¿
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light

full light

shadow

full light

shadow
x

z

y

light

,È�63 ,6v�3

��yz��}���h-(OP
Ω(k2)

�<�f�
Ω(kα(k))

x|w�«ÃhB�uv%w^}��f��q�µ

«Sc�y|��cÆcH�^qS�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo
O((n + km)α(k) + k2)

&)(�*ÅµRbdcfhmq��<gZhJv%w^}��f��qScfw^x|�ay®²½rscfhB��h��<��h
O(1)

xzyz��ckrmq�w^}����thtq-w<²Ír�w^r��<x��tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo
m
µ-ipyzg©yzxG�<�sxzo�¿%y®²

O(k)
w<²Rrscfh��%w^xzopr�w^�%htqJw<²Rrscfh

q��thB�fhd�<��hÃxzyz��cprRq�w^}����thtq�¿�w<²Hr�w^r��<xf�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo
n
¿^rscfhdqscH�^��w�«ª��hB��y|w^�©y|q�rscfhÃ}���y|w^�Zw<²

O(k2)�tw^�p��hLÄ#�%w^xzop��w^�fq�w<²Hr�w^r��<x��tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo
O(nk)

¿^«Sc�y|��c.cH�^q+�tw^g©��x|hLÄ�yzrÁo
O((nk)α(k2)+k4)

µ
�fw^�urscfhm����w�w<²Rw<²+rscfh�x|w�«ÃhB��v%w^}��f��q�¿�«Ãh��tw^�fqsy|��hB��rscfhm²Èw^xzx|w�«Syz���a�tw^xzx|ht�Brsy|w^��w<²RhLÄf�<g.³

��x|htq¾µ+ÀÅ�>�<xzxE�tw^�fq�rs�s}f�Brsy|w^�fq�rscfh�qscH�^��w¾« ��xG�<�fh
Π
y|qSrscfh-��xG�<�fh

z = 0
µ

Ω(k2)
¥ F Õ

Ω(k4)
Ð�� ¥ � L $ Ð ¢ �#��hL²¼hB��r�w ��yz��}���h�(�µuÌ*h��tw^�fqsy|��hB�m�Z�%w^yz�krJxzyz��ckrmq�w^}����th

�<rm�YcfhByz��ckr
z
,6xG�<�s��h.hB�fw^}���c�3-�<�f�¸�Z���sy|�Â�tw^�fqsy|qsrsyz����w<²

k
rsc�yz�Âcfw^�sy)Q�w^�kr��<xÃ�<�f���H�<���<xzx|hBx

��ht�Br��<����x|htq��<rScfhByz��ckr
z = 1

r�w^��hBrscfhB��«Syzrsc
k
w^rscfhB��rsc�yz��cfw^�sy)Q�w^�pr��<x½�<�f�a�H�<���<xzx|hBxN��ht�Br��<�?³

��x|htq-�<r�cfhByz��cpr
z = 2

µSbdcfhBoa²Èw^�sg��Z���sy|�>w<²RqscH�^��w¾«×w^����xG�<�fh
Π
«Sc�y|��c±cH�^qJqsy)Q�h

Ω(k2)
µ

��hB��xG�^�Byz���ÂrscfhY�%w^yz�kr.xzyz��cprZq�w^}����th¬vko
k
�/w^yz�pr.xzyz��ckrZq�w^}����thtq���hB�so:�Bx|w�q�hYr�w±h��^��cÊw^rscfhB�

��yz��htq¾¿�qsyzg©yzxG�<�sxzo�¿��.qscH�^��w¾« ��hB��y|w^��w<²+�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo
Ω(k4)

µ

Ω(kα(k))
Ð�� ¥ � L $ Ð��d��hL²¼hB�¹r�w��½yz��}���h (�µ+¶��k�<yz�N¿prscfh�xzyz��ckrSq�w^}����th�y|qS���%w^yz�krÃ«SyzrscaxG�<�s��h

�%w�qsyzrsyz��h
z
³Å�tw�w^���?yz�H�<r�h�µ*Ì*ha�tw^�fqsy|��hB�Z�±q�hBr�w<²

k
xzyz�fhaq�hB��gZhB�pr�q.yz� ��xG�<�fh

z = 1
,6«Syzrsc

�%w�qsyzrsyz��h
y
�twpw^���?yz�H�<r�htq73�cH�t��yz���f¿�yz�©rscH�<rR��xG�<�fh�¿��<�©}����/hB�RhB�p��hBx|w^�/h�w<²»qsy)Q�h

Ω(kα(k))
&)(��6*Åµ

Ì*h�rs���<�fq�²Èw^�sg&h��^��c¸xzyz�fh.q�hB��gZhB�prmyz�kr�wÆ�Yrs���<�/h>Q�w^y|�Âxzyz�<4�yz���ayzr-r�wYyzr�qJ����w<�sht�Brsy|w^�*w^�Ârscfh
y = 0

xzyz�fh?,6yz� ��xG�<�fh
z = 1

3Lµ:Ì*h¬��hBr¯�Âq�hBr©w<²�rs���<�%h>Q�w^y|��q©«Scfw�q�h�qscH�^��w¾«�¿Ryz�ª��xG�<�fh
z = 0

¿/²Èw^�m�Y�%w^yz�krmxzyz��cpr�q�w^}����th©�<r-xG�<�s��h©hB�fw^}���c
z
y|qJvH�^qsy|���<xzxzo�rscfh�}����%hB��hB�k��hBx|w^�%h©w<²

rscfh-q�hB��gZhB�pr�q�µR�Jw^r�h-rscH�<rSrscfhJrs���<�/h>Q�w^y|��q����<�Æh��^q�yzxzo¯v%h�g¯�^��hm�?y|qÈ��w^yz�prSvko¬��xG�^�Byz���©rscfhBg
yz�Æ�?y��»hB��hB�kr�cfw^�sy)Q�w^�kr��<x½��xG�<�fhtq���hB�soa�Bx|w�q�hmr�w.��xG�<�fh

z = 1
µ

Ω(nα(k))
Ð�� ¥ � L $ Ð ���uhL²ÈhB��r�w ��yz��}���h©�?µ ��yz��qsrJgZwp�?y®²¼o�rscfh©�<v/w¾��h

Ω(kα(k))
hLÄf�<g©��x|h

q�}f��cZrscH�<r¹rscfhSx|hL²6r��Å��hB�srsy|���<x��uqsy|��h�w<²Nh��^��cYrs���<�/h>Q�w^y|�¯cH�^qÍqsx|w^�%h
γ
�<�f�Zrscfh��syz��ckr��Å��hB�srsy|���<x��

Ú½Ú
ãOW<X�Y[Z]\
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q�y|��hÆcH�^q¬qsx|w^�/h
−γ

¿Ã²Èw^�Yq�w^gZh
γ
xG�<�s��h±hB�fw^}���cNµ �Jw�«�¿�vkoÊq�w^gZh�qs}�yzr��<v�x|h�q����<xzyz���f¿S«¹h

g¯�24�h©�<xzx�qsx|w^�%htqJw<²¹rscfh#��hB�srsy|���<x�«d�<xzx|qmqsrs�sy|�Brsxzo>qsg¯�<xzx|hB�-rscH�<� kπ
n

µ-¶Jq�q�hBg�v�x|h n
k

�tw^��y|htqmw<²
rscfhY����hB��y|w^}fq��tw^�fq�rs�s}f�Brsy|w^�Vyz�pr�w¸�ÆxG�<�s��hY��hB��}�xG�<� n

k

³´��w^�V«ScfhB��hah��^��cªqsy|��hYy|q�¿�yz�Ç²´�^�Br�¿R�
kα(k)

}����%hB�¹hB�k��hBx|w^�%h�µ ��yz�H�<xzxzo�¿krsc�y|qÃ�tw^�fqsrs�s}f�Brsy|w^�a���<�¯v%h�q�hthB�a�^q
k
�tw^�p��hLÄ

3n
k

³´��w^�fqÍvko
�tw^���fht�Brsyz���a�<xzxNw<²�rscfh n

k

�tw^��y|htq�w<²�rscfhmq��<gZh�rs���<�/h>Q�w^y|��vpo�hLÄ�r�hB�f�?yz���ZrscfhByz�u«Ã�<xzx|q�µ
bdc�y|q#q�hBr�w<²

k
�tw^�k��hLÄ

3n
k

³´��w^�fq¾¿�hBg#v/ht����ht�:yz�:�?y��»hB��hB�kr.cfw^�sy)Q�w^�pr��<xÃ��xG�<�fhtq��Bx|w�q�hYr�w
rscfh

z = 1
��xG�<�fh�¿fhB����hB�f��hB��¿fyz��rscfhm����htq�hB�f�th�w<²+���%w^yz�kruxzyz��ckruq�w^}����th#�<rSxG�<�s��h�hB�fw^}���c

z
¿

q�cH�^��w�«�quw<²+�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo
nα(k)

µ

3n

k
-gon containing an in-

stance of the same segment

in each of the n

k
copies of

the upper envelope

light source

k convex 3n

k
-gons

��yz��}���h���P
Ω(nα(k))

x|w�«ÃhB�uv%w^}��f�»µ
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Ω(mk)
Ð�� ¥ � L $ Ð �S�uhL²ÈhB�Ír�w ��yz��}���hJ�?µ�Ì*hu}fq�hJ��cfw^�sy)Q�w^�kr��<x

m
³´��w^���^qÍxzyz��cprÃq�w^}����th-�<�f�

�#rsc�yz����ht�Br��<����x|h��^quw^vfqsr��^�Bx|h�µRbdcfhB��rscfhmqscH�^��w¾«�cH�^q
Ω(m)

q�y)Q�h�µ ��q�yz����g#}�xzrsyz��x|h��tw^��y|htq
w<²�rscfhaw^vfqsr��^�Bx|h¬qs}f��cVrscH�<r�rscfha�?y��%hB��hB�pr©qscH�^��w�«�qZ�<��h¬�?y|q¼�sw^yz�kr.h��^qsyzxzo*��yz��htq©�<�

Ω(mk)hLÄf�<g©��x|h�µ

full light

light

shadow

obstacle

full light

light

obstacles

shadow

��yz��}���h���P
Ω(mk)

x|w�«¹hB��v/w^}��f�»µ

bdcfhB��h+y|qNqsrsyzxzxk�Sq�g¯�<xzx��k�<��v/hBrÁ«¹hthB�#rscfh
Ω(nk+k4)

x|w�«ÃhB�Ev%w^}��f���<�f�-rscfh
O(nkα(k2)+

k4)
}����/hB�dv%w^}��f�¬�<�f�¬v%hBrÅ«ÃhthB��rscfh

Ω(k2 +mk +nα(k))
x|w¾«¹hB�Sv%w^}��f���<�f�¯rscfh

O(k2 +
mkα(k) + nα(k))

}����%hB�©v/w^}��f�»µ ÀÁ�V²È�^�Br©«Ãh��tw^�^��ht�Brs}���h�rscH�<r©rscfhax|w¾«¹hB�Yv/w^}��f��qZ�<��h
rsyz��cprÍv%ht���<}fq�h�rscfhuqscH�^��w�«�qÃw<²»rscfhu�?y��»hB��hB�kr¹w^vfq�r��^�Bx|htq¹���^qsrÍvko¯�mqsyz����x|huxzyz��ckrÃq�w^}����th�cH����h
q�w^gZh�qsyzg©yzxG�<�syzrÅo�«Syzrsc�cfw^gZw^rscfhBrsy|������w<�sht�Brsy|w^�fqJw<²�rscfh�xzyz��ckr�¿%�<�f��rscfh�}���y|w^�±w<²

k
�tw^�p��hLÄ

cfw^gZw^rscfhBrsy|�
m
³´��w^�fq-y|q

Θ(mk)
qsyz�f�th�rÅ«¹w>�tw^�k��hLÄ�cfw^gZw^rscfhBrsy|�Z�/w^xzo���w^�fqJyz�kr�hB��q�ht�Br�yz�*�<r

gZw�q�rSrÅ«¹w¯�/w^yz�pr�q &)(O(�*Åµ

� � ���Y��"  ¬��,��#' �

ÀÁ�*rsc�y|q�q�ht�Brsy|w^�Ç«ÃhZ����w¾��h¯rscfhZ²¼w^xzx|w¾«Syz����rÁ«¹w�}����/hB�#v/w^}��f��q�w^�ÇrscfhY�tw^g©��x|hLÄ�yzrÁoÇw<²Srscfh
}�g#v����©���^qsr�vpoa�Zq�hB��gZhB�kr�xzyz��cpr�q�w^}����thmw^�u�/w^xzo���w^�H�<xNxzyz��ckr�q�w^}����th6,¼q73dw^�>�.��xG�<�fh�µ
	 IEÐpÔ ¤ Ð � � � 
���� � 	O� J�)���O�  �� 	 �  ���� " ����� ��� � �  -	 � � �� � � �'��� 	 � � �1� ;���� �  !� � ;��  
�]	 " �,�[�S� �  ����@������]� � �7�!	 �

k
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Ì*hÃ«Syzxzxf�^�Brs}H�<xzxzo�����w���h��<�.}����/hB�+v%w^}��f�.w^�.rscfhÃ�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo.w<²�rscfhdqscH�^��w¾«��<�s���<����hBgZhB�kr
«Sc�y|��c#o�y|hBx|��qNrscfh¹q��<gZh+v%w^}��f�m²Èw^�Erscfh¹�tw^g©��x|hLÄ�yzrÁo�w<²?rscfhÍ}�g�v����?µ��Jw^rsy|�thRrscH�<r�¿<yz��rscfh¹���^q�h
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w<²Í�¯qsyz����x|h#q�hB��gZhB�krJxzyz��ckr-q�w^}����th�¿Hrscfh �����p³Åq�}���²È�^�thtq
σ = 〈e1, e2, e3〉

rscH�<r��tw^�prs�syzv�}�r�h.r�w
rscfh�qscH�^��w�« �<�s���<����hBgZhB�kr��<��huq�}f��c¯rscH�<rÃw^�fhuw<²

e1

¿
e2

w^�
e3

y|qRrscfhuq�hB��gZhB�krÍxzyz��cprÃq�w^}����th�µ
ipyzg©yzxG�<�sxzo�¿�«ScfhB�Z�tw^�fqsy|��hB�syz��� ���N³Åqs}���²È�^�thtq

σ = 〈e, v〉
hByzrscfhB�

e
y|q�rscfhdq�hB��gZhB�kr+xzyz��cprRq�w^}����th

w^�
v
y|q�w^�fhmw<²�yzr�q�hB�f�?�/w^yz�pr�q�µ
Ì*h#����w¾��h©bdcfhtw^��hBg �¯vpo��tw^�fqsy|��hB�syz���>�¯��xG�<�fh���w^r��<rsyz���>�<v/w^}�r-rscfh�xzyz�fh.qs}����%w^�srsyz���

rscfh�q�hB��gZhB�krYxzyz��ckraq�w^}����th�µ ��yz��qsr�¿Ãy®²-rscfh�q�hB��gZhB�kr¬xzyz��ckr¬q�w^}����th�¿
s
¿Ãy|q¯�fw^r¯�H�<���<xzx|hBxJr�w

rscfh�qscH�^��w¾« ��xG�<�fh
Π
¿/«¹h©�<����xzo±�¯����w<��ht�Brsyz��h�rs���<�fq�²Èw^�sg¯�<rsy|w^�¸r�w¬rscfh#q��thB�fh�¿»q�hB�f�?yz���ar�w

yz�?Îf��yzrÁoªrscfh��%w^yz�kr¯w<²myz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�Év%hBrÅ«ÃhthB��rscfh�xzyz�fh��tw^�kr��<yz��yz���
s
�<�f�ª��xG�<�fh

Π
ºSrsc�y|q

��w�htq��fw^r���cH�<����hYrscfh¯�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅoÇw<²SrscfhYqscH�^��w�« �<�s���<����hBgZhB�kr�µ>Ì*hZ���<�Çrscp}fq.�^q�qs}�gZh
yz��rscfh���htqsrJw<²Rrsc�y|q�q�ht�Brsy|w^��rscH�<r�rscfh#q�hB��gZhB�pr�xzyz��cprJq�w^}����th�y|qu�H�<���<xzx|hBx½r�w

Π
µSbdcfh�qs«¹hthB�

��xG�<�fh�¿���hB�fw^r�ht�
π
¿pyz�kr�hB��q�ht�Br�q¹rscfhuq�cH�^��w�«���xG�<�fhuyz�¬�-xzyz�fhu�H�<���<xzx|hBx�r�w

s
ºp«¹hu«Syzxzx�q���o�rscH�<r�¿

rsc���w^}���cfw^}�r�rscfh�qs«ÃhthB�N¿�rsc�y|qSxzyz�fhmgZw¾��htqS²¼��w^g x|hL²6r�r�w.�syz��cpr�µ
Ì*h©qsr��<�srm«Syzrsc*rÅ«Ãw�����hBxzyzg©yz�H�<�soÂx|hBg©g¯�^q��tw^�f�thB�s��yz���Ærscfh.yz�pr�hB��q�ht�Brsy|w^�fq#rscH�<r��<�¸yz�?³

q�r��<�f�th�w<²½rscfh�q�«¹hthB�Æ��xG�<�fh����<�>cH�t��h�«Syzrsc�rscfh�qscH�^��w�« �<�s���<����hBgZhB�kr�µ
� hBr

α
v/h#rscfh#�tw^��y|��rscH�<r-y|qJrscfh�yz�pr�hB��q�ht�Brsy|w^�*w<²Írscfh.qscH�^��w¾«×��xG�<�fh

Π
�<�f��rscfh �����p³

q�}���²È�^�th
σ = 〈s, e1, e2〉

«ScfhB��h
s
y|q-rscfh©q�hB��gZhB�krmxzyz��cpr�q�w^}����th�¿

e1

�<�f�
e2

�<��h.rÅ«¹w>w^rscfhB�
q�hB��gZhB�kr�q�¿H�<�f�Æx|hBr

π
v/h�����xG�<�fh��tw^�pr��<yz��yz���Yrscfh-xzyz��cpr�q�w^}����th

s
�<�f��yz�pr�hB��q�ht�Brsyz���

Π
µ

�ÍÐ �"�*¥�� � � �
s � e1 �

� ���
e2

�O���  �������
� �]� � ��� �  ���� �
π
� �  �>� �1���� �

α
� � �! �-	 �  ����� � ;��)�

<	�� �  U
 � 	1	 �]U ��yz��qsr�¿�qsyz�f�th

s
y|q¹�H�<���<xzx|hBx»r�w

Π
¿?�<�koYrs���<�fqs��hB��q��<x%r�w

s
�<�f�¬r�w.���%w^yz�krdyz�

α∩π
xzy|htq

yz����xG�<�fh
π
µSÀÅ²+rscfh�yz�pr�hB��q�ht�Brsy|w^�Âv/hBrÁ«¹hthB�

π
�<�f�

e1

w^�
e2

y|q�hBg©��rÁo�¿�rscfhB��h�hLÄ?y|qsr�q��fw¯xzyz�fh
r��<����hB�prÍr�w-rscfhdrsc���hth�q�hB��gZhB�kr�qRyz�

π
�<�f�.rscp}fq

π
��w�htq+�fw^rÍ�B��w�q�q

α
µ ��rscfhB�s«Sy|q�h�¿pq�hB��gZhB�kr�q

e1

�<�f�
e2

yz�kr�hB��q�ht�Br
π
yz�¸rÁ«¹w��%w^yz�kr�q

p1

�<�f�
p2

¿%��htqs�%ht�Brsyz��hBxzo�µ©bdcfh.xzyz�fh©��hLÎf�fht�¸vko
p1�<�f�

p2

y|q-rscfh©w^��xzo>xzyz�fh�rscH�<rmy|q-�%w�q�qsyzv�xzo��Yrs���<�fqs��hB��qT�<x+r�wYrscfh�rsc���hth©q�hB��gZhB�pr�qmyz�
π
,6yzr

g¯��o��fw^rmyz�pr�hB��q�ht�Br�rscfhZq�hB��gZhB�kr
s
3Lµ �JhB�f�th.rscfhB��hZhLÄ?y|qsr�q��<rmgZw�qsr�w^�fh.rs���<�fqs��hB��q��<xÍyz�

π«Sc�y|��c>��hLÎf�fhtquhLÄf�^�Brsxzo�w^�fh-�/w^yz�pruw^�
α
µ

��w^rsy|�thYrscH�<r#rscfhY����ht�tht�?yz���¸x|hBg©g¯�>yzg©��xzy|htq.rscH�<r#rscfh¬�tw^��y|�¬�<���tq©�<��hYgZw^�fw^r�w^��y|�ayz�
rscfhm�?yz��ht�Brsy|w^�±w<²�rscfh�qs«¹hthB� ,¼w^�srscfw^��w^�H�<x½r�w

s
3Lµ

�fw^�mrscfh���htqsrmw<²¹rscfh�����wpw<²Ã«¹h©�tw^�fqsy|��hB���<�*�<�s���<����hBgZhB�pr
A
w<²d�<���tqmw<²d�tw^��y|�tq-«Sc�y|��c

�tw^�pr��<yz�fq-rscfh.qscH�^��w�«·�<�s���<����hBgZhB�kr�µ�Ì*h�«Syzxzx+htqsr��<v�xzy|q�cÂ�<�Â}����%hB��v%w^}��f�Âw<²
O(nk3)

w^�
rscfh��tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo>w<²

A
«Sc�y|��c±«Syzxzx�o�y|hBx|�Ærscfh#v/w^}��f�±w<²Íbdcfhtw^��hBg �?µubdcfh.�<�s���<����hBgZhB�kr

A�tw^�fq�y|qsr�q�w<²�rscfh�yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^��w<²
Π
«Syzrsc ,6y83drscfw�q�hmxzyz�fhtq�rscH�<rJ�<��hmrs���<�fqs��hB��q��<x½r�w.rscfh�xzyz��ckr

q�w^}����th
s
¿��<�f��rscfhÃht�?��htq

e1

�<�f�
e2

w<²HrÅ«Ãw�w^rscfhB���/w^xzo�r�w^�%htqR�<�f�#rscH�<rR��wJ�fw^r�yz�kr�hB��q�ht�Br+rscfh
yz�pr�hB�sy|w^��w<²½rscfhtq�hJ�%w^xzopr�w^�%htq ,6rscfh-�tw^���fht�Br�ht�Æ�tw^g©�/w^�fhB�pr�q�w<²Erscfhtq�hJxzyz�fhtqÃ²Èw^�sg!�H�<r���cfhtq�w<²
�����p³Åqs}���²´�^�thtq73¹�<�f� ,6yzy83Rrscfw�q�h�xzyz�fhtqÃrscH�<rS�<��h�rs���<�fqs��hB��q��<x%r�w.�m��hB�sr�hLÄ��<�f�¬�<�aht�?��h-w<²NrÅ«¹w
�%w^xzo�r�w^�/htq�¿½w^�fh¯w<²�«Sc�y|��cÇy|q#rscfh¯q�hB��gZhB�pr�xzyz��ckr.q�w^}����th�¿+�<�f�*rscH�<r���w��fw^r�yz�pr�hB��q�ht�Br�rscfh
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yz�pr�hB�sy|w^��w<²½rscfhtq�hJ�%w^xzopr�w^�%htq ,6rscfh-�tw^���fht�Br�ht�Æ�tw^g©�/w^�fhB�pr�q�w<²Erscfhtq�hJxzyz�fhtqÃ²Èw^�sg!�H�<r���cfhtq�w<²
� �»³Åqs}���²´�^�thtq73Lµ

Ì*hu�fw¾« �tw^}��prdrscfh��p}�g�v%hB�Sw<²½�B��w�q�qsyz����qÃv%hBrÅ«¹hthB�Æ�<�ayz�fqsr��<�f�thJw<²ErscfhJqs«¹hthB�a��xG�<�fh
π�<�f�Ærscfh��<���tq�yz�

A
µ

�ÍÐ �"�*¥�� � 
��<��J��� � �
π
�� 	�<�����:��� �  �>� �1���� � �! 9�-	 �  

O(k2)
�O�,���!	 �

A
U

 � 	1	 �]U�bdcfh©�<���tq-w<²
A
�<��h.��hLÎf�fht�¸�^q�rscfh�yz�pr�hB��q�ht�Brsy|w^�¸«Syzrsc

Π
w<²Íxzyz�fhtq

`
«Sc�y|��cÇ�<��h�,6y83

rs���<�fq���hB��q��<x�r�wSrscfhRq�hB��gZhB�krExzyz��cpr½q�w^}����th
s
�<�f�mr��<����hB�prEr�wSrÁ«¹w��%w^xzo�r�w^�/htq�¿G,6yzy83/rs���<�fqs��hB��q��<x

r�wZ�<��hB�f�?�%w^yz�kruw<²
s
�<�f�ar��<����hB�pr�r�wZ�<�fw^rscfhB���%w^xzopr�w^�%h�¿?w^� ,6yzyzy83¹rs���<�fqs��hB��q��<xNr�w

s
�<�f�Ær�w

���%w^xzo�r�w^�/h-��hB�sr�hLÄ»µ
¶u�*yz�fq�r��<�f�th

π
w<²SrscfhYqs«¹hthB�V��xG�<�fhZ�fhB��hB������w^�/hB�sxzo¸yz�pr�hB��q�ht�Br�q©�<�V�<���Yw<²drÁop�%h ,6yzyzy83

,¼q�yz�f�thÃq�}f��c¯�<�¯�<���Ãy|q+hByzrscfhB�+yz�f�Bxz}f��ht�.yz�
π
w^�+��w�htq��fw^r+yz�kr�hB��q�ht�Br+yzr73Lµ��Jw�«�¿�y®²

π
yz�kr�hB��q�ht�Br�q

�<���<���Jw<²Ew^�fh�w<²NrscfhJw^rscfhB�drÅ«¹w�rÁop�%htq�¿prscfhB�
π
�tw^�pr��<yz�fqdrscfh��tw^�s��htq��/w^�f�?yz���.xzyz�fh

`
¿p«Sc�y|��c

y|qRr��<����hB�krÃr�wmrÅ«Ãw��%w^xzop��w^�fq¹w<²
P ∩π

µ+ipyz�f�th
P ∩π

�tw^�fqsy|qsr�q¹w<²E�<rRgZw�qsr
k
�?y|q¼�sw^yz�krÃ�tw^�k��hLÄ

�%w^xzo���w^�fq�¿�rscfhB��hJ�<��h
O(k2)

xzyz�fhtqÍyz�
π
rscH�<rd�<��h�r��<����hB�krÃr�wmrÁ«¹w#�/w^xzo���w^�fqÍw<²

P ∩π
¿�cfhB�f�th

rscfh-��htq�}�xzr�µ
 � 	1	 �S	 � 
�����	O�������GUuÌ*hd�tw^�fqsy|��hB�Í�<�©w^�srscfw^��w^�H�<x�²6���<gZhÃyz�.��xG�<�fh

Π
«Scfw�q�h �2�>�  ��&� ���»�8Ä�y|q

y|q��H�<���<xzx|hBxNr�w©rscfhmq�hB��gZhB�pruxzyz��ckr�q�w^}����th
s
º?rscfh�w^rscfhB���8Ä�y|q�y|qS���<xzx|ht�'�G	���� �1	 �  ��O�óµ

Ì*h�Îf��qsr�qscfw¾«·rscH�<r�rscfh.�k}�g#v/hB��w<²Ã����w^�%hB��yz�pr�hB��q�ht�Brsy|w^�Ç�%w^yz�kr�qmv%hBrÅ«ÃhthB�V�<���tq#w<²
Ay|q

O(k2)
rsyzgZhtq�rscfh©�p}�g�v%hB�#w<²��<���tq�µZÀÁr-²¼w^xzx|w¾«�qm²¼��w^g � hBg©g¯�Æ� ,È�<x|w^���>«Syzrsc:�aqsyzg©��x|h

�<�s��}�gZhB�pr�yz�¬rscfhm���^q�hJrscH�<rÃrscfhJrsc���hthmq�hB��gZhB�pr�q��<��hJ�fw^rS�H�<yz�s«Sy|q�h-q�4�hB«�3ÍrscH�<ru�<�ko¬�<���-w<²
A
y|qJhByzrscfhB�-cfw^�sy)Q�w^�kr��<xzxzo±gZw^�fw^r�w^�fh©w^��y|q-�¯��hB�srsy|���<x+xzyz�fh#q�hB��gZhB�pr�µ ¨ w^�fqsy|��hB���<�Â�<���

α0�<�f�>yzr�qu�syz��cprsgZw�qsrmhB�f�?�/w^yz�pr
p
,È�<�ko>w^�fh#y®²

α0

y|q���hB�srsy|���<x83Lµ�Ì*h���cH�<�s��h�r�w
α0

�<xzxE�%w^yz�kr�q
w<²�yz�pr�hB��q�ht�Brsy|w^�ªyz�k��w^xz��yz���

α0

�<�f�V�<xzxS�<���tq#«Scfw�q�h¯�syz��cprsgZw�qsr©hB�f�?�/w^yz�pr�qZ�<��hYq�rs�sy|�Brsxzo*r�w
rscfh-�syz��cpruw<²

p
µ+¶��ko��<���-����w^�%hB�sxzoYyz�pr�hB��q�ht�Br�q

α0

yz�>�<rSgZw�qsr
O(1)

�%w^yz�kr�q�q�w.rscfh-�k}�g�v%hB�
w<²�yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^� �/w^yz�pr�qÆ��cH�<�s��ht��r�w

α0

y|qav/w^}��f��ht� vpoÉrscfhÂ�p}�g�v%hB�>w<².�<���tqa����w^�%hB�sxzo
yz�pr�hB��q�ht�Br�ht�Ævpo�rscfh�qs«ÃhthB�Æ��xG�<�fh��tw^�pr��<yz��yz���

p
µ �¹o � hBg©g¯��.?¿�rscfhB��h��<��h��<r�gZw�qsr

O(k2)q�}f��c��<���tq�µ+bdcp}fq�¿fh��^��c±�<���-y|q���cH�<�s��ht���<r�gZw�qsr
O(k2)

rsyzgZhtq�µ
Ì*hm�fw�« v/w^}��f��rscfh��k}�g#v/hB�Jw<²R�<���tq ,È�<�f��rsck}fqurscfh��p}�g�v%hB��w<²Í�<����hB�f�?�%w^yz�kr�q73S��hB�?³

hB���<rsyz���
A
µ �Í�^��cÆ�<�����tw^�s��htqs�%w^�f��qÃhByzrscfhB�¹r�w.�m�H�<r���c¬w<²½�<�
���¸w^�������Zq�}���²È�^�th�µ ¨ w^�fqsy|��hB�

Îf��q�r¹rscfh5���N³Åqs}���²È�^�thtq¾µ¹ipyz�f�th-hByzrscfhB�Ãrscfh-ht�?��h-w^�drscfhu��hB�sr�hLÄ¬y|qdw^�¬rscfhJxzyz��cpr�q�w^}����th�¿�rscfhB��h
�<��h��<rugZw�qsr

O(n)
qs}f��c>qs}���²´�^�thtq�µ

��w¾«×�tw^�fqsy|��hB�Jrscfh.�<���tqu��hB�fhB���<r�ht�±vko������p³Åq�}���²È�^�thtq�µ � hBr
ni

v/h�rscfh��p}�g�v%hB�mw<²R��hB��³
rsy|�thtq©w<²J�/w^xzo�r�w^�%h

Pi

¿
1 ≤ i ≤ k

µ:bdcfha�k}�g�v%hB�¯w<² �����p³Åq�}���²È�^�thtq©yz�p��w^xz�pyz���Çrscfhaxzyz��ckr
q�w^}����th.�<�f�¸ht�?��htqJ²¼��w^g �/w^xzo�r�w^�%htq

Pi

�<�f�
Pj

y|q
O(ni + nj)

&ä��¿ ¨ w^��w^xzxG�<�so¸�?µä�5*Åµ�bdcfhB�N¿
∑

1≤i<j≤k O(ni + nj) = O(nk)
µ
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bdcfhB��hÍ�<��hÍ�<rNgZw�qsr
O(nk)

�<���tqE��hB�fhB���<rsyz���
A
µ�ipyz�f�th¹h��^��c#�<���+y|qE��cH�<�s��ht�#«Syzrsc#�<rNgZw�qsr

O(k2)
yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�V�/w^yz�pr�q�¿NrscfhB��hY�<��h¯�<r�gZw�qsr

O(nk3)
yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�V�/w^yz�pr�q�µZbdcfh©r�w^r��<x
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L+

µÃÌ*h�w^v�r��<yz��rÅ«¹w
w^rscfhB��q�hB��gZhB�kr�q�¿

R−
1

�<�f�
R−

2

¿fvko¬r��24pyz���Zrscfh�qsopg©gZhBrs�sy|����xG�<�fh
P−

«Syzrsc>��htqs�/ht�Brur�w.rscfh
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,È�63 ,6v�3
��yz��}���h .�P',È�63©ip}��%hB��q�hBrZw<²�rscfh�qscH�^��w¾«
�<�s���<����hBgZhB�kr¬w^�ª��xG�<�fh

Π
µ bdcfh¬²¼w^}��©qscH�^��ht�

��hB��y|w^�fq��<��h�rscfh-��hB��y|w^�fquw<²½}�g�v����?µ ,6v�3¹bdcfhJ²¼w^}����tw^���fht�Br�ht�Æ�tw^g©�%w^�fhB�kr�quw<²½}�g�v����¯�<�f�
rscfhJ²Èw^}���xzyz�fhtqS}fq�ht��yz��rscfhm����w�w<²�w<²+bdcfhtw^��hBg ��µ

xz
³´��xG�<�fh ,6rsc���w^}���c¸�/w^yz�pr

(0,−7, 0)
�<�f�Â«Scfw�q�h#yz�pr�hB��q�ht�Brsy|w^�fqm«Syzrsc¸rscfh.q��thB�fh�y|qmqscfw�«S�

w^� ��yz��}���h��<,¼� 3�3Lµ
��w¾«�¿�«Ãh.qscfw�« rscH�<rJrscfh�²Èw^}��-q�hB��gZhB�kr�q

R+
1

¿
R−

1

¿
R+

2

�<�f�
R−

2

xzy|h�yz�Â�?y��%hB��hB�prm�tw^�?³
�fht�Br�ht�±�tw^g©�%w^�fhB�kr�qmw<²R}�g�v����?µ-ÀÁ��w^����hB�Jr�w¯����w¾��h�rsc�y|qu��htqs}�xzr�¿/«Ãh#hLÄ?c�yzv�yzr�rÁ«¹w¬xzyz�fhtqJw^�
Π
«Sc�y|��c±�tw^�kr��<yz�>�fwZ�/w^yz�pr�yz�Ærscfh-}�g�v����Y�<�f�Æq�hB�H�<���<r�hmrscfhm²¼w^}��uq�hB��gZhB�kr�q��^quqscfw�«S��yz�

��yz��}���h .<,6v�3Lµ
�½yz��q�ru�tw^�fqsy|��hB�Jrscfhm��xG�<�fh

y = 0
�tw^�kr��<yz��yz���¬rscfh�xzyz��cprJq�hB��gZhB�kr

s
�<�f��w^�srscfw^��w^�H�<x�r�w

rscfh#qscH�^��w�«×��xG�<�fh
Π
µ�bdc�y|q���xG�<�fh�yz�pr�hB��q�ht�Br�q

Π
yz�Â�Zxzyz�fh�¿

δ1

¿��^qJqscfw�«S�±yz����yz��}���h!.<,6v�3L¿
�<�f�Çq�hB�H�<���<r�htq

R+
1

�<�f�
R+

2

²¼��w^g
R−

1

�<�f�
R−

2

qsyz�f�th
P+

�<�f�
P−

�<��h¯qsopg©gZhBrs�sy|�Z«Syzrsc
rscfhÆ��xG�<�fh

y = 0
µÉbEw:qscfw�« rscH�<r

δ1

�tw^�pr��<yz�fq¯�fw¸�%w^yz�kr¬w<²Jrscfh>}�g�v����?¿S�tw^�fqsy|��hB�¯rscfh
yz�pr�hB��q�ht�Brsy|w^��w<²+rscfh

y = 0
��xG�<�fh�«SyzrscÆrscfh�q�hB��gZhB�pr

s
�<�f��rscfhmrÁ«¹wZrs�syG�<����x|htq

T1

�<�f�
T2

º
q�hth ��yz��}���h��<,¼�+3LµÇ¶
qsrs}f�?o:w<²JrscfhYv�yzr��<����hB�pr�qZ��hB��h��<x|q.rscH�<r.�fwÂ�%w^yz�kr©w<²

δ1

xzy|htq.yz� rscfh
}�g#v����?µ

��w¾«É�tw^�fqsy|��hB�Ãrscfh���xG�<�fh�w^�srscfw^��w^�H�<x/r�w
Π
¿p�H�<���<xzx|hBx�r�w�rscfh�rÅ«Ãw�rs�syG�<����x|h�cko��%w^r�hB�k}fq�htq

�<�f�±��w^yz����rsc���w^}���c¸rscfh.g©y|�?�%w^yz�kr�w<²
s
µ � hBr

δ2

v%h�rscfh.yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�Çw<²¹rsc�y|q-��xG�<�fh.«Syzrsc
Π
º+q�hth ��yz��}���hR.<,6v�3Lµ �+x|hBgZhB�pr��<�so:�tw^g©��}�r��<rsy|w^�fq©qscfw¾«�rscH�<r�rscfhZxzyz�fh

δ2

q�hB�H�<���<r�htq
R+

1�<�f�
R−

2

²¼��w^g
R−

1

�<�f�
R+

2

µ�bdcfhB��h����<�¬v%hu�fw#�/w^yz�prÃw<²Nrscfh�}�g�v�����w^�
δ2

qsyz�f�th�rscfh���xG�<�fh
yz�pr�hB��q�ht�Br�q�rscfhZxzyz��cpr.q�w^}����thZv�}�r��fw^r�rscfhYrs�syG�<����x|htqR,¼q�hth ��yz��}���h¯� ,È�63�3Lµ>bdc�y|q��tw^g©��x|hBr�htq
rscfh-����w�w<²sµ
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��w^r�hdrscH�<rRrscfh�xzyz�fhSqs}����/w^�srsyz���
s
�<�f�©rscfhdxzyz�fhtq¹qs}����/w^�srsyz����rscfhdrs�syG�<����x|h�cko��%w^r�hB�k}fq�htq

�<��h��H�<yz�s«Sy|q�hJq�4�hB«��<�f�¯�fw^rS�<xzx��H�<���<xzx|hBx%r�w.��qT�<gZhu��xG�<�fh�µ+bdcp}fqdrscfh��tw^�s��htqs�%w^�f�?yz��� ������³
q�}���²È�^�thÍy|q���cko��/hB�sv%w^x|w^y|�.w<²Hw^�fh¹q�cfhthBr½«Sc�y|��c#yz�pr�hB��q�ht�Br�q

Π
yz���ucko��/hB�sv%w^xG�?µ½Ì*h¹��hBr�hB�sg©yz�fh

rscfh�ht{k}H�<rsy|w^� w<²mrsc�y|q¯cpop�%hB�sv%w^xzy|���B}��s��h�r�w*v%h
41y2 − 52xy + 928 = 0

µ bdc�y|qY�B}��s��h
�^�?g©yzr�qÃrÁ«¹w©�^qso�g©��r�w^r�htqÍ«Sc�y|��ca�tw^�pr��<yz�a�fw��%w^yz�krÃyz�Yrscfh�}�g�v������<�f�Y«Sc�y|��c�q�hB�H�<���<r�h�rscfh
�tw^���fht�Br�ht�Â�tw^g©�%w^�fhB�kr�qmw<²R}�g#v����?µ ���fh.w<²Rrscfhtq�h.�^qso�g©��r�w^r�htqJy|q

δ1

�<�f�>«Ãh#�tw^}�x|�±cH����h
��cfw�q�hB�Ærscfh�w^rscfhB�ur�w.v/h

δ2
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��yz��}���hÆ��Pa�Jy|hB«�q©yz�ªrscfh�qs«ÃhthB�Ê��xG�<�fha«SyzrscÊv�yzr��<����hB�kr�q¯rscH�<r¯��hLÎf�fharscfh�}�g#v����?µªbdcfh
�p}�g�v%hB�Ãw<²N�tw^g©�%w^�fhB�kr�qÃw<²»}�g�v�����yz�Zrscfh�yz�pr�hB��q�ht�Brsy|w^�¬w<²»rscfh�q�«¹hthB�¬��xG�<�fh��<�f�©rscfhu��xG�<�fh
z = 0

y|q P@,È�63¹w^�fh-,¼qs«¹hthB����xG�<�fhJrsc���w^}���c
(0, 10, 0)

3L¿A,6v�3ÍrÅ«Ãw ,¼qs«¹hthB����xG�<�fh
P+

rsc���w^}���c
(0, 7, 0)

3L¿A,¼�+3 Q�hB��w ,¼qs«ÃhthB����xG�<�fh
y = 0

3L¿A,¼� 3¹rÅ«¹w ,¼q�«¹hthB�Æ��xG�<�fh
P−

rsc���w^}���c
(0,−7, 0)

3L¿
,¼h+3Ãw^�fh�,¼qs«¹hthB�Æ��xG�<�fh�rsc���w^}���c

(0,−10, 0)
3Lµ
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α

p

��yz��}���h#�GP
Ω(n)

x|w¾«¹hB��v/w^}��f�»µ

��w^r�h©�<x|q�w¬rscH�<r-yz�¸w^}��-hLÄf�<g©��x|h�¿»rscfh�xzyz��ckr�q�w^}����th#y|q-�H�<���<xzx|hBx+r�w¬rscfh.qscH�^��w¾« ��xG�<�fh�¿
�<�f�ÇrscfhB��h¬�<��ha�<x|q�w>g¯�<�koÇqso�g©gZhBrs�sy|htq�µÆ�Jw^�fh¯w<²�rsc�y|q#y|q��B�syzrsy|���<x´ºRrscfh¯hLÄf�<g©��x|h¬���<�:v%h
�%hB�srs}��sv%ht�>�<�f�arscfhm��htqs}�xzruq�rsyzxzx»cfw^x|��q�µ

Ì*h��fw�«É����w���h-�-x|w�«ÃhB�¹v%w^}��f�©²Èw^�+²´�<rR�%w^xzopr�w^�%htq�¿��%w^xzo�r�w^�/htqÍ«Scfw�q�hu�^qs�%ht�BrÍ���<rsy|w�qÃ�<��h
v%w^}��f��ht�a²¼��w^g v/hBx|w¾« vkoÆ���%w�qsyzrsyz��h��tw^�fqsr��<�pr�«ScfhB�

n
��w�htqSr�w©yz�?Îf��yzrÅo�µ

	 IEÐpÔ ¤ Ð ��� � 
���� " �-�>� � � � �  B	 � �9�� � � ����� 	 � � �]� ;O�-� �  J�:�);2�  �>	 " ���[� � �  ����B������]� � �7� 	 �
 �9	 ���! � � � �]	�� �  �	�� �  V	�<��� 	 �  V	! ��O� � 	�����������  ��

n
� � � � � �2�

Ω(n)
� 	 �#� ���� � � � 	����	 � � �  �]U

 � 	1	 �]U ��}��Ãx|w�«¹hB��³´v%w^}��f�ÆhLÄf�<g©��x|h-�tw^�fqsy|qsr�qdw<²Ew^�fh-q�hB��gZhB�krdxzyz��ckr�q�w^}����th
s1

¿?���%w^xzopr�w^�%h
Q2

w<²�qsy)Q�h
O(n)

¿��<�f�>�<�fw^rscfhB���%w^xzopr�w^�%h�¿
Q3

¿�w<²��tw^�fqsr��<�pr�qsy)Q�h�µ+��hL²¼hB�Sr�w ��yz��}���h#��µ
�½yz��q�r½«ÃhS�tw^�fqsy|��hB��rsc���hthÃq 4�hB«Vxzyz�fhtq

l1 ⊃ s1

¿
l2
�<�f�

l3
�<�f�

σ = 〈s1, l2, l3〉
rscfhd{k}H�^�?�sy|�

�H�<r���c�,¼htq73-�tw^�fqsy|q�rsyz���Æw<²¹rscfh.xzyz�fhtqmqsr��<v�v�yz���
s1

¿
l2
�<�f�

l3
µ�ÀÅ�Ârscfh©qscH�^��w¾«·��xG�<�fh

Π
¿%vpo

�^���?yz���aqs}�yzr��<v�x|h#cH�<x®²6��xG�<�fhtq
P2

�<�f�
P3

�^q�w^vfq�r��^�Bx|htq�xzyzg©yzr�ht�±vpo�rscfh�xzyz�fhtq
l2
�<�f�

l3
¿H«Ãh

w^v�r��<yz�
α
¿?��q�yz����x|h��tw^��y|�-�<����w<²

σ∩Π
¿�v%w^}��f�?yz���#rscfh�}�g�v����#«ScfhB��h�rscfh�}�g�v����#y|qÃw^�¯rscfh

�tw^�f������h�qsy|��hmw<²
α
, �½yz��}���h��¾³´x|hL²6r73Lµ

Ì*h��fw�« �tw^�fqsy|��hB�
p1

¿Hw^�fh�w<²Rrscfh#hB�f�?�/w^yz�pr�q�w<²
s1

¿��<�f�
α2

¿
α3

¿frscfh�yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�fq-w<²
��xG�<�fhtq

P2

¿
P3

«Syzrsc�rscfh��tw^�fh�w<²R�<�%hLÄ
p1

�<�f��vH�^q�h
α
, ��yz��}���h#�¾³Å�thB�pr�hB�73Lµ

��hLÄ?r�¿�«Ãh���ht�?}f�thÂrscfhÂw^vfqsr��^�Bx|htq
P2

�<�f�
P3

r�w �tw^�k��hLÄ �/w^xzo���w^�fq
Q2

�<�f�
Q3

vko
xzyzg©yzrsyz���:rscfhBg)vpo��Â�/w^xzo���w^�H�<xJ�<������w�Ä�yzg¯�<rsy|w^� w<²

α2

�<�f�
α3

qs}f��cÉrscH�<r
Q3

��hBg¯�<yz�fq
«Syzrsc�yz�',T�VU8�1U � w^�¬rscfh��tw^�p��hLÄ¬qsy|��h�w<²�3 α3

�<�f�
Q2

yz�kr�hB��q�ht�Br�q
α2 n

rsyzgZhtq , ��yz��}���h��¾³´�syz��ckr73Lµ
bdcfhÃ}�g#v����m���^qsr�vko

s1

w^�
Π
yz�.rscfhd����htq�hB�f�thdw<²

Q2

�<�f�
Q3

rscfhB�©�tw^�fqsy|qsr�q+w<²
n
�tw^���fht�Br�ht�

�tw^g©�%w^�fhB�kr�qÃrscH�<rS�<��hurscfhuyz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^��w<²NrscfhJ�tw^�f���t��hJ��hB��y|w^�aw^}�r�qsy|��h
α
�<�f�Yrscfh��tw^�p��hLÄ

�%w^xzo���w^�ZrscH�<rRy|qRrscfh�yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�aw<²/rscfh��tw^�fh�w<²E�<�/hLÄ
p1

�<�f�©vH�^q�h
Q2

«SyzrscYrscfhS��xG�<�fh
Π
µ
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��w^r�h-rscH�<r�rscfh��/w^xzo���w^�fq
Q2

�<�f�
Q3

�<��h-²È�<r�q�yz�f�th
Q2

�tw^�fqsy|qsr�quw<²+�.q�hB��gZhB�pr��<�f�Æw<²
�<�a�<������wtÄ?yzg¯�<rsy|w^�Æw<²½���tw^��y|�-�<�f�

Q3

y|qÃw<²E�tw^�fqsr��<�krdqsy)Q�h�µ ��yz�H�<xzxzo�¿k�%w^xzo���w^�fq
Q2

�<�f�
Q3���<�>v/h-rs�syz��yG�<xzxzoYrs���<�fqs²¼w^�sgZht��yz�pr�w©²´�<rS�/w^xzo�r�w^�%htqS«Syzrscfw^}�ru��cH�<����yz���Yrscfhm}�g�v����?µ

l2

l3

l2

l3

P2

P3

s1 s1

��yz��}���h���P
Ω(nk2)

x|w�«¹hB��v/w^}��f�»µ
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	 �

k
� ����>	O� �  �<	��:�! V	7#���S	 �  V	! ���� � 	O� J�)���O�  ��

n
� � � � � ���

Ω(nk2)
� 	 �#� ���� � � � 	O� <	 � � �  �1U

 � 	1	 �]U ¨ w^�fqsy|��hB��rsc���hth��fw^�?³´�H�<���<xzx|hBx+q�hB��gZhB�kr�q
s1, l2

¿��<�f�
l3
�<xzx½�H�<���<xzx|hBx½r�w¯rscfh�qscH�^��w¾«

��xG�<�fh
Π
�<�f�¬��xG�<�fhtq

P2 ⊃ l2
�<�f�

P3 ⊃ l3
�H�<���<xzx|hBx»r�w

Π
¿���hL²ÈhB�Ãr�w���yz��}���hm�?µ+bdcfhmqs}���²´�^�th

〈s1, l2, l3〉
yz�kr�hB��q�ht�Br�q

Π
yz���.�tw^��y|�#�<���

α
µ

��w¾«·�tw^�fqsy|��hB��rscfh�²Èw^xzx|w�«Syz���>q�hBrs}��AP
s1

y|qmrscfh.xzyz��ckr#q�w^}����th�º
P2

cH�^q
k
�H�<�s��w�«·��ht�Br�³

�<����}�xG�<�Ycfw^x|htq ,¼w^�¬qsxzyzr�q73��H�<���<xzx|hBx-�<�f�É�<�sv�yzrs���<�soÊ�Bx|w�q�h>r�w
l2
º�qsyzg©yzxG�<�sxzo

P3

cH�^q
k
qsxzyzr�q

�H�<���<xzx|hBx/�<�f�¯�<�sv�yzrs���<�so©�Bx|w�q�hSr�w
l3
µ@,¼¶É��xG�<�fhS«Syzrsc

k
qs}f��c¯qsxzyzr�qR���<�Zv%hdgZw���hBxzx|ht�©vko

O(k)��ht�Br��<����x|htq¾µ 3 �Í�^��c¸�H�<yz�mw<²¹qsxzyzr�q�¿
s2

²6��w^g
P2

�<�f�
s3

²¼��w^g
P3

¿/r�w^��hBrscfhB�-«Syzrsc±rscfh�xzyz��cpr
q�w^}����th

s1

yz�f�?}f�thm�m��y|ht�th-w<²E�%hB�k}�g#v����#yz�
Π
rscH�<rdy|qÃhtq�q�hB�krsyG�<xzxzoa��rsc�y|�[4�hB�fht�a�tw^�koYw<²Nrscfh

�tw^��y|�#�<���
α
µ

Ì*h¯rscp}fq.��hBr#rscH�<r�rscfh¬}�g�v����±�tw���hB��q.rscfhY«Scfw^x|h¬��xG�<�fh
Π
hLÄ��thB��r�²¼w^�

k2
�B}��s��htq.w<²

�%hB�k}�g#v����©rscH�<r��<��h#�<xzxN�Bx|w�q�hmr�w
α
,¼q�hth ��yz��}���h��8³´x|hL²6r73Lµ

�½yz�H�<xzxzo�¿N«¹h.rs�syzg rscfh.rÅ«Ãwa��xG�<�fhtq
P2

�<�f�
P3

¿»�B��h��<rsyz���>�<�
n
³Åqsy|��ht�Â�tw^�p��hLÄÂ�%w^xzo���w^�

w^�
Π
qs}f��c¯rscH�<rRrscfhu��hB��y|w^�Yw^}�r�qsy|��hursc�y|qR�%w^xzop��w^�¯y|qRyz�Zxzyz��cpr¹w^�R�%hB�k}�g#v����#�<�f�Yh��^��cYht�?��h

yz�pr�hB��q�ht�Br�q#�<xzxÍrscfh
k2
�B}��s��htq�µZbdcfh©}�g#v����arscfhB�Ç�tw^�fqsy|q�r�q�w<²

O(nk2)
��hB��y|w^�fq�yz�fqsy|��h.rscfh

�tw^�p��hLÄÆ�/w^xzo���w^���<�f��v%hBrÅ«ÃhthB��rscfh
k2
�tw^��y|�tq ,¼q�hth �½yz��}���h#�8³´�syz��ckr73Lµd��w^r�h�rscH�<rurscfh

O(k)�tw^�p��hLÄYw^vfqsr��^�Bx|htqd���<�ah��^��cav/hurs���<�fq�²Èw^�sgZht�¯yz�pr�w.���/w^xzo�r�w^�%h�vko¯rscfhJ�^���?yzrsy|w^��w<²½��q�yz����x|h
��hB�sr�hLÄa«Syzrscfw^}�r���cH�<����yz���¯rscfhm}�g#v����?µ
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k
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Ω(k4)
� 	 �#� ���� � � �[	����	 � � �  �]U

Û6Þ�ÚEÛ¼Ü



���  ������
	�����������  ���	 ��������� � � ���! � �#" ����� � (10

s1

l2

l3

l
′

2

l
′

3

Π

��yz��}���h 0�P
Ω(k4)

x|w�«ÃhB�uv%w^}��f�»µ

 � 	1	 �]U��uhL²ÈhB�.r�w ��yz��}���h 0?µª¶Jq.yz�Êrscfha����hB�py|w^}fq¯x|w�«ÃhB��³´v/w^}��f� hLÄ��<g©��x|h�¿¹«¹h>�B��h��<r�h
k2

�B}��s��htqmw<²Ã�/hB�p}�g�v����a}fq�yz�����H�<���<xzx|hBx+rsc�yz�¸cfw^x|htq�µ�lÂ�24pyz���>�¬q�ht�tw^�f�Âq�hBr�w<²¹rsc�yz�¸cfw^x|htqmyz�
h��^��c¸��xG�<�fh�¿»«¹h.�B��h��<r�hZ�¬q�ht�tw^�f�±²´�<g©yzxzo�w<²¹�B}��s��htq�w<²Íxzyz��ckr��<�f�Â�%hB�k}�g#v����ayz�kr�hB��q�ht�Brsyz���
rscfh�Îf��q�r�w^�fh�µZbdcfh©}�g#v����ay|qm�fw�«�rscfh©�tw^g©��x|hBgZhB�kr.w<²ÃrscfhZ}���y|w^�Çw<²Ãrscfhtq�h.rÅ«¹w�q�hBr�q�w<²
�B}��s��htqJ�<�f�ayzru�tw^�fqsy|qsr�quw<²

Ω(k4)
�tw^���fht�Br�ht���tw^g©�/w^�fhB�pr�q�µ

Ì*h#�fw¾«·����htq�hB�pr��¯x|w¾«¹hB��v%w^}��f�¸w^�Ârscfh©�tw^g©��x|hLÄ�yzrÁo±w<²Ãrscfh©�<�s���<����hBgZhB�kr
A
¿%yz�krs��w<³

�?}f�tht�>yz�±i�ht�Brsy|w^�>�fµ)(�¿f«Sc�y|��c±����w���htq!,6r�w^��hBrscfhB�u«Syzrsc>rscfh�����wpw<²Rw<²+bdcfhtw^��hBg �63ÃrscH�<rurscfh
�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo�w<²�rsc�y|q��<�s���<����hBgZhB�pruy|q

Θ(nk3)
µ

�ÍÐ �"�*¥ � ��� 
���� �O�7� � � ; �>�-� �  
A

� � �  �>��	 � � �1� ;���� �  9�:�);2�  ��]	 " ���[� � �  ����9�� ���]� � �[� 	 �
k

� 	 � �2� � 	 ���  ����>�����S	 �  V	! ���� � 	�����������  ��
n

� � � � � �2� � �
Ω(nk3)

� 	�����������  ��6U
 � 	1	 �]U�bdcfh©����w�w<²Sy|q�w^v�r��<yz�fht�*vpo¸}fqsyz���ÆxG�<�s��hZw^vfqsr��^�Bx|htq#«SyzrscÇqsg¯�<xzxÍcfw^x|htq�q�w�rscH�<r�rscfh
q�cH�^��w�«Ê��xG�<�fh

Π
y|qÍ�<xzgZw�qsrR�tw^g©��x|hBr�hBxzo.yz�Z}�g#v����-«Syzrsc¯qsg¯�<xzxf�B}��s��htqRw<²%�%hB�k}�g�v������?���t«S�

vpo�����o�q���w^yz���Ærsc���w^}���c*rscfhtq�h.cfw^x|htq�µZip}f��cÇw^vfqsr��^�Bx|htq�«Syzrsc*q�g¯�<xzx+cfw^x|htq����<�¸v%h©�B��h��<r�ht�
}fq�yz���Zq�hB��hB���<xE�tw^�k��hLÄ��%w^xzop��w^�fq¾µ

Ì*h��tw^�fqsy|��hB�Y�Â�tw^��y|�
α
�?���t«S�Êyz�

Π
�<�f���±xzyz�fh

l1
,¼�tw^�kr��<yz��yz���:rscfh�xzyz��ckr¯q�w^}����th+3

yz�pr�hB��q�ht�Brsyz���
Π
yz�����%w^yz�kruw<²

α
µ

� hBr
x1 = α ∩ l1

,
x1

y|qu�<r�yz�?Îf��yzrÁo�y®²
l1
y|qS�H�<���<xzx|hBxEr�w

Π
3S�<�f�

x2

¿
x3

¿
x4

¿
x5

v%h-²Èw^}��
w^rscfhB���/w^yz�pr�q�w^�

α
�<�f�

x6

¿
x7

v/h.rÁ«¹wÆw^rscfhB���%w^yz�kr�q#w^�
l1
¿»rscfhB�V�<�ko¸{k}H�^�?�sy|�Zrsc���w^}���c

rscfhtq�h�q�hB��hB�±�%w^yz�kr�qm�tw^�pr��<yz�fq
α
�<�f�

l1
µ#ipyz�f�th©�Y{p}H�^�?�sy|�.y|q-��hLÎf�fht�Âvko���yz�fh#�%w^yz�kr�q¾¿%vko

��cfwpw�q�yz����rscfhÍrÅ«¹wJw^rscfhB���/w^yz�pr�qEyz���?y��%hB��hB�pr�g¯�<���fhB��q½«¹hÃ���<�#�tw^�fq�rs�s}f�Br��?y��»hB��hB�kr�{k}H�^�?�sy|�tq
�tw^�pr��<yz��yz���

l1
�<�f�

α
µ
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umbra

α

umbra

Π

σ1

σ1, σ2

umbra

lit through
σ1 . . . σk

k2 curves of

light, each lit

through l′
2,i and

l′
3,j

��yz��}���h-(���P
Ω(nk3)

x|w¾«¹hB��v/w^}��f��w^�Ærscfh��tw^g©��x|hLÄ�yzrÁoaw<²R�<�s���<����hBgZhB�kr
A
µ

�½yz��q�rR«¹h��tw^�fq�rs�s}f�BrÃ�mq�hBr¹w<²»{p}H�^�?�sy|�tq�¿
σ1

¿
σ2

µtµtµ
σk

¿p�Bx|w�q�hSr�w^��hBrscfhB��µ ���
σi

«¹h���cfwpw�q�h
rÁ«¹w¸xzyz�fhtq

l2,i

�<�f�
l3,i

¿¹qs}f��cªrscH�<r¯�<xzxSrscfh�xzyz�fhtq
lh,i

²Èw^�Z�<xzx
i
�<�f�Ê�±��yz��hB�

h
�<��hÆ�Bx|w�q�h

r�w^��hBrscfhB��µÇbdcfhB�V«Ãha���<� �tw^�fq�rs�s}f�Br©� ,6�fw^�?³Å�tw^�k��hLÄ 3��%w^xzopcfht�?���<xSw^vfqsr��^�Bx|haw<²�q�y)Q�h
O(k)«Syzrsc rsc�yz�ªcfw^x|htqZ�<��w^}��f�ªxzyz�fhtq

lh,i

²Èw^�
h = 2, 3; 1 ≤ i ≤ k

µÇÌ*h¬�tw^�fq�y|��hB�¯�>��xG�<�fh
P�<v%w���h�¿��<�f�¬�H�<���<xzx|hBx%r�w�¿

Π
rscH�<rÃyz�pr�hB��q�ht�Br�qdrscfh

σi

yz�Æ��²È�<g©yzxzoYw<²E�tw^��y|�tq
βi

rscH�<r��<��h-�Bx|w�q�h
r�w^��hBrscfhB��µaÌ*h¯���<�:�tw^�fqsrs�s}f�Br#yz�Ç��xG�<�fh

P
�Æ�tw^�k��hLÄ

n
³´��w^�

Q
rscH�<r�yz�pr�hB��q�ht�Br�q©�<xzxRrscfhtq�h

�tw^��y|�tq
n
rsyzgZhtq�h��^��cNµ

�ÃhL²Èw^��h#rscfh#yz�prs��wp�?}f�Brsy|w^�*w<²
Q
¿/rscfh���y|�Brs}���h.yz�

Π
y|qm�¬qsxG�<v±w<²¹�/hB�p}�g�v������<��w^}��f�

α
µ

¶S���?yz���
Q
�B}�r�qmrsc�y|qm�%hB�k}�g�v�����yz�

n
��y|ht�thtq�¿E�<�f�»¿»yz�*h��^��c*��y|ht�th�¿NrscfhB��hZ�<��h

k
�?y��»hB��hB�kr

yz�pr�hB�fqsyzrsy|htq�º»yz�f��htht�»¿%«ScfhB�Â«Ãh#gZw¾��h©�¯�%w^yz�kr
p
�<x|w^���

α
²6��w^g �¯�/w^yz�prmqs}f��cÂrscH�<r��<xzx½rscfh

k
rs���<�fqs��hB��q��<x|q-rsc���w^}���c

p
�<�f�

l1
¿
l2,i

¿»�<�f�
l3,i

�<��h��fw^�?³Åw^vfqsrs�s}f�Br�ht�»¿»rscfhtq�h�rs���<�fqs��hB��q��<x|q
rsc���w^}���c

p
��hBr+w^vfqsrs�s}f�Br�ht�©w^�fh��8²¼r�hB�R�<�fw^rscfhB�+vko

Q
}��krsyzxfrscfhBo.�<��hd�<xzxfw^vfq�rs�s}f�Br�ht�Z�<�f�

p
y|q

yz�©rscfhd}�g#v����-,¼q�hth
��yz��}���h (��Jx|hL²6rÍ�<�f�©�thB�pr�hB�73Lµ+bdc�y|qR��hLÎf�fhtq
Ω(nk)

��hB��y|w^�fqRw<²/�%hB�k}�g#v����
w<²+�?y��»hB��hB�kr�yz�pr�hB�fqsyzrsy|htq�w<²�xzyz��ckrJ�<��w^}��f�

α
µ

��w¾«�¿�«¹hS��cfwpw�q�h��J�tw^g©��x|hBr�hBxzo©�?y��»hB��hB�krÍ{p}H�^�?�sy|�
σ′ ²´�<��²6��w^g rscfh

σi

v�}�rRqsrsyzxzx��tw^�kr��<yz�?³
yz���

α
�<�f�

l1
µdbdck}fq¾¿f«¹h#���<����cfwpw�q�h�rÅ«ÃwZxzyz�fhtq

l′2
�<�f�

l′3
yz�Ærscfh#q��<gZh���hB��}�xz}fq-�^q

l1
�<�f�

�<�s���<����hdw^vfqsr��^�Bx|htq�r�wJxzyz��cpr
Π
rsc���w^}���c©rsc�yz��cfw^x|htqR�<��w^}��f�

l′2
�<�f�

l′3
µ½bdcfhS�<��h���xzyzr�rsc���w^}���c

rscfhtq�h�cfw^x|htqdy|qS�<x|q�w©��qsg¯�<xzxN�<��h��©�<��w^}��f�
α
µ+Ì*h-���<�Æ�<�s���<����h-rsc�yz����qSqs}f��c�rscH�<rÃrsc�y|q��<��h��

y|q�g�}f��c:rsc�yz���fhB��rscH�<�*rscfhZ����hB�py|w^}fq�w^�fh�¿��<�f�¸rscp}fq�«¹hZ��hBr#�¬rsc�yz�Ç�B}��s��h¯w<²d�%hB�k}�g�v����
«Sc�y|��c¸�B��w�q�q�htq��<xzx�rscfh

Ω(nk)
��hB��y|w^�fq�«Ãh�cH����h.��htq��B�syzv/ht�Â�<v%w���h�µu�Jw�«�¿/g¯�24�yz���

k
cfw^x|htq
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l2 l′
2

Π

l′
3

L

p

C

l2 l′
2

Π

L

l′
3

Light source P ′′

1

Obstacle
P ′

1

��yz��}���h-(O(OP
Ω(n2k3)

x|w�«ÃhB�uv%w^}��f�»µ

l′2,i

�<��w^}��f�
l′2
�<�f�

k
cfw^x|htq

l′3,j

�<��w^}��f�
l′3
«Ãhmrs���<�fq�²Èw^�sg rsc�y|qSrsc�yz�Æ�%hB�k}�g#v����Z�B}��s��hmyz�pr�w

k2
�Å�H�<���<xzx|hBx����B}��s��htqug¯�24pyz���©rscfh�q�y)Q�hmw<²�rscfh��<�s���<����hBgZhB�pr

Ω(nk3)
µ

� ��� �	��
���������������������� � -"'+�  "-"$�� ' '�)� "�&� ��-"���.��


�Jw^r�h¹rscH�<r½rscfhÃx|w�«ÃhB��v/w^}��f�.w<²
Ω(nk2+k4)

w<²%i�ht�Brsy|w^�-.?µ)(R²Èw^����q�hB��gZhB�pr�xzyz��cpr+q�w^}����th¹���<�
h��^q�yzxzoZv/hugZwp�?y®ÎHht�¬yz�pr�w.��x|w�«ÃhB�Sv/w^}��f�aw<²

Ω(nk3 + k6)
yz�arscfh����^q�h�w<²����%w^xzop��w^�H�<x%xzyz��ckr

q�w^}����th ,6vkoÇ�^���?yz���Â��rsc�yz���Ç��xG�<�fhZ«Syzrsc
O(k)

qsxzyzr�q#�<�f�V��v�yz�Æ�%w^xzo���w^�H�<xÍxzyz��ckr.q�w^}����th+3Lµ
Ì*h¯����htq�hB�kr#cfhB��hY�Æx|w�«¹hB��v%w^}��f�Çw<²

Ω(n2k3 + nk5)
w^�*rscfh¯�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo:w<²drscfh¯}�g�v����

���^q�rSvkoÆ���/w^xzo���w^�H�<xNxzyz��cpruq�w^}����thmyz��rscfhm����htq�hB�f�th�w<²
k
�%w^xzo���w^�H�<xNw^vfqsr��^�Bx|htq�µ
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� � �[��	 �

k
� ����>	�� �  ��	�� �! V	7<����	 �  V	! ���� � 	O� J�)���O�  ��

n
� � � � � �2�

Ω(n2k3)
� 	 �#� � �� � � � 	��!=

<	 � � �  �1U
 � 	1	 �]U��uhL²ÈhB�ur�w ��yz��}���h�(O(�µ � hBr

p
v/h��©�%w^yz�krm�<�f�

P1

�Zqsg¯�<xzx
n
³´��w^�>xzyz��ckrmq�w^}����th#��hB�so

�Bx|w�q�h¯r�w
p
µ�¶S���ª�<�

n
³´��w^�Vw^vfq�r��^�Bx|hY��hB�so:�Bx|w�q�h¯r�w�rscfhYxzyz��ckrZq�w^}����th¬q�w�rscH�<r#rscfh¬xzyz��ckr

q�w^}����thmv/hBcH����htqSxzy)4�h
n
�%w^yz�kr�xzyz��cpruq�w^}����thtqS,6«ScfhB�>�py|hB«Ãht�a²6��w^g
rscfhm�tw^�s��ht�Br�qsy|��h+3Lµ

��w¾«É�tw^�fqsy|��hB�S�m��xG�<�fhJw^vfqsr��^�Bx|h�«Syzrsc
k
rsc�yz�Ycfw^x|htqÍ�H�<���<xzx|hBx/r�w.�mxzyz�fh

l2
µ�bdc�y|q¹�B��h��<r�htq

nk
�H�<���<xzx|hBx�rsc�yz� xzyz�fhtqaw<²�xzyz��ckr�w^�Érscfh�qscH�^��w�« ��xG�<�fh�rscH�<r¬���<� v%hÆg¯�^��h¸�<�sv�yzrs���<�syzxzo

�Bx|w�q�h�r�wÇ�Âxzyz�fh
L

,6vko cH���pyz���:rscfh
k
rsc�yz�Êcfw^x|htq¬qs}?¯�By|hB�prsxzoÊ�Bx|w�q�h�r�w*h��^��cÉw^rscfhB�¬�<�f�

rscfh
n
�%w^yz�kr-xzyz��ckrmq�w^}����thtq-qs}?¯�By|hB�prsxzo��Bx|w�q�h#r�w¬h��^��c¸w^rscfhB�73Lµ-��w^r�h#rscH�<r-vko>�?}���xzy|���<rsyz���

rsc�y|q¯�tw^�fqsrs�s}f�Brsy|w^� ,È�<�f��rsck}fqZ«Syzrsc�rÅ«¹wÇ�/w^xzo���w^�H�<x�xzyz��cprYq�w^}����thtq©«Sc�y|��c�v%hBcH�t��h±�^q
2n�%w^yz�krdxzyz��cprdq�w^}����thtq73+«ÃhJ��hBrd�<�Æ�<�s���<����hBgZhB�kr�w<²

2nk
xzyz�fhtqdw<²Exzyz��ckrd«Syzrsc

n2k2
�tw^���fht�Br�ht�

�tw^g©�%w^�fhB�kr�q�w<²�}�g#v����?µ

Ú½Ú
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��w¾«��tw^�fqsy|��hB��rÅ«Ãw>xzyz�fhtq
l′2
�<�f�

l′3
rscH�<r�r�w^��hBrscfhB��«Syzrsc

L
�^�?g©yzr.�>{k}H�^�?�sy|�a�^q�xzyz�fh

rs���<�fq���hB��q��<x|q�µ ¨ }�rNrsc�y|qE{p}H�^�?�sy|�Rvpom�S��xG�<�fh¹�<�f�#�<������w�Ä�yzg¯�<r�h ,È�d��y|ht�th
C
w<²�3�rscfhR��htqs}�xzrsyz���

�tw^��y|�YvkoV�>�tw^�p��hLÄ
n
³´�/w^xzo�xzyz�fh�¿

P ′
1

µ>bdcfh¬q�hBr#w<²urs���<�fq���hB��q��<x|q�r�wÆrscfhYv/w^}��f�f�<�soÇw<²�rsc�y|q
�%w^xzo�xzyz�fh¹«Syzrsc

l′2
�<�f�

l′3
��hLÎf�fhtqÍ�J�B}��s��hSw^�©rscfhdqscH�^��w�«Ê��xG�<�fhdrscH�<rR�B}�r�q

L
w^����hB�

n
rsyzgZhtq�µ

Ì*h���hLÎf�fh©�Zxzyz��cpr�q�w^}����th.�^q�rscfh.�tw^�p��hLÄ�ck}�xzx+w<²
P ′

1

�<�f�>��}�r��<�Âw^vfqsr��^�Bx|h���hB�so>�Bx|w�q�h�r�w
yzrmq�wYrscH�<rmrscfh�xzyz��ckr�q�w^}����th�v%hBcH�t��htq��^q-y®²¹rscfh#�%w^xzo�xzyz�fh

P ′
1

«Ã�^q-rscfh�xzyz��ckr#q�w^}����th�,6«ScfhB�
��y|hB«¹ht��²6��w^g rscfhm�syz��cpr���hB��y|w^��3LµÍ�Jw�«�¿f��hB��xG�^�Byz���

l′2
�<�f�

l′3
vkoarÅ«Ãw©��xG�<�fh�w^vfqsr��^�Bx|htqu«Syzrsc

w^����hB�
k
rsc�yz�Çcfw^x|htq��Bx|w�q�h¯�<�f�¸�H�<���<xzx|hBxÍr�w

l′2
�<�f�

l′3
¿N��htqs�%ht�Brsyz��hBxzo�¿�«¹h©��hBr

k2
�B}��s��htq�w<²

xzyz��cpr�¿�h��^��c�w<²+«Sc�y|��c±yz�kr�hB��q�ht�Br�q�w^����hB�
n
rsyzgZhtquh��^��cÂw<²+rscfh

nk
xzyz�fhtqJw<²�xzyz��cprJ�Bx|w�q�h�r�w

L
µ

bdc�y|q���yz��h
Ω(n2k3)

�tw^���fht�Br�ht�>�tw^g©�%w^�fhB�kr�w<²�rscfhm}�g#v����?µ
��w^r�hurscH�<r¹rscfhurÅ«¹w#xzyz��ckrSq�w^}����thtq

P1

�<�f�
P ′

1

���<�¬v/hugZhB�s��ht�¯yz�pr�w#w^�fhuvkoZ�tw^�fqsy|��hB�syz���
P ′′

1

yz�*rscfh©q��<gZhZ��xG�<�fh¯�^q
P1

¿»vkoÂ�fw^rsy|�Byz���ÆrscH�<r�rscfhB��hY�<��hZhB�fw^}���cÇ��hB����hthtq�w<²Ã²¼��htht��w^g
w^�

l′2
�<�f�

l′3
q�w¯rscH�<rurscfh#�tw^�k��hLÄÆck}�xzx�w<²

P1

�<�f���<�±�<���#w<²+rscfh��tw^��y|���tw^�pr��<yz�fq
C
w^�>yzr�q

v%w^}��f�f�<�so�µ
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k
� � � �]	�� �  ��	�� �! V	7<���!	 �  V	! ���� � 	�����������  ��

n
� � � � � �2�

Ω(nk5)
� 	 �#� ���� � � � 	O� <	�=

� � �  �]U

 � 	1	 �]U��uhL²ÈhB��r�w ��yz��}���h (��?µ ¨ w^�fqsy|��hB�+rsc���hthÃcfw^�sy)Q�w^�kr��<xf�H�<yz�s«Sy|q�hdq�4�hB« xzyz�fhtq
l1
¿
l2
¿
l3
rscH�<r

xzy|h.�<v%w���h©�©cfw^�sy)Q�w^�pr��<x+��xG�<�fh
Π
�<�f��x|hBr

C
v%h#rscfh#�tw^��y|��yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�Âw<²¹rscfhByz�J�tw^g©gZw^�

l1

Π

l3

P
′

l2 s4

s5

P

C

l1

Π

l3

P
′

l2
s4

s5

k
2 curves of light, each of which

consists of Θ(n) conic arcs that
each intersects each of the k

3

conic curves of light

k
3 conic curves of light

��yz��}���h-(���P
Ω(nk5)

x|w�«ÃhB�uv%w^}��f�»µ
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rs���<�fq���hB��q��<x%«Syzrsc
Π
µ+�uhB��xG�^�th-h��^��caw<²�rscfh

li
vko¬����xG�<�fhmw^vfqsr��^�Bx|hm�<�f�

k
rsc�yz��cfw^x|htqS�Bx|w�q�h

r�w
li
�<�f�a��xG�^�th#��xG�<�s��h�,6cfw^�sy)Q�w^�pr��<x83Sxzyz��cpruq�w^}����th

S
�<v%w���hmrscfhtq�hm��xG�<�fhtq�w^vfqsr��^�Bx|htq�µ

¨ w^�fqsy|��hB���fw�«×�<�
n
³´��w^�

P
rscH�<rSyz�kr�hB��q�ht�Br�q

C
w^����hB�

n
rsyzgZhtq�µ � hBr

s4

�<�f�
s5

v%h-rÅ«¹w
yz�pr�hB��q�ht�Brsyz���acfw^�sy)Q�w^�kr��<x+q�hB��gZhB�pr�q�µ � hBr

P ′ v/h�rscfh�qso�g©gZhBrs�sy|��w<² P
«Syzrsc���htq��/ht�BrJw<²�rscfh

�%w^yz�kr#w<²Ãyz�pr�hB��q�ht�Brsy|w^�Çv%hBrÅ«ÃhthB�
s4

�<�f�
s5

µ©Ì*h©�tw^�fqsy|��hB�
P ′ �^q���xzyz��ckr�q�w^}����thY�<�f�Â��}�r

�<�¸w^vfqsr��^�Bx|h���hB�so>�Bx|w�q�h#r�w¬yzr-q�wYrscH�<rJyzr-v%hBcH�t��htq��^qm�¬w^�fhL³Å�?yzgZhB�fqsy|w^�H�<xR�%w^xzop��w^�H�<x�xzyz��cpr
q�w^}����th.«ScfhB�*�py|hB«Ãht�¸²¼��w^g

C
µ©bdc�y|qmyz�f�?}f�thtq#w^�*rscfh©qscH�^��w�«���xG�<�fh¯�¬�%w^xzopxzyz�fhZw<²dxzyz��ckr

rscH�<ruyz�kr�hB��q�ht�Br�q
C
w^����hB�

n
rsyzgZhtq�µ

��w¾« �/hB�srs}��sv�q�hB��gZhB�kr�q
s4

�<�f�
s5

q�w.rscH�<r�rscfhBoa��w©�fw^r�yz�pr�hB��q�ht�BrJ�<�f����hB��xG�^�th�rscfhBg
vpo ,6cfw^�sy)Q�w^�pr��<x83©��xG�<�fh>w^vfqsr��^�Bx|htqZ«Syzrsc

k
rsc�yz�Êcfw^x|htq¯�Bx|w�q�h>�<�f�ª�H�<���<xzx|hBx�r�w

s4

�<�f�
s5

¿
��htq��/ht�Brsyz��hBxzo�µ�Ì*hJcfhB�f�th-��hBr

k2
�B}��s��htqSw<²Exzyz��cpr�¿�h��^��cÆw<²E«Sc�y|��cÆ�tw^�fqsy|qsr�qdw<²½w^����hB�

n
�tw^��y|�

�<���tqdrscH�<r�h��^��c�yz�kr�hB��q�ht�Br�q
C
º�cfhB�f�th�h��^��cÆw<²�rscfhtq�h

k2
�B}��s��htq�w<²�xzyz��ckrSyz�pr�hB��q�ht�Br�q

C
w^����hB�

n
rsyzgZhtq¾µ �¹oª��cfw�qsyz���:rscfh>cfw^x|htq¯�fh��<�

l1
¿

l2
�<�f�

l3
qs}?¯�By|hB�krsxzoÉ�Bx|w�q�hÆr�w:h��^��c w^rscfhB��¿

��htq��/ht�Brsyz��hBxzo�¿»h��^��c*w<²¹rscfh
k2
�B}��s��htqmw<²Ãxzyz��ckr��Bx|w�q�h�r�w

P
yz�kr�hB��q�ht�Br�q

O(n)
rsyzgZhtqmh��^��c*w<²

rscfh
k3
�B}��s��htq.w<²�xzyz��ckr©�Bx|w�q�h¯r�w

C
µ�Ì*hZcfhB�f�th¬��hBr

O(nk5)
�tw^���fht�Br�ht� �tw^g©�%w^�fhB�kr�q©w<²

}�g#v����?µ
Ì*hSÎf�H�<xzxzoZ����htq�hB�prd��x|w�«ÃhB�dv/w^}��f�Yw^�Yrscfh��tw^g©��x|hLÄ�yzrÁoYw<²Nrscfh��<�s���<����hBgZhB�pr

B
¿kyz�krs��w<³

�?}f�tht�>yz�±i�ht�Brsy|w^�>�fµä�?¿f«Sc�y|��c±����w���htq!,6r�w^��hBrscfhB�u«Syzrsc>rscfh�����wpw<²Rw<²+bdcfhtw^��hBg �63ÃrscH�<rurscfh
�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo�w<²�rsc�y|q��<�s���<����hBgZhB�pruy|q

Θ(n3k3)
µ

�ÍÐ �"�*¥ � � � 
���� ����� � � ; ����� �  
B
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k�[	 � �2����	E���  ����]�)���!	 �  V	! ���� � 	O� J�)���O�  ��

n
� � � � � �2� � �

Ω(n3k3)
� 	�����������  �� U

 � 	1	 �]U-ip}����%w�q�h�¿�²¼w^�Sqsyzg©��xzy|�ByzrÁo�¿�rscH�<r
n
�<�f�

k
�<��h-qs}f��c�rscH�<r n

k

�<�f� k
4

�<��h-yz�kr�hB��hB��q�µRÌ*h
Îf��q�rd�tw^�fq�y|��hB�u�.�tw^�fqsrs�s}f�Brsy|w^�Æw<²½rÁ«¹w.²´�<g©yzxzy|htqSw<² k

4

�/w^xzo���w^�fqSh��^��cN¿��^qdyz�krs��w��?}f�tht��yz�'&ä�2*Åº
q�hth���yz��}���h (��?µ ¨ w^�fqsy|��hB�¹� n

k

³´��hB��}�xG�<�R�%w^xzop��w^�
A1

yz�©rscfhd��xG�<�fh
x = 0

µ½�JhLÄ?r+«¹hS�tw^�fqsy|��hB�
�Y�tw^�ko�¿

B0

¿»w<²
A1

q����<x|ht�±vko±�¯²´�^�Br�w^�mw<²
(1 + ε)

¿E�<�f�Âw^�¸h��^��c¸ht�?��h©w<²
B0

«¹h���xG�^�th k
4�%w^yz�kr�q¾µ�~�w^xzo���w^�

Bi

¿
1 ≤ i ≤ k

4

¿�y|q¹�tw^�fqsrs�s}f�Br�ht�¯vpo©r��24pyz���#rscfh
ith

�%w^yz�kr¹w^�¬h��^��caht�?��huw<²
B0

µSÀÅ²
ε
y|quq�g¯�<xzx½hB�fw^}���cN¿�rscfh�yz�kr�hB��q�ht�Brsy|w^�±�%w^yz�kr�qJw<²

A1

�<�f�
Bi

�<��h�w^}�r�qsy|��h�rscfh#w^rscfhB�
�%w^xzo���w^�fq

Bj

²¼w^�
1 ≤ j ≤ k

4

�<�f�
i 6= j

µR�Jw�« rscfh
Ai

¿�²¼w^�
2 ≤ i ≤ k

4

¿f�<��h��tw^�fqsrs�s}f�Br�ht���^q
�tw^��y|htq+w<²

A1

q����<x|ht��vpo.�u²´�^�Br�w^�
1+ i

k
ε
µ���yz�H�<xzxzo�¿�«Ãhdrs���<�fqsxG�<r�hSqsxzyz��cprsxzo.�<xzx?rscfhtq�hd�%w^xzop��w^�fq

q�wYrscH�<rmrscfhBoÂ��w¬�fw^rmxzy|h.yz�¸��xG�<�fh
x = 0

µ.�J�<gZhBxzo�¿»rscfh
Ai

�<��h.rs���<�fqsxG�<r�ht�Âvpo
iε
yz�±rscfh

�fhB�k�<rsyz��h
x
�?yz��ht�Brsy|w^�±�<�f��rscfh

Bi

�<��hmrs���<�fq�xG�<r�ht��vko
iε
yz��rscfh��/w�qsyzrsyz��h

x
�?yz��ht�Brsy|w^�Nµ

Ì*h��tw^�fq�y|��hB�m�<xzx�rscfhtq�h��%w^xzop��w^�fqm�^q-w^vfqsr��^�Bx|htqmhLÄ��thB��rJ²¼w^�-rscfh
Ai

¿
i
hB��hB�N¿%«Sc�y|��c¸«¹h

�tw^�fq�y|��hB�u�^q¹xzyz��cpr�q�w^}����thtq�µ �f}��srscfhB�sgZw^��h�¿�«¹hmq����<x|h-��w¾«S���<xzx%rscfhtq�hJ�/w^xzo���w^�fqSq�w�rscH�<rdrscfh
q��thB�fh�v%hBcH�t��htqÃxzy)4�h

Θ(nk)
�<xzgZw�qsrÍ�%w^yz�krÃxzyz��ckrSq�w^}����thtq¹rscH�<rd�<��h-�<�sv�yzrs���<�syzxzoY�Bx|w�q�h�r�w�h��^��c

w^rscfhB� ,6��y|hB«¹ht�Y²6��w^g rscfh-�tw^�s��ht�BrSqsy|��h+3Lµ ���YrscfhJw^rscfhB�dcH�<�f�»¿?�tw^�fqsy|��hB���mrs���<�fqsxG�<r�ht�a�tw^�ko�¿
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B1

B2

B3

B0

A2

A1 }
Ri

Si

x

y

z

��yz��}���h-(���P
Ω(n3k3)

x|w�«ÃhB�uv%w^}��f�Æw^��rscfh��tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo�w<²+�<�s���<����hBgZhB�pr
B
µ

R0

¿Ew<²
B0

yz�*rscfh.��xG�<�fh�¿½qT�to
x = 10

µZÀÁ�¸rscH�<r���xG�<�fh�¿½x|hBr
S0

v%hZ�¬��w^r��<r�ht�*�tw^�poÂw<²
R0q�w�rscH�<r�rscfhBo¸yz�kr�hB��q�ht�Br

2n
k

rsyzgZhtq�µ ¨ w^�fqsy|��hB���fw¾«�rÁ«¹w>²È�<g©yzxzy|htq#w<²d�%w^xzo���w^�fq
Ri

�<�f�
SirscH�<r-�<��h k

4

�<�sv�yzrs���<�syzxzo>�Bx|w�q�h��tw^��y|htqJw<²
R0

�<�f��w<²
S0

¿f��htqs�%ht�Brsyz��hBxzo�¿/�<�f�>rs���<�fqsxG�<r�h#rscfhBg
q�xzyz��ckrsxzo�w^}�r�qsy|��h�w<²�rscfh-��xG�<�fh

x = 10
q�w.rscH�<rS�fw©rÅ«ÃwZ�%w^xzop��w^�fq�yz�kr�hB��q�ht�Br�µ

Ì*h>�tw^�fqsy|��hB�¬rscfh±�<�s���<����hBgZhB�pr
B
w^��rscfh���xG�<�fh�¿�q��to

x = 20
¿Syz�f�?}f�tht��vpoªrscfhtq�h

�%w^xzo���w^�fq�µ � hBr
E
v%hmrscfh�q�hBruw<²+�H�<yz��quw<²Rht�?��htq�¿Hw^�fhm²6��w^g �

Ai

�<�f�Æw^�fhm²¼��w^g �
Bj

rscH�<r
v%w^}��f� w^�fhaw<²�rscfh��<xzgZw�qsr.�/w^yz�pr©xzyz��ckrZq�w^}����thtq ,T�VU��1U|¿R�<�po:rÁ«¹w¸ht�?��htq.rscH�<r.yz�kr�hB��q�ht�BrZyz�
����w<�sht�Brsy|w^�>w^�Ærscfh-��xG�<�fh

x = 0
3Lµ

¨ w^�fqsy|��hB��rÁ«¹w>ht�?��htq
rk

�<�f�
s`

w<²
Rk

�<�f�
S`

¿½��htqs�%ht�Brsyz��hBxzo�¿ErscH�<r�yz�pr�hB��q�ht�Br�yz�Ç����w<³
�sht�Brsy|w^�Çw^�*rscfh¯��xG�<�fh

x = 10
µ¬¶u�po±�H�<yz�#w<²Sht�?��htq�yz�

E
��hLÎf�fhtq�«Syzrsc

rk

�<�V�<���¯w<²drscfh
�<�s���<����hBgZhB�pr

B
�<�f�»¿�qsyzg©yzxG�<�sxzo�¿?�<�ko ,6�%w�q�qsyzv�xzo©�?y��%hB��hB�pr73+�H�<yz�Ãw<²Nht�?��htqRyz�

E
��hLÎf�fhtqÍ«Syzrsc

s`

�<�fw^rscfhB�-�<����w<²
B
º?²¼}��srscfhB�sgZw^��h�¿HrÁ«¹w¯q�}f��c±�<���tquyz�kr�hB��q�ht�BrJvko��tw^�fqsrs�s}f�Brsy|w^� ,¼qsyz�f�thmrscfh

rÁ«¹w¬�<���tqJ�<��h�¿H��w^}���c�xzoaq��/h��24�yz���f¿frscfhm}�g#v����¯w<²+rÁ«¹wZyz�pr�hB��q�ht�Brsyz����q�hB��gZhB�kr�qJ���^qsr�vpoarÅ«¹w
�<�sv�yzrs���<�syzxzo �Bx|w�q�ha�%w^yz�kr©xzyz��cpr¯q�w^}����thtq73LµVbdcfhB��hÆ�<��h

Θ(k2)
��cfw^y|�thtq¯w<²J�H�<yz��q©w<²

Rk

�<�f�
S`

¿ n
k

��cfw^y|�thtq¬w<²�ht�?��h
rk

w^�
Rk

�<�f�
2
��cfw^y|�thtq¬w<²�q�hB��gZhB�kr

s`

w^�
S`

ºucfhB�f�th�¿�rscfhB��h
�<��h

Θ(nk)
��cfw^y|�thtqZw<²u�H�<yz��q©w<²�ht�?��htq

rk

�<�f�
s`

µÇipyz�f�th
E
�tw^�fqsy|qsr�q.w<²

Θ(nk)
�H�<yz��q©w<²

ht�?��htq¾¿%rscfh.�<�s���<����hBgZhB�pr
B
�tw^�pr��<yz�fq

Ω(n3k3)
�?y|q�rsyz�f�BrJ�H�<yz��qmw<²¹yz�kr�hB��q�ht�Brsyz�����<���tq¾¿�rscH�<r
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y|q¾¿
Ω(n3k3)

��hB�srsy|�thtq�µ>�Jw^r�h©Îf�H�<xzxzo*rscH�<r©�<xzxÃrscfh¯�%w^xzop��w^�fq
Ai

¿
Bj

¿
Rk

�<�f�
S`

���<�:v%h
h��^q�yzxzoYrs���<�fq�²Èw^�sgZht��yz�pr�w©�H�<yz�s«Sy|q�h��?y|qÈ��w^yz�prS��hB�so¬rsc�yz�>�/w^xzo�r�w^�/htq¾µ

�¬Ð �Ç¥�¤�� �dbdcfhm�<�s���<����hBgZhB�kr
B
�tw^�kr��<yz�fqSrscfh-�<�s���<����hBgZhB�kr

B′ w<²Erscfh-�B}��s��htqd«ScfhB��hJrscfh
��hB�syz���<rsyz��hÃw<²?rscfhÍxzyz��ckr�yz�kr�hB�fqsyzrÁo�y|qE�?y|q��tw^�krsyz�k}fw^}fq¾¿�v�}�rEyzr��<x|q�wu�tw^�pr��<yz�fq����k}�g#v/hB��w<²H�<���tq��
rscH�<rmyz�f�B��h��^q�h#yzr�qm�tw^g©��x|hLÄ?yzrÅo*�<�f�ÂrscH�<r��<��h.�fw^r-��hBx|hB�^�<�pr�r�w¬xzyz��ckr�q�yzg�}�xG�<rsy|w^�*bdcfh.v%htqsr
x|w¾«¹hB��v/w^}��f��«¹h94p�fw¾«V�<v%w^}�rErscfhÍq�y)Q�hÍw<²
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