N
N

N

HAL

open science

Stabilisation de systémes mécaniques sous-actionnés par
commande quasi-homogeéne

Samer Riachy, Thierry Floquet, Jean-Pierre Richard

» To cite this version:

Samer Riachy, Thierry Floquet, Jean-Pierre Richard. Stabilisation de systémes mécaniques sous-
actionnés par commande quasi-homogene. e-STA Sciences et Technologies de I’Automatique, 2007, 4

(3). inria-00182410

HAL 1d: inria-00182410
https://inria.hal.science/inria-00182410
Submitted on 25 Oct 2007

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00182410
https://hal.archives-ouvertes.fr

Stabilisation de systémes mécaniques sous-actionnés
par commande quasi-homogéne

Samer RIACHY, Thierry FLOQUET, Jean-Pierre RICHARD

Projet ALIEN, INRIA FUTURS et Equipe SyNeR, LAGIS UMR CNRS 8146
Ecole Centrale de Lille, B.P. 48, Cité Scientifique, 59651 Villeneuve d’Ascq, France.

(samer.riachy, thierry.floquet, jean-pierre.richard)@ec-lille.fr

Résumé— Une commande par modes glissants d’ordre 2
est réalisée pour le contrdle de systémes mécaniques sous-
actionnés opérant en milieu incertain. Afin de stabiliser
un systéme sous-actionné autour de sa position d’équi-
libre instable, une commande robuste quasi-homogéne est
construite pour générer un régime glissant d’ordre 2 sur une
surface de glissement convenablement choisie. La dynamique
équivalente par rapport a cette sortie fictive est alors asymp-
totiquement stable. Les performances de la loi de commande
proposée sont illustrées par une étude expérimentale sur un
pendule inversé.

Mots-clés— systémes mécaniques sous-actionnés, modes glis-
sants d’ordre 2, contrdle quasi-homogéne, stabilisation lo-
cale.

I. INTRODUCTION

La stabilisation des systémes mécaniques sous-actionnés,
possédant plus de degrés de liberté que d’entrées de com-
mande, est un deéfi [7], [22].

La loi de commande, qui sera développée dans la suite,
est basée sur une transformation non linéaire dans ’espace
d’état afin d’obtenir une forme canonique de commande si-
milaire & [2], [27]. Pour stabiliser le systéme autour de sa
position d’équilibre (instable ou non), une sortie est choisie
de telle sorte que la dynamique équivalente correspondante
(lorsque cette sortie est annulée) soit asymptotiquement
stable. Une fois la sortie choisie, la stabilité du systéme as-
servi est assurée par la construction d’un contréle & struc-
ture variable assurant la convergence, en temps fini et de
fagon robuste, du systéme vers la dynamique équivalente.
La synthése de ce genre de controleur est une contribution
de cet article.

La commande & structure variable construite est en par-
tie inspirée de [18]- [19], stabilisant un manipulateur a un
degré de liberté en temps fini. Bien qu’elle présente ce qu’on
appelle [’effet Zénon, caractérisé par une infinité de com-
mutations de la commande sur un intervalle de temps fini
(voir [15], [17] pour les modes Zénon), elle n’aboutit pas a la
génération de modes glissants d’ordre 1, alors qu’elle assure
des propriétés de robustesse et de précision similaires. Des
Modes Glissants du Second Ordre (MGSO) apparaissent
au point d’équilibre (voir [1], [9], [10], [13] pour plus de de-
tails sur les MGSO). Pour des applications a des systémes
mécaniques ayant un niveau de frottement important [18]-
[21] et [23], il a été montré que ce type de lois commande

assure de bonnes performances en présence de perturba-
tions ainsi que de dynamiques non modélisées comme les
forces de frottements.

La procédure est validée par des applications expérimen-
tales de stabilisation locale d’un pendule inversé. Un pro-
bléeme classique est de balancer le pendule jusqu’a ce qu’il
atteigne sa position d’équilibre instable et de le maintenir
a cette position. La littérature est déja riche sur ce sujet
[6], [16], [25], [28], [29]. L’approche traditionnelle consiste
en la construction de 2 contréleurs. Le premier, basé sur
le modéle non linéaire, est dédié a la phase de balance-
ment. Le second, basé sur le modéle linéarisé, assure la
stabilité locale autour de la position d’équilibre instable.
Une stratégie de commutation (hybride) est alors mise en
oeuvre pour commuter entre les 2 controleurs une fois le
domaine d’attraction du contréleur local est atteint. Basés
généralement sur un retour d’état statique, ces controleurs
locaux déja publiés sont d’un intérét pratique limité a cause
de leurs domaines d’attraction relativement restreints. De
plus, 'influence des efforts de frottements est négligée dans
ces travaux, ce qui limite les performances de tels contro-
leurs.

Le controleur par MGSO développé dans cette commu-
nication, concernant uniquement la phase de stabilisation
locale autour du point d’équilibre instable pour le systéme
pendule-chariot, ne souffre pas de ces inconvénients. Cette
commande, qui ne tient donc pas compte de la phase de ba-
lancement, est basée sur le modéle non linéaire du pendule
inversé et assure un large domaine d’attraction. En plus, la
robustesse du controleur vis-a-vis des forces de frottement
est mise en évidence.

Le reste de Darticle est organisé comme suit. La section
2 présente les concepts de base de la commande quasi-
homogeéne discontinue appliquée a la stabilisation d’un ma-
nipulateur & un degré de liberté. Dans la section 3, ces
résultats sont étendus a la stabilisation des systémes mé-
caniques sous-actionnés. Les performances de la stratégie
proposée sont expérimentées sur un pendule inversé dans
les sections 4 et 5.



II. ETUDE PRELIMINAIRE : STABILISATION ROBUSTE
D’UN MANIPULATEUR A UN DEGRE DE LIBERTE

La commande quasi-homogéne, qui sera définie ultérieu-
rement, est tout d’abord illustrée sur un manipulateur a
1 degré de liberté opérant dans des conditions incertaines.
Les dynamiques du manipulateur sont données par

j=w(y,9,t) +u (1)

oll y est sa position, g est sa vitesse, u est la commande
et w(y,y,t) est une fonction nonlinéaire continue par mor-
ceaux qui contient toutes les forces agissant sur le systéme
(frottement visqueux et de Coulomb, poids, etc.). Les solu-
tions de I’équation différentielle & second membre discon-
tinue sont définies au sens de Filippov [8], donc dans le
cadre d’une inclusion différentielle dont le terme & droite
de I’égalité peut prendre plusieurs valeurs. Le manipulateur
opére dans des conditions incertaines ce qui implique que
la non-linéarité w(y, ¥,t) est mal connue. Ce terme, poten-
tiellement déstabilisant, peut étre considéré comme étant
la somme d’un terme nominal connu a priori W™ (y, y,t)
et d’un terme incertain w*"(y,y,t) qui sera rejeté :

w(y, 9,t) =" (y,9,t) + 0" (y, 9, 1). (2)
On suppose que w""(y,y,t) est borné, i.e. que I'inégalité :
"™ (y, 9, )| < N (3)

est vérifiée pour tout ¢t > 0 et tout (y,7) € R? o N > 0
est une constante connue a priori. De plus, on suppose que
les fonctions w™*™ (y, y,t) et w*™(y,y,t) sont continues par
morceau.

La loi de commande

= _wnom(y’ 7, t) _ asign(y) — bSigD(Y) —hy — py, (4)
N<b<a-N, hp>0 (5)

ou sign(.) est la fonction signe, stabilise le systéme incertain
(1)-(3) en temps fini. La commande (4)-(5) est constituée
de la compensation nonlinéaire —w™™(y,y,t), d’'un gain
linéaire —hy — py, et d’une partie discontinue (y,y) =
—asign(y) —bsign(y) vérifiant ¢(cy, cy) = ¢(y, §) pour tout
¢ > 0. Un tel controleur est dit quasi-homogene.

Definition 1: Un controleur est dit quasi-homogéne ssi il
peut étre représenté comme une combinaison d’un terme
homogéne discontinu et d’un autre terme continu qui tend
vers ’origine de I'espace d’état.

La stabilité en temps fini des systémes homogénes
asymptotiquement stables est bien connue pour les champs
de vecteurs continus [3], [12]. Pour I'extension de ce résul-
tat aux systémes a structure variable, il a fallu procéder
difféeremment [14], [19] étant donné que lexistence d’une
fonction de Lyapunov lisse et homogeéne, dont ’existence a
été prouvée dans [24] pour les champs de vecteurs continus
asymptotiquement stable, n’est plus utilisable.

La nouveauté dans la démonstration est que la stabilité
en temps fini est conservée en présence de perturbations
non-homogenes [19]. En particulier, il a été montré que le
systéme non-homogeéne (1)-(5) est globalement stable en
temps fini, en présence de perturbations externes (2) véri-
fiant (3).

III. STABILISATION DES SYSTEMES MECANIQUES
SOUS-ACTIONNES

Dans la présente section, la synthése d’une commande
quasi-homogéne est développée pour la stabilisation de
systémes mécaniques sous-actionnés dont le modeéle dyna-
mique est de la forme :

i=M"Y(q)[Br ~ Clq,)q — G(a) = F(¢)].  (6)

Dans cette équation, ¢ € IR" est le vecteur de position des
articulations, 7 € IR™, m < n est la force de commande,
¢ et ¢ sont respectivement les vecteurs de vitesse et d’ac-
célération, M(q) € R™™ est la matrice d’inertie, C(q, ¢)q
représente les forces centrifuge et de Coriolis, G(q) le poids,
F(¢) € R" les forces de frottements et B est la matrice
d’entrée de rang m.

Le systéme (6) peut étre représenté localement, par U'in-
termédiaire d’un changement non linéaire, sous la forme :

i = g(mﬁé@)
£ = f(n,n,68 +u. (7)

Si en plus, ce systéme est localement & minimum de phase
et suffisamment dérivable, il peut étre localement stabilisé
par un contrdleur quasi-homogéne similaire a (4). Les va-
riables n et £ sont supposées mesurables, car ce sont des
fonctions de ¢ et ¢. Dans la suite, on suppose que :

1. Les fonctions g(n,v'y,g,é). et f(n,n,€ €) sont continues

par morceaux et g(n,n,&,6) est continue par rapport a
(&, ) localement autour de (£,£) = 0 pour tout (n,7).

2. Le systéme 7 = g(n,ﬁ,{“,é) est stable du point de vue
entrée-état.

3. Le systéme
i = g(n,7,0,0) (8)

a une position d’équilibre en 0, localement asymptotique-
ment stable.

Les solutions de 1’équation différentielle (7)-(8), ayant un
second membre discontinu, sont définies au sens de Filippov
[8]. L’hypothése 1 étant vérifiée, I'existence d’une solution
(probablement non-unique) d’une telle équation, ayant des
conditions initiales arbitraires et un contréle continu par
morceaux, est garantie par le Théoréme 8 de [8, p. 85].

Les autres hypothéses sont nécessaires pour des raisons
techniques. L’hypothése 2 est introduite pour éviter les ef-
fets de pic déstabilisant (voir [26] pour plus de détails).
L’hypothése 3 signifie que (7), ayant comme sortie £, est
localement & minimum de phase.

Comme dans le cas du manipulateur (1), le systéme (7)
opére dans un milieu incertain. Le terme,

f(777 /]:]7 57 5) = fnom(/r]7 n?f?é-) + fb(777 ,’;}7 57 é) (9)

probablement déstabilisant, est décomposé en une compo-
sante nominale f™°" connue a priori, et un gain borné
mal connu f° dont les composantes f]’?7 j=1,...,m sont
globalement bornées

12,7, 6,6 < N; (10)



par des constantes connues a priori N; > 0. De plus, les
deux fonctions fm°™ et f° sont supposées continues par
morceaux. Le controleur quasi-homogéne suivant (4), (5),
est proposé

u(n,n,€,€) = — " (0,1, €, €) —asign £ — Bsign € —HE—PE

(11)
diag{h;}, P = diag{p;},
a = diag{a,}, 8= diag{p;}
avec
Nj < ﬁj <aj — N]’
hjapj > 0, j:17"'am (12)

pour stabiliser localement le systéme incertain (7), (9),
(10). La notation diag représente une matrice diagonale
de dimension appropriée, sign & ot & = (&1,...,&m)T est
ce vecteur colonne (sign &1, ..., sign &,)7.

Dans la suite, on montre que le controleur proposé (11),
(12) assure la convergence du systéme incertain (7) vers la
dynamique équivalente £ = £ = 0 en temps fini avec les
propriétés désirées du systéme bouclé.

Theorem 1: Supposons les hypothéses 1-3 satisfaites et
soit le systéme (7), (9), (10) bouclé par le retour (11) sous
la condition (12). Alors, le systéme bouclé (7), (11)-(12) est
localement asymptotiquement stable, uniformément vis-a-
vis des perturbations (9), (10).

Démonstration : Le systéme en boucle fermée (7), (11)
est représenté comme suit

= 909¢¢) (13)

& = G

G o= F00,€.0) — ajsign & — Bsign ¢
—h;& —piG,.i=1,...,m. (14)

L’hypothése 1 permet d’utiliser les résultats de la théorie de
Filippov sur les systémes & second membre discontinu. Pour
des raisons de concision, on ne fera ici référence qu’au Théo-
réme 8 de son ouvrage de référence [8, p. 85]. Ce Théoréme
étant applicable au systéme (13)-(14), le systéme admet
une solution locale en présence de perturbations globale-
ment bornées (10). Montrons que toute solution de (13),
(14) est globalement continue & droite.

Tout d’abord, pour j € (1,...,m), aucun mouvement
n’apparait sur les axes £ = 0 and {; = 0 sauf sur leur
intersection &; = ¢; = 0. En effet, si £;(t) = 0 pour une
trajectoire de (13)-(14), alors (13) donne (;(¢t) = 0 sur la
trajectoire. D’autre part, si (;(t) = 0 pour une trajectoire
de (13)-(14) et en tenant compte de (12), la seconde équa-
tion de (14) n’est plus satisfaite pour &; # 0.

Ensuite, calculons la dérivée temporelle de la fonction
Vi(&,¢5) = ojl&5] + %(hjﬁf +¢3), j=1,...,m, le long des
trajectoires de (14). En tenant compte de (10), on obtient

Vi(€,¢) = ai¢sign &+ &G+ G (0,9, €,C)
—aysign & — Fisign G — hi&; — piGi}
—[8; = [} (0, & O)sign ] x |G| — pi¢T
—(Bj — NGl (15)

IN

sauf le long de I'axe £; = 0 ot la fonction V;(&;, (;) n’est pas
dérivable. Puisque le régime de glissement n’apparait pas
sur &; = 0 mais uniquement sur l'intersection de §; = (; =
0 o Vj(fj, ¢;) = 0, l'inégalité (15) est toujours satisfaite V
t.

Selon (12), la solution du sous-systéme (14) satisfaisant
(10) est uniformément bornée par rapport a t. Tenant
compte de ’hypothése 2, on s’assure que toutes les solu-
tions possibles du systéme incertain (10), (13), (14) restent
bornées sur tout intervalle de temps fini, et d’aprés la pro-
priété B du Théoréme 9 de [8, p. 86|, ces solutions sont
globalement continues a droite.

Les composantes ff(n,ﬁ,f,g), j=1,...,m, étant glo-
balement bornées et en vertue de (12) tout sous-systéme
(14) est similaire & celui considéré dans la Section II, et est
donc globalement stable en temps fini, pour toutes pertur-
bations satisfaisant (10). Donc, & partir d’un certain temps
fini, le systéme bouclé (13), (14) évolue sur la dynamique
équivalente £ = ( = 0 ou le comportement est décrit par la
dynamique des zéros (8).

Enfin pour compléter la démonstration, il reste & noter,
d’apreés ’hypothése 3, que la dynamique équivalente (8) est
localement asymptotiquement stable. Celle-ci, couplée a la
stabilité en temps fini locale uniforme de (14), assure que
le systéme asservi (13), (14) est localement asymptotique-
ment uniformément stable. La preuve du théoréme est alors
compléte.

En résumé, la syntheése Quasi-homogéne suivante est pro-
posée pour les systémes sous-actionnés. Premiérement, une
sortie du systéme est choisie sachant que la dynamique
équivalente correspondante est localement asymptotique-
ment stable. Ensuite, le systéme sous-actionné est, loca-
lement, transformé sous la forme canonique (7), dont la
stabilisation est achevée par I’application d’un controleur
quasi-homogeéne (11), (12).

Dans ce qui suit, cette synthése quasi-homogéne est mise
en ceuvre pour la stabilisation d’un pendule inversé a 2
degrés de liberté avec n = 2 et m = 1. Des études de
simulations numériques ainsi que des expérimentations sont
également réalisées.

IV. APPLICATION AU PENDULE INVERSE
A. Modeéle mathématique du pendule inversé

Par application de la seconde loi de Newton, on obtient
les équations dynamiques du systéme :

(M +m)i 4+ mlsing 62 —milcos0 6 = 7 — (i) + wy (t),
3mi?0 — mlcos6 & — mglsing = —p(0) + wa(t).

Dans les équations précédentes, x et 6 sont les coordon-
nées généralisées (voir fig. 1), M et m sont respectivement
les masses du chariot et du pendule, [ est la distance du
centre de gravité du pendule a son axe de rotation, g est
la constante de gravitation, 7 est l'entrée de commande
(la force exercée par le moteur) et wq(t), wa(t) sont des
termes incertains bornés prenant en compte les dynamiques
mal modélisées ainsi que les perturbations externes. 1(z)

et ©(f) sont respectivement les efforts de frottement (de



Fig. 1. Le pendule inversé en coordonnées généralisées z et 6.

Fig. 2. Pendule inversé situé au LAGIS.

Coulomb et visqueux) du chariot et du pendule et sont
modélisés comme suit :

(&) = Ypani (&) + Yo

ou ¥, et p, sont les coefficients de frottement visqueux.
Dans ce qui suit, le controleur requiert que les perturba-
tions inconnues et les efforts de frottement sont différen-
tiables. Ainsi, il est supposé que ’évolution du frottement
de Coulomb est décrit par le modéle de Dahl suivant [5] :

_ wDZZ(f(x) |.’l?|:|

et 90(9) = @Dahl(a) + 501)9

1/}Dahl(j7) =0z |:17
et

C

¢pani(f) = og [‘9 - wDa—hl(é)Wﬂ

0. et og sont les coefficients de rigidité, alors que 9. et ¢,
représentent respectivement la force de frottement de Cou-
lomb du chariot (moteur linéaire) et le couple de frottement
de Coulomb du pendule. Les équations peuvent étre mises
sous la forme (6) avec :

_ M+m  —mlcosf

M(q) = [ —ml cosf %le ]

[0 misnod | . 0
ca=| 5 " i@ eino |

B::[l

0 ] s F(4) = [ V(@) =) ]

P(0) — wa(t)

Apreés quelques manipulations mathématiques, la représen-
tation suivante sous forme d’équations d’état est obtenue :

i LA 0
5 (3mgl cos 0—4ml“60<) sin 6 41
i l= p +| T |e-v@
0 3((M+m)g—mlcos0 62)sin6 %
D
0
3cosf i
Fwi(t) — ) (p(0) — w2 (1)) (16)
3(M+m)
mlD

avec D = [(4M + m + 3msin®§) > 0. En examinant (16),

on s’apercoit que ¢(6) et ws(t) sont des frottements et des
perturbations “non-matching” (F(¢) ¢ span(B)).

B. La loi de commande

Dans cette section, une loi de commande par MGSO
quasi-homogeéne est construite pour la stabilisation locale
du systéme pendule-chariot autour de sa position d’équi-
libre instable. L’idée est de trouver un difféomorphisme
transformant le systéme en une forme réguliére (7). Pour
cela, on propose le changement de base suivant :

4
n=z- lo(o) (7
avec 1 0
+ sin ™
0)=In{ —— 0 < —. 1
o0 =w (M) <l ay

Alors, le systéme (16) est transformé en 2 chaines d’inté-
grateurs ot ’entrée de commande n’agit que sur la 2¢7¢ :

§ n

n 52

i | —(g-l—%lcfsa)tané)

o1 ]

0 3sin ((M+m)g—mlcos 0 62)
D

0 0

0 -

w0 | emvren— | eI | (emw)  (19)
3cos b 3(M+m)
D T miD

On voit que les termes non-matching ¢ et ws influence le
sous-systéme (7,7) de la forme réguliére (19). Ces termes
ne sont pas traités dans la partie théorique III, mais on
verra que le controleur permet d’atténuer leurs effets.

Une sortie fictive £ est choisie afin que le sous-systéme
(n,7) avec p = wy = 0 soit & minimum de phase par rapport
a cette sortie. Nous allons montrer qu’on peut choisir € telle
que :

E=tanf — A\in — A1, (20)

avec A1 et Ay > 0.

En tenant compte de (17), (18) et (20), les variables
d’état 6 et x convergent vers l'origine lorsque 7, 1 et &
tendent vers zéro. Donc, si on génére un régime de glisse-
ment sur £ = 0, ’hypothése que le sous-systéme (n,7) est &
minimum de phase entraine la stabilisation asymptotique



de x et 6. Le probléme revient alors a la construction d’une
commande a structure variable garantissant la convergence
en temps fini de £ vers zéro. En dérivant deux fois &, on ob-
tient :

E=p+z+u, (21)

avec

. tan 0 1 8Ix0 tan 0 Ao
7 (6, 8) = 2 0% + 4 222 _ _f2¥v
cos2 @ cos2 @ 3cos 6 ml cos 6

D

4 62 4 62(1 + sin? 0) 6
21 [ 9+ =1 tan6 4+ Ao [ g + -l —————=
3 cos6 3 cos 6 cos? 6

|:3[(M 4+ m)g — mlcos 62]sin @ — 3 cos O (&) — SWLP(G.)}

A1 Ao 0 tan @ @ 2 ) @
a ml cos 6 + ml cos 6 ¢ - ml costDahl ’
3ml + 8ml?Xa0sin 6 — 3, cos O, (22)
= T
mlD cos 6 ’
et le terme incertain
ml 877Ll2>\29 tan 6

(mlcos0)z = [

3cos 6
— Aoy | | ———wy +
D

+ (Al + )\29.ta119) wo + Agdg.

3(M + m) :|
w2

cos 0 3 mlD

Etant données les contraintes physiques, le gain A,
est Choi_si suffisamment petit pour assurer que 3ml +
8mi% o sin §—3 X, cos O, # 0 dans (22). Le systéme décrit
par :

(¢ — w2).

(23)
et (21) est une forme réguliére similaire & (7)*, lorsque ¢ =
wg = 0. Puisque (21) est similaire & (1), on propose la loi
de commande u suivante :

w= 1 (0,0) — arsign() - Busign(é) — h¢ — pé,

4 62
. 4 . R
g (g—l— 3 cosé’) (€ Aam 4 Aotf) + ml cos 0

ce qui donne :

mlD cos 0 (7;1, (9, 9) — arsign(§) — ﬁwign(f') — h& — p{)
T= .

[3ml + 8mi2X20sin @ — 3\a cos 94,01;]

. (24)
Supposons que w1, wa, Ws et # sont bornés. Alors z est une
perturbation “matching”, uniformément bornée par A, i.e.
|z| < A pour presque tout ¢, 6 et . Comme on vient de le
montrer dans la Section II, en posant
A<ﬂ1<0&1—A h,p >0, (25)
le controleur quasi-homogene (24), (25) assure la stabilité
uniforme en temps fini du systéme (&,¢). La dynamique

1Pour pouvoir écrire les équations du pendule inversé sous la forme
réguliére (7), il faut écrire les équations d’état en fonction n et €. La
forme réguliére compléte n’est pas donnée ici & cause du calcul relati-
vement complexe qui doit étre effectué pour la trouver. De plus, cette
forme n’est pas essentielle pour la construction de la commande. En
fait, (21) et (23) constituent la forme réguliére parce que les variables

d’état 0 et § sont des fonctions implicites de 7, 7, £ et £.

équivalente sur la surface £ = 0 est donnée par :

K] S Py | A e
7} _)‘1/) _)‘2/) n mlios@

(9+ 31:25) > 0. v0 € ]~ 3, 5[ Enfin, il reste &
étudier la stabilité asymptotique de (26), lorsque p = wy =
0. Notons qu’il existe un changement de base :

o-[8]-#]3]

} (p — wa).

avec p =

avec
P = { 1o ] sk >0,
Kk 1
qui transforme le systéme (26) sous la forme
- -k 1
o= [ 1o o
—K2 + Xapk — Aip
g =
K
= K — /\2p
: 12| .
Soit V(2) = |9 une fonction de Lyapunov

~ | 1]
vectorielle [4], [11]. La dérivée de Dini a droite de V()

donne DYV (Q) <TV(Q), avec I’ = [ |;:| |(15| } Si
4N
PE i —— (28)
27
il existe alors k > 0 tels que x2 — Xapr + A1p < 0 et
-k 1
SN -

Notons que les termes non-constants dans (29) apparaissent
dans la derniere ligne seulement et que I' est une matrice de
Metzler (—M matrice). Cela permet d’appliquer la théorie
de stabilité linéaire (voir [4], [11]). Par conséquence, sous la
condition (28), 2 = 0 est un équilibre asymptotiquement
stable du systéme non linéaire (27). Enfin, en prenant en
compte le frottement du pendule ¢(f) ainsi que les per-
turbations non-matching w(t), il est évident qu’on perd la
stabilité asymptotique, mais il est prouvé dans la théorie
de stabilité linéaire que le systéme linéaire perturbé (26)
converge dans une boule autour de l'origine. On obtient
ainsi une stabilité pratique. Le rayon de cette boule peut
étre diminué en ajustant les parameétres A\; and Ay. Ceci
sera soutenu par des résultats expérimentaux.

V. SIMULATIONS NUMERIQUES ET EXPERIMENTATIONS

Pour illustrer 'efficacité de la commande proposée, des
simulations numériques et des expérimentations ont été



faites sur un pendule inversé situé au LAGIS a I’Ecole Cen-
trale de Lille (voir Fig. 2). Les valeurs numériques suivantes
sont utilisées :

M = 3.4kg m = 0.147kg; 1= (0.351/2)m;

A =0.2m™; Ay = 0.25sec /m.rad
K, = 40rad/sec?; Koy = 20rad/sec; h = 30rad/sec?;
p = Orad/sec; v, = 8.5Nsec/m
vy = 0.0015Nmsec/rad; o, = 10000N/m
o9 = 50Nm/rad; .= 6.5N; p.=0.00115Nm

Les simulations ont été faites sans frottements et sans per-
turbations non-matching, avec les conditions initiales sui-
vantes : (z,4,0,0)7(0) = (0.2m, 1m/sec,0.8rd, 2rd/sec).
La condition initiale de 6 est 6(0) = 0.8rd = 45.8° pour
illustrer le grand domaine d’attraction (§ € |—%;Z[) du
contrdleur. Les résultats sont présentés dans les figures 3
et 4. Comme on le prévoit théoriquement, le chariot ainsi
que le pendule sont asymptotiquement stablisés.

T T T T
—cart position
| ——— rod angular position

Fig. 3. Simulation numérique z(m) et 6(rd)

——control input

Fig. 4. Entrée de commande (volts).

Ensuite, des essais expérimentaux ont été faits sur le
pendule inversé réel, ayant des frottements (non-matching)
sur le pendule et des frottements (matching) sur le cha-
riot. Pour mettre en évidence la robustesse du contréleur,
une perturbation a été manuellement appliquée au pendule
pendant 'intervalle de temps allant de 6 & 10 secondes. En
réglant les paramétres \; = 0.2 et Ay = 0.25, de bonnes
performances d’un point de vue stabilité et robustesse ont
été obtenues (voir Fig. 5 et 6). On remarque que, dans
I'interval 6 — 10 secondes la commande est moins impor-
tante, ceci est di a la force manuelle appliquée. Ce qu’on
voit donc sur la figure est la résultante de la commande
et de la perturbation manuelle. Enfin, a titre comparatif,
un résultat expérimental pour un essai de stabilisation par
retour d’état statique est présenté (Fig. 7). On voit bien
I’apparition de cycles limites de grande amplitude.

experimental results
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Fig. 5. Résultat expérimental (MGSO) z(m) et 6(rd).

ﬁ

Fig. 6. Résultat expérimental (MGSO), entrée de commande (volts).
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VI. CONCLUSIONS

La synthése d’'une commande quasi-homogéne a été déve-
loppée pour la stabilisation asymptotique de systémes mé-
caniques sous-actionnés, opérant dans un milieu incertain.



experimental results
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Fig. 7. Résultat expérimental avec un retour d’état statique, z(m)
et 6(rd)

La synthése proposée présente une alternative intéressante
des modes glissants standard. Bien que le contréleur quasi-
homogéne génére des modes Zénon, i.e. une infinité de com-
mutations sur un intervalle de temps fini, ils n’aboutissent
cependant pas a la génération des modes glissants standard
sur les surfaces de commutation. Des MGSO apparaissent
en fait sur les intersections des surfaces de commutations.

Pour stabiliser de tels systémes autour d’une position
d’équilibre instable, une sortie du systéme doit étre choi-
sie de telle sorte que la dynamique équivalente correspon-
dante est localement asymptotiquement stable. Ensuite, les
performances désirées du systéme bouclé sont assurées par
I’application d’'une commande quasi-homogéne annulant la
sortie fictive.

Les performances de la commande proposée ont été illus-
trées par des simulations numériques ainsi que des essais
expérimentaux sur un pendule inversé & 2 degrés de liberté.
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