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❉❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❈❣❛❧ ✸❉ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

❢r♦♠ t❤❡ ❯♥❞❡r❧②✐♥❣ ❙♣❛❝❡

▼❛♥✉❡❧ ❈❛r♦❧✐ ∗ ✱ ◆✐❝♦ ❑r✉✐t❤♦❢ † ✱ ▼♦♥✐q✉❡ ❚❡✐❧❧❛✉❞∗

❚❤è♠❡ ❙❨▼ ✖ ❙②stè♠❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s
Pr♦❥❡ts ●é♦♠étr✐❝❛

❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥➦ ✻✸✶✽ ✖ ❖❝t♦❜r❡ ✷✵✵✼ ✖ ✶✶ ♣❛❣❡s

❆❜str❛❝t✿ ❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❆❧❣♦r✐t❤♠s ▲✐❜r❛r② ❈❣❛❧ ❝✉rr❡♥t❧② ♣r♦✈✐❞❡s ♣❛❝❦❛❣❡s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ R

2 ❛♥❞ R
3✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ ✸❉

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ t❤❛t ♣❡r♠✐ts t♦ ❡❛s✐❧② ❛❞❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦t❤❡r
s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ❞❡s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝
s♣❛❝❡ T

3✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❝❤❛♥❣❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❚❡tr❛❤❡❞r✐③❛t✐♦♥✱ ❚♦r✉s✱ P❡r✐♦❞✐❝ s♣❛❝❡

∗ ■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛✲❆♥t✐♣♦❧✐s ✭❋✐rst♥❛♠❡✳▲❛st♥❛♠❡❅s♦♣❤✐❛✳✐♥r✐❛✳❢r✮✳
† ◆✐❝♦ ❑r✉✐t❤♦❢ ✇♦r❦❡❞ ♦♥ t❤✐s ❞✉r✐♥❣ ❤✐s st❛② ❛t ■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛✲❆♥t✐♣♦❧✐s ✭❑r✉✐t❤♦❢❅❥✐✈❡✳♥❧✮✳



❉é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✸❉ ❞❡ ❈●❆▲

❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t

❘és✉♠é ✿ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❈❣❛❧ ✭❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❆❧❣♦r✐t❤♠s ▲✐❜r❛r②✮ ❢♦✉r♥✐t ❛❝t✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s R

2 ❡t R
3✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✸❉✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛✲
❧✐tés ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❡s♣❛❝❡s✳ ❈❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
♦♥t été ✐♠♣❧❛♥tés✱ ❡t ✈❛❧✐❞és s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ T

3✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ré❛❧✐sés ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♣r♦✉✈❛♥t q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♥✬❛✛❡❝t❡ ♣❛s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❝♦❞❡✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❚♦r❡✱ ❊s♣❛❝❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡



❉❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❙♣❛❝❡ ✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❛ ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞
s✉❜❥❡❝t ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬❞❇✈❑❖❙✵✵✱ ❊❙✾✻❪ ❛s
✇❡❧❧ ❛s s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬❝❣❛✱ ❙❤❡✾✻✱ ❍❡❧✵✶✱ q❤✉❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇♦r❦ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r t❤❡
d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ R

d✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❡str✐❝t❡❞ t♦ R
2 ♦r R

3✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ R

d✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣❛❝❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② T

d✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ ❈❣❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ❣❡♥❡r✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞
❣❡♦♠❡tr✐❝ t❡sts ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✮ ❜✉t t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞
t♦ ❜❡ R

3✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❡❛s✐❧② ❛❞❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ♦t❤❡r s♣❛❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t
♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❡tr❛❤❡❞r✐③❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❈❣❛❧ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t✇♦ t②♣❡s ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✿ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐✲
❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❬P❚✵✼❜❪✳ ❲❡ s❤♦rt❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜♦t❤ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ R

3 ♦♥❧②❀
✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❛❞❞ ♦♥❡ ♠♦r❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♣❛❝❦❛❣❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ t♦ r❡♠❛✐♥ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦t t♦ ❧♦s❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ❛❞❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣❛❝❡
T

3✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ T
3 ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥✶ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
s♣❛❝❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

✷ ❉❡❧❛✉♥❛② ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❣✉❧❛r ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

●✐✈❡♥ ❛ s❡t S ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❝❡❧❧s ✭t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐♥ ✸❉✮ ✇❤♦s❡
✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t❤❡ ❝✐r❝✉♠s♣❤❡r❡
♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ♣♦✐♥t ♦❢ S ❬❇❨✾✽✱ ❞❇✈❑❖❙✵✵❪✳

❚❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t ✇✐t❤
❡✈❡r② ♣♦✐♥t✳ ▲❡t S(w) ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts p(w) = (p, wp) ∈ R

3 × R✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥t
p(w) ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ ❝❡♥t❡r p ❛♥❞ r❛❞✐✉s

√
wp✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

♦❢ S(w)✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ♣♦✇❡r s♣❤❡r❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶

❼ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts p(w) = (p, wp) ❛♥❞ q(w) = (q, wq) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Π(p(w), q(w)) := ‖p − q‖2 − wp − wq✳

❼ ❚❤❡ ♣♦✇❡r t❡st ❝❤❡❝❦s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts✳
❚❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t ✐s ③❡r♦ ✐❢ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ p(w) ❛♥❞ q(w) ✐♥t❡rs❡❝t ♦rt❤♦❣✲
♦♥❛❧❧②❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t✇♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳

❼ ❋♦✉r ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥t ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣♦✇❡r
s♣❤❡r❡✳

❆ s♣❤❡r❡ s(w) ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛r ✐❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② Π(p(w), s(w)) ≥ 0 ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ p(w) ∈ S(w)✳
❆ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ S(w) ✐s r❡❣✉❧❛r ✐❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❤❡r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡❣✉❧❛r✳

❆ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t p(w) ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✐❢ Π(p(w), s) < 0✱ ✇❤❡r❡ s ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ✐❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤ts✱ ❛ s♣❤❡r❡ ✐s r❡❣✉❧❛r ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥s
❛♥② ♦t❤❡r ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ ❛ s♣❤❡r❡ ✐s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ❛ ♣♦✐♥t ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ✐t❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r

✶❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ❝✉rr❡♥t t♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ r❡❧❡❛s❡ ✸✳✸ ♦❢ ❈❣❛❧✱ ❛♥❞
t❤❡ t❡r♠ ♥❡✇ t♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧② ✐♥ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡❧❡❛s❡s ❢♦r
t❤❡ ♠♦♠❡♥t✳

❘❘ ♥➦ ✻✸✶✽



✹ ❈❛r♦❧✐ ✫ ❑r✉✐t❤♦❢ ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

p

p

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆ ❝❡❧❧ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦r ♣♦✇❡r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❦♥♦✇ ♠♦r❡
❛❜♦✉t r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❊❙✾✻✱ ❆✉r✽✼❪✳

✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❣❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ✉s❡s ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❧♦❝❛t❡✿ ▲♦❝❛t❡ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t✳ ❆❧s♦ r❡♣♦rt ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s✱ ❡✳❣✳ ♣♦✐♥t ♦♥ ❛ ❢❛❝❡t
♦r ❡❞❣❡✳

❼ ❢✐♥❞❴❝♦♥❢❧✐❝ts✿ ▼❛r❦ ❛❧❧ t❤❡ ❝❡❧❧s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇❧② ❛❞❞❡❞ ♣♦✐♥t✳

❼ ✐♥s❡rt✿ ❈❛❧❧ ❢✐♥❞❴❝♦♥❢❧✐❝ts✱ ❞❡❧❡t❡ ❛❧❧ ❝❡❧❧s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✱ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛ ✏❤♦❧❡✧ ✐♥ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❝r❡❛t❡ ♥❡✇ ❝❡❧❧s t♦ ✜❧❧ t❤❡ ❤♦❧❡✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ▼♦st
♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐❢② ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧❧② st♦r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬P❚✵✼❜❪✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

✷✳✷ P❛rt✐❝✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ R
3

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❈❣❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ R
3✿

❆ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ R
3 ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧✷ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞

❝❡❧❧ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❡rt❡① ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❢❛❝❡ts ♦❢
t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ✐♥✜♥✐t❡ ✈❡rt❡①✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛❧❧ ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ ❢♦✉r ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞
❢♦✉r ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ R

3 ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❤❡r❡ S

3 ✐♥ R
4✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥
R

3✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❧✐❡ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛♥❞ st♦r❡❞✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛♦rt ❢♦r s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t❡st ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② t❤❛t ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r s♦♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts
♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❛❢t❡r ❝❤❛♥❣❡s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❡❝❦s ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❊✉❧❡r ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♣❛❝❡✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❛❧❧♦✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♣❛❝❦❛❣❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ T

3 ♦❢ ❛ t♦r✉s ✐♥ ✹❉ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ R

3✱ ❝✉rr❡♥t❧② ❤❛r❞✲❝♦❞❡❞✱ ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥
T

3✳

✷❚❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥✈❡① s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts✳
✸❙❡❡ ❬❍❡♥✼✾✱ ❩♦♠✵✺✱ ❘❱✵✻❪

■◆❘■❆



❉❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❙♣❛❝❡ ✺

✸ ❉❡s✐❣♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❛❜❧❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛❝❡s✳

▲✐❦❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❈❣❛❧ ❧✐❜r❛r②✱ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ●❡♥❡r✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣
♣❛r❛❞✐❣♠ ❬❇❑❙❱✵✵✱ ❋❚✵✻❪✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐❝② ♦❢ ❈❣❛❧ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦❞❡ t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r✐❝✱ ✢❡①✐❜❧❡✱ ❛♥❞
❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❛❜❧❡ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ♥❡❡❞s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❧❛ss ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸ ✐s ❜✉✐❧t ❛s ❛ ❧❛②❡r
♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛t st♦r❡s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss t❛❦❡s t✇♦ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

❼ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❜❛s✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✭❡✳❣✳ ♣♦✐♥ts✱ s❡❣♠❡♥ts✱
tr✐❛♥❣❧❡s✱ t❡tr❛❤❡❞r❛✮ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✭❡✳❣✳ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡st✱ ✐♥❴s♣❤❡r❡ t❡st ❢♦r ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐✲
❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✇❡r t❡st ❢♦r r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❆ ❞❡❢❛✉❧t tr❛✐ts ❝❧❛ss ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡
♣❛❝❦❛❣❡✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ✉s❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ tr❛✐ts✳

❼ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ st♦r❡s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❛❦❡s
❝❛r❡ ♦❢ ✐ts ✈❛❧✐❞✐t② ❬P❚✵✼❛❪✳ ■t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✶ ❚❤❡ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❉❛t❛ ❙tr✉❝t✉r❡

❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦r st♦r✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉st ❜❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ✜rst✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬❩♦♠✵✺✱ ❘❱✵✻❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷

❼ ❆ k✲s✐♠♣❧❡① ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ k + 1 ❛✣♥❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦✐♥ts✳

❼ ■❢ σ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t S✱ t❤❡♥ ❛♥② s✐♠♣❧❡① τ ❞❡✜♥❡❞ ❜② T ⊂ S ✐s ❝❛❧❧❡❞
❛ ❢❛❝❡ ♦❢ σ✳

❼ ❆ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① K ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❡♠♣t② s✐♠♣❧✐❝❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿

✶✳ ✐❢ σ ∈ K ❛♥❞ τ ✐s ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ σ✱ t❤❡♥ τ ∈ K✱

✷✳ ✐❢ σ1, σ2 ∈ K✱ t❤❡♥ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ σ1 ∩ σ2 ✐s ❡✐t❤❡r ❡♠♣t② ♦r ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ σ1 ❛♥❞
σ2✳

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ▲❡t S ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐♥ s♦♠❡ s♣❛❝❡ X✳ ❆ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① K ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ S✱ ✐❢

✶✳ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ S ✐s ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ K✱

✷✳
⋃

σ∈K σ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ X✳

❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ st♦r❡s ❛ ♣✉r❡❧② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❣❡♦♠❡tr✐❝
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦♥t❛✐♥❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✭✸✲❢❛❝❡s✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t❛✐♥❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✭✵✲❢❛❝❡s✮✳

❊❛❝❤ ❝❡❧❧ st♦r❡s ♣♦✐♥t❡rs t♦ ✐ts ❢♦✉r ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ✐ts ❢♦✉r

vextex 0 vertex 1

vertex 2

vertex 3

facet 0

neighbor 0

edge (1, 3)

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s✳ ❊❛❝❤ ✈❡rt❡① st♦r❡s ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ✐♥❝✐❞❡♥t ❝❡❧❧s
✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ❝❧❛ss❡s
t❤❛t st♦r❡ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♦r ❡✈❡♥
❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♣❛❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡
st✐❧❧ s♦♠❡ ♣❛rts ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❞❡✲
♣❡♥❞ ♦♥ ✐t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✕ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✕ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t②
t❡st ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❊✉❧❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❊✉❧❡r
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♣❛❝❡✳

❘❘ ♥➦ ✻✸✶✽



✻ ❈❛r♦❧✐ ✫ ❑r✉✐t❤♦❢ ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

✸✳✷ ❚❤❡ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❈❧❛ss ❛♥❞ ✐ts ❙♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❧❛ss ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸ ✐s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ ❉❡❧❛✉♥❛②❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸ ❛♥❞ ❘❡❣✉❧❛r❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❣❡♦✲

Delaunay_triangulation_3 Regular_triangulation_3

Triangulation_hierarchy_3

Triangulation_3

Triangulation_utils_3

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡s✐❣♥✳

♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❛s ♠❡♠❜❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤
❛s ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❬❉P❚✵✷❪✱
✐♥s❡rt✐♦♥✱ ❛♥❞ ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧ ❬❉❚✵✸✱ ❉❚✵✻❪✱
❛♥❞ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✈❛❧✐❞✐t②✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞
❜② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts ❛♥❞ ❜② t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✲
t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇s t✇♦
♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s✿
✲ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✉t✐❧s❴✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡t ♦❢
t♦♦❧s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥
❝❡❧❧s✱
✲ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴❤✐❡r❛r❝❤②❴✸ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛
❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♣❡❡❞✲
✐♥❣ ✉♣ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❬❉❡✈✵✷❪✳

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss t❤❡♥ tr✐❣❣❡r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥
❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴❞❛t❛❴str✉❝t✉r❡❴✸✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥s❡rt ✜rst ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❣✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡s❡ t❛s❦s ✐♥✈♦❧✈❡ ♦♥❧② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❣✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ✐ts ❝❡❧❧s
❛r❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♥❡✇ ❝❡❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴❞❛t❛❴str✉❝t✉r❡❴✸✳

✸✳✸ ❚❤❡ ◆❡✇ ❉❡s✐❣♥

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ✐s t♦ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜②
s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇
❞❡s✐❣♥ ✐s t♦ s♣❧✐t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❧❛ss ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s r❡❧❛t❡❞ ❜② ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ✭❝❢✳
❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ❚❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡ ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡✳ ■t ✐s
♥♦✇ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts✳

Tr space torus 3Tr space euclidean 3

Triangulation 3

Delaunay triangulation 3 Regular triangulation 3

General base

The embedding space

Triangulation class

Specialized triangulations

or

Triangulation utils 3

Triangulation hierarchy 3

former Triangulation 3

Triangulation base 3

or or . . .?

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥✳

▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❧✐st t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞
❡♠♣❤❛s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡s✐❣♥✿

❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✿ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✈❡r② ♠✉❝❤ ✐♥
t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ st♦r✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡✳

■◆❘■❆



❉❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❙♣❛❝❡ ✼

❖♥❧② t❤❡ ❊✉❧❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝❤❡❝❦ ✐♥ ✐s❴✈❛❧✐❞ ♠✉st ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢
t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡✳

●❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts✿ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts ❝❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ tr❛✐ts ❝❧❛ss ✐❢
♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❞❡s✐❣♥✳

❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡✿ ❚❤✐s ❝❧❛ss ✐s ♥❡✇ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡✈❡r②✲
t❤✐♥❣ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t②♣❡✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✇❡ ✉s❡
✈✐s✐t♦rs t❤❛t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❧❛ss✳ ❚❤✐s
❞❡s✐❣♥ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳

❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡s✐❣♥✱ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❣❡♥❡r✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥s
❛♥❞ ✢✐♣s✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ✐s ✜♥❛❧❧② s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ s♣❛❝❡s ❜❡❝♦♠❡s ❡❛s② ✇✐t❤ t❤✐s ❞❡s✐❣♥✿ ♦♥❧② t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❧❛ss ✭❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② t❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts✮ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❢✉❧❧②
❣❡♥❡r✐❝✳

✸✳✹ ❘❡❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳
■♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✐♥❞❴❝♦♥❢❧✐❝ts

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥s❡rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r❧♦❛❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸✳ ❆❞✲
❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❜♦t❤ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡✐r ♦✇♥ r❡♠♦✈❡ ♠❡t❤♦❞✿ ✐t r❡♠♦✈❡s
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈❡rt❡① ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✉s❡s ✐♥s❡rt t♦ r❡tr✐❛♥❣✉❧❛t❡ t❤❡ ❤♦❧❡✳

Triangulation_3

+locate(...)

+insert(...)

+find_conflicts(...)

Gt:
Tds:

Delaunay_triangulation_3

+insert(...)

+find_conflicts(...)

+remove(...)

Gt:
Tds:

Regular_triangulation_3

+insert(...)

+find_conflicts(...)

+remove(...)

Gt:
Tds:

Triangulation_data_structure_3

Cell_base:
Vertex_base:

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛❝❦❛❣❡ ✭s✐♠♣❧✐✜❡❞✮✳

■♥ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧✐t② ✐s r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❆❧❧ ♦❢
t❤❡ ❢♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❛t
♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ♠✉st ♣r♦✲
✈✐❞❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss ❚r✐❛♥❣✉❧❛✲
t✐♦♥❴❜❛s❡❴✸ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❧②

❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ s♣❛❝❡ ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t②♣❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ❝❧❛ss❡s ❝♦♥✲
t❛✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✿ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✢✐❝t s❡❛r❝❤✱ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣♦✐♥t
r❡♠♦✈❛❧✳ ❖✉t ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
t②♣❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t✇✐❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤
s♣❛❝❡ ✭♦♥❝❡ ❢♦r ❉❡❧❛✉♥❛② ❛♥❞ ♦♥❝❡ ❢♦r r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❝♦❞❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ✇❡
✉s❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ✈✐s✐t♦rs ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✺ ❱✐s✐t♦rs

■♥ ❛ ❝❧❛ss ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❤❛r❞ t♦ ❡①t❡♥❞ s✉❜❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥❡✇
❢✉♥❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❡❛❝❤ s✉❜❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐t♦r ❞❡s✐❣♥ ♣❛tt❡r♥ ❬●❍❏❱✾✺❪ ✐s t♦
♠♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ ❝❧❛ss❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ✈✐s✐t♦rs✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡✉s❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❧② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✈✐s✐t♦r✳

■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐t♦r ♣❛tt❡r♥ t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ❱✐s✐t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❣❛❧ ❜❡❢♦r❡✱ ❡✳❣✳ t♦ ♣❡r♠✐t t❤❡ ✉s❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❤✐s ♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥ ❬❲❋❩❍✵✼❪✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡
✉s❡ ✈✐s✐t♦rs t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t②♣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❝❡
❝❧❛ss✳

❘❘ ♥➦ ✻✸✶✽



✽ ❈❛r♦❧✐ ✫ ❑r✉✐t❤♦❢ ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

Triangulation_3

Gt:
Tds:
Space:

Delaunay_triangulation_3

+insert(...)

+find_conflicts(...)

+remove(...)

Gt:
Tds:
Space:

Regular_triangulation_3

+insert(...)

+find_conflicts(...)

+remove(...)

Gt:
Tds:
Space:

Triangulation_base_3

Point_3:
Tds:

Triangulation_space_euclidean_3

+locate(...)

+insert(...)

+remove(...)

+find_conflicts(...)

Gt:
Tds:

Triangulation_space_torus_3

+locate(...)

+insert(...)

+remove(...)

+find_conflicts(...)

Gt:
Tds:

or

Triangulation_data_structure_3

Cell_base:
Vertex_base:

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ✭s✐♠♣❧✐✜❡❞✮✳

❚❤❡ ♥❛✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ❢♦r
• ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ R

3✱
• ❘❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ R

3✱
• ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T

3✱
• ❘❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T

3✳
❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛♥♦t❤❡r ♣❛✐r ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❢✉rt❤❡r s♣❛❝❡✳ ■♥st❡❛❞✱
✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t✇♦ s♣❛❝❡ ❝❧❛ss❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❢♦r ❜♦t❤ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t②♣❡s✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡
❝❧❛ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐t♦r ♣❛tt❡r♥✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❢❛❝t♦r
♦✉t t❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
t②♣❡✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐s ❝♦❞❡❞ ✐♥ s❡♣❛r❛t❡ ✈✐s✐t♦r ❝❧❛ss❡s✳

❝❧❛ss ❈♦♥❢❧✐❝t❚❡st❡r ④

♣✉❜❧✐❝✿

t②♣❡♥❛♠❡ ❈♦♥❢❧✐❝t❴✈❡rt✐❝❡s❴✐t❡r❛t♦r❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❍✐❞❞❡♥❴♣♦✐♥ts❴✐t❡r❛t♦r❀

❘❡❣✉❧❛r❴❝♦♥❢❧✐❝t❴t❡st❡r✭❝♦♥st P♦✐♥t✫✱ ❝♦♥st ❊♠❜❡❞❞✐♥❣❴s♣❛❝❡❁❚r❛✐ts✱ ❚❞s❃✯✮❀

✴✴ r❡t✉r♥s tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s ✐♥ ❝♦♥❢❧✐❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡❧❧

❜♦♦❧ ♦♣❡r❛t♦r✭✮✭❝♦♥st ❈❡❧❧❴❤❛♥❞❧❡✮ ❝♦♥st❀

✴✴ ❛❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s

❈♦♥❢❧✐❝t❴✈❡rt✐❝❡s❴✐t❡r❛t♦r ❝♦♥❢❧✐❝t❴✈❡rt✐❝❡s❴❜❡❣✐♥✭✮ ❝♦♥st❀

❈♦♥❢❧✐❝t❴✈❡rt✐❝❡s❴✐t❡r❛t♦r ❝♦♥❢❧✐❝t❴✈❡rt✐❝❡s❴❡♥❞✭✮ ❝♦♥st❀

❍✐❞❞❡♥❴♣♦✐♥ts❴✐t❡r❛t♦r ❤✐❞❞❡♥❴♣♦✐♥ts❴❜❡❣✐♥✭✮ ❝♦♥st❀

❍✐❞❞❡♥❴♣♦✐♥ts❴✐t❡r❛t♦r ❤✐❞❞❡♥❴♣♦✐♥ts❴❡♥❞✭✮ ❝♦♥st❀

⑥

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❈♦♥❢❧✐❝t❴t❡st❡r✱ ❝❧❛ss ■t❡r✶✱ ❝❧❛ss ■t❡r✷✱ ❝❧❛ss ■t❡r✸❃

❚r✐♣❧❡❁■t❡r✶✱■t❡r✷✱■t❡r✸❃ ❢✐♥❞❴❝♦♥❢❧✐❝ts✭

❈❡❧❧❴❤❛♥❞❧❡✱

❝♦♥st ❈♦♥❢❧✐❝t❴t❡st❡r✫✱

❚r✐♣❧❡❁■t❡r✶✱■t❡r✷✱■t❡r✸❃✮❀

❋✐❣✉r❡ ✼✿ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❧✐st✐♥❣ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ✈✐s✐t♦r✳

■◆❘■❆



❉❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❙♣❛❝❡ ✾

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ ✈✐s✐t♦r ❝❧❛ss ✐s t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t t❡st❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✼✮✳ ❚❤❡ ❢✐♥❞❴❝♦♥❢❧✐❝ts ❢✉♥❝t✐♦♥
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✳ ■♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥❴s♣❤❡r❡ t❡st ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ♣♦✇❡r❴t❡st ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢✐♥❞❴❝♦♥❢❧✐❝ts ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❧❛ss ✐s
t❡♠♣❧❛t✐③❡❞ ❜② ❛ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❈♦♥❢❧✐❝t❴t❡st❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss✳ ❲❡ ♦♥❧②
♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❝❧❛ss ❉❡❧❛✉♥❛②❴❝♦♥❢❧✐❝t❴t❡st❡r ❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss ❘❡❣✉❧❛r❴❝♦♥❢❧✐❝t❴t❡st❡r

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜♥❞ ❝♦♥✢✐❝ts ❢✉♥❝t✐♦♥ t✇✐❝❡✳
❋✉rt❤❡r ✈✐s✐t♦rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✿

❼ ❬❉❡❧❛✉♥❛②⑤❘❡❣✉❧❛r❪❴♣♦✐♥t❴❤✐❞❡r✿ ■♥ ❛ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥✲
s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❡❛✈②✲✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥t ❤✐❞❡s ❧✐❣❤t❡r✲✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ♥❡❛r❜②✳ ❚❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ♣♦✐♥ts
❞✐s❛♣♣❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❇✉t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡♠ ✐♥ s♦♠❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦
r❡✐♥s❡rt t❤❡♠ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ❤❡❛✈②✲✇❡✐❣❤t ♣♦✐♥t t❤❛t ❝❛✉s❡❞ t❤❡✐r ❞✐s❛♣♣❡❛r✲
❛♥❝❡ ✐s r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❤✐❞❡r ✐s t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡
❉❡❧❛✉♥❛②❴♣♦✐♥t❴❤✐❞❡r ❡①✐sts ♦♥❧② ❢♦r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② r❡❛s♦♥s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t❤✐♥❣✳

❼ ❬❉❡❧❛✉♥❛②⑤❘❡❣✉❧❛r❪❴♣♦✐♥t❴r❡♠♦✈❡r✿ ❚❤❡ ♣♦✐♥t r❡♠♦✈❡r ❡①tr❛❝ts t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠
r❡♠♦✈❡❞ ❝❡❧❧s✳ ❚❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❜② t❤❡ r❡♠♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ r❡✐♥s❡rt❡❞ t♦ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✈✐s✐t♦r ✐s ❛❧s♦ ❡♠♣t② ❢♦r t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❝❛s❡✳

✹ ❚❤❡ P❡r✐♦❞✐❝ ❙♣❛❝❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ tr✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣❛❝❡ T

3✳ ❲❡ ♦♥❧② s❦❡t❝❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛s ❤❡r❡✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s
s♣❡❝✐✜❝ s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣❛❝❡ T
3 ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛s [0, 1]3✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R

3 ✉s✐♥❣ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
t✐❧✐♥❣✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ R

3 ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜② p = (x, y, z) ❛♥❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ T
3 ❜② q =

(u, v, w)✳ ❆♥② ♣♦✐♥t q = (u, v, w) ∈ T
3 ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ❧❛tt✐❝❡ ✐♥ R

3 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

g(q) := {(u, v, w) + (i, j, k) | i, j, k ∈ Z},

■♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛♣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ R
3 ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ ✐t ✐♥✜♥✐t❡❧② ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡

❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ s♣❛❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❞♦♠❛✐♥✮ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ (i, j, k) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ R
3 ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡

❝♦♥st❛♥t (i, j, k) ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ g✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❆s
❧♦♥❣ ❛s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛ ✈❛❧✐❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱
❧❡t ✉s tr✐❛♥❣✉❧❛t❡ T

2 ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❡rt❡①✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ✸ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ✷ ❢❛❝❡ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✮✳
❚❤✐s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3 ✇✐t❤ ✶ ✈❡rt❡① ❤❛s ✼ ❡❞❣❡s✱ ✶✷ ❢❛❝❡ts ❛♥❞ ✻ ❝❡❧❧s✳ ❚❤✐s ✐♥✈❛❧✐❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ▲❡❢t✿ ✐♥✈❛❧✐❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
2 ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡rt❡①✳ ❘✐❣❤t✿ ✾ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✳

❈♦✈❡r✐♥❣s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦r✉s ✐♥ t✇♦ st❛❣❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡
❝♦♥str✉❝t ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❬❩♦♠✵✺❪✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♣✐❡❞ ✸ t✐♠❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽ ❢♦r T

2✮✳ ■t

❘❘ ♥➦ ✻✸✶✽



✶✵ ❈❛r♦❧✐ ✫ ❑r✉✐t❤♦❢ ✫ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✸✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣✱ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ✈❛❧✐❞
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛ ❝✉❜❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✇❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ✷✼ t✐♠❡s ❛s ♠❛♥② ♣♦✐♥ts ❛s t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ❧❛r❣❡ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ❖♥❝❡ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❡♥♦✉❣❤ ♣♦✐♥ts✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ✐t ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧
❝♦♠♣❧❡① ✐♥ t❤❡ ✶✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛❢t❡r ❝❤❡❝❦✐♥❣ s♦♠❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝r✐t❡r✐❛✱
✇❡ ❝❛♥ ❢❛❧❧ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✶✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣✳

❖✛s❡ts✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s st♦r❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❝❡❧❧s✱
✇❤❡r❡ ❛ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s ♣♦✐♥t❡rs t♦ ✐ts ❢♦✉r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t♦ ✐ts ❢♦✉r

(0, 0)

(0, 1)

(1, 1)

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ♦✛s❡ts ✐♥ ✷❉ s♣❛❝❡✳

✐♥❝✐❞❡♥t ✈❡rt✐❝❡s✳ ■♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣❛❝❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t
❛ ❝❡❧❧ ✐s ✇r❛♣♣❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✛s❡ts✿ ❊❛❝❤
✈❡rt❡① ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✛s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✈❡❝t♦r ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✹ ✐♥t❡❣❡r ❡♥tr✐❡s✳ ❚♦ ❣❡t t❤❡ ✈❡rt❡① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢
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3✱ ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❜② t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ tr✐❛♥❣✉❧❛✲
t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✶✵✵✵ ♣♦✐♥ts✳
❚❤✐s ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ t♦r✉s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡
✶✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✮✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ♠✉❝❤ s❡♥s❡
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✸✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣✳ ❚❛❜❧❡ ✷
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