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Cet article est consacré au probleme de I'interconneg®iplusieurggroupesdans un réseau. Nous cherchons ici a
reserver des ressources (liens de communication) daugaéin d’établir des connexions efficaces entremiesnbres

de chaque groupe. Ces connexions doivent fournir des gesamr lalatence maximunfou temps de communication
maximum) de chaque groupe dans la ou les structures forpaeéss ressources réservées. Nous allons montrer que les
approches pour interconnecter des groupes qui consergedidmetres donnent lieu a des problémes algorithmique
difficiles. Ces résultats nous conduisent a proposer utre approche consistant a construire un seul arbre ptar in
connecter tous les groupes. Nous proposons ici le premieritimne avec garantie de performance mettant en ceuvre
cette approche.
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Nous nous intéressons au probleme de la qualité des coioationms au sein dgroupescomposés de
machines (lesnembresiu groupe) disséminées dans un réseau point-a-poins [@acadre d’applications
réseaux comme les réunions virtuelles ou les videoarenies, il est important de garantir une bonne
gualité de communications entre les membres d’un mémgpgrdJne facon de réaliser cela est de réserver
et d'allouer des ressources pour interconnecter ces gscafpe d'éviter les engorgements dus au trafic
extérieur ou une instabilité du réseau (changement deesd. Une approche algorithmique donnant des
garanties de performance sur les communications au seimadgie groupe et non de facon globale est plus
réaliste, ce type d’approche n’a & notre connaissancé&tgafite a ce jour, et fait I'objet de cet article.
Notons que la réservation de ressources avec garantie ferpance pouun seulgroupe d'utilisateurs a
déja été abordée (en séquentiel [IKLOO] et en regBBIL06]). La présence de plusieurs groupes entraine
des problématiques spécifiques : il faut gérepaetagedes ressources entre les groupes et faire en sorte
que le trafic d'un groupe ait le moins d’'impact possible surdfic des autres.

Pour &tre plus précis sur ce que I'on entend ici p@ommunications performantes nous introdui-
sons les quelques notations suivantes. 6eit (V,E,w) un graphe quelconque, avéd’ensemble de ses
sommets (représentant 'ensemble des machines du jekeliensemble de ses arétes (représentant I'en-
semble des liens) &t une fonction de poids positive sur les arétés € E,w(e) > 0 représente le temps
de traversée du lieg). On noteradg(u, V) la distance entre u et v dans, Gest-a-dire la somme des poids
d’un plus court chemin entneetv dansG, représentant la durée d’acheminement d’une informatitre
u etv. Un groupe Mest un sous ensemble de machines du résdad ¥). Une structure S= (Vs,Es)
couvrant MdansG est un sous graphe @evérifiantM C Vs CV etEs C E. Le facteur délongationinduit
parSsurM est le rappor% ou Ds(M) est le diametre du groupd dans la structure de connexién
etDg(M) le diamétre du group®! dans le graphe; ce facteur traduit I'impact sur la duréeimabe des
communications entre les membresMei elles ont lieu dans la structuge

Dans cet article, nous montrons (dans la section 1) que ngainké nombre d’arétes d’'une structure
ou construire des structures disjointes pour chaque graeopeen conservant le méme diameétre que dans
le graphe (facteur d’élongation de 1) donne lieu & deslprobs algorithmiques difficiles. Ces résultats
nous conduisent a envisager une autre approche consastamistruire un seul arbre pour interconnecter
tous les groupes. Pour cela, nous proposons et analysontadsaction 2 les performances d’'une méthode
de construction qui permet de réaliser un certain comp@nire temps de communication (résultats sur
I'élongation maximum et moyenne) des groupes, nhombreais lieservés et facilité du routage (grace au
fait que I'on alloue un arbre).
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1 Deux approches qui conservent le diametre

Dans cette section, nous nous intéressons spécifiguemerstraictures de connexion qui conservent
le diametre (facteur d’élongation de 1) afin d’obtenir fhasilleures performances possible dans chaque
structure. Nous montrons que cette contrainte est tropébdenne des problemes algorithmiques difficiles.

Minimisation du nombre d’'ar étes dans une structure peservant le dianetre. Lorsque plusieurs
groupes doivent &tre interconnectés, il est naturelsdipsr de faire en sorte que chaque groupe utilise
le moins de ressources possible. Nous allons donc essaygoigi un groupeM donnég, de construire
une structure préservant son diametre et utilisant lenmdiarétes possible. Formellement, cela donne le
probleme 1.

Probleme 1
Instance: Un graphe G= (V, E) non ponéré (ou avec fe) = 1,Ve € E), un groupe MC V.
Question : Existe-t-il une structure S pservant le diaitre de M dans G (i.e. telle que
Ds(M) = Dg(M)), tel que|Es| = min{|Eg| : S une structure couvrant M et §{M) = Dg(M)} ?

Théoreme 1.1V constantey, il n’existe pas d’algorithmei-approcte pour le probéme 1, sauf si B NP.

On prouve ce résultat par contradiction en montrant quesigte un algorithme polynomiatapproché
(a constant) pour le probleme 1 alors on peut construire uorifgne polynomiaB-approchéf constant)
pour le problemeninimal set coveror, ce probleme est non APX (c’est-a-dire non approximaialr une
constante).

Structures deux a deux arétes disjointes peservant le dianetre. L'approche précédente conduit a
un probléme pour lequel il n'existe pas d’algorithme d’apgmation avec un rapport constant, nous al-
lons maintenant essayer d'allouer des structures présele diameétre et utilisant des liens totalement
indépendants. Ainsi, la qualité en terme de durée maxirdencommunications peut étre garantie : le
diamétre pour chaque groupe connecté est minimum etles &tant indépendants, le trafic d’un groupe ne
vient pas perturber celui d'un autre groupe. Formelleneadi s’exprime par le probleme 2.

Probleme 2
Instance: Un graphe G= (V,E) non ponérée, My,M, C V.
Question : Existe-t-il deux structures étes disjointes f@servant le diamtre de M et Mp ? C'esta-
dire existe-t-il G = (V1,E1), Gy = (Vo,Ep) tel que : M CVi CV,E1NE; =0, E CE, et
DGi(Mi) = Dg(Mi), avec i= 1,2.

Théoreme 1.2 Le probEme 2 est NP-complet.

On prouve ce résultat en se réduisant au probkeheplitting(voir [GJ79]). Ce résultat reste vrai méme
lorsqueMi N Mz = 0, ou bien lorsquél; = Mz =V, ou encore lorsquBg(M;) = 3 ou bienDg(M;) > 6.

2 Notre solution au probleme

Les résultats de la section 1 montrent gu'il est difficiletaiver plusieurs structures disjointes pour
interconnecter tous les groupes. Nous proposons donc dewomsine unique structure connectant tous
les groupes. De plus, nous avons également montré la d#figuwon approximable par une constante) de
construire une structure préservant le diametre de poidsnal.

Ces résultats négatifs nous aménent a nous conceuntrergrobleme suivant : étant donné un ensemble
de groupes, construiren arbrecouvrant tous les groupes et minimisant le diameétre dewshgrpupe dans
I'arbre. La structure d’arbre présente I'avantage de bffaples mécanismes de routage et de duplication
des informations a faire circuler entre les membres d'wuge du réseau. En effet, il 'y a qu’une seule
route possible entre deux sommets d'un arbre, le routagioesttrivial. De plus, I'absence de cycle sim-
plifie la diffusion de messages d’'un membre vers tous legauiette diffusion peut étre faite de maniére
naturelle, par inondation, sans contrble complexe.
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Notre Algorithme. Nous présentons maintenant les grandes lignes de notrétlalge. Celui-ci prend
en entrée un graph®, et 'ensemble deg groupes. En sortie, l'algorithme renvoie un arBgcouvrant
chacun deg groupes.

1. Construire pour chaque groupt (1 <i < g) un arbre de plus courts chemins, enracinés en un
membre quelconque du groupe, couviisint

2. SoitTy,---, Tg, la suite des arbres ainsi obtenus classés par diamésiesants.

3. SoitA; = Ty. Pour touti (2 <i < g), on construith; en fusionnan®;_; et T; de sorte quey; soit
sans cycle (on supprime les éventuels cycles en retirardrddes dd; sans toucher 4;_1) couvrant
MiU---UM;.

Remarque : L'algorithme décrit ci-dessus ne retourne pas toujours structure connexe. Il suffit, pour
obtenir un arbre, d’ajouter des chemins pour relier les azsaptes connexes de la structdgeconstruite.
Notons que I'ajout de ces chemins ne change en rien I'analy$aldorithme.

Nous allons donc maintenant nous intéresser a I'analyspegormances de notre algorithme.

Le facteur d’élongation maximum

Etant donné un arbr& couvrantg groupesMy, ..., Mg, la dégradation du diamétre subie par chaque

groupeM; dansT est quantifiee par Iéacteur delongationinduit par T sur M; : gggm Ainsi, une

mesure de performance simple est la plus grande valeur desufa d’é€longation des groupes dans

c’est-a-dire lefacteur d&élongation maximunnduit parT : max{ B;Em S 1,...,g}. Le but est alors
de construire un arbré couvrantM1 U --- U Mg minimisant le facteur d’élongation maximum. On pose
a= min{max{ B&m:;,i = 1,...,g} : T arbre couvranby U--- U Mg}.

Borne inférieure. On peut voir sur I'exemple de la figure 1(a) que tout algorithmoenectant tous les
groupes (ayant ici chacun deux membres) par un arbre, cdr@dtigatoirement un arbre qui ne peut pas
avoir un facteur d’élongation maximum plus petit qge 1, ainsi :a > g— 1. En effet, pour obtenir un
arbreT, il faut supprimer une aréte du cycle entreti + 1 (ou entreg et 1), mais cela éloigne du méme
coup les deux membres du groude (ou Mg), induisant un facteur d’élongation dede B;Em = gzif

qui tend verg — 1 lorsquee tend vers 0.

(b)
D1, (M3)

Dr,(M2)| Dr,(Ma)  Dry(Ms) Drg(Me) Dr;(M7)Drg(Ms)  Dro(Mo)

}” R I — }

Dr (M) ‘ 16-Dm(My) Dz‘rﬁ Dlof\:
4.Dy,(My) 64- D, (M1) 7, (M1) 7, (M1)

pP=4,Nmax=3,9=9

F1G. 1: (a) exemple exhibant la borne inférieure de tout algoréhpour le facteur d’élongation maximum, (b) exemple
de partition en paliers des diamétres dans les structydes grouped;.

Borne superieure. On montre que notre algorithme construit des arbres dontcleda d’'€longation
maximum est toujours inférieur ou égal §.En effet, comme les groupéd; sont ajoutés en suivant
l'ordre croissant des diamétr&s; (M;), on a :Da (M) <iD7,(M;). Par ailleurs, il est facile de voir que
D1, (Mi) < 2Dg(Mi), d'ou : Da (M) < 2iDg(Mi) ; commeA; C Ag on aDa,(Mj) < 2iDg(M;).

.. Dag (M . . , .
Ainsi, max{% =1 ,g} < 2g. Par ailleurs, nous avons prouvé que la bornegles? atteinte,

c’est-a-dire que, dans certains cas, I'algorithme coitsties arbres qui induisent un facteur d’€longation
maximum de 8.
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Notons qu’une analyse similaire sur le diametre de plusiguwupes a été menée dans [KLPT06] mais
dans un autre cadre, puisque les différents groupes sostrads de maniére incréementale. Cette méthode
« classique> d’évaluation n’est cependant pas assez fine pour captwiedes dégradations subies par les
groupes. En effet, dans la figure 1(a) seulgroupe subit une dégradation importante, alors que lessut
groupes conservent leurs diameétres dans le graphe. Or ‘estipas refleté par le facteur d’é€longation
maximum. Pour cela nous allons utiliser un parameétre ptud'&valuation le facteur délongation moyen

Le facteur d’élongation moyen

Nous définissons maintenantfiecteur délongation moyeimduit par un arbrd couvrant leg groupes
1 3 DM ) , . : > R

Mg,...,Mg par6 . Z DTEMI; . Pour représenter plus finement 'impact de la dispagtediamétres sur ce

i= G i

facteur, nous allons définir et utiliser la notion palier. Comme dans l'algorithme, les groupes sont

triés par valeurs croissantes des diaméDg$M;) : D1, (M1) < ... < Dy, (Mg). Etant donnée une valeur

p > 1, le palier numérd > 0 contient tous les groupés dont le diametrd®+, (M;) vérifie : p“Dr, (M) <

Dt (Mi) < pk+1DTl(M1). Lataille d’'un palierest le nombre de groupes qu'’il contient (N.B. certains psilier

peuvent étre vides). Etant donpgon notenngax la taille maximum d’un palier. La figure 1(b) donne une

illustration de partition dg = 9 groupes en paliers, avec la valgue 4. Sur cet exemple, poyr=4, on a

Nmax = 3.

Théoreme 2.1 Notre algorithme construit des arbres dont le facteugldhgation moyen est d’au plus :

min {g+ 1, 2nmax: pil} pour tout p> 1. La borne g+ 1 est atteinte.

La borne 2max- p%l est plus intéressante qge- 1 lorsquep est« grand» etnmax« petit». Ceci est le
cas lorsque les diametres des groupes sont tres difS&enuns des autres. Par exemple, si le diameétre de
chaque groupe est 3 fois plus grand que le précédent, aloenanhmax= 1 etp =3, on a Dpax- p%l =
3, alors quey + 1 peut étre arbitrairement grand.

Notons que I'analyse présentée ici s'intéresse aux pirgances que doit traiter notre approche. En
effet, c’est dans le cas ou les membres des groupexsemtremeélés que I'on constate les plus fortes
dégradations. Par contre, si les groupes sont complétesrisolés» les uns des autres dans le réseau, la
dégradation sera minimale puisque les arbres vont posealéployer sans interférer les uns sur les autres.

3 Bilan et perspectives

Nous avons présenté et analysé le premier algorithmegamntie de performance pour interconnecter
des groupes dispersés sur un réseau. Nous avons montriofjaelgorithme induisait dans le pire cas
un facteur d’é€longation maximum optimal en ordre de grandéne premiere analyse nous a permis de
montrer que notre algorithme induisait un facteur d’éktimn moyen constant dans certain cas et d'au plus
g+ 1 dans le cas général. Nous espérons dans un futur prdiomer afotre algorithme et son analyse en
exploitant de facon plus pertinente la localisation re¢atles groupes dans le graphe. Nous souhaitons aussi
arriver a mieux maitriser les engorgements induits padieers groupes entre eux dans l'arbre. Enfin, pour
mieux coller a la réalité des réseaux a grandes éshaelbus travaillons sur une version répartie de notre
travail.
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