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Nous proposons un algorithme simple pour la mise a jour dilmme couvrant un groupe dont les membres peuvent
arriver et/ou partir & chaque étape. L'objectif est alors de maintenir un adbré le diametre est proche du diameétre
minimum. La dynamicité des membres et le respect de |la @ioér sur le diametre peuvent nécessiter la reconstruc-
tion de I'arbre. Uneétape de reconstructiofitant coliteuse, nous nous intéressons a la minimisdgoce nombre
d’étapes. Si cette démarche a déja été étudiépréegdents travaux se sont restreints a I'etude dwpséalgorithmes
d’approximation ou étude du rapport de compétitivitsie contexte online). Dans cet article, nous analysonsrte ¢
portement de notre algorithnem moyennePour cela, nous proposons quelques encadrements anab/particuliers

et un moyen algorithmique efficace pour calculer de maré&eete lespérancelu nombre de reconstructions (sous
des hypotheses d’équiprobabilité). Nous donnons dsrgrandes tendances de cette espérance.

Mots clefs : Mise a jour d’arbre de connexion, évaluation en moyenpéposation, espérance, équiprobabilite

Nous nous intéressons dans cet article aux communicatiuing lesmembreg’'un groupede machines.
Nous souhaitons pour cela les interconnecter parhre, bati sur le réseau sous-jacent. Une caractéristique
importante d’'un groupe au sein d’'un réseau est qu'il estozistante évolution. On peut en effet évoquer
toute forme de forum ou de réunion via un réseau. Dans eedgpassemblements virtuels, les participants
peuvent arriver et/ou partirdans un ordre et a des moments inconnus a I'avance. Paupéxedans les
systemes pair a paipéer-to-peeril est inconcevable de prédire qui va échanger des demaéec qui. Les
échanges se font "au fil de I'eau”, en fonction de parans&jtéil est difficile de quantifier a I'avance. Par
conséquent, connaitre a I'avance la totalité des mesthu groupe a couvrir/connecter n’est pas toujours
possible en pratique. Nous avons donc choisi d’'étudieasglgnamiquequi consiste a incrémenter et/ou
décrementer uarbre de connexiohpour prendre en compte les arrivées et départs de membres.

Cependant, il est naturel d’exiger que cet arbre mainticanghaque étape, un niveau de qualité sa-
tisfaisant. Dans cet article nous nous focalisons sur lgpsede communication maximum induit entre
les membres. Pour définir cela de maniere plus précisgs imdroduisons les notations suivantes. Les
ajouts et/ou retraits successifs font évoluer le groupegart; nous noteronBlg, M1,...,M;,... la suite
des groupes successifs ainsi obteridg §tant le groupe initial, avant tout changement).

On noteDg(M;) = max{dg(u,Vv) : u,v€ M;} le diamétredu groupeM; CV dans le graph& = (V,E) qui
représente le réseau (fixe), awkgu, v) la distance minimum entreetv dansG. Dg(M;) représente donc
le diamétre minimum possible polti. Cependant, comme on interconnddepar un arbrdj, le diamétre
deM; dansT; (notéDr, (M;)) doit étre le plus “proche” possible d&s(M;). Plus précisément, nous fixons
la contrainte suivante : a chaque requéggout ou retrait), le diamétre dé; dansT; doit &treau plusdeux
fois le diamétre minimum ; & chaque étape, on doit donamar: Dt (M;) < 2Dg(M;).

Pour garantir cela, nous allons permettredeonstructiortotale de I'arbre a certaines étapes. Une telle
reconstruction nécessite, d'un point de vue réseau, $& @jour des tables de routage de chaque membre
du groupe, perturbant ainsi les communications en coursdgigant un fort trafic de contrble. L'objectif
est alors de minimiser le nombre d’'étapes ou ont lieu deseéconstructions.

* lorsqu’un membre est retiré, il est retiré du groupe, pagdeau qui reste fixe.
T le choix d'un arbre est motive par la facilité du routagéildgnduit entre les membres et que c’est une structure dagsdlle il est
simple de faire des diffusions par inondations.
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Etat de I'art. Il est simple de voir que s'il n’y a que des ajouts, un algenighsimple permet de ne faire
aucune reconstruction (voir par exemple [Thi06]).

Le cas ou il n'y a que des retraits a été spécifiquementi€idans [TLO6] ; dans cet article il est montré
gu'il existe des situations dans lesquelles, dans le pse@dog i) reconstructions sont nécessaires. Il est
aussi proposé un algorithme permettant de mettre & joarhne initial induisant, dans le pire c&3(logi)
reconstructions. Ce type d’étude a été menée pourmaparametres, comme la distance moyenne (voir
[TLO4a, TLO4b, TLO6, TL, ThiO6]) et le poids (arbre de staidgnamique, voir [IW91, TLO7]).

Cependant, tous ces articles contiennent des étudsreasas avec I'obtention d’algorithmes d’approxi-
mation ou d’algorithmes online compétitifs. Nous avonestaté que les situations atteignant les pires cas
sont souvent rares et/ou congus de maniere “artificiggus souhaitons aller plus loin dans cet article en
étudiant la moyenne du nombre de reconstructions.

L'algorithme &tudié dans cet article. L'obtention de résultats en moyenne est un objectif corgl8i
I'algorithme que nous analysons ici est plus simple quei peaposé dans [TLO6], il en reprend néanmoins
les grandes lignes.

Le groupe initialMg est couvert par un arbii, de plus courts chemins enraciné en un memgeeMy.
NotonsT; I'arbre courant et € M; sa racine courantel; est un arbre couvram;, de plus courts chemins
a partir der. Si la requéte suivante esajoutd’un (nouveau) membng incrémenteff; en ajoutant un plus
court chemin entre etu sans créer de cycle ; on obtient alors I'arfirg . Si la prochaine requéte- 1 est le
retrait d’'un membreu € M;, deux cas peuvent se produire us r alors supprimeu deM; et mettre a jour
I'arbre en élaguari si nécessaire (ce qui donfig1). Sile membre retiré est(la racine de I'arbre courant
T;) alors choisir un nouveau membrgs € M1 et construire un nouvel arbre de plus courts chending,
enraciné emj_ 1, couvrantM;_ ;. Dans tous les cas, Bl; = 0 le groupe est considéré comme terminé et il
ne recoit alors plus aucune requéte.

Il est assez simple de voir qu'a chaque étapest bien un arbre couvrant le groupe coufdnet qu'a
chaque étapg on a bierDt, (M;) < 2Dg(M;). On note que dans cet algorithme une reconstruction n'a lieu
quelorsque la racine de I'arbre courant se retire du groupe.

Analyse en moyenne de I'algorithme Pour évaluer le comportement moyen de I'algorithme, oe mgt

la taille du groupe initial eh le nombre maximum de requétes considéréeshlidtoriqueest alors une
suite de requétes d’'ajouts et/ou de retraits conduisardasdout den’ < h requétes a un groupe vide, soit
a un groupe de tailley, > 1 au bout déh requétes. Rappelons que lorsque I'on atteint un groupe, vid
I'historique s’arréte et le groupe ne “renait” pas.

Il est facile d’étudier le comportement de I'algorithmenddes situations “extrémes” ; méme si la séquence
de requétes est trés longue on peut n'avoir aucune recaatien (meilleur cas) : par exemple s'il n'y a
gue des ajouts ou si les retraits ne concernent jamais laerakil’autre extrémité, sur une séquencehde
requétes, on peut avoirjusqL%émo +h) reconstructions. Ces deux situations extrémes sordiffésentes.

Pour affiner I'analyse nous allons calcuefmg, h), I'esperancedu nombre de reconstructions, c’'est a
dire la somme sur tous les historiques (d’'au flugquétes a partir d’'un groupe de taitig) possibles
du nombre de reconstructions induit par chaque historiquiéiptié€ par la probabilité de cet historique.
Pour cela, on suppose qu’une requéte peut étre, de fguaiprobablesoit I'ajout d’'un nouveau membre,
soit le retrait d’'un membre du groupe courant. Une requéteettait s’effectue de fagoequiprobablesur
I'ensemble des membres du groupe courant. La probabditetirer la racine de I'arbre de connexion est
donc%q, avecm la taille du groupe courant.

Pour obtenir les valeurs d&(mp,h) nous avons modélisé I'évolution du groupe initial déleaing par
un arbre binaire de hautetr Chaque sommet de cet arbre est étiqueté par la taills groupe qu'il
représente. Le fils gauche d’'un sommet représente le grapges un retrait (taillen— 1) et le fils droit
le groupe aprés un ajout (taille+ 1). Avec cette représentation, une feuille représentgroope en fin
d’'historique (soit parce qu'il est vide, soit parce que loaffectuéh requétes).

Nous avons montré que cette représentation permet del@alt{mp, h) grace a la formul&(m,h) =

2 ueFy %, avecky I'ensemble des sommets de I'arbre qui sfilstgauchede leur pére (qui sont donc des

sommets représentant un groupe issu d’un rett#it), est la hauteur de dans I'arbre eR(u) = 1/mavec
m la taille du groupe représenté par le péraude



Evaluation en moyenne d’un algorithme pour la miseur d’'un arbre de connexion

Quelques Esultats analytiques
Théoreme 0.1 Pour tout my > 1, pour tout h< mp, on a Emp, h) < % <1.

Ce résultat met en évidence le fait que pour tout groupeégeard de taillang et pour toute séquence de
h < mrequétes, le nombre de reconstructions moyen est inf&ié. De plus, des résultats expérimentaux
nous indiguent que, dans ce cas, plus de 60% des solutidifisat’®nt aucune reconstruction.

Théoreme 0.2 Dans le cas @ tous lesevenements sont des retraits (donc si la probabilitajout est nulle),
pour tout h< my, on a Emg,h) = 3"} $

Dans le cas particulier du théoreme 0.2, I'espérdigsy, mp) tend vers l'infini lorsqueam, tend vers I'in-
fini. Ajoutons que dans le cas ou tous les événements sarajduts, on & (mp, h) = 0 pour touth > 1.

La suite de I'article traite des autres cas non étudiésaijtiuts et retraits mélés, avec un nombre quelconque
d’événements.

Calculs numériques de I'eserance. La représentation par arbres binaires permet d’obtenialgo-
rithme efficace (rapide et peu coliteux en mémoire) poaudal toute valeuE (mp, h). Cet algorithme cal-
cule I'espérance en calculant la contribution de I'étade I'arbre binaire grace a la contribution de I'étage

i — 1, grace a une formule récursive. Cet algorithme nousmigel’observer I'évolution de I'espérance du
nombre de reconstruction. Nous insistons ici sur le faitlgeeésultats des figures 1 et 2 correspondent au
calcul exact de I'espérance (il ne s’agit pas de simulajion
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FiG. 1: E(mp,h) en fonction deh (pour my fixé).

La premiére constatation que nous pouvons faire concertred faible nombre de reconstructions moyen
induit par notre algorithme. En effet, on peut lire sur la fgli que pour des groupes de départ dont la taille
varie de 100 a 2000, et pour un nombre de requétes allapt’a& 00000, I'espérance maximum du nombre
de reconstruction (atteinte ici poop = 200 eth = 100000) est toujours inférieure a 180 (alors que pour
les mémes valeurs dm eth, le pire des cas induf§(m +h) = 1 (200+ 100000 = 50100 reconstructions).

Les résultats de la figure 2 permettent quant a eux de midi#velution de I'espérance du nombre de

reconstructions en fonction de la taille du groupe de dépeasque le nombre de requétes est fixé. Les
courbes alors obtenues montrent que I'espérance n’eshpastone en fonction de la taille du groupe de
départ (comme on aurait pu le penser intuitiverreeptiori).
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Fi1G. 2: E(m,h) en fonction dem (pourh fixé).

Représentativitt de I'esgerance Nous nous sommes également intéressés, de maniczdaragptale, a

la “représentativiteé” de I'espérance. En effet, nousra/observé qu'en moyenne, sur 100000 expériences
avec un groupe de départ de taittg = 100 et un nombre de requétes variant de 100 a 60000, environ
55% des solutions induisent un nombre de reconstructidasenr a I'espérance. Dans le cas particulier
ou h < my, 60% des solutions ne nécessitent aucune reconstruchlons avons également observé que
90% des solutions induisent un nombre de reconstructidésenr a 15 fois I'espérance. Ces résultats
montrent que la majorité des solutions induisent un nordbneconstructions proche de I'espérance.

Conclusion et perspectives

Nous avons étudié les performances moyennes d’un aigegisimple et pratique de mise a jour d'un arbre
de connexion pour un groupe dynamique. Ces premiersaésakbus ont permis d’affiner considérablement
I'étude analytique du nombre de reconstructions, jusgutiiquement évalué dans le pire cas.

Nous espérons par la suite donner une expression anayixacte ou des encadrementsiiey, h)
permettant une manipulation plus aisée des valeurs dgélfaace et aider les opérateurs gérant ce type
de groupes d'utilisateurs a estimer au mieux le co(it dlwishuit par les reconstructions pour le maintient
d’'arbres de diameétre limités.
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