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❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡s

▼✐r❡❧❛ ❇❡♥✲❈❤❡♥ ❈r❛✐❣ ●♦ts♠❛♥ ❈❛♠✐❧❧❡ ❲♦r♠s❡r

❆❜str❛❝t

❙❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❛s ❛ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❜✉t ♣♦s❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s

✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ❞❡✈✐s❡ ❛ ❣r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣

♣r♦t♦❝♦❧ ✕ ♦♥❡ t❤❛t r♦✉t❡s ♠❡ss❛❣❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❛ ♥♦❞❡

♦r ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦ ❛s ❛ ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤✱

✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♠❛♥♥❡r ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s✉♣♣♦rts ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✧✈✐rt✉❛❧✧

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✭✉s✉❛❧❧② ♠✐♥✐❛t✉r❡✮ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐r❡❧❡ss
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦ ❝♦❧❧❡❝ts ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✐ts
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✐t ❛♥❞ ❛♥s✇❡r q✉❡r✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❞❛t❛✳ ❙❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s
❛r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s✳

❚❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ❤❛s ♣♦s❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ❝❛♥ t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ♦♥❧② ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r s❡♥s♦rs ✇✐t❤✐♥ ❛ s❤♦rt r❛♥❣❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ♦♥❡ s❡♥s♦r ❝❛♥ r❡❛❝❤ ❛♥♦t❤❡r s❡♥s♦r
♦♥❧② ❜② r♦✉t✐♥❣ ✐t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ r♦✉t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❧② ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✲❛✇❛r❡ s❡♥s♦rs✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤♦s❡
t❤❛t ❛❧s♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛t t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✭❡✳❣✳ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ●P❙ r❡❝❡✐✈❡r✮✱ ♣❡r♠✐t ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝ r♦✉t✐♥❣✳

■♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r♦✉t✐♥❣ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❆ ♣❛❝❦❡t ✐s t♦ ❜❡ r♦✉t❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ s❡♥s♦r t♦ ❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✕ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✕ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞
❞❡st✐♥❛t✐♦♥ s❡♥s♦rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❲❤❡♥ ❛ s❡♥s♦r r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♣❛❝❦❡t✱ ✐t ♠✉st ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐t
s❤♦✉❧❞ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❇② ❧♦❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡
❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡♥s♦r✱ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s♦r✬s
♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s r❡str✐❝t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐t②✱ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✇✐❧❧
✐♥❞❡❡❞ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳

❖♥❡ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ❣r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣✳ ■♥ ❣r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣✱ ✇❤❡♥ ❛ s❡♥s♦r r❡❝❡✐✈❡s ❛
♣❛❝❦❡t✱ ✐t ❢♦r✇❛r❞s t❤❡ ♣❛❝❦❡t t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡st ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡ t♦ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❣r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣ ✐s t❤❛t ✐t ♠❛② ❡♥❝♦✉♥t❡r ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s r♦✉t✐♥❣ ✈♦✐❞s ♦r
❤♦❧❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡♥s♦r ❤❛s ♥♦ ♥❡✐❣❤❜♦r ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✐ts❡❧❢✳ ❲❤❡♥ s✉❝❤ ❛ ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✱ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✐s ✧st✉❝❦✧✱ ❣r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r② ❢❛✐❧s✳
❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❣r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣ ❛r❡ ❣r❡❡❞② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ r♦✉t✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡
❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ♦r ❝♦♠♣❛ss r♦✉t✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❬✶✵❪✳

●r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ✭♣❤②s✐❝❛❧✮ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ●P❙
s②st❡♠✮✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠
♠❛② ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ❡♥❞♦✇ t❤❡ s❡♥s♦rs ✇✐t❤ ♥❡✇ ✧✈✐rt✉❛❧✧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡ ❜❡tt❡r ✐♥ t❤❡ ❣r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ✉s❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✈❡r② ❢❡✇ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t r♦✉t✐♥❣
✉s✐♥❣ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❢❛✐❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣s✳

●r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦ r❛✐s❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
q✉❡st✐♦♥s✿ ❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❛t ✇✐❧❧ s✉♣♣♦rt ❣r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣❄ ■s s✉❝❤ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠
❡✈❡♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❡①✐st❄ ❲❤❛t ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠
❡①✐sts❄ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ❣♦♦❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❣r❡❡❞② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡ ❞✐❝t❛t❡s
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♣❛❝❡ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♣❡r s❡♥s♦r ❢♦r st♦r✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥st❛♥t✱ t②♣✐❝❛❧❧② ✷ ♦r ✸✳ ❙♦♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇❡r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛♥s✇❡r❡❞ ❜② P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ❘❛t❛❥❝③❛❦ ❬✶✷❪✳ ❚❤❡② ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞ t❤❛t ❛♥②
✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤ ❤❛s ❛ ❣r❡❡❞② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✐✳❡✳ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦rts ❣r❡❡❞②
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ r♦✉t✐♥❣✮ ✐♥ R

2✳ ❙❤♦✉❧❞ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❜❡ tr✉❡✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ❢♦r s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✱
s✐♥❝❡ ♠♦st ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r s✉❜❣r❛♣❤✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ✉s❡ t❤❡s❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t s✉❜❣r❛♣❤✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❡❡❞② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ♣❧❛♥❛r
s✉❜❣r❛♣❤✱ r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ●r❡❡❞② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ r♦✉t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s st✐❧❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ s✉❝❝❡❡❞✳ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ❘❛t❛❥❝③❛❦ ♣r♦✈✐❞❡❞
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r❡❡❞② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✐♥ R

2✳ ❆ ♥♦t❛❜❧❡ s✉✣❝✐❡♥t ✭❜✉t
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛❧❧ ❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ str❛✐❣❤t✲❧✐♥❡ ♣❧❛♥❡ ❞r❛✇✐♥❣ ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ 120◦✳ ■t ✐s ❛❧s♦
q✉✐t❡ ❡❛s② t♦ s❤♦✇ ❬✶✷❪ t❤❛t ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❣r❡❡❞② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳

❘❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❜② ❇❡♥✲❈❤❡♥✱ ●♦ts♠❛♥ ❛♥❞ ●♦rt❧❡r ❬✶❪ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣ ♦♥ ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞
♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡✐r ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t ♠❛② ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ♠✐❞✇❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❛s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

✶



t❤❛t ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❣r❡❡❞② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❣r❛♣❤ ✭✐❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡♠✲
❜❡❞❞✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❬✺✱ ✼❪✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♦❢ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ❘❛t❛❥❝③❛❦ ❬✶✷❪ t❤❛t ❡✈❡r② ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞
♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤ ❤❛s ❛ ❣r❡❡❞② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ❇❡♥✲❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ♣♦✇❡r

❞✐❛❣r❛♠s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s✐t❡ ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s✱ ❛♥❞
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❛ s✐t❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐st❛♥❝❡ ✕ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡ r❛❞✐✐ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭❛ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ r❛❞✐✐ ❛r❡ ❡q✉❛❧✮✳ P♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧
❝♦♥t❛✐♥s ✐ts s✐t❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠s✱ ❛♥❞ ❇❡♥✲❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡s❡
❡♠❜❡❞❞✐♥❣s s✉♣♣♦rt ❣r❡❡❞② ♣♦✇❡r r♦✉t✐♥❣ ✕ ❣r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✭♥♦♥✲❊✉❝❧✐❞❡❛♥✮ ♣♦✇❡r ❞✐st❛♥❝❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣❧❛♥❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❛ r❛❞✐✉s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤✱ s✉❝❤ t❤❛t r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❞✉❛❧ ✐s
✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❣r❛♣❤✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐s t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❝♦✐♥✲❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❬✶✺✱ ✶✻❪ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ r❛❞✐✐ ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥s✮✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢
t❤❡ ❞✉❛❧ ❛r❡ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦✐♥s ❛t t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❡❡❞② ♣♦✇❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛♥♥❡r✳ ❏✉st
❛s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r♦✉t✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❧♦❝❛❧❧②✱ s♦ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ✐s
❜❛s❡❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❛♥♥❡r ❜② t❤❡ s❡♥s♦rs ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣
♦♥❧② ✇✐t❤ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤✳ ❖✉r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❚❤✉rst♦♥ ✐♥ ✶✾✽✺ ❬✶✻✱ ✶✼❪ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦✐♥✲❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✭s❡❡ ❈♦❧❧✐♥s ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥s♦♥ ❬✹❪ ❢♦r
❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✮✿ ✐t ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ s❡t ♦❢ r❛❞✐✐ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s✉♠ ♦❢ ❛♥❣❧❡s
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ t❤✉s ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ t❤✐s s✉♠ r❡❛❝❤❡s 2π ✭✉♣ t♦ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t♦❧❡r❛♥❝❡✮ ❛t ❛❧❧ ♥♦❞❡s✳ ❖♥❝❡
t❤❡ r❛❞✐✐ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡❛s✐❧② ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❧❛②♦✉t ♣r♦❝❡ss✳
❚❤✉s t❤❡s❡ s♣❡❝✐❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❜② ❛ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ q✉✐t❡
r❡str✐❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❞❞r❡ss ❤❡r❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❡♠❜❡r
♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❡r ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠s✳

❚♦✇❛r❞s t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❚❤✉rst♦♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜✉t r❡♣❧❛❝❡ ✐ts t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❜② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡s✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♥❡✇ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ st♦♣ t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥s ❛s s♦♦♥ ❛s ✇❡ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ✇✐❧❧ ❞❡❧✐✈❡r✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥s✳ ❇② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s
♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦
✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜② ✐ts❡❧❢✳

✷ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥② ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❣r❡❡❞② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❚❤✉s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s✿ ●✐✈❡♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ♣❧❛♥❛r s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤
♦❢ ❛ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦✱ ❝❛♥ ✇❡ ❡♠❜❡❞ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡
❉❡❧❛✉♥❛②❄ ❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝❛♥ ✐t ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛♥♥❡r ❜②
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❄ ❉✐❧❧❡♥❝♦✉rt ❛♥❞ ❙♠✐t❤ ❬✺❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ♣❧❛♥❛r
❣r❛♣❤s ❛r❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✲r❡❛❧✐③❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛②✲r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❣r❛♣❤s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥s❝r✐❜❛❜❧❡ ❣r❛♣❤s ✕ ♦♥❡s t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✐♥ R

3 ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s
♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② r❡❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❣r❛♣❤
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❍♦❞❣s♦♥ ❡t ❛❧✳❬✽❪ ❛♥❞ ❍✐r♦s❤✐♠❛ ❡t ❛❧✳❬✼❪✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦❤❡r❡♥t

❛♥❣❧❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts r✉♥ ❜② ❍✐r♦s❤✐♠❛ ❡t ❛❧✳❬✼❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡
s❡t ♦❢ ♣❧❛♥❛r tr✐❛♥❣❧❡ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❉❡❧❛✉♥❛② r❡❛❧✐③❛❜❧❡✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐s q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ■t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛
❝♦✐♥✲❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇❛s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❚❤✉rst♦♥ ❬✶✻❪✱ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞
✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ❤❛✈❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✱ ❛s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

✷



♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❇♦❜❡♥❦♦ ❛♥❞ ❙♣r✐♥❣❜♦r♥ ❬✷❪✳ ❇♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❇♦❜❡♥❦♦ ❛♥❞ ❙♣r✐♥❣❜♦r♥ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❉❡❧❛✉♥❛② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡
r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝✐r❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣❧❡s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❣❧❡ s②st❡♠
❬✾❪✳

P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ❘❛t❛❥❝③❛❦ ❬✶✷❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❣r❡❡❞② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❢♦r
✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✳ ❲❤✐❧❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✱ t❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

✶✳ ❆♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ p : V → R
2 ✐s ❛ ❣r❡❡❞② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳

✷✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② CellG(v) t❤❡ ❝❡❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐t❡ p(v) ✐♥ t❤❡ ✧❧♦❝❛❧✧ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❥✉st t❤❡ s✐t❡s
{p(v)}∪{p(w) : w ∈ NG(v)}✱ ✇❤❡r❡ NG ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ v ✐♥ G✳ ❚❤❡♥ ∀v ∈ V, p(w) ∈ CellG(v)
✐✛ w = v✳

◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✱ ♥❛♠❡❧② p(v) ∈ CellG(v) ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
✐s t❤❛t CellG(v) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② p(v)✱ ❛♥❞ ✐s ✈♦✐❞ ♦❢ ♦t❤❡r s✐t❡s✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ CellG(v) ♠❛② ❜❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ✭❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ v✬s ♥❡✐❣❤❜♦rs✮✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡
❧♦❝❛❧❧② ❜② v✱ s✐♥❝❡ v ♠✉st ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ✐ts ❝❡❧❧✳

❇❡♥✲❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳❬✶❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❣r❡❡❞② ♣♦✇❡r r♦✉t✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❞✉❛❧s ♦❢ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♣♦✇❡r
❞✐❛❣r❛♠s✳ ❆ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ❛ss♦❝✐❛t❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s✐t❡ p(v) ❛ r❛❞✐✉s r(v)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t
q ∈ R

2 ❢r♦♠ p(v) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s d(q, p(v))2 = e(q, p(v))2 − r(v)2✱ ✇❤❡r❡ e(·, ·) ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡
♣♦✇❡r ❝❡❧❧ Cell(v) ✐s t❤❡ ✭❝♦♥✈❡①✮ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts q s✉❝❤ t❤❛t d(q, p(v)) ≤ d(q, p(w)) ❢♦r ❛❧❧ w 6= v✳ ❆
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ♦♥❡ ✇❤❡r❡ p(v) ∈ Cell(v) ❢♦r ❛❧❧ v✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞
❜② P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ❘❛t❛❥❝❛③❦✱ t❤✐s ❝❡❧❧ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ✐t ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s✐t❡s
♥♦t ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ v ✐♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞♥❡ss ♣r♦♣❡rt②
♠❛② ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✳ ❚❤✉s ❛ ❦❡② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ✐♥❞❡❡❞ G ✭♦r ♥♦t ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✐t✱ ✐♥ t❤❡
♥♦♥✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛s❡✮ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❝♦♥t❛✐♥❡❞♥❡ss✳ ❚❤✐s✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛ ❧♦❝❛❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❚❤✉rst♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❣r❡❡❞② ♣♦✇❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❛♥♥❡r ♦♥ ❛
s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦✳

✸ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ●r❛♣❤s

▲❡t G(V,E) ❜❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t G ✐s ♣❧❛♥❛r ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② B ✐ts
❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝②❝❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ st✉❞② ❛ ♠❛♣ φ : V → D

2 × R✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❡❛❝❤
✈❡rt❡① v ❛ ♣♦✐♥t p(v) ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦ ❛♥❞ ❛ s❝❛❧❛r ✇❡✐❣❤t σ(v)✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Conv(p(V )) t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧
♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦✐♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❆ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐❢ ❡❛❝❤ s✐t❡ ✐s ✐♥s✐❞❡ ✐ts ❝❡❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❄❄✮✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ r❡❝❛❧❧ ❛ s❧✐❣❤t❧② str♦♥❣❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❇❡♥ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳❬✶❪ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r❡❡❞② ♣♦✇❡r r♦✉t✐♥❣ t♦ ❞❡❧✐✈❡r✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷ ✭❇❡♥ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✮ ■❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ φ(V ) t♦ Conv(p(V )) ✐s

❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✐❢ ✐ts ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❞✉❛❧✮ ✐s ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ G✱ t❤❡♥ ❣r❡❡❞② ♣♦✇❡r

r♦✉t✐♥❣ ❞❡❧✐✈❡rs ♦♥ φ✳

Pr♦♦❢ ❙❡❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② ❇❡♥✲❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳❬✶❪✳ ❏✉st t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r
❞✐❛❣r❛♠ t❤❛t ♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡
♣r♦♦❢ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ ♦♥❧② ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ G ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠✳
�

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ■❢ w1, . . . , wn ❛r❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ v ✐♥ G✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❡❧❧ ♦❢ v ✐♥ G✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② CellG(v)✱
✐s t❤❡ ❝❡❧❧ ♦❢ v ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ {φ(v), φ(w1), . . . , φ(wn)} ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❄❄✮✳

✸



■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛r♦✉♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✈❡rt❡①✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡
❝②❝❧✐❝ ♦r❞❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭❡①❝❡♣t t❤❛t
✇❡ ❝❛♥ r❡✈❡rs❡ ❛❧❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ❋♦r ❛♥② ✈❡rt❡① v ∈ V ✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ♣r♦♣❡rt② LPD(v, φ) ✭▲♦❝❛❧ P♦✇❡r ❉✐❛❣r❛♠✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

• ✐❢ w1, . . . , wn ❛r❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ v ✐♥ G ✭✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧ CellG(v) ❝♦♥t❛✐♥s p(v) ❛♥❞

t❤❡ ❝❡❧❧s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ✐t ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ w1, . . . , wn ✭✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❄❄✮❀

• ▲❡t v ∈ B✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② w1 ❛♥❞ wn t❤❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ v t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ B ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ v ❜②

❜♦✉♥❞❛r② ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ {φ(v), φ(w1), . . . , φ(wn)}✱ Cell(v)∩Cell(w1)∩Cell(wn)
✐s ❡✐t❤❡r ❡♠♣t② ✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t Cell(v) ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✮ ♦r ✐t ✐s ❛ ♣♦✐♥t ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦ D

2✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r ❝❡❧❧s ❛r♦✉♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❡❧❧ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ r❡q✉✐r✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✭t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ❝❡❧❧s✮✳ ❚❤✉s✱
✐❢ G ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞✱ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r ❝❡❧❧s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺ ■❢

∀v ∈ V, LPD(v, φ),

t❤❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ φ(V ) t♦ Conv(p(V )) ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✐ts ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ✐s

G✳

Pr♦♦❢ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Cell(w) t❤❡ ❝❡❧❧ ♦❢ φ(w) ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ φ(V )✱ ❛♥❞ ❜② Cell∗v(w)
t❤❡ ❝❡❧❧ ♦❢ w ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ {φ(v), φ(w1), . . . , φ(wn)}✱ ✇❤❡r❡ w1, . . . , wn ❛r❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ v

✐♥ G✳ ▲❡t ρ ❜❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ Conv(p(V ))✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ❢❛❝t ρ(Cell∗v(v)) = ρ(Cell(v)) ❢♦r ❛❧❧ v ∈ V ✳ ❋✐rst ♥♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡

Cell(v) ⊂ Cell∗v(v) ❢♦r ❛❧❧ v ∈ V ✱ ∪v∈V ρ(Cell∗v(v)) = Conv(p(V ))✳
❋♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① v ∈ V ✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧✐❢t✐♥❣ ℓv : x 7→ 2(x|v) − φ(v) + σ(v)2✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r

❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ φ(V ) ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ℓv(R
2)✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t

t❤❡ ℓv(ρ(Cell(v))) ❝❛♥ ❜❡ ❣❧✉❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① t❡rr❛✐♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❞♦♠❛✐♥ Conv(p(V ))✳
■❢ v ❛♥❞ w ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ G ❛♥❞ v 6∈ B✱ ❧❡t p ❛♥❞ q ❜❡ t❤❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ (v, w)✳

▲❡t α ❜❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ✈❡rt❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② v✱ w ❛♥❞ p✱ ❛♥❞ ❧❡t β ❜❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ✈❡rt❡① ❞❡✜♥❡❞
❜② v✱ w ❛♥❞ q✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s LPD(v, φ) ❛♥❞ LPD(w, φ) ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ s❡❣♠❡♥t [αβ] ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❝♦♠♠♦♥
t♦ Cell∗v(v) ❛♥❞ Cell∗w(w) ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢♦✉r ✈❡rt✐❝❡s v✱ w✱ p ❛♥❞ q ✇✐❧❧ ❛❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ ❜♦t❤ ❝❡❧❧s✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ℓv(Cell∗v(v)) ❛♥❞ ℓw(Cell∗w(w)) ❝❛♥ ❜❡ ❣❧✉❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❡❞❣❡
ℓv([αβ]) = ℓw([αβ]) = [AB]✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ v ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ♦♥❡ ❝❛♥
s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ℓv(Cell∗v(v)) ❛♥❞ ℓv(Cell∗w(w)) ❛❧♦♥❣ [AB] ✐s ❝♦♥✈❡①✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ v ❛♥❞ w ❛r❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡rt✐❝❡s✳ ▲❡t p ❜❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✈❡rt❡①
t♦ (v, w) ✐♥ G ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❞❣❡ e(v, w) = Cell∗v(v) ∩ Cell∗v(w)✳ ❍②♣♦t❤❡s✐s LPD(v, φ) ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
t❤✐s ❡❞❣❡ e(v, w)✱ ✇❤❡t❤❡r ✐♥✜♥✐t❡ ♦r ♥♦t✱ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❡rt❡① ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦ D

2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r
❞✐❛❣r❛♠ ✈❡rt❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② v✱ w ❛♥❞ p✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❛t e(v, w) ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ (p(v)p(w))
❛♥❞ t❤❛t e r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ D

2✳ ❇② s②♠♠❡tr②✱ e(w, v) ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t
ρ(e(v, w)) = ρ(e(w, v))✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s ❛❣❛✐♥ t❤❛t ℓv(Cell∗v(v)) ❛♥❞ ℓw(Cell∗w(w)) ❝❛♥ ❜❡ ❣❧✉❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❛❧♦♥❣
❛ ❝♦♥✈❡① ❡❞❣❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ℓv(Cell∗v(v)) ❝❛♥ ❜❡ ❣❧✉❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥t♦ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ t❡rr❛✐♥
P ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❞♦♠❛✐♥ Conv(p(V ))✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t P ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥
♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❡❞❣❡s ♦♥t♦ Conv(p(V )) ✐s ❛ r❡str✐❝t❡❞ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠✱
✇❤♦s❡ s✐t❡s ❤❛♣♣❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ φ(V )✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛② t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❧✉❡❞
t♦❣❡t❤❡r s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤✐s r❡str✐❝t❡❞ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❡①❛❝t❧② G✳ �

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✺✿

✹



❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✻ ■❢

∀v ∈ V, LPD(v, φ),

t❤❡♥ ❣r❡❡❞② ♣♦✇❡r r♦✉t✐♥❣ ❞❡❧✐✈❡rs ♦♥ φ✳

✹ ●❡♥❡r❛❧ ❉✐st❛♥❝❡s

P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ❘❛t❛❥❝③❛❦ ❬✶✷❪ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♦❢ ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞
♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❣r❡❡❞② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✐t r❡❧❛t❡s t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤✐s
❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✳

●✐✈❡♥ ❛ ✜❡❧❞ d ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s {dx : R
2 → R, x ∈ R

2} ✭t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② r❡❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ s✐t❡s V ⊂ R

2✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠s✿

• t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡❧❧ ♦❢ ❛ s✐t❡ v ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Cell(v) = {x ∈ R
2, dv(x) ≤ dw(x),∀w ∈ V }

• t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡❧❧ ♦❢ ❛ s✐t❡ v✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❝❡❧❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Cell◦(v) = {x ∈ R
2, dx(v) ≤ dx(w),∀w ∈ V }

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐t❡s✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✭❧♦❝❛❧❧②✮ ✐❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t♦♦ ❣❡♥❡r❛❧✳

❏✉st ❛s ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❡❧❧ CellG(v)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❝❡❧❧ Cell◦G(v) ❛♥❞ st❛t❡ ❛
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ❘❛t❛❥❝③❛❦✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶ ●✐✈❡♥ ❛ ✜❡❧❞ d ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s {dx : R
2 → R, x ∈ R

2}✱ ❣r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤

G(V,E) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ d ❞❡❧✐✈❡rs ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① v ∈ V ✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❝❡❧❧ Cell◦G(v)
❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ✈❡rt❡① ♦t❤❡r t❤❛♥ v✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜② P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ❘❛t❛❥❝③❛❦ ❬✶✷❪✳ �

❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡s✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❞✐st❛♥❝❡
❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t ∀x, y ∈ R

2, dx(y) = dy(x)✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❝❡❧❧ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ♥❛♠❡❧②
Cell = Cell◦ ❛♥❞ CellG = Cell◦G✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡
♣♦✇❡r ❞✐st❛♥❝❡✿ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❛❞✐✉s rx✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♣♦✐♥ts x ❛♥❞ y ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s dx(y) = dy(x) = ‖x − y‖2 − r2

x − r2
y ✭✐❢ x ✐s ♥♦t ❛ s✐t❡✱ ✇❡ ♠❛② ❝❤♦♦s❡

rx = 0 ♦r ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② r❡❛❧ ✈❛❧✉❡✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷ ●r❡❡❞② ♣♦✇❡r r♦✉t✐♥❣ ❞❡❧✐✈❡rs ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① v ∈ V ✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❡❧❧ CellG(v)
❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ✈❡rt❡① ♦t❤❡r t❤❛♥ p(v) ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❄❄✮✳

❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r r❡s✉❧ts s♦ ❢❛r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❤♦❧❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❞✐st❛♥❝❡s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺

∀v ∈ V, LPD(v, φ) ⇐⇒ ∀v ∈ V, v ∈ CellG(v) = Cell(v)

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷ ⇓

●r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣ ❞❡❧✐✈❡rs ♦♥ φ(G) ⇐⇒ ∀v ∈ V, CellG(v) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② v

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s ✏G ✐s t❤❡ ❞✉❛❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡
✭♣♦✇❡r ♦r ❱♦r♦♥♦✐✮ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ φ(V )✳✑

✺



✺ ✸✲❈♦♥♥❡❝t❡❞ P❧❛♥❛r ●r❛♣❤s

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ 3✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡
♣r♦✈❡❞ t❤❛t s❛t✐s❢②✐♥❣ ▲P❉ ❛t ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ✐♠♣❧✐❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ φ(V ) ❛❞♠✐tt❡❞ G ❛s ✐ts
❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ G ✐s ♥♦t ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✿ s✉❝❤ ❣r❛♣❤ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ t❤❡ ❞✉❛❧
❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡❛s
▲P❉ ✐s st❛❜❧❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛t❡ t❤❡ ♥❡①t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✶ ■❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts {p1, . . . , pn} ✐s ✐♥ ❝♦♥✈❡① ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❛♥② r❛❞✐✐ (ri)1≤i≤n✱ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②

❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s C(pi, ri) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Conv({p1, . . . , pn})✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Conv({p1, . . . , pn})✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t pi ❤❛s t♦ ❛♣♣❡❛r
❛s ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤✐s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ❤❛s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❝❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ �

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷ ■❢ p ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ G✱ t❤❡ φ✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ G ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

✐❢ f ✐s ❛ ♥♦♥✲tr✐❛♥❣❧❡ ❢❛❝❡✱ p(f) ✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ✇❡ ❣❧✉❡ ❛❧♦♥❣ f t❤❡ ❞✉❛❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡

✈❡rt✐❝❡s ♦❢ f ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ f ✱ t❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ G

✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ φ✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ G ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② G(φ) ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❄❄✮✳

■♥ ❝❛s❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r s♦♠❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♣r♦✈❡❞ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❝❛s❡✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸ ❋♦r ❛♥② ✈❡rt❡① v ∈ V ✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ♣r♦♣❡rt② GLPD(v, φ) ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲♦❝❛❧ P♦✇❡r ❉✐❛✲

❣r❛♠✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ v ❛r❡ ❝♦♥✈❡①✱ LPD(v, φ) ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ G(φ) ❛♥❞ ❢♦r

❡❛❝❤ ♥♦♥✲tr✐❛♥❣❧❡ ❢❛❝❡ f = (v, w1, . . . , wn) ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ v✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❡❧❧ CellG(v) ♦❢ v ✐♥ G ✐♥t❡rs❡❝ts f ♦♥❧②

❛❧♦♥❣ s❡❣♠❡♥ts [wnv] ❛♥❞ [vw1] ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❄❄✮✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❡❧❧ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ G✱ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ G(φ)✿ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐s tr✐✈✐❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹ ■❢ p ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞

∀v ∈ V, GLPD(v, φ),

t❤❡♥ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ❝❡❧❧ CellG(v) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✐ts s✐t❡ p(v)✳

Pr♦♦❢ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ▲P❉ ❜❡✐♥❣ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r G(φ) ❛t ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❡❧❧ CellG(φ)(v) ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ G(φ) ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ φ(V )✱ ❛♥❞
t❤❛t t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❛ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ G(φ)✳

❲❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❡❧❧ CellG(v) ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ G t♦ ❜❡ ❡♠♣t② ♦❢ ♦t❤❡r ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧ CellG(v) ❝♦♥t❛✐♥s
CellG(φ)(v)✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ CellG(v) \ CellG(φ)(v) ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡s
✐♥❝✐❞❡♥t t♦ v✳ ◆♦t❡ t❤❛t CellG(φ)(v) ✐s ♥♦t ✐ts❡❧❢ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ✉♥✐♦♥✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ ♥♦♥✲tr✐❛♥❣❧❡ ❢❛❝❡ f = (v, w1, . . . , wn) ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ v✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Wf =
{wi1 , . . . , wik} t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ f t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ W = NG(φ)(v) \ NG(v)✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧ ♦❢ v ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r
❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ {v} ∪ NG(v) ∪ Wf ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Cellf (v)✳

❇② ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ f ✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ wi ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝r♦ss f ❛❧♦♥❣ t❤❡
s❡❣♠❡♥ts [wnv] ❛♥❞ [vw1]✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t CellG(v) \Cellf (v) ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ f ✳ ❙✐♥❝❡ CellG(φ)(v) =
∩f Cellf (v)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ♥♦♥✲tr✐❛♥❣❧❡ ❢❛❝❡s f ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ v✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳
�

✻



❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✇♦♥❞❡r ✇❤② ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♠♣♦s❡ t❤❡ str♦♥❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t tr✐❛♥❣❧❡ ❢❛❝❡s s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② t❤❡
s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt② ❛s ♥♦♥✲tr✐❛♥❣❧❡ ❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ▲P❉ ✐♥ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡❛s ●▲P❉ ✐s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s ✇❡❛❦ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ t❤✐s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✷ ❛♥❞ ✺✳✹✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✺ ❯♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t p ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞

∀v ∈ V, GLPD(v, φ),

❣r❡❡❞② ♣♦✇❡r r♦✉t✐♥❣ ❞❡❧✐✈❡rs ♦♥ φ✳

✻ ❈✐r❝❧❡ P❛❝❦✐♥❣s

❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ▲P❉ ❛♥❞ ●▲P❉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ❛ ❧♦❝❛❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✇❤♦s❡ ❞✉❛❧s ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❤✉rst♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤
✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝♦✐♥✲❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✳ ❚♦✇❛r❞s t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❛t
❝♦✐♥✲❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ♦❢ G s❛t✐s❢② ▲P❉ ♦r ●▲P❉✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❧❛♥❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ G(V,E)✱ ❛ G✲❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ✐s ❛ s❡t C ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡

✇✐t❤ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ γ : V → C s✉❝❤ t❤❛t γ(v) ❛♥❞ γ(w) ❛r❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② t❛♥❣❡♥t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ {v, w} ✐s ❛♥ ❡❞❣❡

♦❢ G✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷ ❆ G✲❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ✉♥✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ❢♦r ❛♥② ✈❡rt❡① v ∈ V ✱ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ v ❛♥❞ t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ G ❤❛✈❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ✐♥t❡r✐♦rs✳

▲❡t ✉s ♣r❡s❡♥t ❛ ❢❡✇ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡s❡ ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣s✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✉❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙t❡♣❤❡♥s♦♥ ❬✶✺❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸ ✭❬✶✺❪✱ ♣✳ ✶✽✮ ●✐✈❡♥ ❛♥② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛❞✐✐ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ G✱ t❤❡r❡

❡①✐sts ✭✐♥ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡✮ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉♥✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❧② ✉♥✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣

❢♦r G ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝✐r❝❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❛s t❤❡✐r r❛❞✐✐✳

❊ss❡♥t✐❛❧❧② ✉♥✐q✉❡ ✐s t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ✉♣ t♦ ✐s♦♠❡tr②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✹ ❆ G✲❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ✐ts ❝✐r❝❧❡s ❤❛✈❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ✐♥t❡r✐♦rs✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣s t❤❛t ❛r❡ ✉♥✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✺ ✭❬✶✺❪✱ ♣❛❣❡ ✻✷✮ ▲❡t G ❜❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝❧♦s❡❞ ❞✐s❝ ✭t❤❛t ✐s✱ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ✜♥✐t❡✱ ❛♥❞

✇✐t❤ ♥♦♥❡♠♣t② ❜♦✉♥❞❛r②✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉♥✐q✉❡ ✉♥✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ PG ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥

t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❝ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ❜♦✉♥❞❛r② ❝✐r❝❧❡ ✐s ✐♥t❡r♥❛❧❧② t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❝✳

❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛❝❦✐♥❣ ❛s ❛ G✲❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❝✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❛r❡ st❛t❡❞ ❢♦r ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ t✇♦ t❤❡♦r❡♠s ❛r❡

st✐❧❧ tr✉❡ ❢♦r ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✱ ✐❢ ❛ r✐❣✐❞✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✻ ●✐✈❡♥ ❛ ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤ G(V,E)✱ ❛ G✲❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ✐s ❛ s❡t C ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡

♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ γ : V → C s✉❝❤ t❤❛t γ(v) ❛♥❞ γ(w) ❛r❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② t❛♥❣❡♥t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ {v, w} ✐s ❛♥

❡❞❣❡ ♦❢ G✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ f = (w1, . . . , wn) ♦❢ G✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝✐r❝❧❡ c(f) ✇❤✐❝❤ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

t♦ ❛❧❧ ❝✐r❝❧❡s γ(wi)✱ 1 ≤ i ≤ n✳

❚❤✐s ❧❛st ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✳

✼



❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✼ ■❢ G ✐s ❛ ♣❧❛♥❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❢ φ(G) ✐s ❛ G✲❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❝✱ t❤❡♥

∀v ∈ V, LPD(v, φ)

Pr♦♦❢ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t❛♥❣❡♥t ❝✐r❝❧❡s ✐s t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ t❛♥❣❡♥t ❧✐♥❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡
❧♦❝❛❧ ❝❡❧❧ ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢s♣❛❝❡s ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② s♦♠❡ t❛♥❣❡♥t ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳
�

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✽ ■❢ G ✐s ❛ ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ✐❢ φ(G) ✐s ❛ G✲❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❝✱ t❤❡♥

✇❡ ❤❛✈❡

∀v ∈ V, GLPD(v, φ)

Pr♦♦❢ ▲❡t f ❜❡ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ G✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ G✲❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝✐r❝❧❡ c(f) ✇❤✐❝❤ ✐s
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ f ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t cf ✐s ✐♥s❝r✐❜❡❞ ✐♥ f ✱ t❤✉s p ✐s ❛ ❝♦♥✈❡①
❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ φ✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ G✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❝❤❡✈❡r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ❢❛❝❡ ♦❢ v

✐s t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❝✐r❝❧❡s cf ✱ ❢♦r t❤❡ ❢❛❝❡s f ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ v✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❡❛s✐❧②
❢♦❧❧♦✇s✳ �

✼ ❚❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ♥♦✇ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥s ✸ ❛♥❞ ✺ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❣r❡❡❞② ♣♦✇❡r r♦✉t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡❧✐✈❡r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ s✐♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ▲P❉ ✭♦r ●▲P❉✮ ✇✐❧❧ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❝♦✐♥✲❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳

✼✳✶ ❚❤❡ ❚❤✉rst♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❚❤✉rst♦♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✐♥✲
❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✭s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣s✮✳

❚❤❡ ❚❤✉rst♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❛❞✐✐ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥t❡r♥❛❧
r❛❞✐✐ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② ❧♦❝❛❧ ✉♥✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ s♦♠❡ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧
✉♥✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡rr♦r ✭♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❡rr♦r✮ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛ ❧❛②♦✉t ♣r♦❝❡ss ✐s r❡q✉✐r❡❞
t♦ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ r❛❞✐✐ ✈❛❧✉❡s ✐♥t♦ ♣❧❛♥❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss t♦ ❛
❧♦❝❛❧❧② ✉♥✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛♥❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝❛s❡✱ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳ ❙❡❡ ❈♦❧❧✐♥s ❛♥❞
❙t❡♣❤❡♥s♦♥ ❬✹❪ ❢♦r ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t
▲P❉ ♦r ●▲P❉ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡✱ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❛❞✐✐✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉s ❛ ❣❧♦❜❛❧❧② ✉♥✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❝✱ t❤❛♥❦s t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✺✳ ❚❤❡♦r❡♠s ✻✳✼ ❛♥❞ ✻✳✽ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ▲P❉ ♦r ●▲P❉ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❢♦r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✻✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❚❤✉rst♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥s (φn)n∈N t❤❛t ♠❛♣ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ V t♦ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ d ♦♥ R

3|V |✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ΦG t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s t♦
t❤❡ ❧✐♠✐t ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ΦG✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥✐q✉❡ ✉♣ t♦ s♦♠❡ ▼ö❜✐✉s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✼✳✷ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ st❛rt✐♥❣ t❤❡ ❚❤✉rst♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡✱ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ r❛❞✐✉s ❢♦r ❛❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ r❡q✉✐r✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧② t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧❧②
✉♥✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ✉♣♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉♥✐q✉❡✳ ❙✐♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✺

✽



st❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ s❛t✐s❢②✐♥❣ s✉❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡
❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❧♦❝❛❧❧② ✉♥✐✈❛❧❡♥t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❣❧♦❜❛❧❧② ✉♥✐✈❛❧❡♥t✳

❲❡ st♦♣ t❤❡ ❚❤✉rst♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦rt ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ▲P❉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✭♦r
t❤❡ ●▲P❉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ♥♦t ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤✮✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✿

▲❡♠♠❛ ✼✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s LPD ❛♥❞ GLPD ❛r❡ ♦♣❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣s ✐♥

t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ G ❛♥❞ ❧✐♠✐t ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ΦG✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ǫ > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ❝✐r❝❧❡

♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ d(φ,ΦG) < ǫ ⇒ ∀v ∈ V, LPD(v, φ) ✐❢ G ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ d(φ,ΦG) <

ǫ ⇒ ∀v ∈ V, GLPD(v, φ) ✐❢ G ✐s ❛ ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤✳

Pr♦♦❢ ❚❛❦✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠s ✻✳✼ ❛♥❞ ✻✳✽ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❡❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣s✱
t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r ❝✐r❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ❡❞❣❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ✐s ❛❧✇❛②s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✳ �

✼✳✸ ▲♦❝❛❧✐t②

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❡①❛♠✐✐♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❚❤✉rst♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
r❡q✉✐r❡s ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ r❛❞✐✐ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♣❞❛t❡
✐ts ♦✇♥ r❛❞✐✉s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦st ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐t G✲❧♦❝❛❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✱ t❤❡ ❚❤✉rst♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ r❡q✉✐r❡ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① t♦
❦♥♦✇ t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐t s❤❛r❡s ❛ ❢❛❝❡ ✇✐t❤✳ ❚❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss
❧♦❝❛❧✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ G❢❛❝❡✲❧♦❝❛❧✐t②✳

❚❤❡ ❚❤✉rst♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❡t ♦❢ r❛❞✐✐✱ ❜✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ▲P❉ ♦r ●▲P❉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❙✉❝❤ ❛ ❧❛②♦✉t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst ♦r❞❡r✿ ♦♥❝❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r ✈❡rt✐❝❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s s❡t✱ ❛❧❧
♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐✐✱ t❤✐s st❡♣ ✐s G✲❧♦❝❛❧ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t G❢❛❝❡✲❧♦❝❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡
t❤❛t ❝❤❡❝❦✐♥❣ ▲P❉ ✐s G✲❧♦❝❛❧✱ ✇❤❡r❡❛s ❝❤❡❝❦✐♥❣ ●▲P❉ ✐s G❢❛❝❡✲❧♦❝❛❧✳

✼✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✐t ♦♥ r❛♥❞♦♠ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ✺✵ ✈❡rt✐❝❡s ❡❛❝❤✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❊✳ ❋✉s②✬s s♦❢t✇❛r❡ ❬✻❪✳ ❲❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❣r❡❡❞② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✵ ❢♦r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱
❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✵ ❛♥❞ ✺✵✵ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s✮✳ ■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡①❛❝t ♣❛❝❦✐♥❣ ❛s ❛ ❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣
s✉❝❤ t❤❛t ❝✐r❝❧❡s ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛♥❣❡♥t ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ t❛♥❣❡♥t✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r
❝❡♥t❡rs ✇✐t❤✐♥ 1% ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❛❞✐✐✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ ❣r❡❡❞② ♣♦✇❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t ♣❛❝❦✐♥❣✿ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡ ❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✳✽ ❧❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧
✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✳✽ ❧❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡s ❄❄✱ ❄❄✱ ❄❄✱
❛♥❞ ❄❄ s❤♦✇ t✇♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② st❡♣s✱ t❤❡ ❣r❡❡❞② ♣♦✇❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦✐♥✲❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t ❣r❛♣❤✳

❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈♦❧❧✐♥s ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥s♦♥ ❬✹❪
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡rr♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳ ■t ✇♦✉❧❞
❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❧♦❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ s♣❡❡❞
✉♣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❤✉rst♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝♦✐♥✲❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✱ s♦
t❤❛t ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ❣r❡❡❞② ♣♦✇❡r r♦✉t✐♥❣ ♦♥ ❛ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦✳

✾



❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✱ t❤✉s ♠❛② ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❛♥♥❡r ♦♥ t❤❡ s❡♥s♦r
♥❡t✇♦r❦✳

❖✉r ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡s ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ t♦ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡①
❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥❝❡ t❤❡ r❛❞✐✐ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❥✉st❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❜✉t
♠❛② ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❡rr♦r ✐♥ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❧❛②♦✉t ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✇♦✉❧❞ s♣r❡❛❞ t❤❡ ❡rr♦r ❡✈❡♥❧②
❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❜② tr✐❣❣❡r✐♥❣ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡❛r❧✐❡r✳ ❖♥❡ ✇❛②
t♦ ❞♦ t❤✐s ✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❧❛②♦✉t ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❆❇❋✰✰ ✭❆♥❣❧❡ ❇❛s❡❞ ❋❧❛tt❡♥✐♥❣✮ ❬✶✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s
s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt❡① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✐t ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❞❡✈✐s❡ ❛ ✇❛② ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ▲P❉ ♦r ●▲P❉ ❢r♦♠ t❤❡ r❛❞✐✐ ♦♥❧②✱ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt❡①
♣♦s✐t✐♦♥s✳

❆❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❣r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❜❡✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❛r ✸✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
✈❡r② r❡❛❧✐st✐❝✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st r❡♠❡❞② ✐s t♦ ❡①tr❛❝t ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞
❡♠❜❡❞ t❤✐s✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ ❜❛❝❦ t❤❡ ♥♦♥✲♣❧❛♥❛r ❡❞❣❡s ❛❢t❡r t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❞♦❡s
♥♦t ❤❛r♠ t❤❡ ❣r❡❡❞②♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①tr❛❝t✐♥❣ s✉❝❤ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❛ ❞✐✣❝✉❧t
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✉s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❞❡✈✐s❡ ❛ ❣r❡❡❞② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ▼✳ ❇❡♥✲❈❤❡♥✱ ❈✳ ●♦ts♠❛♥ ❛♥❞ ❙✳ ❏✳ ●♦rt❧❡r✳ ❘♦✉t✐♥❣ ✇✐t❤ ●✉❛r❛♥t❡❡❞ ❉❡❧✐✈❡r② ♦♥ ❱✐rt✉❛❧ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ Pr♦❝✳ ❈❛♥❛❞✐❛♥
❈♦♥❢✳ ♦♥ ❈♦♠♣✳ ●❡♦♠✱ ✷✵✵✻✳

❬✷❪ ❆✳ ❇♦❜❡♥❦♦ ❛♥❞ ❇✳ ❙♣r✐♥❣❜♦r♥✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❢♦r ❈✐r❝❧❡ P❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❑♦❡❜❡✬s ❚❤❡♦r❡♠✳ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳
❙♦❝✳ ✸✺✻ ✭✷✵✵✹✮✱ ✻✺✾✲✻✽✾✳

❬✸❪ ❨✳ ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r❞✐èr❡✳ ❊♠♣✐❧❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡r❝❧❡s✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❋♦r✉♠ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝✉♠✱ ✶
✭✶✾✽✾✮✱ ✸✾✺✲✹✵✷✳

❬✹❪ ❈✳ ❈♦❧❧✐♥s ❛♥❞ ❑✳ ❙t❡♣❤❡♥s♦♥✳ ❆ ❈✐r❝❧❡ P❛❝❦✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✺
✭✷✵✵✸✮✱ ♣♣✳ ✷✸✸✲✷✺✻✳

❬✺❪ ▼✳ ❇✳ ❉✐❧❧❡♥❝♦✉rt ❛♥❞❲✳ ❉✳ ❙♠✐t❤✳ ●r❛♣❤✲❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ■♥s❝r✐❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❉❡❧❛✉♥❛② ❘❡❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❉✐s❝r❡t❡
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✻✶✭✶✲✸✮✿✻✸✲✼✼✱ ✶✾✾✻✳

❬✻❪ ➱✳ ❋✉s②✳ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❊①❛❝t✲s✐③❡ ❛♥❞ ▲✐♥❡❛r ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡✲s✐③❡ ❘❛♥❞♦♠ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ P❧❛♥❛r ●r❛♣❤s✳ Pr♦❝✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢
❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✷✵✵✺✳
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