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Flowshop hybride avec machines & traitement par batch et
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Bellanger, A. et Oulamara, A.

MACSI Projet LORTA-INRIA Lorraine, Ecole des Mines de Nancy, Parc de Saurupt, 54042, Nancy
adrien.bellanger@wanadoo.fr ; ammar.oulamara@loria.fr

Résumé Dans ce papier nous étudions le probléme d’ordonnancement dans un flowshop
hybride & deux étages. Les m; machines du premier étage sont des machines paralléles clas-
siques, et les ma machines du second étage sont des machines a traitement par batch. Chaque
tache doit étre exécutée sur les deux étages, mais il est nécessaire que les taches d’'un méme
batch, s’exécutant simultanément sur la méme machine du second étage, soient compatibles
entre elles. Ces relations de compatibilité sont définies par un graphe d’intervalle. Nous nous
intéressons ici a la minimisation de la durée totale de I'ordonnancement. Nous proposons des
heuristiques avec performances garanties, ensuite des résultats expérimentaux, basés sur des
instances générées aléatoirement, permettent d’exhiber lefficacité de ces heuristiques;.

Mots-Clefs. Flowshop hybride; Batch ; Heuristique

1 Introduction

Le probléme que nous allons aborder dans ce papier est inspiré de 'industrie de pneumatiques.
Nous allons commencer par présenter la problématique industrielle, avant de définir le probléme
simplifié utilisé dans de ce papier, enfin nous abordons ’état de ’art.

1.1 Probléme industriel

La fabrication d’un pneu nécessite plusieurs étapes, chaque étape du processus de fabrication
requérant une grande précision, et d'importants controles. La premiére étape est la fabrication de
la gomme. Elle consiste & mélanger les matiéres premiéres (caoutchoucs naturels ou synthétiques
et autres additifs), et ajouter du souffre afin de rendre la gomme vulcanisable en fin de fabrication.
Lorsque la gomme refroidie est découpée, la deuxiéme phase consiste a fabriquer les différentes
couches qui composent le pneu ; en fonction des cas, il est possible d’ajouter des fils d’acier et des
toiles. Ensuite, une opération d’assemblage des différents éléments du pneu permet d’obtenir un
pneuw vert (avant vulcanisation). Finalement le pneu vert est cuit dans des presses de vulcanisation.
Ces presses peuvent contenir deux pneus, qui peuvent étre de types différents, mais leur temps de
cuisson est identique. En effet, lorsque le moule d’une presse est fermé, et la cuisson commencée,
nous ne pouvons pas l'ouvrir avant la fin de la cuisson. A chaque type de pneu est associé un
intervalle de durée de cuisson qu’il faut impérativement respecter (l'intervalle est donné par une
durée minimale, et une durée maximale qui n’est autre que la durée minimale plus 4% de cette
durée). La figure 1 représente les deux derniéres étapes du systéme de production, celles que nous
allons représenter dans le probléme simplifier.

1.2 Probléme simplifié

Dans cette section nous allons présenter le probléme simplifié que nous étudions par la suite.
C’est un probléme d’ordonnancement de type flowshop hybride & deux étages. Le premier étage
(assemblage) est composé de m; machines classiques paralléles. Le second étage (cuisson) est
composé de mo machines paralléles, ol chaque machine est une machine & traitement par batch
qui a la capacité de traiter plusieurs taches a la fois. Nous devons exécuter n taches sur les deux
étages, chaque tache est exécutée sur 'une des m; machines du premier étage, puis sur 'une des
ms machines du second étage. Chaque tache, j, possede une durée d’exécution p;; sur le premier
étage, et un intervalle de durée opératoire [a;; b;], sur le second étage.
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F1G. 1. Etapes étudiées du systéme de production d’un pneu

Sur le premier étage, une machine n’exécute qu’une tache a la fois. La tache j n’est exécutée que
sur une seule machine et sans interruption. Lorsque son traitement est terminée au premier étage,
elle est exécutée dans un batch sur 'une des machines du deuxiéme étage. Au second étage, une
machine a traitement par batch exécute jusqu’a k taches simultanément, dans un batch. Pour notre
probléme, la tache j peut étre exécutée, au second étage, dans un batch dont la durée d’exécution
est comprise entre a; et b;, point initial et terminal de son intervalle de durée opératoire au second
étage. Ainsi U'intersection des intervalles de durées opératoires des taches d’'un méme batch B, ne
doit pas étre vide. La durée d’exécution d’un batch B est notée pap, avec pop = max;ecp a;. Nous
cherchons & minimiser la date de fin de ordonnancement (makespan).

Pour un ordonnancement donné, la date de fin de la tache j, j = 1, ..., n est notée C}. Si la tache
J appartient au batch B du second étage, alors C; = Cs(B) ou Cy(B) désigne la date a laquelle
le batch B se termine. Notre objectif est de trouver un ordonnancement tel que sa date de fin
(makespan) Ch,q, = max{C;|j = 1, ...,n} soit minimale. Dans ce papier, nous utilisons la notation
standard pour un ordonnancement, introduite par Graham et al. [4], c’est & dire FHB,, m, =
F2(my,ma)|p_batch(II),G, = INT, k < n|Cpaz, ot p_batch(II) signifie que le second étage est
composé de batching machines en paralléle, G, = INT spécifie que le graphe de compatibilité
entre les taches est un graphe d’intervalle qui concerne les durées d’exécutions des taches, et k <n
signifie que la capacité des machines & traitement par batch est une donnée du probléme.

1.3 Etat de l’art

Dans la littérature, de nombreuses recherches traitent des problémes d’ordonnancement sur
machines & traitement par batch, sans compatibilité entre les taches et pour diverses fonctions
objectifs. Brucker et al. [2], Potts et Van Wassenhove [11], Potts et Kovalyov [10] ont publié I’état
de ’art des problémes d’ordonnancement de machines & traitement par batch. L’article de Finke
et al. [3] traite, quant & lui, le probléme d’ordonnancement d’une machine a traitement par batch
avec compatibilité entre les taches, dans le cas de graphes généraux et particuliers.

Quant aux flowshops hybrides classiques, la thése d’Anthony Vignier [13] établit un état de
lart, dans lequel sont présentés différents algorithmes. Les articles de Lee et Vairaktarakis [12],
Guinet et al. [6], Allaoui et Artiba[l], Haouari et M’Hallah [7], présentent d’autres algorithmes
utilisés pour la résolution du probléme de flowshop hybride. Le flowshop hybride avec traitement
par batches est peu étudié dans la littérature, toutefois quelques articles traitent de cas particuliers
de ce probléme, par exemple celui de Shanling Li [14] fournit des heuristiques pour la minimisation
du makespan dans un flowshop hybride & deux étages. Dans cet article le premier étage est composé
d’une machine, alors que le second étage est composé de machines paralléles & traitement par batch,
avec d’importants temps de setup lorsque les taches ne sont pas compatibles, et un faible temps
de setup lorsque les taches forment un batch. L’article de Narashiram et Mangiameli [15] fournit
quant & lui une heuristique pour résoudre le probléme de flowshop hybride avec machines paralléles



au premier étage, et machines a traitement par batches identiques au second étage, c’est a dire
qu’une machine a traitement par batches du second étage n’effectue qu’un type de batches.

Meéme si les problémes de flowshops hybrides et de machines paralléles & traitement par batch
ont été 'objet de recherches séparées, la combinaison de ces deux types de problémes a, & notre
connaissance, peu été étudiée précédemment.

Ce papier est organisé comme suit. La section 2 introduit d’autres notations utilisées dans ce
papier. La section 3 aborde le probléme général, pour lequel nous fournissons quelques bornes
inférieures, des heuristiques avec garanties de performance. La section 4 traite quant & elle le
cas particulier avec une seule machine au second étage, alors que la section 5 aborde celui ou il
n’y a qu'une seule machine au premier étage. La section 6 illustre les différentes heuristiques en
présentant des résultats expérimentaux. La section 7 conclu quant a elle ce papier.

2 Notations

Pour compléter les notations incluses dans la section précédente nous allons également utiliser :
m = max(my; ma).
P,El) : la somme des h plus petites durées d’exécution de I’étage [ (I = 1,2); pour le second
étage nous prendrons comme durée d’exécution d’une tache j, le point initial de son intervalle
de durée opératoire, c’est a dire a;.

— FAM : La régle FAM (First-Available-Machine) est utilisée pour placer une tache lorsqu’il y

a plusieurs machines, elle consiste & placer chaque tache d’une liste sur la premiére machine
libre.
FBCLPT : La régle FBCLPT (Full-Batch-Compatible-Longest-Processing-Time) consiste a
trier les taches par durées d’exécution (point initial de l'intervalle de durée opératoire) de-
croissantes. Ensuite créer un batch vide et ajouter a ce batch la premiére tache j de la liste,
puis ajouter les k—1 premiéres taches compatibles avec la tache j. Retirer de la liste les taches
placées. Réitérer cette création de batch tant qu’il reste des taches dans la liste. Cette régle
donne un ordonnancement optimal pour le probléme de minimisation du makespan notée ici
Cmaz(B) pour le probléme avec une machine a traitement par batches, et compatibilité entre
les taches (B|G, = INT, k < n|Cpqy) (voir A. Kamgaing Kuiten|8]).

3 Plusieurs machines a chaque étage

Dans cette section, nous nous intéressons au cas général ou il y a plusieurs machines au pre-
mier et au second étage. C’est-a-dire le probléme FHBy,, m, = F2(m1,me)| p_batch(II),G, =
INT, k < n|Cnaz-

3.1 Bornes inférieures

Nous avons développé trois bornes pour le probléme FHDB,,, m,, la premiére est basée sur une
borne inférieure du probléme & un seul étage représentant le premier étage, la seconde sur celui
représentant le second. La derniére borne inférieure est basée sur le fait que la tache la plus longue
doit étre séquencée.

Borne LB;. La date de fin de ’exécution de toutes les taches sur le premier étage est supérieure &

Zi DPii

“— ; apres I'exécution de la derniére tache il faut (au minimum) séquencer le batch dans lequel
elle est, batch dont la durée est minorée par min; a;. D’ot1 la borne :

+ mina;

LB, = 21 P1i
mq J



Borne LB5. Un batch est composé au moins d’une tache, qu’il faut avoir séquencée préalablement
sur le premier étage. C’est-a-dire que le premier batch du second étage ne peut pas commencer
avant la fin d’exécution d’au moins une tache, dont la durée est supérieure & min; p1;. Ensuite tous
les batches doivent étre exécutés, cette durée d’exécution est, dans le meilleur des cas, la date de
fin de la résolution du probléme représentant le second étage (Bma|G, = INT, k < n|Cpqz). Or
le Ciuae fourni par 'exécution de l'algorithme FBCLPT, noté Ch,a.(Hp), permet d’obtenir une
borne inférieure pour ce probléme. D’ou la borne :

Cmaw H
LBy = minpy; + M
1 m2

Borne LBs. Toute tache doit étre réalisée, ainsi,

LB3 = max{p1; + a;}

3.2 Heuristiques avec performances

Heuristique Hppr Dans cette heuristique nous séquencons les taches sur le premier étage indé-
pendamment du second étage. Les taches sont séquencées au premier étage suivant les régles LPT
et FAM. Pour le second étage nous utilisons les batches fournis par ’algorithme FBCLPT. Lorsque
toutes les taches d’un batch sont réalisées au premier étage, nous placons le batch en question sur
la premiére machine libre du second étage.

AlgorithmeH  pp
1. Placer les taches sur le premier étage, suivant les régles FAM et LPT.

2. Appliquer Palgorithme FBCLPT, soit L la liste de batches obtenue, soit B; le premier batch
de la liste L, ¢ = 1.

3. A l'itération 4, placer le batch B; suivant la régle FAM sur le second étage. C’est-a-dire lorsque
toutes les taches de B; au premier étage sont terminées. Supprimer le batch B; de la liste L.
Si L = 0, alors, retourner I'ordonnancement obtenu, sinon 4 =4 + 1, aller a 3.

Theorem 1. L’heuristique Hypr fournit un ordonnancement Sy, ., du probléme FHB,,, n, en
O(nlogn), avec un ratio de garantie de performance de % — %, et cette borne est atteinte.

Preuwve : Soit Sp, ., 'ordonnancement obtenu par 'heuristique Hypr. L’algorithme FBCLPT,
accompagné de LPBT, fournit un ordonnancement du probléme Bm|G, = INT, k < n|Cy,qq, n0té
(Bm), avec une garantie de performance de % — ﬁ [9]. De plus LPT appliquée au premier étage
fournit un ordonnancement de Pm/||Cynaz, n0té (Pm), avec une garantie de performance de 2 — -1

3 3m
[5]. D’o :
Omaz(SHLpT) S Cmam(SHpm) + Cmax(SHBm)

S (% - #) Cmax( ?—"m) + (% - #) Cmax( Em)

Soit S* l'ordonnancement optimal du probléme de flowshop hybride, et C),q.(S*) sa date de
fin, alors
Cmam(S*) Z Cmaw(s}gm) et Cmam(S*) Z Cmaw(sgm)
D'ou : . . . )
Cmaw(SHLPT) < (§ - 3_m) Cmaw( }kDm) + (§ - 3_m) Cmaw( *Bm)

< (5~ 39) Cmaa(S*)
8 2

Ainsi ’heuristique Hy, pr fournit une solution avec un facteur de performance de 3= 3m

Nous allons présenter un cas pour lequel la borne est atteinte. Nous supposons que le nombre
de machine & chaque étage est pair.

Soit I une instance du probléme F'H By, m,, la capacité des batches est 2m; +4. Cette instance

est composée des taches :



Type Nombre de taches P1 P2

Al 2 2m1 -1 €, 2m2 -1
Ag 2 2m; — 2 €2mo — 1
P 2 my +1 [€;2mo — 1]
Am1 3 mq [6; 2m2 — 1]
B; 2 € [2mg — 1;2ms — 1]
et [2ma —1—€2mg — 1 — €]
B 2 € [2mg — 2;2mg — 2]
et [2ma — 2 —€;2mg — 2 — ¢
B, 2 € [ma + 1;mg + 1]
et [ma+1—¢€ma+1—¢
B, 3 € [ma;ma], [ma — €;ma — €]
et [me — 2¢; mo — 2¢]
C  |nbc (entier quelconque) € [€; €]

Dans ce cas 'algorithme FBCLPT fournit un batch contenant la premiére tache de type By, et
les k—1 taches avec lesquelles elle est compatible. C’est-a-dire, toutes les taches de type A (de A; a
Apn, ). Ensuite les autres taches de type B n’étant compatibles qu’avec des taches déja placées dans
un batch, nous n’obtenons que des batches unitaires. Quant aux taches de type C elles forment
(%] batches. Afin de simplifier les diagrammes de Gantt nous supposons nbc nul.

Dans ce cas ’algorithme fournit I’'ordonnancement de la figure 2, alors qu’un ordonnancement
optimal est celui de la figure 3. En effet la date de fin Cy04(SH, pr) pour Pordonnancement Sy, ...
est égale & Cruaz (S, pr) = 2m1 — 14+ mq +mq +2me — 1 +mao + ma — 26 = 4dmy + 4ma — 2 — 2¢
(figure 2).

La valeur optimale pour cette instance I est Crnas(S™) = [132 + 1]e + 3m (figure 3).

A1 2my —1 { Am, A,
A1 2m; —1 \ Ay ma d

étage 1 Az 2myi — 2 [ Ay —1mi+1 [
Az 2mq — 2 [ Am,—1mi+1 |4

[ Apip2mi—ma/2 Ay oy ma+ma/2-1]
‘ Ay 2 2my —ma /2 my /241 M1+ m1/2-1 ‘

Bi2ms — 1 ‘ Bmy, m2 — € | By M2 — 2¢
Bi2ma—1—¢ | B, me
B 2mo — 2 | Buy,—1matl
étage 2 B2 2m2 —2 —¢€ lez,l ma+1-€

[ Bugso 2mas —m2/2 | By, jorimatma/2-1 |
‘B,,, 2 2mg — ma/2-€ ‘B,,L 2+1m2+m2/2—1—e‘

F1G. 2. Ordonnancement Sg; pp.

Si m1 < mg alors Ch,e.(S*) est optimal car la borne inférieure LBy = Zm—pll’i + min; a; est

atteinte par Cy,q,(S*). Sinon, & € prés, la borne inférieure : LBy = minipli‘i‘%fgw
par Cruaq(S*).

D’ou :

est atteinte

Cmaw(SHLPT) _ 4m1 +4-m2 —2—2¢
Crmaz(S*) f%+1]e+3m

Et
. 4dmq +4me —2—2¢  4dmq +4mo — 2
lim =
=0 [Z2+1]e+3m 3m




€ A1 2m1 — 1 Aml—l mi1+1
€ Ai12my — 1 Aml—l mi1+1
€ As2mq — 2 Amlfz mi1+ 2
étage 1 L€ Az 2my — 2 Ay —2mi +2
A?’m 22m1—m1/2 A?’m 22m1—m1/2
Aml mi | Aml mi | Aml mi
B12mo — 1 Bmzfl mo—+1-€
Bi2mo—1—¢€ Bm271 mo—+1
B 2mo — 2 Bm272 mo—+2-€
étage 2 B2 2ma — 2 —¢ By —2 Ma+2
By /2 2me — ma/2 Brg /2 2me —ma/2 — ¢
B, ma | B, ma2 — € | B, ma — 2¢

F1G. 3. Ordonnancement optimal

Et donc si m; = mgy alors m = max(mq;mz) = m; = mg. Dot :

. Craz(SH pr)  4mi+4mo—2 8 2
lim = -2 _
e—0  Craz(S*) 3m 3 3m

Si le nombre de machines de ’étage [ n’est pas pair, nous obtenons le méme résultat. En effet,
les taches centrales (p; = 2m; — (my + 1)/2) de I’étage en question, sont alors séquencées sur la
derniére machine de 1’étage dans 'ordonnancement optimal, ceci avec la méme durée que pour
les autres machines. Pour 'ordonnancement fourni par I’heuristique ce sont les 4 taches centrales
(pr =2my — (my —1)/2 et p; = 2m; — (my + 1)/2) qui sont placées sur les deux derniére machines,
toujours sans modification de la date de fin par rapport au cas pair. Si nbc > 0, alors les batches
correspondants aux taches de type C sont placés en fin d’ordonnancement. Ainsi lorsque € tend
vers 0, la durée de ces taches ne compte plus.

Heuristique Hpppr Cette heuristique est une amélioration de I’heuristique Hppr, dans la
mesure ot elle donne en moyenne de meilleurs résultats (voir la section expérimentations). Ceci ne
I’empéche pas d’étre moins bonne dans le pire cas. En effet dans cette heuristique le traitement du
premier étage ne se fait plus suivant LPT sur I’ensemble des taches, mais pour chaque batch du
second étage. C’est a dire que les taches qui le composent sont séquencées suivant, FAM-LPT sur
le premier étage.

Algorithme Hypppr
1. Appliquer I'algorithme FBCLPT.
2. Soit L la liste des batches B; obtenue grace a 'algorithme FBCLPT, ¢ = 1.

3. A litération i, soit Lp, la liste des taches du batch B;. Séquencer les taches de Lp, sur les
machines du premier étage en suivant les régles FAM et LPT. Placer le batch B; suivant la
régle FAM, c’est-a-dire sur la premiére machine libre du second étage, lorsque toutes ses taches
sont exécutées au premier étage. Supprimer le batch B; de la liste L. Si L = (), alors, retourner
I’ordonnancement obtenu, sinon ¢ = ¢ + 1, aller a 3.

Theorem 2. L’heuristique Hy,ppr fournit un ordonnancement Sg, ..., du probléme FHDBp,, m,
10

en O(nlogn), avec un ratio de garantie de performance de = — 3im.
Preuve : Soit Sg, ., I'ordonnancement obtenu par 'heuristique Hyppr. L’algorithme FBCLPT,
accompagné de LPT, fournit un ordonnancement du probléme Bm|G, = INT,k < n|Cp,qz, noté

(Bm), avec une garantie de performance de § — 5 [9]. En revanche le séquencement sur le premier



étage ne respecte plus LPT. L’heuristique Hyppr fournit seulement un ordonnancement de liste
sur le premier étage, la garantie de performance est donc de 2 — ﬁ D’ou :

Cmaw(SHLPBT) < Cmaw(SHPm) + Cmaw(SHBm)

< (2= 7%) Cmaa(Sip,) + (5 = 3m) Cmas (Sp0)
Soit S* T'ordonnancement optimal du probléme de flowshop hybride, et Ci,q.(5*) sa date de
fin, alors
Omaz(S*) Z Cmam(Sjt}Pm) et OmaI(S*) 2 Cmam(sgm)
d’ou : . . .
Cmaw(SHLPBT) < (2 - E) Cmaw( ;{pm) + (§ - %) Cmaw( Bm)

10 4 *
< (% — 3m) Cmaa(S")
Ainsi ’heuristique Hy, ppgr fournit une solution avec un facteur de performance de % — %.
Nous n’avons pas trouvé d’exemple atteignant cette borne.

L’heuristique Hj; L’algorithme FBCLPT fournit une liste de batches que nous trions selon la
régle de Johnson. Les taches de chaque batch sont placées sur le premier étage suivant les regles
FAM et LPT, en respectant I’ordre des batches fourni par la régle de Johnson. Lorsque toutes
les taches d’un batch sont réalisées au premier étage, nous séquencons le batch en question sur la
premiére machine libre du second étage.

Algorithme H
1. Appliquer I'algorithme FBCLPT.

2. Soit L la liste des batches B; obtenue grace a l'algorithme FBCLPT, triée selon la régle de

p1j

ieb et au

Johnson, avec pour durée d’exécution du batch B au premier étage p1p = —

second étage L2224 = 1.

3. A l'itération 4, soit Lp, la liste des taches du batch B;. Séquencer les taches de la liste Lp, sur
les machines du premier étage (pour ce séquencement il est possible de prendre les taches dans
Pordre de leur énumération, ou suivant LPT).

4. Placer le batch B; suivant la régle FAM. C’est-a-dire sur la premiére machine libre, lorsque
toutes ses taches sont exécutées au premier étage. Supprimer le batch B; de la liste L. Si L = 0,

alors, retourner I'ordonnancement obtenu, sinon ¢ = ¢ + 1, aller & 3.

Theorem 3. L’heuristique Hj fournit un ordonnancement Sy, du probléme FH By, m, en O(nlogn),
avec un ratio de garantie de performance de 4 — %

Preuve : Soit Sy, 'ordonnancement obtenu par 'heuristique H ;. Considérons le probléme de
machines paralléles a traitement par batch, noté (Bm). L’algorithme FBCLPT et l’algorithme
de Johnson (qui est un algorithme de liste) fournissent un ordonnancement de Hp,, : SHy,, en
O(nlogn), avec une garantie de performance de 2 — # L’ordonnancement optimal du probléme
(Bm) sera noté S%, .. De plus, un algorithme de liste fournit un ordonnancement de (Pm) en
O(nlogn), avec une garantie de performance de 2 — L. D’ou :

Cmam(SHJ) S Cmam(SHpm) + Cmam(SHBm)

< (2= 5%) Cmaz(Spm) + (2 = ) Cmax(Shyn)
Soit S* 'ordonnancement optimal du probléme de flowshop hybride, et Ci,q.(5*) sa date de
fin, alors
Omaz(S*) Z Cmam(SEm) et Omaz(S*) Z Cmam(SEm)
d’ou : ) )
Cmax(SHJ) S (2 - E) Cmam(S;m) + (2 - E) Omaz( Em)

S (4 - %) Cmax(S*)

Ainsi ’heuristique H; fournit une solution avec un facteur de performance de 4 — %
Nous n’avons pas trouvé d’exemple atteignant cette borne.



4 Une machine au second étage

Dans cette section nous nous intéressons au probléme ot il n’y a qu'une machine & traitement
par batch au second étage, le premier étage est constitué de m machines paralléles. Ce probléme
est noté F'HDB,, , nous pouvons remarquer que les bornes inférieures du probléme FH B, m,
sont également valables pour ce probléme FHDB,, ;. C’est pourquoi cette section est uniquement
consacrée aux différentes heuristiques avec garantie de performance.

Heuristique Hppr Dans cette heuristique, nous séquencons les taches sur le premier étage
indépendamment du second étage, suivant les régles LPT et FAM. Pour le second étage nous
utilisons les batches fournis par Ialgorithme FBCLPT. Lorsque toutes les taches d’un batch sont
réalisées au premier étage, nous séquencons le batch en question sur la machine du second étage.

Algorithme Hypr

1. Placer les taches sur le premier étage, suivant les régles FAM-LPT. C’est-a-dire que ’on place
la plus grande tache sur la premiére machine libre.

2. Appliquer I'algorithme FBCLPT, soit L la liste des batches obtenus.

3. Soit r; la date de fin d’exécution au premier étage des taches qui composent le batch j. Sé-
quencer les batches de la liste L dans ’ordre des r; croissants.

Theorem 4. L’heuristique Hypr fournit un ordonnancement Sy, ., du probléme FHDBy, 1 en

: : 7 1
O(nlogn), avec un ratio de garantie de performance de § — 5~

3,575 €l celte borne est atteinte.

Preuve : La preuve est similaire & celle du théoréme 1, seulement ici nous obtenons la solution
optimale pour le probléme B|G, = INT,k < n|Cy,q, au second étage (voir la section notation).

En effet le ratio % — % du théoréme 1, est obtenu par I'ajout de % — ﬁ au second étage, alors
que le ratio % — 3, de cette preuve est obtenu par I'ajout de 1 au second étage. Nous exposons ici
un exemple permettant d’atteindre la borne % — Sim

Supposons que le nombre de machines du premier étage, m est pair. Soit I une instance du
probléme F'H B,, 1, pour laquelle la capacité d'un batch est 2m + 2, I est composée des taches :

Type Nombre de taches P1 P2
Aq 2 2m — 1| [e;3m]
Ay 2 2m — 2| [e; 3m]

Z 2 m+1]| [e;3m
A 3 m €;3m
B 1 e [[3m;3m]
C |nbc (entier quelconque)| € [€; €]

L’algorithme FBCLPT fournit un batch contenant les taches de types A et B, il y a ensuite
(%] batches contenant les taches de type C. Afin de simplifier les diagrammes de Gantt nous
travaillons avec nbc = 0, la généralisation étant immédiate (voir en fin de preuve).

Dans ce cas ’algorithme fournit I’ordonnancement de la figure 4, alors qu’un ordonnancement
optimal serait celui de la figure 5. En effet, la date de fin Cyax(SH, p) pour ordonnancement
Sk, pr est égale & Crar (S, pr) =2m —14+m+m+3m=Tm — 1 (figure 4).

La valeur optimale pour cette instance I est Cpa.(S™) = € + 3m + € = 3m + 2¢ (figure 5).

Crnaz(S*) est optimal car la borne inférieure LB; = % + min; a; est atteinte par Chaq(S™) .
d’on :
Crnaz (SHypr) _ 7m —1
Crnaz(S*) 3m + 2¢
et

m—1 7 1

3 3m
Si le nombre de machines du premier étage n’est pas pair, nous obtenons le méme résultat.
En effet, les taches centrales (p1 = 2m — (m + 1)/2) du premier étage, sont alors séquencées sur

20 3m + 2¢



A 2m—1 A, m A,m ]
A1 2m —1 Apm e

. A22m—2 Am,1m+1

étage 1 A, 2m 2 A, m 1

Ao 2m —m/2 AW; 21 m+m/2-1
A2 2m —m/2 A 001 m+tm/2-1

étage 2 [ Aet B3m
F1G. 4. Ordonnancement Sy, ,,
|€ Al 2m — 1 Am,1 m-+1
A12m —1 A, m+1
Ay 2m — 2 Ao m—+2
étage 1 A 2m — 2 A,,—o m—+2
A0 2m-m/2 iAm 9 2m-m/2
m T | Am m | Am m
étage 2 | Aet B3m [€]

FiG. 5. Ordonnancement optimal

la derniére machine du premier étage dans ’ordonnancement optimal, ceci avec la méme durée
que pour les autres machines. Pour 'ordonnancement fourni par I’heuristique ce sont les 4 taches
centrales (p; = 2m — (m —1)/2 et p; = 2m — (m + 1)/2) qui sont placées sur les deux derniére
machines, toujours sans modification de la date de fin par rapport au cas pair. Si nbe > 0, alors les
batches correspondants aux taches de type C sont placés en fin d’ordonnancement. Ainsi lorsque
€ tend vers 0, la durée de ces taches ne compte plus.

Heuristique Hj; L’algorithme FBCLPT fournit une liste de batches, que nous trions selon la
régle de Johnson. Les taches de chaque batch sont séquencées sur les machines du premier étage,
en respectant 'ordre des batches fournit par la régle de Johnson. Lorsque les taches d’un batch
sont réalisées au premier étage, nous séquencons le batch sur la machine du second étage.

Algorithme Hj
1. Appliquer l'algorithme FBCLPT.
2. Soit L la liste des batches B; obtenus grace a l'algorithme FBCLPT, triée selon la régle de

Z]‘GB Py

Johnson. Les durées d’exécution du batch B sont p1p = —

max;ecp a; au second étage, 7 = 1.

au premier étage, et pap =

3. A litération 4, soit Lp, la liste des taches du batch B;. Séquencer les taches de Lp, sur les
machines du premier étage (pour ce séquencement il est possible de prendre les taches dans
Pordre de leur énumération, ou suivant LPT).

4. Placer le batch B;, dés que la machine du second étage est libre, lorsque toutes ses taches
sont exécutées au premier étage. Supprimer le batch B; de la liste L. Si L = () alors retourner
I’ordonnancement obtenu, sinon ¢ = ¢ + 1, aller a 3.

Theorem 5. L’heuristique H; donne un ordonnancement Sg, du probléme F'H By, 1 en O(nlogn),
avec un ratio de garantie de performance de 3 — %, et cette borne est atteinte.

Preuve : La preuve est similaire & celle du théoréme 3, seulement ici nous obtenons la solution
optimale pour le probléme B|G, = INT,k < n|Cy,q, au second étage (voir la section notation).
En effet le ratio 4 — % du théoréme 3, est obtenu par l'ajout de 2 — % au second étage, alors que



le ratio 3 — % de cette preuve est obtenu par l'ajout de 1 au second étage. Nous exposons ici un
exemple permettant d’atteindre la borne 3 — ﬁ

Soit L une constante quelconque, I une instance du probléme F'H B,, 1, la capacité d’'un batch
est 2m, et 'instance est composée des taches :

Type| Nombre de taches P1 D2
A m—1 (m—1)L| [e;mL
B m—1 L e;mL
C 1 mL [e;mL)
D 1 € [mL;mL]
E |nbg (entier quelconque) € [e/2;¢€/2]

L’algorithme FBCLPT fournit un batch regroupant les taches de type A, B, C et D, ensuite il
place les batches de type E dans [%1 batches. Afin de simplifier les diagrammes de Gantt nous
supposons que nbg = 0.

Dans ce cas ’algorithme fournit I’'ordonnancement de la figure 6, alors qu’un ordonnancement
optimal serait celui de la figure 7. En effet la date de fin C,,4,(SH,) pour Pordonnancement Sy,
est égale & Crar(SH,) = (m — 1)L +mL +mL = (3m — 1)L (figure 6).

A (m-1)L C mL |
A (m-1)L |
etage 1A 1)L
A (m-1)L
BL L oo E
étage 2 [ A, B, C,DmL

F1G. 6. Ordonnancement Sg,

A (m-1)L BL
étage 1 :
A (m-1)L BL
A (m-1)L BL
C mL
étage 2 | D mL |

F1G. 7. Ordonnancement optimal

La valeur optimale pour cette instance I est Cp,q.(S*) = € + mL + € = mL + 2¢ (figure 7).

Epl,i

Cinaz(S*) est optimal car la borne inférieure LBy = + min; a; est atteinte par Cpaq(S™) .

d’otu : "
Cmam(SHJ) - 3m—1
Cmaz(S*)  m+ 2
et

— 1)L 1
(Bm-1L _,

1m
e—0 mlL + 2¢ m

Si nbg > 0, alors les batches correspondants aux taches de type E sont placés en fin d’ordon-
nancement. Ainsi lorsque e tend vers 0, la durée de ces tiches ne compte plus.



5 Une machine au premier étage

Dans cette section, nous nous intéressons au cas ou il n’y a qu’une machine au premier étage,
C’est-a-dire le probléme FHB ,,, m désignant le nombre de machines du second étage. Nous
pouvons remarquer que les bornes inférieures du probléme FHB,,, n, sont également valables
pour ce probleme F'HB,, ;. C’est pourquoi cette section est uniquement consacrée aux différentes
heuristiques avec garantie de performance.

5.1 Heuristiques avec performances

Heuristique Hppr Dans cette heuristique, pour chaque batch fourni par 'algorithme FBCLPT
(dans l’ordre fourni), nous séquengouns les taches qui le composent sur la machine du premier étage.
Lorsqu’elles sont exécutées sur le premier étage, placer le batch sur la premiére machine libre du
second étage.

Algorithme Hypr

1. Appliquer I'algorithme FBCLPT. Nous obtenons la liste L, i=1, soit B; le premier batch de la
liste la liste L.

2. A Titération i, placer toutes les taches du batch B; sur le premier étage, dés que la machine
est libre. Placer le batch B; avec la régle FAM au second étage. C’est-a-dire lorsque toutes les
taches du batch sont terminées au premier étage. Supprimer le batch B; de la liste L. Si L = ()
alors retourner I’ordonnancement obtenu, sinon i—i+1, aller a 2.

Theorem 6. L’heuristique Hyppr fournit un ordonnancement Sy, .. du probléeme FHDB ,, en
. . 7 1 .

O(nlogn), avec un ratio de garantie de performance de 5 — 5, cette borne est atteinte.

Preuve : La preuve est similaire & celle du théoréme 1, seulement ici nous obtenons la solution

optimale pour le probléme 1||C),q, au premier étage. En effet le ratio & _ 2 du théoréme 1, est

3m
obtenu par 'ajout de % — # au premier étage, alors que le ratio de %3— # de cette preuve est
obtenu par ’ajout de 1 au premier étage. Nous exposons ici un exemple permettant d’atteindre la
borne % — 3im

On suppose que le nombre de machine m est pair, et que la capacité des batches est 2. Soit I
une instance du probléme F'H B ,,, composée des taches :

Type nombre de taches P1 D2
Aq 2 e|2m—1;2m—1]let 2m—1—€2m —1— ¢
Ay 2 € |[2m—2,2m —2] et 2m — 2 —€2m —2 — €]
A1 2 e| m+Iym+1]etm+1—em+1—¢
A 3 €| [m;m], [m —em — €| et [m — 2e;m — 2¢]
B 1 3m [€; 2m)
C |nbc (entier quelconque)| € [€; €]

L’algorithme FBCLPT fournit un batch contenant deux téaches, la premiére des taches de type
A et la tache de type B, alors que toutes les autres taches de type A sont dans des batches unitaires.
Quant aux taches de type C elles forment [%1 batches. Afin de simplifier les diagrammes de Gantt
nous supposons que nbc = 0.

Dans ce cas ’algorithme fournit 'ordonnancement de la figure 8, alors qu’un ordonnancement
optimal serait celui de la figure 9. En effet la date de fin C),44(SH, ) pour Pordonnancement
Sk, pr est égale & Craw (S, pr) =3m+e+2m—1+m—e+m —2e="T7m—1— 2¢ (figure 8).
La valeur optimale pour cette instance I est Chya.(S*) = (2m + 2)e + 3m (figure 9). Cpar (S*) est
optimal car la borne inférieure LBy = ) p1; + min; a; est atteinte par Cp,q,(S™) .

d’ot :

Crnaz(SHLpr) Tm—1— 2

Cmae(S*)  3m+ (2m + 2)e

et
™™m —1— 2¢ 7 1

lim ———m = =
e—03m+ (2m+2)e 3  3m



l A1 2m —1 | Amm —e€ |Amm—2e
l Ai12m—1—¢ | Amm
l Ao 2m — 2 |Am,1m+1—f‘
stage 2 l Ao 2m —2 — € | Ampm—1m+1 l
l A2 2m —m/2 |Am 241 m+m/2-1-¢ ‘

lAm22m7m/27e |Am2+1m+m/2—l l

F1G. 8. Ordonnancement Sg; pp.

étage 1 |e|e|e °°°e|€|e| B 3m |
| A 2m — 1 (A im+1 |
| A12m —1 — e A1 m 41— ¢
| As 2m — 2 | Apom+2 |
) | A2 2m —2 — € |Am_2m—i—2—6|
étage 2 :
| A2 2m —m/2 | A 22m —mj2 —¢ |
Amm | Amm — € | Am m — 2¢ |

F1G.9. Ordonnancement optimal

Si le nombre de machines du second étage n’est pas pair, nous obtenons le méme résultat.
En effet, les taches centrales po = 2m — (m + 1)/2 du second étage, sont alors séquencées sur
la derniére machine du second étage dans 'ordonnancement optimal, et ceci avec la méme durée
que pour les autres machines. Pour 'ordonnancement fourni par I’heuristique ce sont les 4 taches
centrales (p2 = 2m — (m — 1)/2 et po = 2m — (m + 1)/2) qui sont placées sur les deux derniére
machines, toujours sans modification de la date de fin par rapport au cas pair. Si nbc > 0, alors les
batches correspondants aux taches de type C sont placés en fin d’ordonnancement. Ainsi lorsque
€ tend vers 0, la durée de ces taches ne compte plus.

Heuristique Hj L’algorithme FBCLPT fournit une liste de batches que nous trions selon la
régle de Johnson. Les taches de chaque batch sont placées sur la machine du premier étage, en
respectant ’ordre des batches fourni par la régle de Johnson. Lorsque les taches d’un batch sont
réalisées au premier étage, nous séquencons le batch sur la premiére machine libre du second étage.

Algorithme H
1. Appliquer I'algorithme FBCLPT.

2. Soit L la liste des batches B; obtenus grace a l'algorithme FBCLPT, triée selon la régle de
Johnson. Les durées d’exécution du batch B sont p1p = ZjeBplj au premier étage, et pop =
max;ep a; . .

—8 I au second étage, ¢t = 1.
m

3. A l'itération i, soit Lp, la liste des taches du batch B;. Séquencer les taches de la liste Lp, sur
la machine du premier étage, la régle important peu étant donné qu’il n’y a qu’une machine.

4. Placer le batch B;, sur la premiére machine libre du second étage, lorsque toutes ses taches
sont exécutées au premier étage. Supprimer le batch B; de la liste L. Si L = () alors retourner
I’ordonnancement obtenu, sinon ¢ = ¢ + 1, aller a 3.

Theorem 7. L’heuristique Hj fournit un ordonnancement Sy, du probléme F H By ., en O(nlogn),
avec un ratio de garantie de performance de 3 — %



Preuve : La preuve est similaire a celle du théoréme 3, seulement ici nous obtenons la solution
optimale pour le probléme 1||Cp,q, au premier étage (voir la section notation). En effet le ratio
4 — % du théoréme 3 est obtenu par l'ajout de 2 — # au premier étage, alors que le ratio 3 — %
de cette preuve est obtenu par ’ajout de 1 au premier étage.

Nous n’avons pas trouvé d’exemple atteignant cette borne.

6 Expériences Numériques

Pour les différentes heuristiques, nous avons établi la déviation (théorique) par rapport a I'op-
timum dans le pire cas, mais il est intéressant de connaitre en pratique les déviations obtenues en
appliquant les algorithmes sur des instances construites aléatoirement. Les expériences concernent
le probléme général (FH By, m,). Les différentes instances se différencient par leurs nombres de
machines & chaque étage m1, mo et par la structure des intervalles de durées opératoires du second
étage. En revanche, pour la capacité des batches, nous préférons nous contenter de celle du pro-
bléme industriel, c’est & dire k = 2. Nous n’avons hélas pas eu la possibilité d’avoir des instances
réelles, ainsi nous avons généré pour chaque cas 20 instances aléatoires différentes.

Pour chaque instance générée aléatoirement, les durées opératoires de chaque tache au premier
étage, sont générées dans I'intervalle [5,100]. Les durées opératoires du second étage sont données
sous forme d’intervalle [a;, b;], avec b; = a;+a; xa , « € {5%, 15%, 25%}. Cette structure d’intervalle
traduit la tolérance sur le temps de cuisson d’un pneumatique, tolérance dépendant d’'une durée
minimale de cuisson. La valeur de cette durée minimale (a;), est générée dans l'intervalle [5,100],
puis [50, 500]. Le deuxiéme cas (I'intervalle [50,500]) traduit le fait que généralement I’assemblage
d’un pneu est moins long que sa cuisson.

Quant aux nombres de machines, nous avons examiné trois cas : soit une machine au premier
étage et 10 aux second, soit 10 au premier et une seule au second, et le cas ou il y a 10 machines
& chaque étage. Les expériences sont effectuées avec 100 taches dans le tableau 1, puis avec 250
taches dans le tableau 2.

Ne pouvant obtenir la solution optimale, nous utilisons pour la comparaison la meilleure des
bornes inférieures présentées précédemment, notée ici LB. Pour comparer la performance de ces
heuristiques nous évaluons les distances moyennes D;,,, qui séparent la solution de I’heuristique
Hypr, Hpppr, Hy et Hppr, (une seule machine sur I'un des étages) de la borne inférieure. La
distance relative entre la solution 7; fournie par I’heuristique H; et la meilleure borne inférieure
LB est donnée par :

Di o Cmaw (71'1') — LB
moy ~ LB

Afin de faciliter la lecture des tables, la distance relative est fournie sous forme de pourcentage. Deux
valeurs sont fournies par heuristique, la moyenne des distances relatives, et la pire des distances
relatives.

La lecture des résultats nous permet de remarquer que ’heuristique Hypp est la moins inté-
ressante de toutes, avec une erreur moyenne proche de 50 % lorsqu’il y a 10 machines & chaque
étage. Méme lorsqu’il n’y a qu’une machine sur l'un des étages, et que 'on utilise Hypp, (c’est a
dire Hypr adapté aux deux cas particuliers ou il n’y a qu’une machine sur 'un des étages), elle
reste moins efficace que les autres. En revanche départager les heuristiques Hyppr et Hj est plus
compliqué : en effet lorsque les durées opératoires du second étage sont supérieures a celles du
premier (pg; € [50,500]), et qu’il n’y a pas trop de taches (n—100) Hyppr semble meilleur que
H; alors que c’est I'inverse dans tous les autres cas. Ce qui permet & ’heuristique Hy ppr d’avoir
une pire déviation 12,3% moins importante que celles de I’heuristique H; 20,0% pour les instances
étudiées.

Nous observons également, que hormis pour ’heuristique Hy pr I’augmentation du nombre de
taches entraine une diminution de la déviation. Pour toutes les heuristiques présentées, la déviation
est plus importante lorsqu’il y a 10 machines sur chaque étage. En revanche, la longueur des inter-
valles de durées opératoires sur le second étage n’influe pas les résultats de maniére significative.

Ainsi, lorsqu’il y a 100 taches, les pires déviations des algorithmes Hyppr et H; sont proches
de 12% lorsque py; € [5;100], et respectivement de 10% et 20% lorsque pa; € [50;500]. Pour les
meémes instances les déviations de l'algorithme Hppr sont respectivement de 53% et 45%. Avec

x 100



my — Hrpr Hrpr, Hrppr H;
p2i € ma @ moy| pire]| moy[ pire]| moy| pire]| moy| pire
0.05 || 2,962] 4,007]]0,244]0,273][0,244] 0,273]] 0,244] 0,273
1-10 0,15 2,747| 3,786(|0,249(0,284((0,249| 0,284 0,249| 0,284
0,25 2,434| 3,481(|0,253(0,283((0,253| 0,283 0,253| 0,283
0,05 |[15,693[19,783][4,683|7,795|1,730] 2,765] 0,233] 0,701
[5,100] 10-1 0,15 |{14,552|18,804(|6,103|9,187(|1,848| 3,316|| 0,255| 0,613
0,25 |(15,152{19,154(|5,918|8,399(|1,965| 2,990|| 0,287| 0,755
0,05 |[40,713[53,332]] -] -||8,326]12,101]| 8,338(11,933
10-10 0,15 39,363(48,178 - -118,790(12,255|| 8,690(11,928
0,25 ||38,446(50,842 - -117,559] 9,760|| 7,480| 9,955
0,05 |[14,337]17,475]]0,264]0,323]]0,264] 0,323]| 0,264] 0,323
1-10 0,15 ]{14,105|18,844(|0,282|0,435(|0,282| 0,435|| 0,282 0,435
0,25 |(13,115]17,538(|0,298|0,466|0,298| 0,466|| 0,298 0,466
0,05 || 2,879] 4,075][0,791[1,405][0,408] 0,703 0,060] 0,176
[50, 500 10-1 0,15 2,382| 3,272||1,181(2,207||0,421| 0,699 0,077| 0,300
0,25 || 1,860| 3,244||1,393|1,950[0,494| 0,779|| 0,067 0,177
0,05 |[35,627]43,105]] | -||7,516] 9,135|10,779]16,966
10-10 0,15 |[36,412{44,111 - -118,037| 9,570({12,528|18,478
0,25 |(37,769(44,737 - -118,143(10,127({10,637|19,971
TAB. 1. D;,y pour chaque heuristique, pour n—100
my — Hrpr Hrpr, Hrppr Hy
p2i € ma @ moy| pire|| moy[ pire[| moy| pire]| moy| pire
0.05 3,862| 4,242(]0,096|0,102{(0,096(0,102(|0,096{0,102
1-10 0,15 3,615| 4,431(|0,097|0,101}(0,097(0,101(/0,097{0,101
0,25 3,632| 4,402(|0,097|0,102(0,097(0,102(|0,097{0,102
0,05 [[17,346]19,327][4,507]5,922][0,940(1,244([0,064]0,277
[5,100] 10-1 0,15 |[17,462|20,333||4,540|6,407]/0,791{1,269((0,066|0,190
0,25 |/17,396]19,242|(4.802(6,170|[0,862|1,234|[0,083|0,185
0,05 [43,802[48,198]] | -||3,230(5,270][3,250]5,391
10-10 0,15 ||42,032|46,273 - -113,381(4,3701|3,395 (4,242
0,25 42,600(46,323|] | -|[3,162|4,496|3,166|4,560
0,05 [[16,885]19,006]0,103]0,122]0,103]0,122]0,103]0,122
1-10 0,15 |[16,676|18,983((0,106|0,174|/0,106|0,174((0,106|0,174
0,25 |116,799(18,556/0,109(0,170{[0,109]0,170([0,109[0,170
0,05 || 3,199] 4,249][0,626]1,004][0,220]0,304([0,015]0,044
[50, 500 10-1 0,15 3,415| 4,035(|0,743|1,221|(0,219(0,311|0,019{0,045
0,25 || 3,127| 4,226/(0,808|1,578[0,189]0,298[0,015(0,045
0,05 [[38,351]44,161] | -||3,123]3,608][1,342|3,138
10-10 0,15 |[40,447|43,943 - -112,935(3,5401(1,409|2,361
0,25 39,356(44,920|] | -|[3,101|3,593|[1,353|2,175

TAB. 2. Dy pour chaque heuristique, pour n=250




250 taches, les pires cas des deux heuristiques Hpppr et Hj, ne sont plus que de 3% (et 4%
pour Hyppr avec po; € [50;500]) Le passage a 250 taches ne permet pas réellement & Hypr de
s’ameéliorer avec 48% et 45% pour po; € [5;100] et po; € [50; 500].

7 Conclusion et perspectives

Dans ce papier nous avons étudié un probléme d’ordonnancement de type flowshop hybride
issu d’une application industrielle. Le probléme est NP-difficile pour la minimisation du makespan.
Afin de contourner cette difficulté, nous avons proposé des approches heuristiques avec une garantie
de performance. Bien que en théorie, le pire cas obtenu par les heuristiques est plus de trois fois
I’optimum, les expérimentations que nous avons menées montrent que ces heuristiques donnent des
résultats assez intéressants. Nous obtenons, en moyenne pour le cas ot il y a 10 machines & chaque
étage, des solutions & moins de 12% de la meilleure borne inférieure, donc dans le pire des cas &
12% de 'optimum.

Les perspectives de ce travail sont donc nombreuses, par exemple améliorer les heuristiques,
construire une méthode exacte. De plus, méme si le probléme que nous avons étudié est proche
du probléme industriel, ce dernier prend en compte des temps de setup (changement de moule
dans les presses de vulcanisation), que nous n’avons pas traité ici, et qu’il faudrait inclure dans la
perspective d’une solution industrielle.

Références

1. Hamid Allaoui, and Abdelhakim Artiba. Scheduling two-stage hybrid flow shop with availability
constraints. Computers € Operations Research, 33 : 1399-1419 (2006).

2. P. Brucker, A. Gladky, J.A. Hoogeveen, M.Y. Kovalyov, C.N. Potts, T. Tautenhahn,and S.L. Van de
Velde. Scheduling a batch processing machine Journal of Scheduling,1 : 31-54 (1998).

3. G. Finke, V. Jost, M. Queyranne, and A. Sebo. Batch processing with interval graph compatibilities
between tasks. In Second International Workshop on Discrete Optimization Methods and Logistics,
pages 20-27, Omsk-Russia, July 2004.

4. R.L. Graham, E.L. Lawler, J.K. Lenstra, and A.H.G. Rimooy Kan. Optimization and approximation in
deterministic sequencing and scheduling : a survey. Annals of Discrete Mathematics, 5 : 287-326 (1979).

5. R.L. Graham. Bounds on multiprocessing timing anomalies. SIAM Journal of Applied Mathematics,
17 : 263-269 (1969).

6. A. Guinet, M.M. Solomon, P.K. Kedia, and A. Dussauchoy. A computational study of heuristics for
two-stage flexible flowshop Int. J. Prod. Res., 34(5) : 1399-1415 (1996).

7. Mohamed Haouari, and Rym M’Hallah. Heuristic algorithms for the two-stage hybrid flowshop problem.
Operations Research Letters, 21 : 43-53 (1997).

8. Aimé Kamgaing Kuiten, Ammar Oulamara, and Gerd Finke. Flowshop Scheduling problem with Bat-
ching Machine and Task Compatibilities. INCOM, 2006.

9. Chung-Yee Lee, Reha Uzsoy, and Louis A. Martin-Vega. Efficient algorithms for scheduling semicon-
ductor burn-in operations, Operations Research 40(4) :764-775, July-August 1992.

10. C.N. Potts, and M.Y. Kovalyov. Scheduling with batching : a review. European journal of Operational
Research, 120 : 228-249 (2000).

11. C.N. Potts, and L.N. Van Wassenhove. Integrating scheduling with batching and lotsizing : a review
of algorithm and complexity Journal of Operational Research Society, 43 : 395-406 (1992).

12. Chung-Yee Lee, and L. Vairaktarakis. Minimizing makespan in hybrid flowshop. Operations Research
Letters, 16 : 149-158 (1994).

13. Aunthony Vignier. Contribution a la résolution des problémes d’ordonnancement de type monogamme,
multimachine ("flow-shop hybride"”) Université de Tours (1997).

14. Shanling Li. A hybrid two-stage flowshop with part family, batch production, major and minor set-ups.
European Journal of Operational Research, 102 : 142-156 (1997).

15. S.L. Narasimhan and P.M. Mangiameli. A comparison of sequencing rules for two stage hybrid flow
shop. Decision Sciences, 18 : 250-265 (1987)



