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Flowshop hybride ave mahines à traitement par bath etompatibilité entre les tâhesBellanger, A. et Oulamara, A.MACSI Projet LORIA-INRIA Lorraine, Eole des Mines de Nany, Par de Saurupt, 54042, Nanyadrien.bellanger�wanadoo.fr ; ammar.oulamara�loria.frRésumé Dans e papier nous étudions le problème d'ordonnanement dans un �owshophybride à deux étages. Les m1 mahines du premier étage sont des mahines parallèles las-siques, et les m2 mahines du seond étage sont des mahines à traitement par bath. Chaquetâhe doit être exéutée sur les deux étages, mais il est néessaire que les tâhes d'un mêmebath, s'exéutant simultanément sur la même mahine du seond étage, soient ompatiblesentre elles. Ces relations de ompatibilité sont dé�nies par un graphe d'intervalle. Nous nousintéressons ii à la minimisation de la durée totale de l'ordonnanement. Nous proposons desheuristiques ave performanes garanties, ensuite des résultats expérimentaux, basés sur desinstanes générées aléatoirement, permettent d'exhiber l'e�aité de es heuristiques,.Mots-Clefs. Flowshop hybride ; Bath ; Heuristique1 IntrodutionLe problème que nous allons aborder dans e papier est inspiré de l'industrie de pneumatiques.Nous allons ommener par présenter la problématique industrielle, avant de dé�nir le problèmesimpli�é utilisé dans de e papier, en�n nous abordons l'état de l'art.1.1 Problème industrielLa fabriation d'un pneu néessite plusieurs étapes, haque étape du proessus de fabriationrequérant une grande préision, et d'importants ontr�les. La première étape est la fabriation dela gomme. Elle onsiste à mélanger les matières premières (aouthous naturels ou synthétiqueset autres additifs), et ajouter du sou�re a�n de rendre la gomme vulanisable en �n de fabriation.Lorsque la gomme refroidie est déoupée, la deuxième phase onsiste à fabriquer les di�érentesouhes qui omposent le pneu ; en fontion des as, il est possible d'ajouter des �ls d'aier et destoiles. Ensuite, une opération d'assemblage des di�érents éléments du pneu permet d'obtenir unpneu vert (avant vulanisation). Finalement le pneu vert est uit dans des presses de vulanisation.Ces presses peuvent ontenir deux pneus, qui peuvent être de types di�érents, mais leur temps deuisson est identique. En e�et, lorsque le moule d'une presse est fermé, et la uisson ommenée,nous ne pouvons pas l'ouvrir avant la �n de la uisson. A haque type de pneu est assoié unintervalle de durée de uisson qu'il faut impérativement respeter (l'intervalle est donné par unedurée minimale, et une durée maximale qui n'est autre que la durée minimale plus 4% de ettedurée). La �gure 1 représente les deux dernières étapes du système de prodution, elles que nousallons représenter dans le problème simpli�er.1.2 Problème simpli�éDans ette setion nous allons présenter le problème simpli�é que nous étudions par la suite.C'est un problème d'ordonnanement de type �owshop hybride à deux étages. Le premier étage(assemblage) est omposé de m1 mahines lassiques parallèles. Le seond étage (uisson) estomposé de m2 mahines parallèles, où haque mahine est une mahine à traitement par bathqui a la apaité de traiter plusieurs tâhes à la fois. Nous devons exéuter n tâhes sur les deuxétages, haque tâhe est exéutée sur l'une des m1 mahines du premier étage, puis sur l'une des
m2 mahines du seond étage. Chaque tâhe, j, possède une durée d'exéution p1j sur le premierétage, et un intervalle de durée opératoire [aj ; bj], sur le seond étage.



Fig. 1. Etapes étudiées du système de prodution d'un pneuSur le premier étage, une mahine n'exéute qu'une tâhe à la fois. La tâhe j n'est exéutée quesur une seule mahine et sans interruption. Lorsque son traitement est terminée au premier étage,elle est exéutée dans un bath sur l'une des mahines du deuxième étage. Au seond étage, unemahine à traitement par bath exéute jusqu'à k tâhes simultanément, dans un bath. Pour notreproblème, la tâhe j peut être exéutée, au seond étage, dans un bath dont la durée d'exéutionest omprise entre aj et bj , point initial et terminal de son intervalle de durée opératoire au seondétage. Ainsi l'intersetion des intervalles de durées opératoires des tâhes d'un même bath B, nedoit pas être vide. La durée d'exéution d'un bath B est notée p2B, ave p2B = maxj∈B aj . Nousherhons à minimiser la date de �n de l'ordonnanement (makespan).Pour un ordonnanement donné, la date de �n de la tâhe j, j = 1, ..., n est notée Cj . Si la tâhe
j appartient au bath B du seond étage, alors Cj = C2(B) où C2(B) désigne la date à laquellele bath B se termine. Notre objetif est de trouver un ordonnanement tel que sa date de �n(makespan) Cmax = max{Cj |j = 1, ..., n} soit minimale. Dans e papier, nous utilisons la notationstandard pour un ordonnanement, introduite par Graham et al. [4℄, 'est à dire FHBm1,m2

=
F2(m1, m2)|p_batch(II), Gp = INT, k < n|Cmax, où p_batch(II) signi�e que le seond étage estomposé de bathing mahines en parallèle, Gp = INT spéi�e que le graphe de ompatibilitéentre les tâhes est un graphe d'intervalle qui onerne les durées d'exéutions des tâhes, et k < nsigni�e que la apaité des mahines à traitement par bath est une donnée du problème.1.3 Etat de l'artDans la littérature, de nombreuses reherhes traitent des problèmes d'ordonnanement surmahines à traitement par bath, sans ompatibilité entre les tâhes et pour diverses fontionsobjetifs. Bruker et al. [2℄, Potts et Van Wassenhove [11℄, Potts et Kovalyov [10℄ ont publié l'étatde l'art des problèmes d'ordonnanement de mahines à traitement par bath. L'artile de Finkeet al. [3℄ traite, quant à lui, le problème d'ordonnanement d'une mahine à traitement par bathave ompatibilité entre les tâhes, dans le as de graphes généraux et partiuliers.Quant aux �owshops hybrides lassiques, la thèse d'Anthony Vignier [13℄ établit un état del'art, dans lequel sont présentés di�érents algorithmes. Les artiles de Lee et Vairaktarakis [12℄,Guinet et al. [6℄, Allaoui et Artiba[1℄, Haouari et M'Hallah [7℄, présentent d'autres algorithmesutilisés pour la résolution du problème de �owshop hybride. Le �owshop hybride ave traitementpar bathes est peu étudié dans la littérature, toutefois quelques artiles traitent de as partiuliersde e problème, par exemple elui de Shanling Li [14℄ fournit des heuristiques pour la minimisationdu makespan dans un �owshop hybride à deux étages. Dans et artile le premier étage est omposéd'une mahine, alors que le seond étage est omposé de mahines parallèles à traitement par bath,ave d'importants temps de setup lorsque les tâhes ne sont pas ompatibles, et un faible tempsde setup lorsque les tâhes forment un bath. L'artile de Narashiram et Mangiameli [15℄ fournitquant à lui une heuristique pour résoudre le problème de �owshop hybride ave mahines parallèles



au premier étage, et mahines à traitement par bathes identiques au seond étage, 'est à direqu'une mahine à traitement par bathes du seond étage n'e�etue qu'un type de bathes.Même si les problèmes de �owshops hybrides et de mahines parallèles à traitement par bathont été l'objet de reherhes séparées, la ombinaison de es deux types de problèmes a, à notreonnaissane, peu été étudiée préédemment.Ce papier est organisé omme suit. La setion 2 introduit d'autres notations utilisées dans epapier. La setion 3 aborde le problème général, pour lequel nous fournissons quelques bornesinférieures, des heuristiques ave garanties de performane. La setion 4 traite quant à elle leas partiulier ave une seule mahine au seond étage, alors que la setion 5 aborde elui où iln'y a qu'une seule mahine au premier étage. La setion 6 illustre les di�érentes heuristiques enprésentant des résultats expérimentaux. La setion 7 onlu quant à elle e papier.2 NotationsPour ompléter les notations inluses dans la setion préédente nous allons également utiliser :� m = max(m1; m2).� P
(l)
h : la somme des h plus petites durées d'exéution de l'étage l (l = 1, 2) ; pour le seondétage nous prendrons omme durée d'exéution d'une tâhe j, le point initial de son intervallede durée opératoire, 'est à dire aj .� FAM : La règle FAM (First-Available-Mahine) est utilisée pour plaer une tâhe lorsqu'il ya plusieurs mahines, elle onsiste à plaer haque tâhe d'une liste sur la première mahinelibre.� FBCLPT : La règle FBCLPT (Full-Bath-Compatible-Longest-Proessing-Time) onsiste àtrier les tâhes par durées d'exéution (point initial de l'intervalle de durée opératoire) dé-roissantes. Ensuite réer un bath vide et ajouter à e bath la première tâhe j de la liste,puis ajouter les k−1 premières tâhes ompatibles ave la tâhe j. Retirer de la liste les tâhesplaées. Réitérer ette réation de bath tant qu'il reste des tâhes dans la liste. Cette règledonne un ordonnanement optimal pour le problème de minimisation du makespan notée ii

Cmax(B) pour le problème ave une mahine à traitement par bathes, et ompatibilité entreles tâhes (B|Gp = INT, k < n|Cmax) (voir A. Kamgaing Kuiten[8℄).3 Plusieurs mahines à haque étageDans ette setion, nous nous intéressons au as général où il y a plusieurs mahines au pre-mier et au seond étage. C'est-à-dire le problème FHBm1,m2
= F2(m1, m2)| p_batch(II), Gp =

INT, k < n|Cmax.3.1 Bornes inférieuresNous avons développé trois bornes pour le problème FHBm1,m2
, la première est basée sur uneborne inférieure du problème à un seul étage représentant le premier étage, la seonde sur eluireprésentant le seond. La dernière borne inférieure est basée sur le fait que la tâhe la plus longuedoit être séquenée.Borne LB1. La date de �n de l'exéution de toutes les tâhes sur le premier étage est supérieure à

∑

i
p1i

m1

; après l'exéution de la dernière tâhe il faut (au minimum) séquener le bath dans lequelelle est, bath dont la durée est minorée par minj aj . D'où la borne :
LB1 =

∑

i p1i

m1
+ min

j
aj



Borne LB2. Un bath est omposé au moins d'une tâhe, qu'il faut avoir séquenée préalablementsur le premier étage. C'est-à-dire que le premier bath du seond étage ne peut pas ommeneravant la �n d'exéution d'au moins une tâhe, dont la durée est supérieure à mini p1i. Ensuite tousles bathes doivent être exéutés, ette durée d'exéution est, dans le meilleur des as, la date de�n de la résolution du problème représentant le seond étage (Bm2|Gp = INT, k < n|Cmax). Orle Cmax fourni par l'exéution de l'algorithme FBCLPT, noté Cmax(HB), permet d'obtenir uneborne inférieure pour e problème. D'où la borne :
LB2 = min

i
p1i +

Cmax(HB)

m2Borne LB3. Toute tâhe doit être réalisée, ainsi,
LB3 = max

i
{p1i + ai}3.2 Heuristiques ave performanesHeuristique HLPT Dans ette heuristique nous séquençons les tâhes sur le premier étage indé-pendamment du seond étage. Les tâhes sont séquenées au premier étage suivant les règles LPTet FAM. Pour le seond étage nous utilisons les bathes fournis par l'algorithme FBCLPT. Lorsquetoutes les tâhes d'un bath sont réalisées au premier étage, nous plaçons le bath en question surla première mahine libre du seond étage.AlgorithmeHLPT1. Plaer les tâhes sur le premier étage, suivant les règles FAM et LPT.2. Appliquer l'algorithme FBCLPT, soit L la liste de bathes obtenue, soit Bi le premier bathde la liste L, i = 1.3. A l'itération i, plaer le bath Bi suivant la règle FAM sur le seond étage. C'est-à-dire lorsquetoutes les tâhes de Bi au premier étage sont terminées. Supprimer le bath Bi de la liste L.Si L = ∅, alors, retourner l'ordonnanement obtenu, sinon i = i + 1, aller à 3.Theorem 1. L'heuristique HLPT fournit un ordonnanement SHLPT du problème FHBm1,m2

en
O(nlogn), ave un ratio de garantie de performane de 8

3 − 2
3m , et ette borne est atteinte.Preuve : Soit SHLP T l'ordonnanement obtenu par l'heuristique HLPT . L'algorithme FBCLPT,aompagné de LPBT, fournit un ordonnanement du problème Bm|Gp = INT, k < n|Cmax, noté(Bm), ave une garantie de performane de 4

3 − 1
3m [9℄. De plus LPT appliquée au premier étagefournit un ordonnanement de Pm||Cmax, noté (Pm), ave une garantie de performane de 4

3 −
1

3m[5℄. D'où :
Cmax(SHLP T ) ≤ Cmax(SHP m) + Cmax(SHBm)

≤
(

4
3 − 1

3m

)

Cmax(S∗

Pm) +
(

4
3 − 1

3m

)

Cmax(S∗

Bm)Soit S∗ l'ordonnanement optimal du problème de �owshop hybride, et Cmax(S∗) sa date de�n, alors
Cmax(S∗) ≥ Cmax(S∗

Pm) et Cmax(S∗) ≥ Cmax(S∗

Bm)D'où :
Cmax(SHLP T ) ≤

(

4
3 − 1

3m

)

Cmax(S∗

Pm) +
(

4
3 − 1

3m

)

Cmax(S∗

Bm)

≤
(

8
3 − 2

3m

)

Cmax(S∗)Ainsi l'heuristique HLPT fournit une solution ave un fateur de performane de 8
3 − 2

3m .Nous allons présenter un as pour lequel la borne est atteinte. Nous supposons que le nombrede mahine à haque étage est pair.Soit I une instane du problème FHBm1,m2
, la apaité des bathes est 2m1+4. Cette instaneest omposée des tâhes :



Type Nombre de tâhes p1 p2

A1 2 2m1 − 1 [ǫ; 2m2 − 1]
A2 2 2m1 − 2 [ǫ; 2m2 − 1]...

Am1−1 2 m1 + 1 [ǫ; 2m2 − 1]
Am1

3 m1 [ǫ; 2m2 − 1]
B1 2 ǫ [2m2 − 1; 2m2 − 1]et [2m2 − 1 − ǫ; 2m2 − 1 − ǫ]
B2 2 ǫ [2m2 − 2; 2m2 − 2]et [2m2 − 2 − ǫ; 2m2 − 2 − ǫ]...

Bm2−1 2 ǫ [m2 + 1; m2 + 1]et [m2 + 1 − ǫ; m2 + 1 − ǫ]
Bm2

3 ǫ [m2; m2], [m2 − ǫ; m2 − ǫ]et [m2 − 2ǫ; m2 − 2ǫ]
C nbC (entier quelonque) ǫ [ǫ; ǫ]Dans e as l'algorithme FBCLPT fournit un bath ontenant la première tâhe de type B1, etles k−1 tâhes ave lesquelles elle est ompatible. C'est-à-dire, toutes les tâhes de type A (de A1 à

Am1
). Ensuite les autres tâhes de type B n'étant ompatibles qu'ave des tâhes déjà plaées dansun bath, nous n'obtenons que des bathes unitaires. Quant aux tâhes de type C elles forment

⌈nbC

k ⌉ bathes. A�n de simpli�er les diagrammes de Gantt nous supposons nbC nul.Dans e as l'algorithme fournit l'ordonnanement de la �gure 2, alors qu'un ordonnanementoptimal est elui de la �gure 3. En e�et la date de �n Cmax(SHLP T ) pour l'ordonnanement SHLP Test égale à Cmax(SHLPT ) = 2m1 − 1 + m1 + m1 + 2m2 − 1 + m2 + m2 − 2ǫ = 4m1 + 4m2 − 2 − 2ǫ(�gure 2).La valeur optimale pour ette instane I est Cmax(S∗) = ⌈m2

m1

+ 1⌉ǫ + 3m (�gure 3).
Bm2

m2 − 2ǫ

B1 2m2 − 1 − ǫ

B2 2m2 − 2 − ǫ

ǫ

ǫ

Bm2
m2 − ǫB1 2m2 − 1

B2 2m2 − 2

A1 2m1 − 1

A1 2m1 − 1

A2 2m1 − 2

A2 2m1 − 2

Am1
m1

Am1
m1

Am1−1 m1 + 1

Am1−1 m1 + 1

Am1
m1étage 1

étage 2
ǫ

Bm2/2 2m2 − m2/2

Am1/2+1 m1 + m1/2-1
Am1/2+1 m1 + m1/2-1

Bm2/2+1m2+m2/2-1-ǫBm2/2 2m2 − m2/2-ǫ Bm2/2+1m2+m2/2-1
Am1/2 2m1 − m1/2

Am1/2 2m1 − m1/2

Bm2
m2

Bm2−1 m2+1
Bm2−1 m2+1-ǫFig.2. Ordonnanement SHLPTSi m1 ≤ m2 alors Cmax(S∗) est optimal ar la borne inférieure LB1 =

∑

p1,i

m1

+ minj aj estatteinte par Cmax(S∗). Sinon, à ǫ près, la borne inférieure : LB2 = mini p1i+
Cmax(S∗

Bm)
m2

est atteintepar Cmax(S∗).D'où :
Cmax(SHLP T )

Cmax(S∗)
=

4m1 + 4m2 − 2 − 2ǫ

⌈m2

m1

+ 1⌉ǫ + 3mEt
lim
ǫ→0

4m1 + 4m2 − 2 − 2ǫ

⌈m2

m1

+ 1⌉ǫ + 3m
=

4m1 + 4m2 − 2

3m



ǫ

ǫ

ǫ

ǫ

B2 2m2 − 2 − ǫ

B1 2m2 − 1 − ǫ

Bm2
m2 − ǫ

A1 2m1 − 1

A1 2m1 − 1

A2 2m1 − 2

A2 2m1 − 2

étage 2 Am1
m1 Am1

m1 Am1
m1

Am1/2 2m1 − m1/2 Am1/2 2m1 − m1/2

Am1−1 m1 + 1

Am1−1 m1 + 1

Am1−2 m1 + 2

Am1−2 m1 + 2

B1 2m2 − 1

B2 2m2 − 2

Bm2−2 m2+2Bm2−2 m2+2-ǫBm2−1 m2+1
Bm2

m2 − 2ǫBm2
m2

Bm2/2 2m2 − m2/2 Bm2/2 2m2 − m2/2 − ǫ

ǫBm2−1 m2+1-ǫ
étage 1

Fig.3. Ordonnanement optimalEt don si m1 = m2 alors m = max(m1; m2) = m1 = m2. D'où :
lim
ǫ→0

Cmax(SHLP T )

Cmax(S∗)
=

4m1 + 4m2 − 2

3m
=

8

3
−

2

3mSi le nombre de mahines de l'étage l n'est pas pair, nous obtenons le même résultat. En e�et,les tâhes entrales (pl = 2ml − (ml + 1)/2) de l'étage en question, sont alors séquenées sur ladernière mahine de l'étage dans l'ordonnanement optimal, ei ave la même durée que pourles autres mahines. Pour l'ordonnanement fourni par l'heuristique e sont les 4 tâhes entrales(pl = 2ml − (ml − 1)/2 et pl = 2ml − (ml + 1)/2) qui sont plaées sur les deux dernière mahines,toujours sans modi�ation de la date de �n par rapport au as pair. Si nbC > 0, alors les bathesorrespondants aux tâhes de type C sont plaés en �n d'ordonnanement. Ainsi lorsque ǫ tendvers 0, la durée de es tâhes ne ompte plus.Heuristique HLPBT Cette heuristique est une amélioration de l'heuristique HLPT , dans lamesure où elle donne en moyenne de meilleurs résultats (voir la setion expérimentations). Cei nel'empêhe pas d'être moins bonne dans le pire as. En e�et dans ette heuristique le traitement dupremier étage ne se fait plus suivant LPT sur l'ensemble des tâhes, mais pour haque bath duseond étage. C'est à dire que les tâhes qui le omposent sont séquenées suivant FAM-LPT surle premier étage.Algorithme HLPBT1. Appliquer l'algorithme FBCLPT.2. Soit L la liste des bathes Bi obtenue grâe à l'algorithme FBCLPT, i = 1.3. A l'itération i, soit LBi la liste des tâhes du bath Bi. Séquener les tâhes de LBi sur lesmahines du premier étage en suivant les règles FAM et LPT. Plaer le bath Bi suivant larègle FAM, 'est-à-dire sur la première mahine libre du seond étage, lorsque toutes ses tâhessont exéutées au premier étage. Supprimer le bath Bi de la liste L. Si L = ∅, alors, retournerl'ordonnanement obtenu, sinon i = i + 1, aller à 3.Theorem 2. L'heuristique HLPBT fournit un ordonnanement SHLPT B du problème FHBm1,m2en O(nlogn), ave un ratio de garantie de performane de 10
3 − 4

3m .Preuve : Soit SHLP BT l'ordonnanement obtenu par l'heuristique HLPBT . L'algorithme FBCLPT,aompagné de LPT, fournit un ordonnanement du problème Bm|Gp = INT, k < n|Cmax, noté(Bm), ave une garantie de performane de 4
3 −

1
3m [9℄. En revanhe le séquenement sur le premier



étage ne respete plus LPT. L'heuristique HLPBT fournit seulement un ordonnanement de listesur le premier étage, la garantie de performane est don de 2 − 1
m . D'où :

Cmax(SHLP BT ) ≤ Cmax(SHP m) + Cmax(SHBm)

≤
(

2 − 1
m

)

Cmax(S∗

HP m
) +

(

4
3 − 1

3m

)

Cmax(S∗

Bm)Soit S∗ l'ordonnanement optimal du problème de �owshop hybride, et Cmax(S∗) sa date de�n, alors
Cmax(S∗) ≥ Cmax(S∗

HP m
) et Cmax(S∗) ≥ Cmax(S∗

Bm)d'où :
Cmax(SHLP BT ) ≤

(

2 − 1
m

)

Cmax(S∗

HP m
) +

(

4
3 − 1

3m

)

Cmax(S∗

Bm)

≤
(

10
3 − 4

3m

)

Cmax(S∗)Ainsi l'heuristique HLPBT fournit une solution ave un fateur de performane de 10
3 − 4

3m .Nous n'avons pas trouvé d'exemple atteignant ette borne.L'heuristique HJ L'algorithme FBCLPT fournit une liste de bathes que nous trions selon larègle de Johnson. Les tâhes de haque bath sont plaées sur le premier étage suivant les règlesFAM et LPT, en respetant l'ordre des bathes fourni par la règle de Johnson. Lorsque toutesles tâhes d'un bath sont réalisées au premier étage, nous séquençons le bath en question sur lapremière mahine libre du seond étage.Algorithme HJ1. Appliquer l'algorithme FBCLPT.2. Soit L la liste des bathes Bi obtenue grâe à l'algorithme FBCLPT, triée selon la règle deJohnson, ave pour durée d'exéution du bath B au premier étage p1B =

∑

j∈B
p1j

m1

et auseond étage p2B

m2

, i = 1.3. A l'itération i, soit LBi la liste des tâhes du bath Bi. Séquener les tâhes de la liste LBi surles mahines du premier étage (pour e séquenement il est possible de prendre les tâhes dansl'ordre de leur énumération, ou suivant LPT).4. Plaer le bath Bi suivant la règle FAM. C'est-à-dire sur la première mahine libre, lorsquetoutes ses tâhes sont exéutées au premier étage. Supprimer le bath Bi de la liste L. Si L = ∅,alors, retourner l'ordonnanement obtenu, sinon i = i + 1, aller à 3.Theorem 3. L'heuristique HJ fournit un ordonnanement SHJ du problème FHBm1,m2
en O(nlogn),ave un ratio de garantie de performane de 4 − 2

m .Preuve : Soit SHJ l'ordonnanement obtenu par l'heuristique HJ . Considérons le problème demahines parallèles à traitement par bath, noté (Bm). L'algorithme FBCLPT et l'algorithmede Johnson (qui est un algorithme de liste) fournissent un ordonnanement de HBm : SHBm en
O(nlogn), ave une garantie de performane de 2 − 1

m . L'ordonnanement optimal du problème(Bm) sera noté S∗

Bm. De plus, un algorithme de liste fournit un ordonnanement de (Pm) en
O(nlogn), ave une garantie de performane de 2 − 1

m . D'où :
Cmax(SHJ ) ≤ Cmax(SHP m) + Cmax(SHBm)

≤
(

2 − 1
m

)

Cmax(S∗

Pm) +
(

2 − 1
m

)

Cmax(S∗

Bm)Soit S∗ l'ordonnanement optimal du problème de �owshop hybride, et Cmax(S∗) sa date de�n, alors
Cmax(S∗) ≥ Cmax(S∗

Bm) et Cmax(S∗) ≥ Cmax(S∗

Bm)d'où :
Cmax(SHJ ) ≤

(

2 − 1
m

)

Cmax(S∗

Pm) +
(

2 − 1
m

)

Cmax(S∗

Bm)

≤
(

4 − 2
m

)

Cmax(S∗)Ainsi l'heuristique HJ fournit une solution ave un fateur de performane de 4 − 2
m .Nous n'avons pas trouvé d'exemple atteignant ette borne.



4 Une mahine au seond étageDans ette setion nous nous intéressons au problème où il n'y a qu'une mahine à traitementpar bath au seond étage, le premier étage est onstitué de m mahines parallèles. Ce problèmeest noté FHBm,1, nous pouvons remarquer que les bornes inférieures du problème FHBm1,m2sont également valables pour e problème FHBm,1. C'est pourquoi ette setion est uniquementonsarée aux di�érentes heuristiques ave garantie de performane.Heuristique HLPT Dans ette heuristique, nous séquençons les tâhes sur le premier étageindépendamment du seond étage, suivant les règles LPT et FAM. Pour le seond étage nousutilisons les bathes fournis par l'algorithme FBCLPT. Lorsque toutes les tâhes d'un bath sontréalisées au premier étage, nous séquençons le bath en question sur la mahine du seond étage.Algorithme HLPT1. Plaer les tâhes sur le premier étage, suivant les règles FAM-LPT. C'est-à-dire que l'on plaela plus grande tâhe sur la première mahine libre.2. Appliquer l'algorithme FBCLPT, soit L la liste des bathes obtenus.3. Soit rj la date de �n d'exéution au premier étage des tâhes qui omposent le bath j. Sé-quener les bathes de la liste L dans l'ordre des rj roissants.Theorem 4. L'heuristique HLPT fournit un ordonnanement SHLP T du problème FHBm,1 en
O(nlogn), ave un ratio de garantie de performane de 7

3 − 1
3m , et ette borne est atteinte.Preuve : La preuve est similaire à elle du théorème 1, seulement ii nous obtenons la solutionoptimale pour le problème B|Gp = INT, k < n|Cmax au seond étage (voir la setion notation).En e�et le ratio 8

3 − 2
3m du théorème 1, est obtenu par l'ajout de 4

3 − 1
3m au seond étage, alorsque le ratio 7

3 − 1
3m de ette preuve est obtenu par l'ajout de 1 au seond étage. Nous exposons iiun exemple permettant d'atteindre la borne 7

3 − 1
3m .Supposons que le nombre de mahines du premier étage, m est pair. Soit I une instane duproblème FHBm,1, pour laquelle la apaité d'un bath est 2m + 2, I est omposée des tâhes :Type Nombre de tâhes p1 p2

A1 2 2m − 1 [ǫ; 3m]
A2 2 2m − 2 [ǫ; 3m]...

Am−1 2 m + 1 [ǫ; 3m]
Am 3 m [ǫ; 3m]
B 1 ǫ [3m; 3m]
C nbC (entier quelonque) ǫ [ǫ; ǫ]L'algorithme FBCLPT fournit un bath ontenant les tâhes de types A et B, il y a ensuite

⌈nbC

k ⌉ bathes ontenant les tâhes de type C. A�n de simpli�er les diagrammes de Gantt noustravaillons ave nbC = 0, la généralisation étant immédiate (voir en �n de preuve).Dans e as l'algorithme fournit l'ordonnanement de la �gure 4, alors qu'un ordonnanementoptimal serait elui de la �gure 5. En e�et, la date de �n Cmax(SHLP T ) pour l'ordonnanement
SHLPT est égale à Cmax(SHLP T ) = 2m − 1 + m + m + 3m = 7m − 1 (�gure 4).La valeur optimale pour ette instane I est Cmax(S∗) = ǫ + 3m + ǫ = 3m + 2ǫ (�gure 5).
Cmax(S∗) est optimal ar la borne inférieure LB1 =

∑

p1,i

m + minj aj est atteinte par Cmax(S∗) .d'où :
Cmax(SHLP T )

Cmax(S∗)
=

7m− 1

3m + 2ǫet
lim
ǫ→0

7m − 1

3m + 2ǫ
=

7

3
−

1

3mSi le nombre de mahines du premier étage n'est pas pair, nous obtenons le même résultat.En e�et, les tâhes entrales (p1 = 2m − (m + 1)/2) du premier étage, sont alors séquenées sur



A2 2m − 2

A2 2m − 2

A1 2m − 1

A1 2m − 1 Am m
ǫ

étage 2
étage 1

A et B 3m

Am m
Am m

Am−1 m + 1

Am−1 m + 1

Am/2 2m − m/2

Am/2 2m − m/2

Am/2+1 m+m/2-1
Am/2+1 m+m/2-1Fig.4. Ordonnanement SHLPT

A1 2m − 1

A1 2m − 1

A2 2m − 2

A2 2m − 2

ǫétage 1étage 2 Am m Am m Am m

Am−1 m+1
Am−1 m+1
Am−2 m+2
Am−2 m+2

Am/2 2m-m/2 Am/2 2m-m/2

ǫA et B 3mFig.5. Ordonnanement optimalla dernière mahine du premier étage dans l'ordonnanement optimal, ei ave la même duréeque pour les autres mahines. Pour l'ordonnanement fourni par l'heuristique e sont les 4 tâhesentrales (p1 = 2m − (m − 1)/2 et p1 = 2m − (m + 1)/2) qui sont plaées sur les deux dernièremahines, toujours sans modi�ation de la date de �n par rapport au as pair. Si nbC > 0, alors lesbathes orrespondants aux tâhes de type C sont plaés en �n d'ordonnanement. Ainsi lorsque
ǫ tend vers 0, la durée de es tâhes ne ompte plus.Heuristique HJ L'algorithme FBCLPT fournit une liste de bathes, que nous trions selon larègle de Johnson. Les tâhes de haque bath sont séquenées sur les mahines du premier étage,en respetant l'ordre des bathes fournit par la règle de Johnson. Lorsque les tâhes d'un bathsont réalisées au premier étage, nous séquençons le bath sur la mahine du seond étage.Algorithme HJ1. Appliquer l'algorithme FBCLPT.2. Soit L la liste des bathes Bi obtenus grâe à l'algorithme FBCLPT, triée selon la règle deJohnson. Les durées d'exéution du bath B sont p1B =

∑

j∈B
p1j

m au premier étage, et p2B =
maxj∈B aj au seond étage, i = 1.3. A l'itération i, soit LBi la liste des tâhes du bath Bi. Séquener les tâhes de LBi sur lesmahines du premier étage (pour e séquenement il est possible de prendre les tâhes dansl'ordre de leur énumération, ou suivant LPT).4. Plaer le bath Bi, dès que la mahine du seond étage est libre, lorsque toutes ses tâhessont exéutées au premier étage. Supprimer le bath Bi de la liste L. Si L = ∅ alors retournerl'ordonnanement obtenu, sinon i = i + 1, aller à 3.Theorem 5. L'heuristique HJ donne un ordonnanement SHJ du problème FHBm,1 en O(nlogn),ave un ratio de garantie de performane de 3 − 1

m , et ette borne est atteinte.Preuve : La preuve est similaire à elle du théorème 3, seulement ii nous obtenons la solutionoptimale pour le problème B|Gp = INT, k < n|Cmax au seond étage (voir la setion notation).En e�et le ratio 4 − 2
m du théorème 3, est obtenu par l'ajout de 2 − 1

m au seond étage, alors que



le ratio 3 − 1
m de ette preuve est obtenu par l'ajout de 1 au seond étage. Nous exposons ii unexemple permettant d'atteindre la borne 3 − 1

m .Soit L une onstante quelonque, I une instane du problème FHBm,1, la apaité d'un bathest 2m, et l'instane est omposée des tâhes :Type Nombre de tâhes p1 p2A m − 1 (m − 1)L [ǫ; mL]B m − 1 L [ǫ; mL]C 1 mL [ǫ; mL]D 1 ǫ [mL; mL]E nbE (entier quelonque) ǫ [ǫ/2; ǫ/2]L'algorithme FBCLPT fournit un bath regroupant les tâhes de type A, B, C et D, ensuite ilplae les bathes de type E dans ⌈nbE

k ⌉ bathes. A�n de simpli�er les diagrammes de Gantt noussupposons que nbE = 0.Dans e as l'algorithme fournit l'ordonnanement de la �gure 6, alors qu'un ordonnanementoptimal serait elui de la �gure 7. En e�et la date de �n Cmax(SHJ ) pour l'ordonnanement SHJest égale à Cmax(SHJ ) = (m − 1)L + mL + mL = (3m − 1)L (�gure 6).
B LB L B L

ǫ

A (m-1)LA (m-1)L C mLA (m-1)LA (m-1)L A, B, C, D mLétage 2étage 1
Fig. 6. Ordonnanement SHJ

B L

B L

B L

B L

ǫ

ǫD mLC mLA (m-1)LA (m-1)LA (m-1)LA (m-1)Létage 1étage 2Fig.7. Ordonnanement optimalLa valeur optimale pour ette instane I est Cmax(S∗) = ǫ + mL + ǫ = mL + 2ǫ (�gure 7).
Cmax(S∗) est optimal ar la borne inférieure LB1 =

∑

p1,i

m + minj aj est atteinte par Cmax(S∗) .d'où :
Cmax(SHJ )

Cmax(S∗)
=

3m − 1

m + 2ǫet
lim
ǫ→0

(3m − 1)L

mL + 2ǫ
= 3 −

1

mSi nbE > 0, alors les bathes orrespondants aux tâhes de type E sont plaés en �n d'ordon-nanement. Ainsi lorsque ǫ tend vers 0, la durée de es tâhes ne ompte plus.



5 Une mahine au premier étageDans ette setion, nous nous intéressons au as où il n'y a qu'une mahine au premier étage,C'est-à-dire le problème FHB1,m, m désignant le nombre de mahines du seond étage. Nouspouvons remarquer que les bornes inférieures du problème FHBm1,m2
sont également valablespour e problème FHBm,1. C'est pourquoi ette setion est uniquement onsarée aux di�érentesheuristiques ave garantie de performane.5.1 Heuristiques ave performanesHeuristique HLPT Dans ette heuristique, pour haque bath fourni par l'algorithme FBCLPT(dans l'ordre fourni), nous séquençons les tâhes qui le omposent sur la mahine du premier étage.Lorsqu'elles sont exéutées sur le premier étage, plaer le bath sur la première mahine libre duseond étage.Algorithme HLPT1. Appliquer l'algorithme FBCLPT. Nous obtenons la liste L, i=1, soit Bi le premier bath de laliste la liste L.2. A l'itération i, plaer toutes les tâhes du bath Bi sur le premier étage, dès que la mahineest libre. Plaer le bath Bi ave la règle FAM au seond étage. C'est-à-dire lorsque toutes lestâhes du bath sont terminées au premier étage. Supprimer le bath Bi de la liste L. Si L = ∅alors retourner l'ordonnanement obtenu, sinon i=i+1, aller à 2.Theorem 6. L'heuristique HLPT fournit un ordonnanement SHLP T du problème FHB1,m en

O(nlogn), ave un ratio de garantie de performane de 7
3 − 1

3m , ette borne est atteinte.Preuve : La preuve est similaire à elle du théorème 1, seulement ii nous obtenons la solutionoptimale pour le problème 1||Cmax au premier étage. En e�et le ratio 8
3 − 2

3m du théorème 1, estobtenu par l'ajout de 4
3 − 1

3m au premier étage, alors que le ratio de 7
3 − 1

3m de ette preuve estobtenu par l'ajout de 1 au premier étage. Nous exposons ii un exemple permettant d'atteindre laborne 7
3 − 1

3mOn suppose que le nombre de mahine m est pair, et que la apaité des bathes est 2. Soit Iune instane du problème FHB1,m, omposée des tâhes :Type nombre de tâhes p1 p2

A1 2 ǫ [2m − 1; 2m− 1] et [2m− 1 − ǫ; 2m − 1 − ǫ]
A2 2 ǫ [2m − 2, 2m− 2] et [2m− 2 − ǫ; 2m − 2 − ǫ]...

Am−1 2 ǫ [m + 1; m + 1] et [m + 1 − ǫ; m + 1 − ǫ]
Am 3 ǫ [m; m], [m − ǫ; m − ǫ] et [m − 2ǫ; m − 2ǫ]
B 1 3m [ǫ; 2m]
C nbC (entier quelonque) ǫ [ǫ; ǫ]L'algorithme FBCLPT fournit un bath ontenant deux tâhes, la première des tâhes de type

A1 et la tâhe de type B, alors que toutes les autres tâhes de type A sont dans des bathes unitaires.Quant aux tâhes de type C elles forment ⌈nbC

k ⌉ bathes. A�n de simpli�er les diagrammes de Ganttnous supposons que nbC = 0.Dans e as l'algorithme fournit l'ordonnanement de la �gure 8, alors qu'un ordonnanementoptimal serait elui de la �gure 9. En e�et la date de �n Cmax(SHLP T ) pour l'ordonnanement
SHLPT est égale à Cmax(SHLP T ) = 3m + ǫ + 2m − 1 + m − ǫ + m − 2ǫ = 7m − 1 − 2ǫ (�gure 8).La valeur optimale pour ette instane I est Cmax(S∗) = (2m + 2)ǫ + 3m (�gure 9). Cmax(S∗) estoptimal ar la borne inférieure LB1 =

∑

p1,i + minj aj est atteinte par Cmax(S∗) .d'où :
Cmax(SHLP T )

Cmax(S∗)
=

7m − 1 − 2ǫ

3m + (2m + 2)ǫet
lim
ǫ→0

7m − 1 − 2ǫ

3m + (2m + 2)ǫ
=

7

3
−

1

3m



B 3m ǫǫǫǫǫǫ

Am m − 2ǫ

étage 1étage 2 A1 2m − 1

A2 2m − 2

A2 2m − 2 − ǫ

A1 2m − 1 − ǫ

Am/2 2m − m/2

Am/2 2m − m/2 − ǫ

Am/2+1 m + m/2-1-ǫ
Am/2+1 m + m/2-1

Am m − ǫ

Am−1 m + 1 − ǫ

Am m

Am−1 m + 1Fig.8. Ordonnanement SHLPT

ǫǫǫǫǫǫétage 2étage 1
ǫ

Am−1 m + 1 − ǫ

Am/2 2m − m/2 Am/2 2m − m/2 − ǫ

Am m − 2ǫAm m − ǫ

B 3m
A1 2m − 1

A1 2m − 1 − ǫ

A2 2m − 2

A2 2m − 2 − ǫ

Am−1 m + 1

Am−2 m + 2 − ǫ

Am−2 m + 2

Am mFig.9. Ordonnanement optimalSi le nombre de mahines du seond étage n'est pas pair, nous obtenons le même résultat.En e�et, les tâhes entrales p2 = 2m − (m + 1)/2 du seond étage, sont alors séquenées surla dernière mahine du seond étage dans l'ordonnanement optimal, et ei ave la même duréeque pour les autres mahines. Pour l'ordonnanement fourni par l'heuristique e sont les 4 tâhesentrales (p2 = 2m − (m − 1)/2 et p2 = 2m − (m + 1)/2) qui sont plaées sur les deux dernièremahines, toujours sans modi�ation de la date de �n par rapport au as pair. Si nbC > 0, alors lesbathes orrespondants aux tâhes de type C sont plaés en �n d'ordonnanement. Ainsi lorsque
ǫ tend vers 0, la durée de es tâhes ne ompte plus.Heuristique HJ L'algorithme FBCLPT fournit une liste de bathes que nous trions selon larègle de Johnson. Les tâhes de haque bath sont plaées sur la mahine du premier étage, enrespetant l'ordre des bathes fourni par la règle de Johnson. Lorsque les tâhes d'un bath sontréalisées au premier étage, nous séquençons le bath sur la première mahine libre du seond étage.Algorithme HJ1. Appliquer l'algorithme FBCLPT.2. Soit L la liste des bathes Bi obtenus grâe à l'algorithme FBCLPT, triée selon la règle deJohnson. Les durées d'exéution du bath B sont p1B =

∑

j∈B p1j au premier étage, et p2B =
maxj∈B aj

m au seond étage, i = 1.3. A l'itération i, soit LBi la liste des tâhes du bath Bi. Séquener les tâhes de la liste LBi surla mahine du premier étage, la règle important peu étant donné qu'il n'y a qu'une mahine.4. Plaer le bath Bi, sur la première mahine libre du seond étage, lorsque toutes ses tâhessont exéutées au premier étage. Supprimer le bath Bi de la liste L. Si L = ∅ alors retournerl'ordonnanement obtenu, sinon i = i + 1, aller à 3.Theorem 7. L'heuristique HJ fournit un ordonnanement SHJ du problème FHB1,m en O(nlogn),ave un ratio de garantie de performane de 3 − 1
m .



Preuve : La preuve est similaire à elle du théorème 3, seulement ii nous obtenons la solutionoptimale pour le problème 1||Cmax au premier étage (voir la setion notation). En e�et le ratio
4 − 2

m du théorème 3 est obtenu par l'ajout de 2 − 1
m au premier étage, alors que le ratio 3 − 1

mde ette preuve est obtenu par l'ajout de 1 au premier étage.Nous n'avons pas trouvé d'exemple atteignant ette borne.6 Expérienes NumériquesPour les di�érentes heuristiques, nous avons établi la déviation (théorique) par rapport à l'op-timum dans le pire as, mais il est intéressant de onnaître en pratique les déviations obtenues enappliquant les algorithmes sur des instanes onstruites aléatoirement. Les expérienes onernentle problème général (FHBm1,m2
). Les di�érentes instanes se di�érenient par leurs nombres demahines à haque étage m1, m2 et par la struture des intervalles de durées opératoires du seondétage. En revanhe, pour la apaité des bathes, nous préférons nous ontenter de elle du pro-blème industriel, 'est à dire k = 2. Nous n'avons hélas pas eu la possibilité d'avoir des instanesréelles, ainsi nous avons généré pour haque as 20 instanes aléatoires di�érentes.Pour haque instane générée aléatoirement, les durées opératoires de haque tâhe au premierétage, sont générées dans l'intervalle [5, 100]. Les durées opératoires du seond étage sont donnéessous forme d'intervalle [ai, bi], ave bi = ai+ai×α , α ∈ {5%, 15%, 25%}. Cette struture d'intervalletraduit la tolérane sur le temps de uisson d'un pneumatique, tolérane dépendant d'une duréeminimale de uisson. La valeur de ette durée minimale (ai), est générée dans l'intervalle [5, 100],puis [50, 500]. Le deuxième as (l'intervalle [50, 500]) traduit le fait que généralement l'assemblaged'un pneu est moins long que sa uisson.Quant aux nombres de mahines, nous avons examiné trois as : soit une mahine au premierétage et 10 aux seond, soit 10 au premier et une seule au seond, et le as où il y a 10 mahinesà haque étage. Les expérienes sont e�etuées ave 100 tâhes dans le tableau 1, puis ave 250tâhes dans le tableau 2.Ne pouvant obtenir la solution optimale, nous utilisons pour la omparaison la meilleure desbornes inférieures présentées préédemment, notée ii LB. Pour omparer la performane de esheuristiques nous évaluons les distanes moyennes Di

moy qui séparent la solution de l'heuristique
HLPT , HLPBT , HJ et HLPTa (une seule mahine sur l'un des étages) de la borne inférieure. Ladistane relative entre la solution πi fournie par l'heuristique Hi et la meilleure borne inférieure
LB est donnée par :

Di
moy =

Cmax(πi) − LB

LB
× 100A�n de failiter la leture des tables, la distane relative est fournie sous forme de pourentage. Deuxvaleurs sont fournies par heuristique, la moyenne des distanes relatives, et la pire des distanesrelatives.La leture des résultats nous permet de remarquer que l'heuristique HLPT est la moins inté-ressante de toutes, ave une erreur moyenne prohe de 50 % lorsqu'il y a 10 mahines à haqueétage. Même lorsqu'il n'y a qu'une mahine sur l'un des étages, et que l'on utilise HLPTa ('est àdire HLPT adapté aux deux as partiuliers où il n'y a qu'une mahine sur l'un des étages), ellereste moins e�ae que les autres. En revanhe départager les heuristiques HLPBT et HJ est plusompliqué : en e�et lorsque les durées opératoires du seond étage sont supérieures à elles dupremier (p2i ∈ [50, 500]), et qu'il n'y a pas trop de tâhes (n=100) HLPBT semble meilleur que

HJ alors que 'est l'inverse dans tous les autres as. Ce qui permet à l'heuristique HLPBT d'avoirune pire déviation 12,3% moins importante que elles de l'heuristique HJ 20,0% pour les instanesétudiées.Nous observons également, que hormis pour l'heuristique HLPT l'augmentation du nombre detâhes entraîne une diminution de la déviation. Pour toutes les heuristiques présentées, la déviationest plus importante lorsqu'il y a 10 mahines sur haque étage. En revanhe, la longueur des inter-valles de durées opératoires sur le seond étage n'in�ue pas les résultats de manière signi�ative.Ainsi, lorsqu'il y a 100 tâhes, les pires déviations des algorithmes HLPBT et HJ sont prohesde 12% lorsque p2i ∈ [5; 100], et respetivement de 10% et 20% lorsque p2i ∈ [50; 500]. Pour lesmêmes instanes les déviations de l'algorithme HLPT sont respetivement de 53% et 45%. Ave



p2i ∈
m1 −

m2

α
HLPT HLPTa HLPBT HJmoy pire moy pire moy pire moy pire

[5, 100]

1-10 0.05 2,962 4,007 0,244 0,273 0,244 0,273 0,244 0,2730,15 2,747 3,786 0,249 0,284 0,249 0,284 0,249 0,2840,25 2,434 3,481 0,253 0,283 0,253 0,283 0,253 0,28310-1 0,05 15,693 19,783 4,683 7,795 1,739 2,765 0,233 0,7010,15 14,552 18,804 6,103 9,187 1,848 3,316 0,255 0,6130,25 15,152 19,154 5,918 8,399 1,965 2,990 0,287 0,75510-10 0,05 40,713 53,332 - - 8,326 12,101 8,338 11,9330,15 39,363 48,178 - - 8,790 12,255 8,690 11,9280,25 38,446 50,842 - - 7,559 9,760 7,480 9,955
[50, 500]

1-10 0,05 14,337 17,475 0,264 0,323 0,264 0,323 0,264 0,3230,15 14,105 18,844 0,282 0,435 0,282 0,435 0,282 0,4350,25 13,115 17,538 0,298 0,466 0,298 0,466 0,298 0,46610-1 0,05 2,879 4,075 0,791 1,405 0,408 0,703 0,060 0,1760,15 2,382 3,272 1,181 2,207 0,421 0,699 0,077 0,3000,25 1,860 3,244 1,393 1,950 0,494 0,779 0,067 0,17710-10 0,05 35,627 43,105 - - 7,516 9,135 10,779 16,9660,15 36,412 44,111 - - 8,037 9,570 12,528 18,4780,25 37,769 44,737 - - 8,143 10,127 10,637 19,971Tab. 1. Dmoy pour haque heuristique, pour n=100
p2i ∈

m1 −

m2

α
HLPT HLPTa HLPBT HJmoy pire moy pire moy pire moy pire

[5, 100]

1-10 0.05 3,862 4,242 0,096 0,102 0,096 0,102 0,096 0,1020,15 3,615 4,431 0,097 0,101 0,097 0,101 0,097 0,1010,25 3,632 4,402 0,097 0,102 0,097 0,102 0,097 0,10210-1 0,05 17,346 19,327 4,507 5,922 0,940 1,244 0,064 0,2770,15 17,462 20,333 4,540 6,407 0,791 1,269 0,066 0,1900,25 17,396 19,242 4,802 6,170 0,862 1,234 0,083 0,18510-10 0,05 43,802 48,198 - - 3,230 5,270 3,250 5,3910,15 42,032 46,273 - - 3,381 4,370 3,395 4,2420,25 42,600 46,323 - - 3,162 4,496 3,166 4,560
[50, 500]

1-10 0,05 16,885 19,006 0,103 0,122 0,103 0,122 0,103 0,1220,15 16,676 18,983 0,106 0,174 0,106 0,174 0,106 0,1740,25 16,799 18,556 0,109 0,170 0,109 0,170 0,109 0,17010-1 0,05 3,199 4,249 0,626 1,004 0,220 0,304 0,015 0,0440,15 3,415 4,035 0,743 1,221 0,219 0,311 0,019 0,0450,25 3,127 4,226 0,808 1,578 0,189 0,298 0,015 0,04510-10 0,05 38,351 44,161 - - 3,123 3,608 1,342 3,1380,15 40,447 43,943 - - 2,935 3,540 1,409 2,3610,25 39,356 44,929 - - 3,101 3,593 1,353 2,175Tab. 2. Dmoy pour haque heuristique, pour n=250
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