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t✉r❛❧ st✉❞✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜✉r✐❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❬✶✻❪✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✈❡♥t
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❙❆❙✮✱ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ♣r♦t❡✐♥✲
♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❬✶✷❪❀ t❤❡ ❙❆❙ ❛❧❧♦✇s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
❛♠✐♥♦✲❛❝✐❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐t② ❬✸✽❪❀ s♦❧✈❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡s ❛r❡ ✐♥✲
str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s ❬✸✵❪❀ s✉r❢❛❝❡ r❡❧❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞
t♦ ❞❡✜♥❡ s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✶❪✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡s r❡❧❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❣❡♦✲
♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❜❛❧❧s ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❱❞❲ ♠♦❞❡❧s✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ α✲s❤❛♣❡s ❬✷✷❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣♦❝❦❡ts ✇✐t❤✐♥ ♠❛❝r♦✲♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✷✶❪✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ st❛♥❞♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t ♠♦st ✹ ❜❛❧❧s ✖❛♥
✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ α✲s❤❛♣❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡s❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ r❡✜♥❡❞
s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♠♦❞❡❧s ✖s❡❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♣❛♣❡r ❬✶✶❪ ❢♦r st❛t✐st✐❝s ♦♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❊❙❇■
♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❚❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧✐❣❛♥❞✲
❜✐♥❞✐♥❣ ♣♦❝❦❡ts ❬✷❪✱ ❛♥❞ t♦ s❡❧❡❝t ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❬✺❪✳ ❚❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr✐❣❣❡r❡❞ t❤❛t ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❢♦r ❝✐r❝❧❡s ❧②✐♥❣ ♦♥ ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✹ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❋r♦♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝✉r✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦
❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ r♦❜✉st✱ ❡✣❝✐❡♥t
❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ❝♦❞❡✱ ❣❡❛r❡❞ t♦✇❛r❞s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛❝❛❞❡♠✐❛ ❛♥❞ ✐♥❞✉str②✳

❆♥❞r❛❞❡ ❛♥❞ ❙t♦❧✜ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡❧❡❝t❡❞ ❡①❛❝t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✸❉ ❝✐r❝✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❧②✐♥❣
♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❤❡r❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❞✉❧❛✲✸ ❬✹❪✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦❞❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱
♠❛♣❝ ✇❛s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ✜rst ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❧✐❜r❛r② ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s✱ ❜✉t ✐t s❡❡♠s
t❤❛t ✐t ❞✐❞ ♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ❛❧❧ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ ❊①❛❝✉s ♣r♦t♦t②♣❡ ❧✐❜r❛r② ❛❧❧♦✇s t♦
❡①❛❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥✐❝s ❛♥❞ ❝✉❜✐❝s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ❝❣❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♣❛❝❦❛❣❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✱ ❝♦♥✐❝s ♦r ❇é③✐❡r ❝✉r✈❡s ❬✸✾❪✳ ❝❣❛❧
♥♦✇ ♦✛❡rs ❛ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❡①❛❝t ❜❛s✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❬✸✼❪✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛♣❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ s♣❤❡r❡s✱ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝s ✐♥ ✸❉✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t ✇❛②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❡st ♣r❛❝t✐❝❡s✱ ❛ ❝❧❡❛r
❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛s♣❡❝ts ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞
❜② ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛
s♣❤❡r❡✳ ❆s ❛ q✉❛❧✐t② ❧❛❜❡❧✱ t❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❝❣❛❧ ❊❞✐t♦r✐❛❧ ❜♦❛r❞
❛♥❞ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❞❡r r❡✈✐❡✇✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣✉ts t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✐♥ ❝♦♥t❡①t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❜❡st ♣r❛❝t✐❝❡s ✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❣❛❧
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✳ ❚❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❧✐❡ ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✸ ❛♥❞ ✹✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻
❞❡✈❡❧♦♣s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
❦❡r♥❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✼ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts
♣r❡s❡♥t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳

✷ ●❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❈●❆▲

✷✳✶ ❈●❆▲

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❣❛❧ ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ♣r♦♠♦t❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ s♦ ❛s t♦
♠❛❦❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛❝❛❞❡♠✐❝ r❡s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ tr❛♥s❧❛t❡ r❡s✉❧ts ✐♥t♦
r♦❜✉st ♣r♦❣r❛♠s ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✶✸❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❢♦r♠❛❧❧② st❛rt❡❞ ✐♥ ✶✾✾✻ ✉♥❞❡r
t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ♦❢ ❛ s❡✈❡r❛❧ t❡❛♠s ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ❛♥❞ ■sr❛❡❧ ✖✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ❣r♦✉♣✱
❛♥❞ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✉♥✐t② ❢♦r t❤r❡❡ ②❡❛rs✳ ■t ❡✈♦❧✈❡❞ t♦ ❛♥ ❖♣❡♥
❙♦✉r❝❡ ♣r♦❥❡❝t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳ ●❡♦♠❡tr②❋❛❝t♦r② ✶✱ ❛ st❛rt✲✉♣
❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✸✱ ✐s s❡❧❧✐♥❣ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❧✐❝❡♥s❡s ❛♥❞ s✉♣♣♦rts s♣❡❝✐✜❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts
❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❣❛❧✳

✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣❡♦♠❡tr②❢❛❝t♦r②✳❝♦♠✴

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✺

❆t t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ■♠♣❛❝t ❚❛s❦ ❋♦r❝❡ ❘❡♣♦rt✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞
❜② ❇❡r♥❛r❞ ❈❤❛③❡❧❧❡✱ ✐♥s✐st❡❞ ♦♥ ❛ ❢❡✇ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❬✶✹✱ ✶✺❪✳ ❚✇♦ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡❢✉❧ ❛♥❞ ✉s❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s♦❢t✇❛r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
r❡✇❛r❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ✇♦r❧❞✳ ❝❣❛❧ ✐s str✐✈✐♥❣ t♦ ♠❡❡t
t❤❡s❡ t✇♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳

❝❣❛❧ ❤❛s ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② st❛♥❞❛r❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡♥s✉r❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥s✳
❋✐rst✱ ❛♥ ❡❞✐t♦r✐❛❧ ❜♦❛r❞✱ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ✷✵✵✶ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✶✷ ♠❡♠❜❡rs✱ ✐s ✐♥
❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣ ❝❣❛❧ ♣r♦♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❡
❡✈❛❧✉❛t❡s ♣r♦♣♦s❛❧s ♦❢ ♥❡✇ ♣❛❝❦❛❣❡s✱ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡s ❛ r❡✈✐❡✇ ♣r♦❝❡ss s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ♣❛♣❡rs
s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❥♦✉r♥❛❧s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❧✐❜r❛r②✱ ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ r❡✇❛r❞✐♥❣ ❢♦r ❛✉t❤♦rs ✇❤♦s❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❛r❡ ❣❡tt✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥
❝❣❛❧✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ✉s❡r ❛♥❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥✉❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤
♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✖♦✈❡r ✸✵✵✵ ♣❛❣❡s ❢♦r ✺✼ ♣❛❝❦❛❣❡s ❛s ♦❢ ❏✉❧② ✷✵✵✼✳ ❚❤✐r❞✱ t❡sts
❛r❡ r✉♥ ❡✈❡r② ♥✐❣❤t ♦♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥s s♦ ❛s t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦❞❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳

✷✳✷ Pr❡❞✐❝❛t❡s ✈❡rs✉s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❊①❛❝t ●❡♦♠❡tr✐❝ ❈♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥ P❛r❛❞✐❣♠

❘❡❝❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✉❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s✳ ■♥ st❛♥❞❛r❞ ❢♦❧❦❧♦r❡✱ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❛ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t
♦❢ ✈❛❧✉❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✿ ❞♦ t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s c ❛♥❞ c′ ✐♥t❡rs❡❝t❄✮✳ ❆ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛t ❝♦♥str✉❝ts ♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉r✈❡s
c ❛♥❞ c′✮✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ♥♦t♦r✐♦✉s❧② ❞✐✣❝✉❧t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡
♥❛t✉r❡✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ s✉❜❥❡❝t t♦
r♦✉♥❞✐♥❣ ❡rr♦rs ✇❤❡♥ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ♣r♦❞✉❝❡s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s
❬✸✶❪✳

❚♦ ❣❡t ❛r♦✉♥❞ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ❨❛♣ ♣✐♦♥❡❡r❡❞ t❤❡ ❊①❛❝t ●❡♦♠❡tr✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠
❬✹✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❢♦r ♦✉r ❦❡r♥❡❧ ❞❡s✐❣♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❛♥
❡①❛❝t ✇❛②✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡♠ ❞♦ ♥♦t ❢❛✐❧✳

❙♦♠❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♠❛② s❡❡♠ t♦ r❡q✉✐r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇❡♥t❧❡②✲
❖tt♠❛♥♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥♣✉t ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ❬✻❪ r❡q✉✐r❡s ❝♦♠✲
♣❛r✐♥❣ t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡s❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❙✉❝❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❜♦✐❧ ❞♦✇♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ s✐❣♥s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❬✾❪✱ t❤✉s ❛✈♦✐❞✐♥❣ r♦✉♥❞✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳

❙t✐❧❧✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ r❡q✉✐r❡s ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✐ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱
t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❜❡✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡
♣r❡❞✐❝❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛② ✇❛♥t
t♦ st♦r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r ❧❛t❡r ✉s❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♠❛② ❝♦♠♣❛r❡

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✻ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♥✉♠❜❡rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❝✉r✈❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t✇♦ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡①❛❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳

❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r✱ ❜② s♦♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦♥ ✐t✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ str❛t❡❣② r❡s♦rt✐♥❣ t♦ r❡s✉❧t❛♥t✲❧✐❦❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♣♦✐♥ts ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❛❣❛✐♥ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ s✐♠♣❧② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ s✐❣♥s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡
✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❬✶✾❪✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ sq✉❛r❡
r♦♦ts ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❜② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ s♣❡❝✐✜❝
♥✉♠❜❡r t②♣❡s ❧✐❦❡ ❈♦r❡✿✿❊①♣r ♦r ❧❡❞❛✿✿r❡❛❧ ❬✶✼✱ ✸✸❪✱ t❤❛t ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs✱ r❡q✉✐r❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ r✉♥♥✐♥❣ ♠✉❧t✐✲♣r❡❝✐s✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❞♦✇♥ t♦
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡s ❬✶✵✱ ✸✹❪✳ ❇✉t ✐♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ♦♥❡ r❡✉s❡s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❢♦r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ✐s ♠❛❞❡
❡❛s✐❡r✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ♠✉st ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ❤❡r❡✿ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s s✐❣♥s
♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t ✇❛②✱ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s✉❜s✉♠❡ ❛♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❡①❛❝t
❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♣r❡❝✐s✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛ t❤❛t ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛♥② ❛r✐t❤♠❡t✐❝
✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✸✺❪✳ ■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛ ❢❛st ♥✉♠❜❡r
t②♣❡ t❤❛t s✉♣♣♦rts ♦♥❧② ✐♥❡①❛❝t ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞
❛r❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡rr♦r ♠❛❞❡✳ ❚❤✐s ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②
❜❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r st❛t✐❝ ✜❧t❡rs✱ ♦r ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢② ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✱
❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❝❡rt✐❢② t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✳ ❖♥❧② ✐❢ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❧s✱
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s r❡✲❧❛✉♥❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳

❲❡ ♠❛② ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ♦♥ ✜❧t❡r❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❬✷✼✱ ✷✺❪ ♠❛② r❡❝♦♥❝✐❧❡
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦
st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✇♦r❦❡❞ ♦✉t t♦ s✉r♣❛ss t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦♥❧②✳

✷✳✸ ❈●❆▲ ❑❡r♥❡❧s ❛♥❞ ❚r❛✐ts ❈❧❛ss❡s

❈✰✰ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❈✰✰ ❝❧❛ss✲
t❡♠♣❧❛t❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✲t❡♠♣❧❛t❡s✳ ■t ✐s ❛ ❢♦r♠❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❛❜str❛❝t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥
❞❛t❛ t②♣❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠ ♣r❡❝✐s❡❧② t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠♦❞❡❧s ❬✷✽❪✳✷ ❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬✷✻❪✱ t❤❡ ❝❣❛❧ ❧✐❜r❛r② ❢♦❧❧♦✇s t❤❡

✷▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ t❤❡ ❝❣❛❧ ♥❛♠✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✿
✲ ❲♦r❞s ✐♥ t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❡①❝❡♣t ❝♦♥❝❡♣ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✉♥❞❡rs❝♦r❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡
✇♦✉❧❞ ✉s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❴♥❛♠❡ ♦r ❈❧❛ss❴♥❛♠❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥◆❛♠❡ ♦r ❈❧❛ss♥❛♠❡✳
✲ ❲♦r❞s ✐♥ t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ✭❡✳❣✳✱ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs✳ ❚❤❡
♦♥❧② ✉s❡ ♦❢ ✉♥❞❡rs❝♦r❡s ✐♥ ❝♦♥❝❡♣t ♥❛♠❡s ✐s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉✣①✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ❛ ♥❛♠❡
s✉❝❤ ❛s ❈♦♥✈❡①❍✉❧❧❚r❛✐ts❴✷ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❈♦♥✈❡①❴❤✉❧❧❴tr❛✐ts❴✷ ❢♦r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss
t❤❛t ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✳

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✼

❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠✿ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
❝❧❛ss❡s ❛r❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❚r❛✐ts ❝❧❛ss✱ ❛ tr❛✐ts ❝❧❛ss ❜❡✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss✳ ❙✉❝❤ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦
❢✉❧✜❧❧ ❛ s❡t ♦❢ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥❝❡♣t✳

▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❧✐st❡❞ ✐♥ ❛ ❚r❛✐ts ❝♦♥❝❡♣t ❛r❡ ♦♥❧② s②♥t❛❝t✐❝❛❧✿
t❤❡② ❧✐st ❛ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✱ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐s❡ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦
s♦♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❧❛ss s♦ t❤❛t ✐ts ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ r✉♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞♦❡s ♥♦t ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♠✉st ❜❡ ❡①❛❝t❀ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧s ♠❛② r❡❧② ♦♥ ✐♥❡①❛❝t ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❝❣❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡s✉❧t ✐❢ ❛♥
❡①❛❝t tr❛✐ts ❝❧❛ss ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡② ♠❛② ❝r❛s❤✳✸

■♥ t❤❡ ❝❣❛❧ ❧✐❜r❛r②✱ ❝♦♥st❛♥t s✐③❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦❜❥❡❝ts✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧
♣✉r♣♦s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡♠ ❛r❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❦❡r♥❡❧s✳ ❝❣❛❧ ❝✉rr❡♥t❧②
♦✛❡rs ❦❡r♥❡❧s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♦❜❥❡❝ts ✭♣♦✐♥ts✱ s❡❣♠❡♥ts✱ ❧✐♥❡s✱ tr✐❛♥❣❧❡s✳✳✳✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
❛ ❦❡r♥❡❧ ❢♦r ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥ ✷❉ ✇❛s r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ❝❣❛❧ ✸✳✷ ❬✸✼❪✳ ❆s ❦❡r♥❡❧s ❝❛♥
❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ❛s tr❛✐ts ❝❧❛ss❡s ❜② s❡✈❡r❛❧ ❝❣❛❧ ❝❧❛ss❡s✱ ❝❣❛❧ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❛s
❈✰✰ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❆ ❦❡r♥❡❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❛✐ts ❝❧❛ss ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ❛
s❡❧❡❝t❡❞ ❝❣❛❧ ❝❧❛ss✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✐s ♦❢
♥♦ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛s ♦♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞
♣r❡❞✐❝❛t❡s ❝♦❤❡r❡♥t✳ ❖♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ ❣✐✈❡♥ t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts✱ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡
♠❛② ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ♣❛ss❡❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ♦r ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ✐ts
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛❣❛✐♥✱ ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❜♦t❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦♣t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ♦♣❡♥✳

✸ ●❧♦❜❛❧ ❙♦❢t✇❛r❡ ❉❡s✐❣♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❝❣❛❧ ❦❡r♥❡❧s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ 3D s♣❤❡r✐❝❛❧ ❦❡r♥❡❧✳

✸✳✶ ❊①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❈●❆▲ ❦❡r♥❡❧s

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❝✉r✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✸❪ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥s✿

❼ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❝❣❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱

❼ r❡✲✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝❣❛❧ ❦❡r♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♦❜❥❡❝ts✱

❼ ❣❡♥❡r✐❝✐t② ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✿ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ♦t❤❡r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s t❤❛♥ t❤❡ ❝❣❛❧ ♦♥❡s✱ ❛♥❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞✳

✸❙❡❡ ❛❧s♦ ✏❚❤❡ ❈●❆▲ P❤✐❧♦s♦♣❤②✑ ♦♥ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❣❛❧✳♦r❣✴✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾

http://www.cgal.org/


✽ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❣❛❧ ❦❡r♥❡❧ ❞❡s✐❣♥ ❬✷✾❪ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♥s✇❡r ❛❧❧ t❤❡s❡
❝♦♥❝❡r♥s✳ ❚❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❢♦r ❝✉r✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

t❡♠♣❧❛t❡ ❁ t②♣❡♥❛♠❡ ▲✐♥❡❛r❑❡r♥❡❧✱ t②♣❡♥❛♠❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝❑❡r♥❡❧ ❃ ❝❧❛ss ❈✉r✈❡❞❴❦❡r♥❡❧❀

❚❤❡ ✷❉ ❈✐r❝✉❧❛r ❦❡r♥❡❧ ❢♦❧❧♦✇s s✉❝❤ ❛ ❞❡s✐❣♥ ❬✸✼❪✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❧❡✈❡❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s
t②♣❡s ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧✱ ♣❧✉s t❤r❡❡ ♥❡✇ t②♣❡s✿ t②♣❡s ❢♦r ♣♦✐♥ts ♦♥ ❝✐r❝❧❡s✱
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ✇❤♦s❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ❛r❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ♣♦✐♥t t②♣❡✳ ❚❤❡
✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s t❤✐s s❝❤❡♠❡✳

❚❤❡ ▲✐♥❡❛r❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ■t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝❣❛❧
❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❣❛❧ ♠❛♥✉❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
♦♥ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ❧✐st❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❛r❡ ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✉s❡r ✇✐t❤✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❦❡r♥❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧② ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ t❤❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❧❛②❡rs ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✳

✸✳✷ ❯s❡r ■♥t❡r❢❛❝❡

❍❡r❡ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✉s❡r ❛❢t❡r
✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ♦r
♦❢ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡✜①❡s ❙❑✿✿ ❛♥❞ ❆❑✿✿ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧
✭❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r ♣♦✐♥ts✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❧✐♥❡s✱ ♣❧❛♥❡s✱ s♣❤❡r❡s✮ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❧✐❡
✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ✭✐✳❡✳✱ ❛ t②♣❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s +,−,×, /✮✱ t❤❛t ✇✐❧❧
t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧s✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝
♥✉♠❜❡r t②♣❡ ❛s r❛t✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ s❛② t❤❛t ♣♦✐♥ts✱ ♣❧❛♥❡s✱ s♣❤❡r❡s ✇❤♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡
r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧✳

❚②♣❡s
■♥ ❛ ✇❛② s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t t❤❡ ✷❉ ❈✐r❝✉❧❛r ❦❡r♥❡❧ ❞♦❡s✱ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤✐s ♣❛♣❡r ❡①t❡♥❞s t❤❡ ✸❉ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ❜②

❼ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r❢❛❝❡ t②♣❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧✱ s✉❝❤ ❛s
✕ ❙❑✿✿P♦✐♥t❴✸ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts r❛t✐♦♥❛❧ ✸❉ ♣♦✐♥ts❀
✕ ❙❑✿✿▲✐♥❡❴✸ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡s ✐♥ ✸❉❀
✕ ❙❑✿✿P❧❛♥❡❴✸ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡s ✐♥ ✸❉❀
✕ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts r❛t✐♦♥❛❧ s♣❤❡r❡s❀

❼ ❞❡✜♥✐♥❣ ♥❡✇ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts✿
✕ ❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❴✸ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❝✐r❝❧❡s ✐♥ ✸❉❀
✕ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❴✸ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ♣♦✐♥ts ♦♥ ✸❉ ❝✐r❝❧❡s❀

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✾

✕ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝❴✸ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② t✇♦ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❴✸❀
✕ ❙❑✿✿▲✐♥❡❆r❝❴✸ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② t✇♦ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❴✸✳

❚❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s s❡✈❡r❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤♦s❡ t②♣❡s✱ ❛s ❢✉♥❝t♦rs✳✹

❆❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❲❡ ❧✐st ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡r
❢✉♥❝t✐♦♥s✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛ss✉♠❡ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✿
s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s ♠❛② st♦r❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠♣❧② ❛❝❝❡ss✐♥❣
❞❛t❛ ♠❡♠❜❡rs✱ ❜✉t ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ♠❛② ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ r❡s✉❧t✳

✕ ❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❴✸

✕❝❡♥t❡r✭✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡❀
✕sq✉❛r❡❞❴r❛❞✐✉s✭✮ r❡t✉r♥s t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡❀
✕s✉♣♣♦rt✐♥❣❴♣❧❛♥❡✭✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡❀
✕❞✐❛♠❡tr✐❛❧❴s♣❤❡r❡✭✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ❞✐❛♠❡tr✐❝❛❧ s♣❤❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝❧❡❀

✕ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❴✸

✕ ①✭✮✱ ②✭✮ ♦r ③✭✮ r❡t✉r♥s t❤❡ x✱y ♦r z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t❀
✕ ❙❑✿✿▲✐♥❡❆r❝❴✸

✕s♦✉r❝❡✭✮✱t❛r❣❡t✭✮ r❡t✉r♥ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ✭❛s ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❴✸s✮ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❀
✕s✉♣♣♦rt✐♥❣❴❧✐♥❡✭✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ❧✐♥❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✐s ❞r❛✇♥ ♦♥❀

✕ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝❴✸

✕s♦✉r❝❡✭✮✱t❛r❣❡t✭✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ ❛s ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❴✸❀
✕s✉♣♣♦rt✐♥❣❴❝✐r❝❧❡✭✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐s ❞r❛✇♥ ♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ t✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts✳ ■t ✐s
✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ ✇❤❡♥ ✇❛❧❦✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡
❢r♦♠ ✐ts s♦✉r❝❡ t♦ ✐ts t❛r❣❡t ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❧❛♥❡✺ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳

Pr❡❞✐❝❛t❡s✳
✕ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿
❋✉♥❝t♦rs ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❳❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❨❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❴✸ ❝♦♠♣❛r❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢
t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ t②♣❡ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❴✸❀
❋✉♥❝t♦rs ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❳❨❴✸ ❛♥❞ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❳❨❩❴✸ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥❀
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❢✉♥❝t♦rs ❜❡❧♦♥❣s t♦ {<,=, >}❀

✹❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ❢✉♥❝t♦r ✐s ❛ ❝❧❛ss ♦❜❥❡❝t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✭✮✳ ▼❛✐♥
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❧✐♥❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ st♦r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥
t❤❡ ❝❧❛ss ✖t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳

✺■♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ♣❧❛♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ✐ts ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ax + by + cz + d = 0 ✇✐t❤
(a, b, c) > (0, 0, 0) ✭✐✳❡✳ (a > 0) ♦r ✭(a == 0) ❛♥❞ (b > 0)✮ ♦r ✭(a == 0) ❛♥❞ (b == 0) ❛♥❞ (c > 0)✮✮✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✵ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

✕ ❚❡st✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t②✿
❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❊q✉❛❧❴✸ t❡sts ✇❤❡t❤❡r ❛♥② t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✱ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
t②♣❡✱ ❛r❡ ❡q✉❛❧❀
✕ ❚❡st✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✿
❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸ t❡sts ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛♠♦♥❣ ♣❧❛♥❡✱ s♣❤❡r❡✱ ❧✐♥❡✱ s❡❣♠❡♥t✱ ❝✐r❝❧❡
❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❧✐❡s ♦♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡❀
❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❍❛s❖♥❇♦✉♥❞❡❞❙✐❞❡ t❤❛t t❡sts ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❛❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❛ s♣❤❡r❡❀
❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❳❨❴✸ ❝♦♠♣✉t❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ❜❡❧♦✇✱ ♦♥ ♦r ❛❜♦✈❡ ❛ ♥♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧
♣❧❛♥❡ ✖❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❨❆t❳❩❴✸ ❛♥❞ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❳❆t❨❩❴✸❀
❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❉♦❖✈❡r❧❛♣❴✸ t❡sts ✇❤❡t❤❡r t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ♦r t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦✈❡r❧❛♣✱ t❤❛t ✐s t♦
s❛② t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❡♠♣t② ♥♦r r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♣♦✐♥ts❀
❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❉♦■♥t❡rs❡❝t❴✸ t❡sts ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥t❡rs❡❝t✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✕ ❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿■♥t❡rs❡❝t❴✸ r❡t✉r♥s ❛♥ ✐t❡r❛t♦r ♦✈❡r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥❡✮ ♦❢ t✇♦ ♦r
t❤r❡❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❣❡❜r❛✳
✕ ❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿●❡t❊q✉❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❦❡r♥❡❧ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡✱ s♣❤❡r❡✱ ❧✐♥❡ ♦r ❝✐r❝❧❡✳

✸✳✸ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❦❡r♥❡❧

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ♠❛❦❡ ❤❡❛✈② ✉s❡ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝❑❡r♥❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss
♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❬✷✸❪✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❦❡r♥❡❧ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ❜❛s✐❝ t②♣❡s ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
❛♥❞ r♦♦ts ♦❢ s②st❡♠s✮✱ ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡♠ ✭s♦❧✈✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠s✱ ❝♦♠✲
♣❛r✐♥❣ r♦♦ts ♦❢ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛t t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ❛ s②st❡♠✮✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❧✐st t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t
❢♦r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ s♣❤❡r❡s✱ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥ ✸❉✿

❚②♣❡s
✕ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t②♣❡s t♦ st♦r❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ❜❛s✐❝❛❧❧②✿ ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❆❑✿✿P♦❧②♥♦♠✐❛❧❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts
s♣❤❡r❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❆❑✿✿P♦❧②♥♦♠✐❛❧❴✶❴✸ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts
♣❧❛♥❡s❀
✕ ❚②♣❡ t♦ st♦r❡ r♦♦ts ♦❢ s②st❡♠s ♦❢ t❤r❡❡ tr✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ t②♣❡s ❥✉st ❧✐st❡❞
❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s t②♣❡ ❆❑✿✿❘♦♦t❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❛❜str❛❝t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ ✸❉ ❝✐r❝❧❡s✳
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❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✶✶

▼❛✐♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✿
✕ ❙❡✈❡r❛❧ ❢✉♥❝t♦rs ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛♥ ❆❑✿✿❘♦♦t❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸✿
t❤❡② r❡✢❡❝t t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡❀
✕ ❋✉♥❝t♦r ❆❑✿✿❙✐❣♥❆t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s✐❣♥✻ ♦❢ ❛♥ ❆❑✿✿P♦❧②♥♦♠✐❛❧❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸ ♦r ♦❢ ❛♥
❆❑✿✿P♦❧②♥♦♠✐❛❧❴✶❴✸ ❛t ❛♥ ❆❑✿✿❘♦♦t❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✇rt ❛ s♣❤❡r❡ ♦r ♣❧❛♥❡✳

▼❛✐♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿
✕ ❋✉♥❝t♦r ❆❑✿✿❙♦❧✈❡ s♦❧✈❡s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ③❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ ✐t
r❡t✉r♥s ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t②✮ ✐t❡r❛t♦r ♦✈❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ❆❑✿✿❘♦♦t❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉❝❤ s②st❡♠s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t✇♦ s♣❤❡r❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ♣❧❛♥❡ ✭t✇♦ ❆❑✿✿P♦❧②♥♦♠✐❛❧❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸

❛♥❞ ♦♥❡ ❆❑✿✿P♦❧②♥♦♠✐❛❧❴✶❴✸✮✱ ❜② t❤r❡❡ s♣❤❡r❡s ✭t❤r❡❡ ❆❑✿✿P♦❧②♥♦♠✐❛❧❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸✮✱✳ ✳ ✳

✸✳✹ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✲❣❡♦♠❡tr②

❋✐❣✉r❡ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❞❡s✐❣♥✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✭♥♦♥✲❡♠♣t②✮ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ✇❡ ✜rst r❡tr✐❡✈❡ s✐♠♣❧❡r
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

✻< 0, > 0, = 0

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✷ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❋✐❣✉r❡ ✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞
❛ ♣❧❛♥❡✳ ◆❛♠❡s ✐♥ ❜♦①❡s r❡♣r❡s❡♥t ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ♦r ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t♦rs✱ ✇❤✐❧❡
♥❛♠❡s ✐♥ ❡❧❧✐♣s❡s ❛r❡ ❛❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

AK::Polynomial 1 3

SK::Sphere 3 SK::Plane 3

SK::Circular arc point 3

AK::Polynomial for spheres 2 3

SK::Root for spheres 2 3

SK::Intersect 3

AK::Polynomial 1 3

AK::Solve

SK::Circle 3 SK::Plane 3

diametral sphere() supporting plane()

SK::Get equation SK::Get equation SK::Get equation

✹ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❢♦r ♦❜❥❡❝ts ♦♥ ❛

r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡

✹✳✶ ❖❜❥❡❝ts ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ❤❛♥❞❧❡❞ ❧✐❡ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♣❤❡r❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞
S0 t❤❡r❡❛❢t❡r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡✱ ❜✉t ②✐❡❧❞s ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛s ♦♥❡ ♠❛② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✇✐s❤ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦♥ t❤❡
s❛♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✳ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ t②♣❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ r❡❧❛t❡❞
♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧ ✐s ♥♦t ❡①♣❛♥❞❡❞ s✐♥❝❡ ❜❡✐♥❣
✐♥ s✉❝❤ ❛ s❡tt✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s
❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳
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❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✶✸

▲❡t Mθ ❜❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♠❡r✐❞✐❛♥ ♦♥ S0✱ ✇✐t❤ θ ∈ [0, 2π(✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥✳ ✶ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ S0✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♣♦❧❛r
✭❜✐♣♦❧❛r✮ ✐❢ ✐t ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡ ♣♦❧❡ ✭t❤❡ t✇♦ ♣♦❧❡s✮ ♦❢ S0✳ ❆ ❝✐r❝❧❡ ✇❤✐❝❤ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡
♣♦❧❡s ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ S0 ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ t❤r❡❛❞❡❞✳ ❆♥② ♦t❤❡r ❝✐r❝❧❡ ✐s t❡r♠❡❞
♥♦r♠❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ❚❤❡ ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✳ ❇❧❛❝❦ ❞♦ts ❛r❡ t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧
♣♦✐♥ts✳

N

S

Normal

Threaded

Bipolar

Polar

Mθ

O

❋♦r ♣♦❧❛r ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥✳ ✷ ❚❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ ❛
♠❡r✐❞✐❛♥ ♦❢ S0 ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ✐s t❤❡ ♣♦❧❡ t❤❡
❝✐r❝❧❡ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤✳

❋♦r ❛❧❧ ❜✉t t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡✭s✮✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥✳ ✸ ❋♦r ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡✱ t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ ♦❢ ✐ts θ✲❡①tr❡♠❛❧
♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✱ t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ s✉❝❤ t❤❛t Mθ ✐s
t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡✳ ❋♦r ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✱ t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ t✇♦
✈❛❧✉❡s ♦❢ θ s✉❝❤ t❤❛t Mθ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢♦❧❦❧♦r❡✱ t❤❡ ❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
❝❛❧❧❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❡①tr❡♠✐t✐❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts✮ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥✳ ✹ ❆ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐❢ ✐ts ✐♥t❡rs❡❝✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥② ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧❡s ✐s ❡♠♣t② ♦r r❡❞✉❝❡s
t♦ ♦♥❡ ♣♦✐♥t✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✹ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢ ❝✐r❝❧❡s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ❆ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦♥ ❛ ♥♦r♠❛❧
❝✐r❝❧❡ ✐s θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝✐r❝❧❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥t✱ ❡①❝❡♣t❡❞ ♠❛②❜❡ ❛s ❛♥
❡♥❞♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡♠❛r❦ ✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥ ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❆♥②
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✳ ◆♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✳

✹✳✷ ❯s❡r ■♥t❡r❢❛❝❡

❚②♣❡s✳ ❆s ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts✿ ✕ ❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡
s♣❤❡r❡❀
✕ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ♣♦✐♥ts ♦♥ s✉❝❤ ❝✐r❝❧❡s❀
✕ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② s✉❝❤ ♣♦✐♥ts❀
✕ ❙❑✿✿❚❤❡t❛❘❡♣ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ θ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t✳

❚❤❡s❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛t
♥♦✇ ♣r♦✈✐❞❡s s❡✈❡r❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈✰✰ ❝♦♥❝❡♣ts r❡✜♥❡✼ t❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t②♣❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱
s♦ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞✳

❆❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❆❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t②♣❡s✿
✕ ❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸

✕ r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮ r❡t✉r♥s S0❀
✕ t②♣❡❴♦❢❴❝✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✱ t❤r❡❛❞❡❞✱

♣♦❧❛r ♦r ❜✐♣♦❧❛r❀
✕ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸

✕ r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮ r❡t✉r♥s S0❀
✕ t❤❡t❛❴r❡♣✭✮ r❡t✉r♥s ❛♥ ❡①❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦❢ t②♣❡ ❙❑✿✿❚❤❡t❛❘❡♣✱ ♦❢ t❤❡ θ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✐ts t❛♥❣❡♥t ♦r ❝♦t❛♥❣❡♥t✱ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❜❡✐♥❣ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❞❡①
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦ x2 + y2 ≤ r2

0 ✖s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳
✕ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸

✕ r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮ r❡t✉r♥s S0✳

Pr❡❞✐❝❛t❡s✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✭r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ {<,=, >}✮ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿
✕ ❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ θ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ t②♣❡
❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸ ♦r t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❑✿✿❚❤❡t❛❘❡♣✳
✕ ❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❩❴✸ ❝♦♠♣❛r❡s t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ t②♣❡ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸
✉s✐♥❣ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r ♦♥ (θ, z)✳

✼■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s ❡①❛❝t❧② t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥❝❡♣ts✳

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✶✺

✕ ❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸ ❝♦♠♣❛r❡s t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛❧♦♥❣ ❛ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ ♦❢ S0

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐t ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ S0 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r

❛r❝ ❞r❛✇♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣❤❡r❡✳ ❆s ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ θ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ♠✉st ❜❡ ❡♥❝❧♦s❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ θ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✳
✕ ❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❚♦▲❡❢t❴✸ ❝♦♠♣❛r❡s t✇♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛❧♦♥❣ ❛ ♠❡r✐❞✐❛♥
❧♦❝❛t❡❞ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ θ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳
✕ ❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿■♥t❡rs❡❝t❴✸ r❡t✉r♥s ❛♥ ✐t❡r❛t♦r ♦✈❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥❡✮ ✇❤❡♥ ✐♥✲
t❡rs❡❝t✐♥❣ t✇♦ ❡①♣❛♥❞❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳
✕ ❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❚❤❡t❛❊①tr❡♠❛❧P♦✐♥t❴✸ r❡t✉r♥s ❛♥ ✐t❡r❛t♦r ♦✈❡r ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥❡✮ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
t②♣❡
❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦r ❛
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✳
✕ ❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿▼❛❦❡❚❤❡t❛▼♦♥♦t♦♥✐❝❴✸ r❡t✉r♥s ❛♥ ✐t❡r❛t♦r ♦✈❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t②♣❡
❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝ ♦❢ t②♣❡ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸ ♦r ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ t②♣❡ ❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸✳

✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝❧❡s

♦♥ ❛ s♣❤❡r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❛♥❞ ❛ ❇❡♥t❧❡②✲
❖tt♠❛♥♥ ❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❬✶✶❪✳ ■♥ ❛
♥✉ts❤❡❧❧✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s♣❤❡r❡ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r✐♦rs ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✖t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ st♦r❡❞ ✐♥ ❛
❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧
❑❡r♥❡❧ ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♣❛♣❡r ❬✶✶❪ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐ts❡❧❢✳

✺✳✶ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❣❡♥❡r✐❝ ❛s ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛♥❞❧❡s ❣❡♥❡r❛❧ ❝✉r✈❡s ♦♥ ❛
♣❛r❛♠❡tr✐❝ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s✇❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❬✽❪✳ ❇✉t ❢♦r ❛ s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♣❤❡r❡✱ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡s ♦♥❧② ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s✇❡❡♣✐♥❣ ❛ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛
♠❡r✐❞✐❛♥ ❛♥❝❤♦r❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡s✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛♥❞❧❡s ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ❝✐r❝❧❡s
❛♥❞ ❛♥② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥ ♣❛♣❡rs ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
♦❢ q✉❛❞r✐❝s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❡①❛❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❛r ♠❛♣ ✐♥❞✉❝❡❞

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✻ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ q✉❛❞r✐❝s r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✼❪✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❤❡r❡s✳
■♥ ❬✸✻❪✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①❛❝t ✸❉ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ q✉❛❞r✐❝s ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❜✉t ♥♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t s❤♦✉❧❞
♦♣❡♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✇r✐t❡ ❛ tr❛✐ts ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛❧❧
t②♣❡s ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s✇❡❡♣✲❧✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝✉r✈❡s ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❬✽❪✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱
t❤✐s ❡♥❞❡❛✈♦r ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✖t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ❤❡r❡✳

✺✳✷ ❙✇❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧

❆❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t❧✐♥❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✳ ◆♦r♠❛❧ ❛♥❞
♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ✜rst ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✱ t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡✐♥❣
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐sts ♦❢ s✇❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤
❛ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ ❛♥❝❤♦r❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡s✱ ✉s✐♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t❛♥t❛✲
♠♦✉♥t t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s✇❡❡♣✲❧✐♥❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❛s ❡❛❝❤ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐s
✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ✐♥ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❜② t❤❡ s✇❡❡♣ ♠❡r✐❞✐❛♥✳ ❆♥ ❡✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥✴t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✱ ♦r t♦ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡
❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s✱ t❤❛t ✐s ❡✈❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✱ ❡✈❡♥ts ❛r❡
❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡✈❡♥t s✐t❡ ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ V st♦r❡s θ✲
♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡ E st♦r❡s ❡✈❡♥t s✐t❡s ✖✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✉♣♦♥
✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✴t❛♥❣❡♥❝②✴❝r✐t✐❝❛❧ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛r❡ t②♣❡s❡t ✐♥ t②♣❡✇r✐t❡r ❢♦♥t✳ ❚❤❡s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ t❤♦s❡
❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧
❑❡r♥❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t✇♦❢♦❧❞✿
✕ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✭s✮ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✉s✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r ❙❑✿✿■♥t❡rs❡❝t❴✸✱
✕ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✭s✮ ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤ ❢✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❚❤❡t❛❊①tr❡♠❛❧P♦✐♥t❴✸✳

Pr❡❞✐❝❛t❡s✳ Pr❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ V ❛♥❞ E ✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❡①❛♠✐♥❡
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ V✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ V r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝s ❛❧♦♥❣ ♠❡r✐❞✐❛♥ M0 ✭❛t θ = 0✮ ✉s✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸ ✇✐t❤ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝s✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✭❛✮✳ ❋♦r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♦♥ M0✱ ♦♥❡ ❢✉rt❤❡r ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t ✉s✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❚♦▲❡❢t❴✸✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞
♦♥ ❋✐❣✳ ✸✭❜✮✳

❚♦ ✉♣❞❛t❡ V✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐s t❤❛t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥s❡rt t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦❢
❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ st❛rt✐♥❣ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥t✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❧♦❝❛t❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ t❤❡

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✶✼

st❛rt ♣♦✐♥t ✽ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ ❛♠♦♥❣st ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♣r❡s❡♥t ✐♥ V✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞
❜❡✐♥❣ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳
✹✳ ❆ ❝♦♠♠❡♥t ✐s ✐♥ ♦r❞❡r ❛❜♦✉t t❤❡ r❡✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✇❤❡♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡✱ s♦ ❛s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ V✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛♥②
♣r❡❞✐❝❛t❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ✉♣❞❛t❡✱ ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✶❪ t❤❛t t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞
✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❢❛s❤✐♦♥✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡ E ✳ ■ts ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛❧❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ●✐✈❡♥
❛❧❧ ❜✉t t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s ✖✉s✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ❛❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ t②♣❡❴♦❢❴❝✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸✭✮✱
s✉❝❤ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❚❤❡t❛❊①tr❡♠❛❧P♦✐♥t❴✸ ✾✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢
♥❡✇ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ♥❡✇ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ❛❧♦♥❣ V ✉s❡s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❉♦■♥t❡rs❡❝t❴✸✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ ❛❧❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s♦rt❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸ ❛♥❞
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❴✸✳

❚❛❜❧❡ ✶ ❚❤❡ s✇❡❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✶✶❪✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧
❑❡r♥❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

✵✳ ❈❧❛ss✐❢② ❝✐r❝❧❡s ❛s ♥♦r♠❛❧✴♣♦❧❛r✴❜✐♣♦❧❛r✴t❤r❡❛❞❡❞✳
� ❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸✿✿t②♣❡❴♦❢❴❝✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸✭✮

❈♦♠♣✉t❡ ❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥t♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✳
�❙❑✿✿❚❤❡t❛❊①tr❡♠❛❧P♦✐♥t❴✸

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ V✿ ❋✐❧❧ V ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❛t θ = 0✳
� ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❚♦▲❡❢t❴✸

✷✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ E ✿
✭❛✮ ▲♦♦❦ ❢♦r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥ V ❛t θ = 0✱

� ❙❑✿✿❉♦■♥t❡rs❡❝t❴✸

❛♥❞ ✐♥s❡rt t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ E ✳
�❙❑✿✿■♥t❡rs❡❝t❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❴✸

✭❜✮ ❋♦r ❛❧❧ ❜✉t t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s✱ ✐♥s❡rt ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ E ✳
�❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❴✸

✸✳ ❲❤✐❧❡ E ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❞♦
✭❛✮ ■♥s❡rt ✐♥t♦✴r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ V t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t✭s✮ st❛rt✐♥❣✴❡♥❞✐♥❣ ✖✐❢ ❛♥②✳

�❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸

✭❜✮ ❘❡✈❡rs❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ V✳
✭❝✮ ■♥s❡rt ✐♥t♦ E t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✇ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ❛❧♦♥❣ V✳

�❙❑✿✿❉♦■♥t❡rs❡❝t❴✸✱ ❙❑✿✿■♥t❡rs❡❝t❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❴✸

✽❚❤❡ st❛rt✭❡♥❞✮ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ st❛rts ✭❡♥❞s✮ ❜❡✐♥❣ s✇❡♣t
❜② t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥✳

✾s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✽ ❢♦r ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✽ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❋✐❣✉r❡ ✸ ■♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ V r❡q✉✐r❡s s♦rt✲
✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ M0✳
❇❧❛❝❦ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳

M0
M0

M0

(a)

(b)

❋✐❣✉r❡ ✹ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦❢
❛ st❛rt✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ C0i r❡q✉✐r❡s ❧♦❝❛t✐♥❣
✐ts st❛rt ♣♦✐♥t ❛♠♦♥❣st t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s
❢♦✉♥❞ ✐♥ V✳ ❇❧❛❝❦ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t ❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥ts✳

Mθ

C0i

C0j

C0k

C0l

✻ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦✉r ❢♦❝✉s ✐s ❛ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✱ ♥♦t✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ♠❛② ✉s❡ t❤❡s❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s
❞✐✛❡r❡♥t❧② ❜② st♦r✐♥❣ ♦r r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

✻✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ s♣❤❡r❡ Si ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ci = (xi, yi, zi)✱ ❛♥❞ ✐ts r❛❞✐✉s ri✳ ❚❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣❤❡r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ t❤❛t
✇❡ s❤❛❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ S0 ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳

❚❤❡ x ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ♣♦✐♥t p ❛♥❞ ✈❡❝t♦r u ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ px ❛♥❞ ux✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s y ❛♥❞ z✳ ❚❤❡ ❞♦t ❛♥❞ ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t✇♦ ✈❡❝t♦rs u ❛♥❞ v ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❞❡♥♦t❡❞ < u, v > ❛♥❞ u∧ v✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡❞ ♥♦r♠ ♦❢ ✈❡❝t♦r u ✐s ❞❡♥♦t❡❞ u2 =< u, u >✱ ❛♥❞ ✐ts
♥♦r♠ ‖u‖✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❙✐❣♥(x)✱ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❙✐❣♥(x) ∈ {−1, 0, 1}✳ ■❢
o st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❛♥❞ p ✐s ❛ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r op ✐s ❞❡♥♦t❡❞ p✳

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✶✾

❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ♣♦✐♥t p ✇rt s♣❤❡r❡ Si ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② π(p, Si) = pc2
i − r2

i ✳ ❚❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡
RPij ♦❢ ❛♥② t✇♦ s♣❤❡r❡s Si ❛♥❞ Sj ✐s t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈✐♥❣ ❡q✉❛❧ ♣♦✇❡r
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ s♣❤❡r❡s ✐♥t❡rs❡❝t✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ ✐s
❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✐t❤❡r s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ s♣❤❡r❡s Si ❛♥❞ Sj ✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞
Cij ✱ ✇❤♦s❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ r❛❞✐✉s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ cij ❛♥❞ rij ✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡
♠♦❞❡❧✱ ✐❢ C0j ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ ✖r❡❢❡r t♦ ❉❡❢✳ ✶✱ t❤❡ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡
θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ♦r ❧♦✇❡r ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s✳ ❇② ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❛ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✉♣♣❡r
✭❧♦✇❡r✮ ❛r❝ ✐s ❛❧s♦ t❡r♠❡❞ ✉♣♣❡r ✭❧♦✇❡r✮ ❛♥❞ ❛ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦♥ ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡
♣❛ss✐♥❣ ❜② t❤❡ ♥♦rt❤ ✭s♦✉t❤✮ ♣♦❧❡ ✐s t❡r♠❡❞ ❧♦✇❡r ✭✉♣♣❡r✮✳

❆ r♦♦t ♦❢ ❛ ❞❡❣r❡❡ n ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞❡❣r❡❡ n✳ ❆s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♦✉r ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❥✉st r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ✶ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs a ❛♥❞ b✱ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡♥ a + b✱ a × b ❛♥❞ 1/a ✖✐❢ a 6= 0✱ ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡
❛t ♠♦st t✇♦✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✐❣♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✼✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ✷ ❆♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❤❡r❡s Si ❛♥❞ Sj ✐s✿

2 < p, cicj > +ci
2 − cj

2 + r2
j − r2

i = 0

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❤❡r❡s Si ❛♥❞ Sj ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts p s❛t✐s❢②✐♥❣✿
{

cip
2 − r2

i = 0
cjp

2 − r2
j = 0

s✐♥❝❡ ckp2 − r2
k = (−ck + p)2 − r2

k = ck
2 + p2 − 2 < p, ck > −r2

k✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠ ✐♠♣❧✐❡s✿

2 < p, cj > −2 < p, ci > +ci
2 − cj

2 + r2
j − r2

i = 0

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✿ 2 < p, cicj > +ci
2 − cj

2 + r2
j − r2

i = 0 �

✻✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

✻✳✷✳✶ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❙❑✿✿■♥t❡rs❡❝t❴✸✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str✉❝t♦rs ✭t❤❛t ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❢r♦♠ ❛ s♣❤❡r❡
❛♥❞ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✱ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✷✵ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

●✐✈❡♥ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐① t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts✿ ♣❧❛♥❡✱ s♣❤❡r❡✱ ❝✐r❝❧❡✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ ❧✐♥❡✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡
♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② t✇♦ s✉❝❤ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❤❡♠ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts✱
✇❡ s❤❛❧❧ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝✐t② t❤❛t ✭✐✮ t❤❡② ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✭✐✐✮ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣
✖❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛♥❞ ❢♦r s❡❣♠❡♥ts ♦♥❧②✱ ✭✐✐✐✮ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✖❝✐r❝❧❡ ♦♥
s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ✭✐✈✮ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦♥ ❡♠♣t②✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡t❤♦❞s
t♦ t❡st t❤❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦✈❡r ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 21 ❝❛s❡s✱ s♦rt❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t②♣❡✱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞✿
✕ ▲✐♥❡✿ ④♣❧❛♥❡ ∩ ♣❧❛♥❡⑥
✕P♦✐♥t ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿ ④♣❧❛♥❡ ∩ ❧✐♥❡✱ ❧✐♥❡ ∩ ❧✐♥❡✱ ♣❧❛♥❡ ∩ s❡❣♠❡♥t✱
s❡❣♠❡♥t ∩ s❡❣♠❡♥t✱ ❧✐♥❡ ∩ s❡❣♠❡♥t ⑥
✕ ❈✐r❝❧❡✿ ④ ♣❧❛♥❡ ∩ s♣❤❡r❡✱ s♣❤❡r❡ ∩ s♣❤❡r❡⑥
✕ P♦✐♥t✭s✮ ✇❤♦s❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✿ ④
s♣❤❡r❡ ∩ ❧✐♥❡✱ s♣❤❡r❡ ∩ s❡❣♠❡♥t✱ ❝✐r❝❧❡ ∩ ❝✐r❝❧❡✱ s♣❤❡r❡ ∩ ❝✐r❝❧❡✱ ♣❧❛♥❡ ∩ ❝✐r❝❧❡✱ ♣❧❛♥❡ ∩
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ s♣❤❡r❡ ∩ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ ❝✐r❝❧❡ ∩ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ∩ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ ❝✐r❝❧❡ ∩
❧✐♥❡✱ ❝✐r❝❧❡ ∩ s❡❣♠❡♥t✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ∩ s❡❣♠❡♥t✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ∩ ❧✐♥❡⑥✳

■t ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t ✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ❞❡t❛✐❧ ♦♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r ❝❧❛ss ✖t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r✐❝
♦♥❡✱ s✐♥❝❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❛t ❝❛s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ t❡st✐♥❣
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✖✉s✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

P❧❛♥❡ ∩ P❧❛♥❡✳ ❚♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦❢ t✇♦ ♣❧❛♥❡s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❞✐r❡❝t♦r ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ✖t❤❡ ❝r♦ss ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡s✱ ❛♥❞ ❛
❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛♥❡s✳

P❧❛♥❡ ∩ ▲✐♥❡✳ ❆ ❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❙♦ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦♥❡✳

❙♣❤❡r❡ ∩ ❙♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ✐♥✲
t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ t✇♦ s♣❤❡r❡s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ✸ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ t✇♦ s♣❤❡r❡s Si ❛♥❞ Sj ✐s ❛ ❧✐♥✲
❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s✬ ❝❡♥t❡rs✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❡✐♥❣ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡s✳

❚❤❡ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❛ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

Pr♦♦❢✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r cij ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡✱ ✇❡ s❡❡❦ t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s✳
■❢ p = (x, y, z)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛♥❡✿

{
cicij = αcicj α ∈ R

2 < p, cicj > +ci
2 − cj

2 + r2
j − r2

i = 0

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✷✶

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t cij ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❜②

2 < cij , cicj > +ci
2 − cj

2 + r2
j − r2

i = 0 ⇐⇒ α =
cjc

2
j − r2

j + r2
i

2cic2
j

❲❤❡♥❝❡

cicij =
cic

2
j − r2

j + r2
i

2cic2
j

cicj ✭✶✮

❋♦r t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s r2
ij ✱ ✇❡ ✉s❡ P②t❤❛❣♦r❛✬s t❤❡♦r❡♠✿ r2

ij = r2
i − cic

2
ij ✳ �

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡rs✳

❙♣❤❡r❡ ∩ ▲✐♥❡✳ ❆♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ✹ ❚❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ❛r❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② (a1t + b1, a2t + b2, a3t + b3) ❛♥❞ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❜② (x − a)2 +
(y− b)2 +(z− c)2 − r2 = 0✳ ❚❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡
❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ❛r❡ (a1t

′ + b1, a2t
′ + b2, a3t

′ + b3) ✇✐t❤ t′ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ (a1t + b1 − a)2 + (a2t + b2 −
b)2 + (a3t + b3 − c)2 − r2 = 0✳

✻✳✷✳✷ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ θ ❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❚❤❡t❛❊①tr❡♠❛❧P♦✐♥t❴✸✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡ts t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ✺ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ C0i ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s♣❤❡r❡s
✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ✐ts t✇♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧
♥✉♠❜❡r✿

z =
2zir

2
0

ci
2 + r2

0 − r2
i

Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ S0 ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❛♥❞ ❧❡t C0i ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧
❝✐r❝❧❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ S0 ❛♥❞ Si✳ ■❢ zi = 0✱ ❛ s②♠♠❡tr② ❛r❣✉♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡
z = 0 ✐♠♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ✐s ❛❧s♦ ♥✉❧❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t zi 6= 0✳

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ C0i ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ ❛♥❞ C0i r❡❞✉❝❡s t♦ ♦♥❡ ♣♦✐♥t✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ C0i ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ RP0i✮✱ t❤❡
❤❛❧❢ ♣❧❛♥❡ P (θ) ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ ✭t❤❛t ✐s Mθ = S0 ∩ P (θ)✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❤❡r❡ S0✳ ■❢

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✷✷ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

p = (x, y, z)✱ t❤❡ θ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s②st❡♠✿







P (θ) : −x sin(θ) + y cos(θ) = 0

RP0i : 2 < p, c0ci > +c0
2 − ci

2 + r2
i − r2

0 = 0

S0 : x2 + y2 + z2 − r2
0 = 0

✭✷✮

❆ss✉♠✐♥❣ x 6= 0✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② θ 6= π
2 [π]✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s s②st❡♠ ✉s✐♥❣ tan θ✳ ■❢ x = 0✱

✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ cot θ ❜② s✇❛♣♣✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ x ❛♥❞ y✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t x ❛♥❞ y ❝❛♥♥♦t ✈❛♥✐s❤
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❢♦r ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡✱ ❛s t❤❡ ♣♦❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s②st❡♠ ✐s t❛♥t❛♠♦✉♥t t♦✿







y = x tan θ

z =
ci

2+r2

0
−r2

i −2x(xi+yi tan θ)
2zi

x2 + x2 tan2 θ +
(ci

2+r2

0
−r2

i −2x(xi+yi tan θ))2

4z2

i

− r2
0 = 0

✭✸✮

❘❡✇r✐t❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥
Ax2 + Bx + C = 0, ✭✹✮

✇✐t❤ 





A = (1 + tan2 θ) + (xi+yi tan θ)2

z2

i

B = − (xi+yi tan θ)(ci
2+r2

0
−r2

i )

z2

i

C =
(ci

2+r2

0
−r2

i )2

4z2

i

− r2
0

✭✺✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ s♦✉❣❤t ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ❊q✳ ✭✹✮ ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② x = −B/(2A)✳
■♠♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❛♥✐s❤❡s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ D = 0✱ ✇✐t❤
D = B2 − 4AC✱ ✇❤❡♥❝❡ tan θ ❛s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✳

▲❡tt✐♥❣ T st❛♥❞ ❢♦r tan θ ❛♥❞ ❞❡♥♦t✐♥❣ λi = ci
2 + r2

0 − r2
i ✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

D =

D2

︷ ︸︸ ︷

(−λ2
i + 4r2

0z
2
i + 4r2

0y
2
i ) T 2 +

D1

︷ ︸︸ ︷

(8xiyir
2
0) T +

D0

︷ ︸︸ ︷

(−λ2
i + 4r2

0z
2
i + 4r2

0x
2
i ) ✭✻✮

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ D ❤❛s ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ❛♥❞ ♦♥❡✳ ❆s ✇❡
s❤❛❧❧ s❡❡✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ♥♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ x = 0✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ✐♥ ♣❧❛♥❡ x = 0✳
❈❛s❡ ■✿ D2 6= 0✿ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ D ✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✳ ❲❡ ✜rst ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ♦❢ D ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳
⊲ ❚❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ♦❢ D ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

∆ = 4

∆1

︷ ︸︸ ︷

(−2r0zi + λi)

∆2

︷ ︸︸ ︷

(2r0zi + λi)

∆3

︷ ︸︸ ︷

(4r2
0ci

2 − λi)

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✷✸

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ♣♦❧❡ ♦❢ S0 ✇rt t♦ s♣❤❡r❡ Si r❡❛❞s ❛s (ci − (0, 0,±r0))
2 − r2

i = ci
2 + r2

0 −
r2
i ± 2zir0 = ±2r0zi + λi✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ∆1 ✭∆2✮ ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦rt❤ ✭s♦✉t❤✮ ♣♦❧❡ ✇rt

Si✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✇rt t♦ ❛ s♣❤❡r❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✱③❡r♦✮ ✐✛ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s ✐♥s✐❞❡
✭♦✉ts✐❞❡✱ ♦♥✮ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ∆1 ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✱③❡r♦✮ ✐❢ t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡ ✐s ✐♥s✐❞❡
✭♦✉ts✐❞❡✱ ♦♥✮ Si✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r ∆2 ❛♥❞ t❤❡ s♦✉t❤ ♣♦❧❡✳

▲❡t ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ∆3✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡✇r✐t❡ ❛s✿ ∆3 =

∆31

︷ ︸︸ ︷

(−ci
2 + (r0 + ri)

2)

∆32

︷ ︸︸ ︷

(ci
2 − (r0 − ri)

2)✳
❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥s ♦❢ ∆31

❛♥❞ ∆32
✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s✐❣♥ ♦❢ ∆ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ♦♥❡ ❤❛s ∆ > 0 ❢♦r ❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡s✱ s♦
t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥ts✳

⊲ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ z ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠

✭✸✮ ②✐❡❧❞s z =
2zir

2

0

ci
2+r2

0
−r2

i

✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛

♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ D2 6= 0✳

❚❛❜❧❡ ✷ ❙✐❣♥ ♦❢ ∆3✳ ❆❜✉s✐♥❣ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ Si ✐♥s✐❞❡ Sj st❛♥❞s ❢♦r Si ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❛❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ Sj ✇❤✐❧❡ Si ♦✉ts✐❞❡ Sj st❛♥❞s ❢♦r ❜❛❧❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ Si ❛♥❞ Sj ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳

∆31
∆32

∆3 s♣❤❡r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
+ + + S0 ❛♥❞ Si ✐♥t❡rs❡❝t ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡
+ − − Si ✐♥s✐❞❡ S0 ♦r S0 ✐♥s✐❞❡ Si✱ ♥♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
− + − Si ♦✉ts✐❞❡ S0✱ ♥♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
− − + ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
0 + 0 Si ❛♥❞ S0 t❛♥❣❡♥t✱ ♥♦ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
0 − 0 ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
+ 0 0 Si ❛♥❞ S0 t❛♥❣❡♥t✱ Si ✐♥s✐❞❡ S0 ♦r S0 ✐♥s✐❞❡ Si

− 0 0 ✐♠♣♦ss✐❜❧❡

❈❛s❡ ■■✿ D2 = 0✿ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ D ✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦♥❡✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧
❝✐r❝❧❡ ✐❢ xi 6= 0 ❛♥❞ yi 6= 0✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ z ✈❛❧✉❡✳

⊲ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t D2 = ∆3 − 4r2
0x

2
i ✳ D2 = 0 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ∆3 ≥ 0✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ∆1∆2 = (−2r0zi + λi)(2r0zi + λi)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ∆1∆2 = λ2
i − 4r2

0z
2
i =

−∆3 + 4r2
0(x

2
i + y2

i )✳ ❙✐♥❝❡ ∆3 = 4r2
0x

2
i ✱ ∆1∆2 = 4r2

0y
2
i ✳ ❙♦ ∆1∆2 ≥ 0✳ ❋✐rst ♥♦t❡ t❤❛t

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❛❜❧❡ ✸✱ ✐❢ xi = 0✱ t❤❡♥ S0 ❛♥❞ Si ❛r❡ t❛♥❣❡♥t✱ ❛♥❞ ✐❢ yi = 0 t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❣♦❡s
t❤r♦✉❣❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧
❝✐r❝❧❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t xi 6= 0 ❛♥❞ yi 6= 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ∆ > 0✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❛❜❧❡ ✸✱ t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✳

⊲ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ s✉❝❤ t❤❛t D2 = 0✱

xi 6= 0 ❛♥❞ yi 6= 0✳ ❲❡ ❞✐r❡❝t❧② ❤❛✈❡ tan θ = −−λ2

i +4r2

0
z2

i +4r2

0
x2

i

8xiyir
2

0

❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✳ ❙✐♥❝❡ ❜②

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✷✹ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❤②♣♦t❤❡s✐s −λ2
i + 4r2

0z
2
i = −4r2

0y
2
i ✱ ♦♥❡ ❤❛s tan θ = −x2

i−y2

i

2xiyi
✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ tan θ ❜② −x2

i−y2

i

2xiyi

✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ z ♦❢ s②st❡♠ ✭✸✮ ❣✐✈❡s z = λizi

2(z2

i
+y2

i
)
✳ ❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ st❡♠s ❢r♦♠

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t z2
i + y2

i =
λ2

i

4r2

0

✳

⊲ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♦♥❧② ♦♥❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ tan θ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tan θ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ±∞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡❝♦♥❞ θ ✈❛❧✉❡ ✐s π/2 ♦r 3π/2✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✇❛♣♣✐♥❣ x ❛♥❞ y ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T = cot θ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ❜❡❝♦♠❡s

D0T
2 + (8xiyir

2
0)T + D2 = 0, ✭✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

{

T = 0

D0T + (8xiyir
2
0) = 0 ✐❢ D0 6= 0

✭✽✮

❲❡ ✜♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ cot θ = 0 ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜②
x ❛♥❞ y✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ z ✐s t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ tan θ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ D0

✐s ❛❧s♦ ♥✉❧❧✱ ❛❧❧ ✇❤❛t ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛❜♦✈❡ st❛② ✈❛❧✐❞✱ ❜✉t tan θ ❜❡❝♦♠❡s ♥✉❧❧ ❢♦r t❤❡ ✜rst θ ✈❛❧✉❡
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ θ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐s 0 ♦r π✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ x = 0 ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ♦♥ t❤❡
♣❧❛♥❡ y = 0✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ci
2 +r2

0 −r2
i = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❜✐♣♦❧❛r✳ �

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✷✺

❚❛❜❧❡ ✸ ❙✐❣♥ ♦❢ ∆✳ ∆1 ✭∆2✮ ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦rt❤ ✭s♦✉t❤✮ ♣♦❧❡ ✇rt Si ✇❤✐❧❡ ∆3 ✐♥❞✐❝❛t❡s
✇❤❡t❤❡r S0 ✐♥t❡rs❡❝ts Si✳

∆1 ∆2 ∆3 ∆ ❝✐r❝❧❡ t②♣❡
+ + + + ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡
+ + − − S0 ❛♥❞ Si ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t
+ − + − t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡
− + + − t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡
+ − − + ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
− + − + ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
− − + + ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡
− − − − S0 ❛♥❞ Si ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t
0 6= 0 ≥ 0 0 ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ✐❢ ∆3 > 0✱ S0 ❛♥❞ Si ❛r❡ t❛♥❣❡♥t ♦t❤❡r✇✐s❡

6= 0 0 ≥ 0 0 ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ✐❢ ∆3 > 0✱ S0 ❛♥❞ Si ❛r❡ t❛♥❣❡♥t ♦t❤❡r✇✐s❡
0 6= 0 − 0 ✐♠♣♦ss✐❜❧❡

6= 0 0 − 0 ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
± ± 0 0 S0 ❛♥❞ Si ❛r❡ t❛♥❣❡♥t ✐❢ s✐❣♥ ♦❢ ∆1 ❂ s✐❣♥ ♦❢ ∆2✱ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♦t❤❡r✇✐s❡
0 0 ∀ 0 ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ✐❢ ∆3 > 0✱ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♦t❤❡r✇✐s❡

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✺ ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ✻ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ C0i ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ RP0i ❛♥❞

t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② z =
2zir

2

0

ci
2+r2

0
−r2

i

✳ ❚❤❡ x ❛♥❞ y ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡

❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ❜② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✹✳

✻✳✷✳✸ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s

❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿▼❛❦❡❚❤❡t❛▼♦♥♦t♦♥✐❝❴✸ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦r ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐♥t♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✳ ❚❤✐s ✐s tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦♥ t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s✳ ❋♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦♥
❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡✱ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ ❛♥❞
❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✳ ❚❤✐s ❧❛t❡r t❡st r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t❤❡ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦♥ ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❡ t❤❡
❝✐r❝❧❡ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❛s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❋♦r ❝✐r❝❧❡s✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ t❡st ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳

✻✳✸ Pr❡❞✐❝❛t❡s

✻✳✸✳✶ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ 3D ❝✐r❝❧❡s

❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❛r❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st t✇♦ ✖♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✹✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡s❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡s r❡❞✉❝❡s t♦ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡s❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✷✻ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

✻✳✸✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❆❑✿✿❙✐❣♥❆t✱❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❳❨❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❨❆t❳❩❴✸✱
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❳❆t❨❩❴✸ ❛♥❞ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸✳

❲❡ ✇✐s❤ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛ tr✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st t✇♦ ❛t ❛ ♣♦✐♥t
♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✶✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐✈❛r✐❛t❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

✻✳✸✳✸ ❚❡st✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t②

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❊q✉❛❧❴✸✳
❋♦r ♦❜❥❡❝ts ✇❤♦s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ s♣❤❡r❡s✱ t❤❡ t❡st ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❋♦r

s❡❣♠❡♥ts✱ ✇❡ t❡st ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❡♥❞♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡s✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ♥♦♥✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❝✐r❝❧❡s✱ ✇❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❡st t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
♣❧❛♥❡s✱ ❝✐r❝❧❡ ❝❡♥t❡rs ❛♥❞ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✐✳ ❋♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s
❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts✳

✻✳✸✳✹ ❚❡st✐♥❣ ✐♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸✳
❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✱ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞✳ ❲❡

✇✐s❤ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ s❡♣❛r❛t❡❧②
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ✇✐s❤ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ❛ ❧✐♥❡✱ ❛
s❡❣♠❡♥t✱ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✳ ❋♦r ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ♣❧❛♥❡✱ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
t❤❡ s✐❣♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✉s✐♥❣ ❆❑✿✿❙✐❣♥❆t ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t✳
❋♦r ❛ ❧✐♥❡✱ t❤✐s ✐s tr✐✈✐❛❧ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t✇♦ ♣❧❛♥❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦r ✐ts ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳
❋♦r ❛ s❡❣♠❡♥t✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t
❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❡♥❞♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ❛ ❝✐r❝❧❡✱ ✇❡ t❡st ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢
t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐❛♠❡tr✐❝❛❧ s♣❤❡r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❋♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✇❡ t❡st
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ✐t
❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❛r❝ ✐ts❡❧❢✳ ❋♦r t❤✐s ❧❛tt❡r t❡st✱ ❞❡♥♦t❡ s, t, c t❤❡ s♦✉r❝❡✱ t❛r❣❡t✱ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r ♦❢
t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❛♥❞ ❧❡t N st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t s 6= t ❡❧s❡ t❡st✐♥❣ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤✳
❆ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❣♦ ❝♦✉♥t❡r ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❢r♦♠ ✐ts s♦✉r❝❡ t♦ ✐ts t❛r❣❡t ❛s ✐♠♣♦s❡❞
❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r N ✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r t✇♦ ♣♦✐♥ts p ❛♥❞ q ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ s✉❝❤ t❤❛t p 6= q✱
❧❡t Spq = ❙✐❣♥(< cp ∧ cq,N >)✳ ◆♦t✐❝❡ Spq t❡❧❧s ✉s ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ p t♦ q ❝♦✉♥t❡r
❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ N ✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣❛t❤✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ♥❡✐t❤❡r ♣♦✐♥ts s✱ t ❛♥❞ c
♥♦r ♣♦✐♥ts s✱ p ❛♥❞ c ♥♦r ♣♦✐♥ts p✱ t ❛♥❞ c ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞✱ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ♦♥
t❛❜❧❡ ✹✳ ■❢ c, s, p ♦r c, t, p ❛r❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐✛ Sst ≤ 0✳ ■❢
c, s, t ❛r❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐✛ Ssp ≥ 0✳

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✷✼

❚❛❜❧❡ ✹ ❉❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ♣♦✐♥t p ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② s ❛♥❞ t✳

Sst Ssp Spt ❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸

✶ ✶ ✶ tr✉❡
✶ ✲✶ ±1 ❢❛❧s❡
✶ ✶ ✲✶ ❢❛❧s❡
✲✶ ✶ ± ✶ tr✉❡
✲✶ ✲✶ ✶ tr✉❡
✲✶ ✲✶ ✲✶ ❢❛❧s❡

❖t❤❡r ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❚❤❡ t❡st ✐s tr✐✈✐❛❧ ✉s✐♥❣ ❙❑✿✿❊q✉❛❧❴✸ ❢♦r ❝✐r❝❧❡ ♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦♥ ❛ ❝✐r❝❧❡✳ ❆ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐♥❡✱ ✐✛ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s
✭❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸✮ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✳ ❆ ❧✐♥❡ ♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❡❣♠❡♥t ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ✐ts
t✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts✳ ❆ ❝✐r❝❧❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ s♣❤❡r❡ S✱ ✐✛ s♣❤❡r❡ S ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♣❡♥❝✐❧ ♦❢ s♣❤❡r❡s
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛♠❡tr✐❝❛❧ s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ✐ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳

✻✳✸✳✺ ❚❡st✐♥❣ ♦✈❡r❧❛♣

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❉♦❖✈❡r❧❛♣❴✸✳
❚❤✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛♥❞ s❡❣♠❡♥ts✱ r❡t✉r♥s tr✉❡ ✐❢ t✇♦

❛r❝s ♦r t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ♦✈❡r❧❛♣s✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳
❚❤❡ t❡st ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜rst ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ✭❧✐♥❡s✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛r❝s ✭s❡❣♠❡♥ts✮
❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ✐❢ s♦✱ ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ ♦♥❡ ❛r❝ ✭s❡❣♠❡♥t✮ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛r❝ ✉s✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸✳

✻✳✸✳✻ ❚❡st✐♥❣ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❉♦■♥t❡rs❡❝t❴✸✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❤❛♥❞❧❡❞ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❞♦

♥♦t ♦✈❡r❧❛♣✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❝❛s❡ ♣❡r ❝❧❛ss ♦❢
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ❜❡✐♥❣ ❤❛♥❞❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡
❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡s ❛r❡✿
✕ P❧❛♥❡ ∩ P❧❛♥❡ 6= ∅ ⇐⇒ ◆♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♥♦t ❝♦❧❧✐♥❡❛r✳
✕ P❧❛♥❡ ∩ ▲✐♥❡ 6= ∅ ⇐⇒ ◆♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❞✐r❡❝t♦r ✈❡❝t♦r ❛r❡ ♥♦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳
✕ ❙♣❤❡r❡ ∩ ▲✐♥❡ 6= ∅ ⇐⇒ ◆✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥
✹ ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳

✕ ❙♣❤❡r❡ Si ∩ ❙♣❤❡r❡ Sj 6= ∅ ⇐⇒
(
(ci − cj)

2 − r2
i − r2

j

)2 ≤ 4r2
i r2

j ✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✷✽ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

✻✳✸✳✼ ❈❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♠❡♠❜❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡
t②♣❡❴♦❢❴❝✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸✭✮✳

❚♦ ❝❧❛ss✐❢② ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✱ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❉❡❢✳ ✶✱ ✇❡ ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ❝✐r❝❧❡
❜② t❤❡ ♣❧❛♥❡ y = 0✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ✼ ❆ ❝✐r❝❧❡ ✐s✿
✕❚❤r❡❛❞❡❞ ✐✛ ✐ts ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ y = 0 ②✐❡❧❞s t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ x

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s✳
✕P♦❧❛r ✐✛ ✐ts ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ y = 0 ②✐❡❧❞s t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t

♦♥❡ ❤❛s x 6= 0 ❛♥❞ ♦♥❡ x = 0✱ ♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛t x = 0 ❛♥❞ y = 0✳
✕❇✐♣♦❧❛r ✐✛ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ y = 0✱ ♦r ✐❢ ✐ts ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ y = 0

②✐❡❧❞s t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t x = 0✳

✻✳✸✳✽ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss
❙❑✿✿❚❤❡t❛❘❡♣✳

Pr❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ t②♣❡
❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸ ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠✲
♣❛r✐♥❣ tan θ ♦r cot θ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ✐✳❡✳ t❤❡ ♣♦❧❡s✳

◗✉❛❞r❛♥ts✱ t❛♥❣❡♥ts ❛♥❞ ❝♦t❛♥❣❡♥ts✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✖✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❤❡♥ s✇❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛ r♦t❛t✐♥❣
♠❡r✐❞✐❛♥ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ ♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥✈❡rs❡ tr✐❣♦♥♦✲
♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❞✐s❦ x2 + y2 ≤ r2

0 ✐♥t♦ ♦♣❡♥ ❤❛❧❢✲q✉❛❞r❛♥ts ❛♥❞ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞
♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳ P✉♥❝t✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❛s ♣♦❧❡s ♦♥❧② ♣r♦❥❡❝t
♦♥t♦ ✐t✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ♣♦❧❡s ❞❡s❡r✈❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✳ ▼♦r❡ ♣r❡✲
❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❞✐s❦ ✐♥t♦ ✶✻ ❝❡❧❧s✿ ❡✐❣❤t ♦♣❡♥ ❤❛❧❢ q✉❛❞r❛♥ts✱ ❛♥❞ ❡✐❣❤t
❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts✳ ❊❛❝❤ q✉❛❞r❛♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♥ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1..8 ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡① ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs✬
✐♥❞✐❝❡s✳ ✭❋♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛❧❢ q✉❛❞r❛♥ts 1 ❛♥❞ 8 ✇❡ t❛❦❡ 1/2 ❛s ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✳✮

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ θ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ✜rst ❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t t♦ ✐ts ❝❡❧❧✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ x ❛♥❞ y✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❡❣♠❡♥t ♦r t❤❡ t✇♦ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❛❞❥❛❝❡♥t ❤❛❧❢ q✉❛❞r❛♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ | x | ❛♥❞ | y | ②✐❡❧❞s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚✇♦ ♣♦✐♥ts ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡❧❧s✬ ✐♥❞✐❝❡s✳ ■♥s✐❞❡ ❛ ❝❡❧❧✱
t✇♦ ♣♦✐♥ts ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ θ ✖❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ r❛② ♠❡❡t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦r ✜♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ tan θ = x/y ♦r cot θ = y/x✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛s tan θ ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r θ = π/2 mod π✱ ✇❤✐❧❡ cot θ ✐s ♥♦t s♦ ❢♦r θ = 0

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✷✾

mod π✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥s✐❞❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣
{

tan θ ❢♦r ❝❡❧❧s ♦❢ ✐♥❞❡① 8, 1, 4, 5,

cot θ ❢♦r ❝❡❧❧s ♦❢ ✐♥❞❡① 2, 3, 6, 7.
✭✾✮

❚❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❜❡✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❡①t❡♥s✐♦♥✱ s♦ ❛r❡ t❤❡ r❛t✐♦s x/y ❛♥❞ y/x ✖✐❢ ❞❡✜♥❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❞✐s❦ x2 + y2 ≤ r2
0 ✐♥t♦ ♦♣❡♥ ❤❛❧❢ q✉❛❞r❛♥ts ❛♥❞

❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✳

| x |>| y |

| x |>| y |

| x |<| y |

| x |<| y |

1

2

3

45

6

7

8

x

y

θ✲❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✭✾✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ tan θ ♦r cot θ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ♣♦❧❡s ❜✉t ♣♦s❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡❢✳ ✸✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❢♦r ❛❧❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ♦r
❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ❛ ♣♦✐♥t ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧❡✱ ✇❤♦s❡ x ❛♥❞ y ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t tan θ = x/y ❛♥❞✴♦r
cot θ = y/x✳ ❋♦r ❝✐r❝❧❡ C0i✱ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
p1 = (yi,−xi, 0) ❛♥❞ p2 = (−yi, xi, 0)✳ ❚❤❡ st❛rt ❛♥❞ ❡♥❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ❛r❡ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ θ ✈❛❧✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❛rt ♣♦✐♥t ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ❋♦r ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✱ ✇❤✐❧❡ s✇❡❡♣✐♥❣
❢r♦♠ ✐ts st❛rt ♣♦✐♥t t♦ ✐ts ❡♥❞ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ✖❛s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
✇✐t❤ S0✱ ❡♥❝♦✉♥t❡rs t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳

■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ r♦♦ts ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❈❛rt❡✲
s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝✐r❝❧❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✸✵ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✳ ❆s s✉❝❤ ♣♦✐♥ts ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠❡ ✐♥t♦ ♣❛✐rs✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st θ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣
❥✉st ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s ♦r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥t ❜❡✐♥❣
tr✐✈✐❛❧✱ ❛ss✉♠❡ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❞r❛♥t✳ ▲❡t (xF , yF , zF ) ❛♥❞ (xS , yS , zS) ❜❡
t✇♦ s✉❝❤ ♣♦✐♥ts✳ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s♠❛❧❧❡st θ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❙✐❣♥(yF xS − xF yS)✳
❇② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✹✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❢♦✉r r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs a, b, c, d s✉❝❤ t❤❛t

{

xF = aX + b yF = cX + d, ✇✐t❤ X ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦

xS = aY + b yS = cY + d, ✇✐t❤ Y ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦
✭✶✵✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❙✐❣♥(yF xS − xF yS) = ❙✐❣♥((bc − ad)(X − Y ))✳ ❙✐♥❝❡ X ❛♥❞ Y ❛r❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❙✐❣♥(bc − ad)✳

✻✳✸✳✾ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛❧♦♥❣ ❛ ♠❡r✐❞✐❛♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡
θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛❧♦♥❣ t❤✐s ♠❡r✐❞✐❛♥✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❛♥❞ s❡❧❡❝t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s t❤❛t ❛r❡
✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s♦rt❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r z
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✖❝❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✹✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡r✐❞✐❛♥ ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❝♦✈❡r❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛ ♠❡r✐❞✐❛♥ ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

✻✳✸✳✶✵ ❙♦rt✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛t ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❚♦▲❡❢t❴✸✳
●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t p ❝♦♠♠♦♥ t♦ t✇♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛♥❞ ❧②✐♥❣ ♦♥

♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ✜♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛❜♦✈❡✱ ❜❡❧♦✇✮ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛r❝s t♦ t❤❡
❧❡❢t ♦❢ p✱ ✐✳❡✳ ❢♦r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ θ − ε ✇✐t❤ ε ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s ❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ S0 ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ Si ❛♥❞ Sj ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ♥♦t
❞❡✜♥❡❞ ✐❢ ♣♦✐♥t p ✐s ❛ ♣♦❧❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ♦❢ ❛♥② t②♣❡ ❜✉t ❜✐♣♦❧❛r ❛s
♥♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ s✉❝❤ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡
❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✐t ✐♥t♦ ♦♥❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ♦♥❡ ❧♦✇❡r ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦♥ ❛ ♣♦❧❛r
❝✐r❝❧❡ ♣❛ss✐♥❣ ❜② t❤❡ ♥♦rt❤ ✭s♦✉t❤✮ ♣♦❧❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❧♦✇❡r ✭✉♣♣❡r✮ ♦♥❡✳

❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t ♠❛t❝❤❡s
❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝✐r❝❧❡s ✖t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧
♦♥❡✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ✽ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s Ai ❛♥❞ Aj s❤❛r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥
♣♦✐♥t p✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♣♦✐♥t p ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ Ai✳ ❖♥❡ ❤❛s✿

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✸✶

✕ ■❢ p ✐s ♥♦t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ Aj✱ t❤❡♥ Ai ✐s ❛❜♦✈❡ ✭❜❡❧♦✇✮ Aj ✐❢ Ai ✐s ❛
✉♣♣❡r ✭❧♦✇❡r✮ ❛r❝ ♦❢ ✐ts ❝✐r❝❧❡✳

✕ ■❢ p ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ Aj✱ t❤❡♥ ✭✐✮ ✐❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝
✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❛r❝✱ ✐t ✐s ❛❜♦✈❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❛r❝ ✭✐✐✮ ✐❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛r❡ ❜♦t❤ ✉♣♣❡r
✭❧♦✇❡r✮ ❛r❝s✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡st ✭s♠❛❧❧❡st✮ r❛❞✐✉s ✐s ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ♥♦t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦rs ❛t t❤❡
❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t✱ ♣r♦✈✐❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❢❡❛t✉r❡s
❛ t❛♥❣❡♥❝② ♦r ♥♦t✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳

⊲ ❚❛♥❣❡♥ts t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ❛t ♣♦✐♥t p ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛r❡ ♥♦t
t❛♥❣❡♥t ❛t p✱ ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡♠ ✐s t❛♥t❛♠♦✉♥t t♦ ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r t❛♥❣❡♥ts✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❞❡♥♦t❡ tk✱
k = i, j✱ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝✐r❝❧❡ C0k ❛t ♣♦✐♥t p✳ ❚❛♥❣❡♥ts ti ❛♥❞ tj ❛r❡ ❝❤♦s❡♥
s♦ ❛s✱ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t s♣❛❝❡ ♦❢ S0✱ t♦ ♣♦✐♥t t♦✇❛r❞s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ✳ ❇❡❝❛✉s❡ ti
❛♥❞ tj ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ p✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❙✐❣♥(∆)✱ ✇✐t❤

∆ =< ti ∧ tj , p > . ✭✶✶✮

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ t❛♥❣❡♥t t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡ ♦❢ S0 ❛t p✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡❝t♦rs ni = c0ip ❛♥❞ nj = c0jp✳ ❋♦r k = i, j t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦rs ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
✕ tk = βkc0k ∧ nk✱ ✇✐t❤ βk = −1 ✭1✮ ✐❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✇❤❡r❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r
✭❛ ❧♦✇❡r✮ ♦♥❡✱ ❢♦r ❛ ♥♦r♠❛❧ ♦r ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✳
✕ tk = αkck ∧ nk ✇✐t❤ γk = ±1 s✉❝❤ t❤❛t γkck.z > 0✱ ❢♦r ❛ t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡✳

⊲ ❈❛s❡ ■✿ ❝✐r❝❧❡s C0i ❛♥❞ C0j ❛r❡ ♥♦t t❛♥❣❡♥t ❛t p✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ∆ 6= 0✱ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛❧♦♥❣
Mθ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✕ ■❢ ∆ < 0 ✭∆ > 0✮✱ t❤❡ ❛r❝ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② C0i ✐s ❜❡❧♦✇ ✭❛❜♦✈❡✮ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② C0j ✳
❙❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳
⊲ ❈❛s❡ ■■✿ ❝✐r❝❧❡s C0i ❛♥❞ C0j ❛r❡ t❛♥❣❡♥t ❛t p✳ ❉❡♥♦t❡ pkz t❤❡ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ C0k✳ ❲❤❡♥ ∆ = 0✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ s✉❜✲❝❛s❡s✿

❼ ■❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝✐r❝❧❡s ✐s t❤r❡❛❞❡❞✱ s❛② C0i✿

✕ ✐❢ C0j ✐s ♥♦t t❤r❡❛❞❡❞✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ pz − pjz
✳

✕ ✐❢ C0j ✐s ❛❧s♦ t❤r❡❛❞❡❞✱ ❛s t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s ✇✐t❤ ❝❡♥t❡rs ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ z ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❛♥❣❡♥t✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ C0i ❛♥❞
C0j ✳

❼ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ✐s t❤r❡❛❞❡❞✳ ❙❡❡ ❋✐❣✳ ✼ ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

❋♦r k = i, j✱ ❧❡t rk = r2
0k❙✐❣♥(pz − pkz)✳ ◆♦t✐❝❡ rk ✐s ❛❧✇❛②s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ 0 ❜❡❝❛✉s❡

✇❡ s✉♣♣♦s❡ p ✐s ♥♦t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✸✷ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❋✐❣✉r❡ ✻ ❖r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥ts t♦ ❝✐r❝❧❡s C0i ❛♥❞ C0j ❛t p✿ ✭❛✮ ❚❤❡
❛r❝ ♦❢ C0i ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❛r❝✱ t❤❛t ♦❢ C0j ❛ ❧♦✇❡r ❛r❝❀ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ p✱ t❤❡ ❛r❝ ♦❢ C0i ✐s ❜❡❧♦✇
t❤❡ ❛r❝ ♦❢ C0j ✭❜✮ ❚❤❡ ❛r❝s ♦❢ C0i ❛♥❞ C0j ❛r❡ ❧♦✇❡r ❛r❝s❀ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ p✱ t❤❡ ❛r❝ ♦❢ C0i ✐s
❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛r❝ ♦❢ C0j

(a) (b)

c0j

c0i
C0i

C0j

ni

ti

tj

nj
C0i

C0j

c0j

c0i

ti

tj

ni

nj

p

p

Mθ Mθ

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✸✸

❋✐❣✉r❡ ✼ ❖r❞❡r✐♥❣ ❛❜♦✉t t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥t p❀ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✿ ✭❛✮ rirj < 0 ❛♥❞
ri > 0✿ C0i ✐s ❜❡❧♦✇ C0j ❀ ✭❜✮ rirj > 0✱ ri < 0 ❛♥❞ ri < rj ✿ C0i ✐s ❛❜♦✈❡ C0j ❀ ✭❝✮ rirj > 0✱
ri > 0 ❛♥❞ ri < rj ✿ C0i ✐s ❜❡❧♦✇ C0j ❀

(a) (b) (c)

p

C0i

C0j

c0j

c0i

p

C0i

C0j

c0j

c0i

p

C0i

C0j

c0j

c0i

pj

pi p′i

p′j pj

pi p′i

p′j

pj
pi

p′i

p′j

✕ ✐❢ rirj > 0✿ ✐❢ ri < 0 ✭ri > 0✮✱ ❛ss✉♠✐♥❣ r0i < r0j ✱ t❤❡ ❛r❝ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② C0i ✐s
❛❜♦✈❡ ✭❜❡❧♦✇✮ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② C0j ✳

✕ ✐❢ rirj < 0✿ ✐❢ ri > 0 ✭ri < 0✮✱ t❤❡ ❛r❝ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② C0i ✐s ❜❡❧♦✇ ✭❛❜♦✈❡✮ t❤❛t
❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② C0j ✳

⊲ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✳

❈❛s❡ ■■ ✐s ❡❛s✐❧② r✉❧❡❞ ♦✉t✱ ❛s ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ s✐❣♥ ♦❢ pz − pkz✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ pz − pkz ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮✱ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦❢ C0k ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐s ❛ ❧♦✇❡r ✭✉♣♣❡r✮ ♦♥❡✳

❈❛s❡ ■ r❡❧✐❡s ♦♥ ∆✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞♦✐♥❣ 9 ♣r♦❞✉❝ts
✶✵

♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t
❙✐❣♥(∆) ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t✇♦ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡
t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❝✐r❝❧❡s C0i ❛♥❞ C0j ❛r❡ ♥♦t ❜✐♣♦❧❛r✱ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛ ♠❡r✐❞✐❛♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✿

✶✵❚❤❡ ✈❡❝t♦r ✭❞♦t✮ ♣r♦❞✉❝t r❡q✉✐r❡s 6 ✭3✮ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✸✹ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ✾ ▲❡t ∆′ =
tjz

‖tj‖
− tiz

‖ti‖
✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∆ ✐s t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∆′✳

❋r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ✶✵ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∆′ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛t ♠♦st t✇♦ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t✇♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡
t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∆′ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ✐♥❢❡rr❡❞✿ tiz = 0 ❛♥❞ tjz
= 0❀ tiz = 0

♦r tjz
= 0❀ tiz ❛♥❞ tjz

❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ tiz ❛♥❞ tjz
❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥ ♥✉❧❧✳ ❘❡❝❛❧❧

t❤❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❝✐r❝❧❡ C0k, k = i, j ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✮✳ ❙✐♥❝❡ c0k ❛♥❞ c0kp ❛r❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ t❤❡ s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐s 1 ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿
✕ ■❢ tk = ±c0k ∧ c0kp✱

t2k = c0k
2

︸︷︷︸

α2

k
ck

2

c0kp2

︸ ︷︷ ︸

r2

0k

❛♥❞ tkz = ±αk(ckxpy − ckypx)

✇✐t❤ αk ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✸✳
✕ ■❢ tk = ±ck ∧ ckp✱

t2k = ck
2 c0kp2

︸ ︷︷ ︸

r2

0k

❛♥❞ tkz = ±(ckxpy − ckypx)

❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∆′ ✐s t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ‖ti‖tjz
− ‖tj‖tiz✳ ❇✉t

t2i tj
2
z
− t2j ti

2
z = (‖ti‖tjz

+ ‖tj‖tiz)(‖ti‖tjz
− ‖tj‖tiz) ✭✶✷✮

❆♥❞ s✐♥❝❡ ✇❡ s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t ❙✐❣♥(tjz
) = ❙✐❣♥(tiz)✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

❙✐❣♥(∆′) = ❙✐❣♥(tjz
)❙✐❣♥(t2i (tjz

)2 − t2j (tiz)
2). ✭✶✸✮

❙✐♥❝❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ p ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥✱ s♦ ❛r❡ tiz ❛♥❞ tjz

✳ ■❢ tjz
❛♥❞ tiz ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ♥♦r♠s ♦❢ t❤❡

t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦rs ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✇❡ ♥❡❡❞ t✇♦ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡
t✇♦ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tiz ❛♥❞ tjz

✳ �

❘❡♠❛r❦✳ ✶ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ M0 ❧♦❝❛t❡❞ ❛t θ = 0✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛t ❛ ♣♦✐♥t p ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠❡r✐❞✐❛♥✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡
∆′ ♥❡❡❞ ♥♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t px > 0 ❛♥❞ py = 0✳
❯s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ tkz ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢❛❝t♦r✐③❡ ❜② px ♦r p2

x ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
s✐❣♥ ♦❢ ∆′ ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♦♥❧②✳

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✸✺

✻✳✸✳✶✶ ▲♦❝❛t✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ✇rt θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸ ❢♦r ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ♦♥❡
θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❳❨❴✸✳

●✐✈❡♥ ❛ θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t p ♦♥ ❛ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t❤✐s ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛❜♦✈❡✱ ♦♥✱ ❜❡❧♦✇✮ ♦❢ ♣♦✐♥t p ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✳
❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♣❛rt❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦
❝❛s❡s✳

❚❤❡ ❛r❝ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡✳ ❆ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ C0i ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥ t✇♦
θ✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✱ ❛ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ♦♥❡✳ ❆ s✉❝❤ ❝✐r❝❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s S0 ✐♥t♦ t✇♦
r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✉♥❡q✉❛❧ ❛r❡❛s✳ ✭●r❡❛t ❝✐r❝❧❡s s♣❧✐t S0 ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛❧ ❛r❡❛s✱ ❜✉t s✉❝❤ ❝✐r❝❧❡s
❛r❡ ❜✐♣♦❧❛r ♦r t❤r❡❛❞❡❞✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ C0i✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ st❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r
♣♦✐♥t p ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❛♣ ♦❢ ❧❡❛st ❛r❡❛ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❝✐r❝❧❡ C0i ♦♥ S0✳ ❚❤✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❝♦♥s✐sts
♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ✭✇✐t❤ ❆❑✿✿❙✐❣♥❆t✮ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❧✉❣❣✐♥❣
t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♣♦✐♥t p ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱
✉s✐♥❣ ❛s ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r c0i✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿
✕ ■❢ ♣♦✐♥t p ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛♣s ♦❢ ❧❡❛st ❛r❡❛✿ ♣♦✐♥t p ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝ ♦❢ C0i ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ❧♦✇❡r ♦♥❡✳
✕ ■❢ ♥♦t✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ p ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ p ❛♥❞ ♦❢
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ C0i✳

❚❤❡ ❛r❝ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣♦❧❛r ♦r ❛ t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ p ✇✳r✳t✳ ❛♥②
❛r❝ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ♣♦✐♥t p ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ ✉s✐♥❣ ❛s ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r
u = ±ci s✉❝❤ t❤❛t uz > 0✳

❋✐❣✉r❡ ✽ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t p ✇rt t✇♦ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡s✱ ♦♥❡ t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♣♦❧❛r
❝✐r❝❧❡✳ P♦✐♥t p ✐s ✐♥s✐❞❡ ✭♦✉ts✐❞❡✮ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛♣s ♦❢ s♠❛❧❧❡st ❛r❡❛ ❞❡✜♥❡❞ ❜② C0j ✭C0i✮✳ p
✐s ❛❜♦✈❡ ❝✐r❝❧❡s C0k ❛♥❞ C0l

C0k

C0j

c0
p

S0

Mθ

C0i

C0l

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✸✻ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

✼ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❦❡t❝❤ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧❛ss ❛♥❞ t♦ ❧✐♠✐t s♣❛❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ✐s ♦♥ ❞❛t❛ ♠❡♠❜❡rs✳ ❚♦
♠❛❦❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞✱ ✇❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t ❈✰✰ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s✳

✼✳✶ ❈✰✰ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s

●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s✳ ■♥ ❈✰✰✱ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞ t②♣❡❞❡❢ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ s❤♦rt❝✉t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t②♣❡
♥❛♠❡✳ ■♥s✐❞❡ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss✱ t②♣❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ t②♣❡♥❛♠❡ ❦❡②✇♦r❞✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✐♥s✐❞❡ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❛ ♥❡st❡❞
t❡♠♣❧❛t❡ t②♣❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✱ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞ t❡♠♣❧❛t❡

✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ t❤❡ s②♥t❛①✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡♠❛r❦✱ ❛❧❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉
❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❛r❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✐ts❡❧❢✱ s♦ ❛s t♦ ❛❝❝❡ss ❛❧❧
❢❡❛t✉r❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ str❛t❡❣② ✉s❡❞ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ❝♦♣✐❡s
♦❢ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ✐s s✐♠♣❧❡✿ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜②
❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❛t ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡❣❡r ✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞ ✭❞❡❝r❡❛s❡❞✮ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✭❞❡❧❡t❡❞✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛♥✐s❤❡s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❞❡✲❛❧❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❣❛❧

✉s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss ❈●❆▲✿✿❍❛♥❞❧❡❴❢♦r❁❚❃✳ ❚♦ ♠❛❦❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦♣t✐♦♥❛❧ ✖❛
❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r ❝❣❛❧ ❦❡r♥❡❧s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss
❙❑✿✿❍❛♥❞❧❡❁❚❃✳ ❚❤✐s t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❙❑✿✿❍❛♥❞❧❡❁❚❃✿✿t②♣❡ t②♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✐t❤❡r
t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❚ ✐ts❡❧❢ ✖♥♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣✱ ♦r t❤❡ ❈●❆▲✿✿❍❛♥❞❧❡❴❢♦r❁❚❃ t②♣❡
✖r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❜♦t❤ ♦♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❈●❆▲✿✿❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧✇❛②s r❡t✉r♥s
t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t②♣❡ ❚✳

❆❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ♥✉♠❜❡r t②♣❡s✿ ❛ ✜❡❧❞ ♥✉♠❜❡r
t②♣❡ ✖s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✖▲✐♥❡❛r❴❦❡r♥❡❧✿✿❋❚✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ t②♣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❦❡r♥❡❧ ✖❆❑✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❡r t②♣❡ ✖❞♦✉❜❧❡

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❛② ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❜✉✐❧t✲✐♥ sq✉❛r❡ r♦♦t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■❢ ♥♦t✱ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss ❈●❆▲✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷❁❋❚❃✱ ✇❤♦s❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
α + β

√
γ ✇❤❡r❡ α✱ β ❛♥❞ γ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ t②♣❡ ❋❚✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❜♦t❤ ♦♣t✐♦♥s✱

t❤❡ ❆❑✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷ ✐s r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss ❈●❆▲✿✿❘♦♦t❴♦❢❴tr❛✐ts❁❋❚❃✱ ♥❛♠❡❧② ❛s
❈●❆▲✿✿❘♦♦t❴♦❢❴tr❛✐ts❁▲✐♥❡❛r❴❦❡r♥❡❧✿✿❋❚❃✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷✳

✼✳✷ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧

⊲ ❆ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝❧❛ss t❤✉s st♦r❡s t❤❡s❡ t✇♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡
✐♥❤❡r✐ts ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❧❛ss✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ✐s r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛
♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❧❛ss✳

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✸✼

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ❈✐r❝❧❡❴✸④

t②♣❡❞❡❢ st❞✿✿♣❛✐r❁t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸✱t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿P❧❛♥❡❴✸❃ ❘❡♣❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁❘❡♣❃✿✿t②♣❡ ❜❛s❡❀

⑥❀

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ❈✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸

✿♣✉❜❧✐❝ ❈✐r❝❧❡❴✸❁❙❑❃④

♣✉❜❧✐❝✿

❝♦♥st t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸✫ r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮ ❝♦♥st

④r❡t✉r♥ ❈●❆▲✿✿❣❡t✭t❤✐s✲❃❜❛s❡✮✳❢✐rst❀⑥

⑥❀

⊲ ❚❤❡ ❝❧❛ss ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ θ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t st♦r❡s ♦♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞❡❣r❡❡ t✇♦ ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ tan θ ♦r cot θ✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞❡① s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r
tan ♦r cot ✐s ✉s❡❞ ✖s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ✐s ♦❢ t②♣❡ ❙❑✿✿❍q❴✐♥❞✐❝❡s✱ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞
t②♣❡✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ❚❤❡t❛❴r❡♣④

t②♣❡❞❡❢ st❞✿✿♣❛✐r❁t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❍q❴✐♥❞✐❝❡s✱t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❆❑✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷❃ ❘❡♣❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁❘❡♣❃✿✿t②♣❡ ❜❛s❡❀

⑥❀

⊲ ❚❤❡ ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ✐s ❢✉❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱
t❤✐s t②♣❡ ❜❡✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣♦✐♥ts ♦♥
❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ✐♥❤❡r✐ts ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❧❛ss✱ ❛♥❞ ❤❛s t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠❜❡rs✿ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ θ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴✸④

t②♣❡❞❡❢ t②♣❡♥❛♠❡ ❆❑✿✿❘♦♦t❴❢♦r❴s♣❤❡r❡s❴✷❴✸ ❘❡♣❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁❘❡♣❃✿✿t②♣❡ ❜❛s❡❀

⑥❀

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸

✿♣✉❜❧✐❝ ❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴✸❁❙❑❃④

t②♣❡❞❡❢ st❞✿✿♣❛✐r❁t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸✱t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❚❤❡t❛❴r❡♣❃ ❊①♣❛♥❞❡❞❴r❡♣❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁❊①♣❛♥❞❡❞❴r❡♣❃✿✿t②♣❡ ❡①♣❛♥❞❡❞❴❜❛s❡❀

♣✉❜❧✐❝✿

❝♦♥st t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸✫ r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮ ❝♦♥st

④r❡t✉r♥ ❈●❆▲✿✿❣❡t✭❡①♣❛♥❞❡❞❴❜❛s❡✮✳❢✐rst❀⑥

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✸✽ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

❝♦♥st t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❚❤❡t❛❴r❡♣✫ t❤❡t❛❴r❡♣✭✮ ❝♦♥st

④r❡t✉r♥ ❈●❆▲✿✿❣❡t✭❡①♣❛♥❞❡❞❴❜❛s❡✮✳s❡❝♦♥❞❀⑥

⑥❀

⊲ ❚❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❝❧❛ss st♦r❡s t❤❡ ❝✐r❝❧❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❛r❝ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ❝❧❛ss ✐♥❤❡r✐ts ❢r♦♠ t❤✐s ❝❧❛ss✱ ❜✉t t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡
❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ❞✐✛❡r✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ t❡♠♣❧❛t❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❧❛ss ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♦♥❡s✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑✱❝❧❛ss ❈✐r❝❧❡❂t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❴✸✱

❝❧❛ss ❊♥❞♣♦✐♥t❂t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴✸❃

❝❧❛ss ❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴✸④

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❚r✐♣❧❡❁❈✐r❝❧❡✱❊♥❞♣♦✐♥t✱❊♥❞♣♦✐♥t❃ ❘❡♣❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁❘❡♣❃✿✿t②♣❡ ❜❛s❡❀

⑥❀

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸

✿♣✉❜❧✐❝ ❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴✸❁❙❑✱t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸✱

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸❃④

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸❃✿✿t②♣❡ r❡❢❴s♣❤❡r❡❀

♣✉❜❧✐❝✿

❝♦♥st t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸✫ r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮ ❝♦♥st

④r❡t✉r♥ ❈●❆▲✿✿❣❡t✭r❡❢❴s♣❤❡r❡✮❀⑥

⑥❀

⊲ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t ❝❧❛ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ tr✐♣❧❡✿ ❛ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ▲✐♥❡❴❛r❝❴✸④

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❚r✐♣❧❡❁t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿▲✐♥❡❴✸✱t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴✸✱

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴✸❃ ❘❡♣❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁❘❡♣❃✿✿t②♣❡ ❜❛s❡❀

⑥❀

✼✳✸ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧

⊲ ❚❤❡ ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛♥❡s✱ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ax + by + cz + d = 0✱ st♦r❡s t❤❡ 4
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❛♥ ❛rr❛②✳ ❚❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❋❚❃

❝❧❛ss P♦❧②♥♦♠✐❛❧❴✶❴✸④

❋❚ r❡♣❬✹❪❀ ✴✴ st♦r❡s ❛✱ ❜✱ ❝✱ ❞

⑥❀

■◆❘■❆



❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✸✾

⊲ ❚❤❡ ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❤❡r❡s✱ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (x−a)2+(y−b)2+(z−c)2−R2 = 0✱
st♦r❡s t❤❡ 4 ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❛♥ ❛rr❛②✳ ❚❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❋❚❃

❝❧❛ss P♦❧②♥♦♠✐❛❧❴❢♦r❴s♣❤❡r❡s❴✷❴✸④

❋❚ r❡♣❬✹❪❀ ✴✴ st♦r❡s ❛✱ ❜✱ ❝✱ ❘❫✷

⑥❀

⊲ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ st♦r❡s ♦♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡
t✇♦ ♣❡r ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ♦♥
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜✉✐❧t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❋❚❃

❝❧❛ss ❘♦♦t❴❢♦r❴s♣❤❡r❡s❴✷❴✸ ④

t②♣❡♥❛♠❡ ❘♦♦t❴♦❢❴tr❛✐ts❁❋❚❃✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷ ①❴❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❘♦♦t❴♦❢❴tr❛✐ts❁❋❚❃✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷ ②❴❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❘♦♦t❴♦❢❴tr❛✐ts❁❋❚❃✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷ ③❴❀

⑥❀

✼✳✹ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝♦❞❡ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤r❡❡ s♣❤❡r❡s ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts✳

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴❈❛rt❡s✐❛♥✳❤❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴❆❧❣❡❜r❛✐❝❴❦❡r♥❡❧❴❢♦r❴s♣❤❡r❡s❴✷❴✸✳❤❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴❙♣❤❡r✐❝❛❧❴❦❡r♥❡❧❴✸✳❤❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴▼P❴❋❧♦❛t✳❤❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴◗✉♦t✐❡♥t✳❤❃

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿◗✉♦t✐❡♥t❁ ❈●❆▲✿✿▼P❴❋❧♦❛t❃ ◆❚❀

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❈❛rt❡s✐❛♥❁◆❚❃ ▲✐♥❡❛r❴❦❀

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❆❧❣❡❜r❛✐❝❴❦❡r♥❡❧❴❢♦r❴s♣❤❡r❡s❴✷❴✸❁◆❚❃ ❆❧❣❡❜r❛✐❝❴❦❀

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❙♣❤❡r✐❝❛❧❴❦❡r♥❡❧❴✸❁▲✐♥❡❛r❴❦✱❆❧❣❡❜r❛✐❝❴❦❃ ❙❑❀

✐♥t ♠❛✐♥✭✮④

✴✴❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✸ s♣❤❡r❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❝❡♥t❡rs ❛♥❞ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✐

❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸ s✶✭❙❑✿✿P♦✐♥t❴✸✭✵✱✵✱✵✮✱✷✮❀

❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸ s✷✭❙❑✿✿P♦✐♥t❴✸✭✵✱✶✱✵✮✱✶✮❀

❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸ s✸✭❙❑✿✿P♦✐♥t❴✸✭✶✱✵✱✵✮✱✸✮❀

❙❑✿✿■♥t❡rs❡❝t❴✸ ✐♥t❡r❀

❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❴①②③❴✸ ❝♠♣❀

st❞✿✿✈❡❝t♦r❁ ❈●❆▲✿✿❖❜❥❡❝t ❃ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s❀

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✹✵ P✳▼✳▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ✫ ❋✳ ❈❛③❛❧s ✫ ❙✳ ▲♦r✐♦t ✫ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞

✐♥t❡r✭s✶✱s✷✱s✸✱st❞✿✿❜❛❝❦❴✐♥s❡rt❡r✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✮✮❀

st❞✿✿♣❛✐r❁❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴✸✱✉♥s✐❣♥❡❞❃ ♣✶✱♣✷❀

✴✴✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥t❡❣❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t

✐❢ ✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳s✐③❡✭✮ ❃✶✮④

✴✴❛s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ r❡t✉r♥ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ✭♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✱

✴✴❝✐r❝❧❡✱✳✳✳✮✱ ❈●❆▲✿✿❖❜❥❡❝t ❛♥❞ ❈●❆▲✿✿❛ss✐❣♥ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r

✴✴t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t②♣❡

✐❢ ✭❈●❆▲✿✿❛ss✐❣♥✭♣✶✱✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s❬✵❪✮ ✫✫ ❈●❆▲✿✿❛ss✐❣♥✭♣✷✱✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s❬✶❪✮✮

st❞✿✿❝♦✉t ❁❁ ✧❚✇♦ ❞✐❢❢❡r❡♥t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✧ ❁❁ st❞✿✿❡♥❞❧❀

❡❧s❡

st❞✿✿❝♦✉t ❁❁ ✧❊rr♦r✧ ❁❁ st❞✿✿❡♥❞❧❀

⑥

✴✴✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s♦rt❡❞ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②

❈●❆▲❴❛ss❡rt✐♦♥✭❝♠♣✭♣✶✳❢✐rst✱♣✷✳❢✐rst✮❂❂❈●❆▲✿✿❙▼❆▲▲❊❘✮❀

r❡t✉r♥ ✵❀

⑥

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❍✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦❞❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❢♦✉r ✈✐rt✉❡s✿ r♦❜✉st♥❡ss✱ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ♠♦❞✉❧❛r✐t②✱ r❡✲
✉s❛❜✐❧✐t②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s♣❤❡r❡s ❛r❡ ❛♠♦♥❣st t❤❡ ♠♦st ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ♥♦ ✈✐rt✉♦✉s
❧✐❜r❛r② ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✇❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥s✇❡rs t❤✐s ♥❡❡❞✱
❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❢❡❛t✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ t②♣❡s
❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♣❤❡r❡s✱ ♣❧❛♥❡s✱ ❝✐r❝❧❡s✱ ❝✐r❝❧❡ ❛r❝s ❛♥❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✸❉✳
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