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✐♠♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝❤❡③ ❧❡ ♠❛❝❛q✉❡✿ ❱✶ ❡t ▼❚✳ P♦✉r êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ tr❛✐t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❛ ❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ✈❡♥❛♥t ❞✉ s②stè♠❡
✈❡♥tr❛❧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❱✶✴▼❚ ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦rs❛❧ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s
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s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣s②❝❤♦♣❤②s✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✲
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✶✳✶✳✶ ❚❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✶✳✶✳✷ ▼♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✶✳✸ ❊①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✶✳✹ ▼✉❧t✐st❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✷ P❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ❛ ❜r❛✐♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ♠♦t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✷✳✶ ❱✐s✉❛❧ ♣❛t❤✇❛②s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✷✳✷ ❋❡❡❞❜❛❝❦ t♦ ❱✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✷✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t✉♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✷✳✹ ❋♦r♠ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷ ❊①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✶✾

✷✳✶ ❙✐♠♦♥❝❡❧❧✐ ❛♥❞ ❍❡❡❣❡r✬s ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✷✳✷ ❇❛②❡r❧ ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✷✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
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✸ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✷✸

✸✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✸✳✷ ❉❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✸✳✷✳✶ ❋♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
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✹ ❘❡s✉❧ts ✸✶

✹✳✶ ❇❛r❜❡r P♦❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
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❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✹ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

✹✳✺ ❚r❛♥s♣❛r❡♥t tr❡❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✾

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✺

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❍✉♠❛♥s ❛♥❞ ❛♥✐♠❛❧s ❤❛✈❡ ❛ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r r❡✢❡① ♦r ✈♦❧✉♥t❛r②
❛❝t✐♦♥s✳ ❇❡ ✐t ❡✐t❤❡r t♦ r❡s❡❛r❝❤ ♣r❡②s ❤✐❣❤❧② ❝❛♠♦✉✢❛❣❡❞✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇❤✐❧❡ r✉♥♥✐♥❣
❛t ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ♦r t♦ s♠❛s❤ ❛ t❡♥♥✐s ❜❛❧❧✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ s❝❡♥❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❡②❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♥❡✉r❛❧ s②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s
r❡♣♦rt ✇❡ ❛r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛t❡ ❡❛r❧② ✈✐s✉❛❧ s②st❡♠✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
♦♥ t❤❡ ✜rst st❡♣s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳

Ps②❝❤♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ♣❤②s✐♦❧♦❣② ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✈✐s✉❛❧ s②st❡♠✳ Ps②❝❤♦♣❤②s✐❝s st✉❞✐❡s t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❤✉♠❛♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛
❣✐✈❡♥ st✐♠✉❧✉s✳ P❤②s✐♦❧♦❣② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣② ❛♥❞
❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♣❤②s✐♦❧♦❣② ❛♥❞ t♦♣✲❞♦✇♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝s✱
♠♦❞❡❧s tr② t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r♦❧❡ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛r❡❛s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡♠ ✐♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s✉❜❥❡❝t✐✈❡
♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s r❡♣♦rt ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❤♦✇ ♠♦t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r❡❞ ❜② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡✉r♦♥s
❢r♦♠ t❤❡ ❡②❡s t♦ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧❧② s❡❣r❡❣❛t❡❞ ❣r♦✉♣ ♦❢
♥❡✉r♦♥s ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r♦❧❡✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡① ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ ❛r❡❛s ❜② ❜♦t❤ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s ❞♦♥❡ ❜② ❇r♦❞♠❛♥♥ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥
r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✷✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❢♦r♠ ❝✉❡s
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣s②✲
❝❤♦♣❤②s✐❝❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♣♦st❡r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛t ❊❈❱P✷✵✵✼✱ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ♦♥ ❱✐s✉❛❧ P❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ✐♥ ❆✉❣✉st ✷✵✵✼✳ ❚❤❡ ♣♦st❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❡✈❡r❛❧ ❛♥✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤
st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴❡♠✐❧✐❡♥✳t❧❛♣❛❧❡✳❝♦♠✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾

http://emilien.tlapale.com


✻ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st
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❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✼

❈❤❛♣t❡r ✶

❲❤❛t ❞♦ ✇❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s✉❛❧

s②st❡♠❄

✶✳✶ Ps②❝❤♦♣❤②s✐❝s✱ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✇❛② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡

✈✐s✉❛❧ s②st❡♠

Ps②❝❤♦♣❤②s✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✇❤❡♥ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ st✐♠✉❧✐✳
■♥ ❈❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ t❤✐s ❡✈❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛
♠♦❞❡❧ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❲❡ t❤❡r❡❛❢t❡r ♣r❡s❡♥t st✐♠✉❧✐ r❡❧❡✈❛♥t
t♦ ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

✶✳✶✳✶ ❚❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠

❆ ❧♦❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❛ ♠♦t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛t ❡❛❝❤
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ❧♦❝❛❧ ♠♦t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ✜rst ♠♦t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t ❡①tr❛❝t❡❞
❜② ♦✉r ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡①✱ ♦♥ t❤❡♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ❜❡ ❞♦♥❡✳ ▲♦❝❛❧ ♠♦t✐♦♥s ❛❧s♦ s❡r✈❡s
❛s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ♠❛♥② ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦t✐♦♥✳

▲♦❝❛❧ ♠♦t✐♦♥s ❤♦✇❡✈❡r ❛r❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛♣❡rt✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠
✭❲❛❧❧❛❝❤✱ ✶✾✸✺✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢♦r ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r
✈✐s✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜❛r tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❜❡❤✐♥❞
❛♥ ❛♣❡rt✉r❡✳ ❲❡ ❝❛♥♥♦t ✜❣✉r❡ ♦✉t ✇✐t❤♦✉t s❡❡✐♥❣ t❤❡ ❜❛r ❡♥❞ ♦❢ ❧✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❛❧
❜❛r ♠♦t✐♦♥✳ ▼♦t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡♥❞ ♦❢ ❧✐♥❡s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛r✱ s♦ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♠♦r❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❲❤❡♥ ♠♦t✐♦♥ ❧✐❦❡ t❤✐s ❜❛r ♦♥❧②
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✉r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ s❧♦✇❡st ♠♦t✐♦♥✱
❛♥ ❡✛❡❝t ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r✐♦r ♦♥ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

❚❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s t♦ ❛♠❜✐❣✉♦✉s r❡❣✐♦♥s ✐s ♥♦t ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s✱
✐t ✐s ❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ▼❛ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮
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✽ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ✇❤❡♥ ✷❉ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❡♥❞ ♦❢ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♠♦t✐♦♥
✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❚❤❡ s❧♦✇❡st ♠♦t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♣❡r❝❡✐✈❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ✐s r❡♠♦✈❡❞✱ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❧✐♥❡s
❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡❧❛② ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
t♦ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❞❡❧❛② ✐s st✐❧❧ ✉♥❝❧❡❛r✱ ✐t ♠✐❣❤t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✶✳✶✳✷ ▼♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

❖t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤❡r❡ ♠♦t✐♦♥ ❛♠❜✐❣✉✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❇❛r❜❡r P♦❧❡s✳
❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❜❛rs ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜✉t t❤r♦✉❣❤ ❛♥
✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♣❡rt✉r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ s❤♦✇s ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ st✐♠✉❧✉s ❢♦r
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣❡rt✉r❡✿ ❛ sq✉❛r❡ ❛♥❞ ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡✳ ❖♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ✇❡ ♠♦st❧② s❡❡ ❛ ♠♦t✐♦♥
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❜❛r ❜✉t ♦t❤❡r ♠♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s r✐❣❤t✇❛r❞ ♦r ❞♦✇♥✇❛r❞ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡
❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛
✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❛♣❡rt✉r❡✳

❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✇❡ s❡❡ ❛ ♠♦t✐♦♥ ❝♦❧❧✐♥❡❛r t♦ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✭❲❛❧❧❛❝❤✱ ✶✾✸✺✮✳ ❲❛❧❧❛❝❤ ✭✶✾✼✻✮ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣r❡❛t❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠✐♥❛t♦rs ♦♥
t❤❡ ❧♦♥❣❡r ❜♦r❞❡rs ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♠♦t✐♦♥✳ ❖t❤❡r ♠♦❞❡❧s ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❧✐♥❡ ✭❍✐❧❞r❡t❤ ❛♥❞ ❑♦❝❤✱ ✶✾✽✼✮✳
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❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✾

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❚❤❡ ❇❛r❜❡r P♦❧❡ st✐♠✉❧✉s✿ ❆ ♠♦✈✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♠❛❞❡ ♦❢ ✐s♦s♣❛❝❡❞ ❜❛rs ✐s s❡❡♥ t❤r♦✉❣❤ ❛♥
✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❛♣❡rt✉r❡✳ ❖♥ ❛ sq✉❛r❡ ✇✐t❤ ❝❛♥ s❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦t✐♦♥s ❜✉t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡
❜❛rs ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❲✐t❤ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ s✉❝❤ ❛s ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❝♦❧❧✐♥❡❛r t♦
t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✶✳✶✳✸ ❊①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥s

❨❡t ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠♦t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ s♣❛t✐❛❧
❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ❣✐✈❡s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ✷❉ ♠♦t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦r ❡♥❞ ♦❢ ❧✐♥❡s✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦
s❡❣r❡❣❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❡①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥s✿

❼ ■♥tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥s ❣✐✈❡ ❛ r❡❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣✳

❼ ❊①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ❛♥ ❛rt❡❢❛❝t ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥s ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❜❛rs ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✭❛✮✕✭❝✮✮✳ ❙❡❡♥ ❧♦❝❛❧❧② t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ♠♦✈❡ ✉♣✇❛r❞✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✳

❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥♦t❤❡r st✐♠✉❧✉s ✇❤❡r❡ ❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥tr✐♥s✐❝
❛♥❞ ❡①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦❝❝❧✉❞❡rs ♦r t❤❡
♦❝❝❧✉❞❡r ✐s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❛s ✐♥ ❛ ❇❛r❜❡r P♦❧❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♦❝❝❧✉❞❡r ❛♥❞ t❤❡
❡♥❞ ♦❢ ❧✐♥❡s ❜❡❝♦♠❡ ❡①tr✐♥s✐❝✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss s♦♠❡
❡①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❈❤♦♣st✐❝❦ ✐❧❧✉s✐♦♥s t♦ ❣❡t r❡s✉❧ts s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉r ♣❡r❝❡♣t
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts✮✳

❙❤✐♠♦❥♦ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✮ s❤♦✇ t❤❛t ❡①tr✐♥s✐❝ ❝♦r♥❡rs ❤❛✈❡ ❛ s✉♣♣r❡ss❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥ t♦ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❛t t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ❜② P❛❝❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✳

✶✳✶✳✹ ▼✉❧t✐st❛❜✐❧✐t②

❱❛r✐♦✉s ♠✉❧t✐st❛❜❧❡ st✐♠✉❧✐ ❡①✐sts s✉❝❤ ❛s ♣❧❛✐❞s ♦r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ r♦t❛t✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡rs ✭❇r❛❞❧❡②
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ♠✉❧t✐st❛❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧
❛♥❞ ✐t ✐s ♠♦st❧② ♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ✭❍✉♣❡ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥✱ ✷✵✵✸❀ ●❡♣s❤t❡✐♥ ❛♥❞ ❑✉❜♦✈②✱
✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♠♦st❧② ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❡r❝❡♣t
✐s st✉❞✐❡❞✳ ▼✉❧t✐st❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❢❡❡t ✐♥ ❛ ♣✉r❡ ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✵ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❈❤♦♣st✐❝❦ ✐❧❧✉s✐♦♥✿ ✭❛✮ ❲❤❡♥ t✇♦ ❝r♦ss✐♥❣ ❜❛rs ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❡ ❡♥❞s ♦❢
❧✐♥❡s ❣✐✈❡ ❛ ✈❛❧✐❞ ♠♦t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r ❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧♦❝❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡
❛♥ ✉♣✇❛r❞ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ♠♦t✐♦♥✳ ❊①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞✳ ✭❜✮ ❆s s♦♦♥ ❛s ✈✐s✐❜❧❡ ♦❝❝❧✉❞❡rs ❛r❡
❛❞❞❡❞ ✇❡ ♣❡r❝❡✐✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛rs ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✶✶

❚❤❡ ❝r♦ss❡❞ ❇❛r❜❡r P♦❧❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✉❧t✐st❛❜❧❡ st✐♠✉❧✉s✳ ▼❛✐♥
♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♠♦t✐♦♥s ❛r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞ ♣❧❛✐❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❈r♦ss❡❞ ❇❛r❜❡r P♦❧❡✿ ❚❤r❡❡ ♠❛✐♥ st❛❜❧❡ ♣❡r❝❡♣t ❡①✐sts ♦♥ ❛ ❝r♦ss❡❞ ❇❛r❜❡r P♦❧❡✱ ✐✳❡✳ ❛ ♣❧❛✐❞
♣❛tt❡r♥ ♠♦✈✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝r♦ss❡❞ ❛♣❡rt✉r❡✿ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r ❛ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♣❧❛✐❞ ❧✐♥❡s✳

✶✳✷ P❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ❛ ❜r❛✐♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ♠♦t✐♦♥

✶✳✷✳✶ ❱✐s✉❛❧ ♣❛t❤✇❛②s

❚❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛✐♥ ♣❛t❤✇❛②s ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛r❡ t❤❡ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ str❡❛♠s✳ ❚❤❡
❢♦r♠❡r ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❧❛t❡r ✇✐t❤ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❇♦t❤ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡✐r ✐♥♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❡②❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲●◆ ❛♥❞ t❤❡ ❱✶ ❝♦rt❡① ❛r❡❛
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳

❱✶ ❛♥❞ ❱✷ ❝♦♠♣✉t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛t❤✇❛②s✳
Pr♦❝❡ss✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❱✸✱ ▼❚ ❛♥❞ ▼❙❚✳ ■♥ ▼❚ ♠♦t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❡❞✳
❋♦r♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❱✷ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❱✹ ❛♥❞ ■❚✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❚ ✐♥♣✉ts ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳
❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✐♥♣✉t t♦ ▼❚ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❱✶ ❧❛②❡r✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛②❡r ✹❇ ✭❇♦r♥ ❛♥❞
❇r❛❞❧❡②✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❱✶ ♥❡✉r♦♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ▼❚ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐r❡❝t✐♦♥✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ✭▼♦✈s❤♦♥
❛♥❞ ◆❡✇s♦♠❡✱ ✶✾✾✻✮✳

▼❚ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ♣❛r✈♦❝❡❧❧✉❧❛r ❧❛②❡r ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦❧♦r ❜❧✐♥❞ ❜✉t ▼❚ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡
❞r♦✈❡ ✇✐t❤ ❡❝♦❧✉♠✐♥❛♥❝❡ st✐♠✉❧✐✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥♦❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛t❤ t♦ ▼❚ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ◆❛ss✐ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✻✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❱✶ ❛r❡❛ ✐s r❡♠♦✈❡❞✱ ▼❚ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ✈✐s✉❛❧❧② r❡s♣♦♥s✐✈❡ ✭❘♦❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✽✾❀ ●✐r❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✱ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❝♦❧❧✐❝✉❧✉s ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❱✶ ❛♥❞ ▼❚ ❛r❡❛s ❢♦r ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❱✸ ❛♥❞ ❱✸❆ ❛r❡
❛❧s♦ ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♠♦t✐♦♥ ✭❇r❛❞❞✐❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮ ❜✉t t❤❡✐r r♦❧❡ ✐s st✐❧❧
✉♥❝❧❡❛r✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✷ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛t❤✇❛②s ✐♥ ✈✐s✉❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✿ t❤❡ ❢♦r♠ str❡❛♠✱ ✐♥ ❜❧✉❡✱ ❛♥❛❧②③❡ st❛t✐❝
❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ str❡❛♠✱ ✐♥ r❡❞✱ ✐s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ▼❛❥♦r r♦✉t❡s t♦ ▼❚✳ ▲✐♥❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts✳ ❖♠✐tt❡❞
✇❡❛❦❡r ✐♥♣✉ts ✐♥❝❧✉❞❡ ❱✸❆✱ ❱P✱ P■P ❛♥❞ ♠❛♥② s✉❜❝♦rt✐❝❛❧ ✐♥♣✉ts✳ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞ ♦♥
t❤❡ s❝❤❡♠❛✳ ❋r♦♠ ❇♦r♥ ❛♥❞ ❇r❛❞❧❡② ✭✷✵✵✺✮

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✶✸

✶✳✷✳✷ ❋❡❡❞❜❛❝❦ t♦ ❱✶

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❣♦✐♥❣ ❢❛rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❡②❡s✳
❇✉t ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧
s②st❡♠ ✭❙✐❧❧✐t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ▼❚ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥♥❡❝ts ❜❛❝❦ t♦ ❱✶ ❛♥❞ ❱✷ ✭❘♦❝❦❧❛♥❞ ❛♥❞
❑♥✉ts♦♥✱ ✷✵✵✵✮✳

❆♥❣❡❧✉❝❝✐ ❛♥❞ ❇✉❧❧✐❡r ✭✷✵✵✸✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ▼❚ t♦ ❱✶
❛r❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❡♥t❡r✴s✉rr♦✉♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥ ✇✐❞❡ ❛r❡❛s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦♥❡ ✭✵✳✶✲✵✳✷ ♠✴s ✈❡rs✉s ✷✲✻ ♠✴s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ●r✐♥✈❛❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮✮✳ ❚❤❡ ▼❚ s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ ❱✶ ♥❡✉r♦♥ r❡❝❡✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞❛t❛
✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ▼❚ s✉r❢❛❝❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t s❡♥❞ ❞❛t❛ ✭❆♥❣❡❧✉❝❝✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼
❢♦r t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ ❱✶✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❊①t❡♥t ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❋❇✮ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t♦ ❱✶ ✐♥ ✈✐s✉❛❧ ✜❡❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ✭❛✮ ❱✐s✉❛❧ ✜❡❧❞ ♠❛♣
♦❢ ❛ ❈❚❇ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐♥ ❱✶ ✭❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡✮ ❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❛❜❡❧❡❞ ✜❡❧❞s ♦❢ ❝❡❧❧s ♦❢ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❛②❡rs ♦❢ ❡①tr❛str✐❛t❡ ❝♦rt✐❝❛❧ ❛r❡❛s ❱✷✱ ❱✸ ❛♥❞ ▼❚✳ ❚❤❡ ✈✐s✉♦t♦♣✐❝ ❡①t❡♥t
♦❢ ❱✶ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✭❞❛s❤❡❞ ❣r❛② ❝✐r❝❧❡✮ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❱✶ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥
❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❙❝❛❧❡ ❜❛r✿ ✷✳✺➦✳ ✭❜✮ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈✐s✉♦t♦♣✐❝ ❡①t❡♥t ✭❣r❛② ❝✐r❝❧❡
❞✐❛♠❡t❡r✴❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r✮ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✭♦♣❡♥ ❜❛rs✮ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❛②❡rs ♦❢ ❛r❡❛s ❱✷✱ ❱✸ ♦r ▼❚✱
❛♥❞ ♦❢ ❱✶ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✭✜❧❧❡❞ ❜❛r✮✳ ❋r♦♠ ❆♥❣❡❧✉❝❝✐ ❛♥❞ ❇✉❧❧✐❡r ✭✷✵✵✸✮✳

✶✳✷✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t✉♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ✜❡❧❞ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ❛ st✐♠✉❧✉s
✐♥❞✉❝❡ ❛ r❡s♣♦♥s❡✳ ▼♦st ❝♦rt✐❝❛❧ ❛r❡❛s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✈✐s✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡t✐♥♦t♦♣✐❝❛❧❧②
♦r❣❛♥✐③❡❞✿ ●✐✈❡♥ t✇♦ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ t❤❡✐r r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡
❝❧♦s❡ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦rt✐❝❛❧ ❛r❡❛s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ s②st❡♠ ❛r❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② ♦r❣❛♥✐③❡❞✿ ✉♣♣❡r
❧❛②❡rs✱ t❤♦s❡ ❢❛rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❡②❡s✱ ❤❛✈✐♥❣ ✇✐❞❡r r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞s✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✹ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞s ❛r❡✿ ✶ ❞❡❣r❡❡ ❢♦r ❱✶ ❝❡❧❧s ♦r ✻✲✶✵ ❞❡❣r❡❡s ❢♦r ▼❚ ❝❡❧❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s
str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t②✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r ❤✐❣❤ ❧❛②❡rs s✉❝❤ ❛s ▼❚ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✶✳✽✮✳ ❚❤❡ ▼❙❚ ❛r❡❛ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡✈❡♥ st❡❡♣❡r s❤❛♣❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝❡❧❧s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ❢♦✈❡❛ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ♥❛rr♦✇❡r r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ ✭▼❡str❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ s✐③❡ ✐s ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝♦♥tr❛st✿
❛t ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ ✐s ✇✐❞❡r ❆♥❣❡❧✉❝❝✐ ❛♥❞ ❇✉❧❧✐❡r ✭✷✵✵✸✮❀ P❛❝❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮❀
❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❛ ✇❛② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ s✐③❡s ♦❢ ❱✶ ❛♥❞ ▼❚ ♥❡✉r♦♥s
❛♥❞ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t②✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ sq✉❛r❡s ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛✐r✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ♣❛✐r❡❞ ❞♦ts s✉♣♣r❡ss✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ ❱✶ ❧❡✈❡❧✳ ❋r♦♠ ▼❡str❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✳

❙♣❡❡❞ ❛♥❞ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❙❡❧❡❝t✐✈✐t②

❇♦t❤ ❱✶ ❛♥❞ ▼❚ ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t✉♥❡❞ ♥❡✉r♦♥s ❜✉t ▼❚ ♥❡✉r♦♥s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② s❤♦✇ ❛ str♦♥❣
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♥t✐✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✿ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② s❡❧❡❝t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡s ✐s ✸✵✪ ✐♥ ❱✶ ❛♥❞
✾✷✪ ✐♥ ▼❚ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙♥♦✇❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮✳

❚❤❡ ♥❡✉r♦♥s ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤♦s❡ ❛r❡❛s ❛❧s♦ ❛r❡ s♣❡❡❞ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦❜♦❞② ❦♥♦✇s ❡①❛❝t❧②
❤♦✇ ✐t ✇♦r❦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ▼❛ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❱✶ ♣r❡❢❡rs ❧♦✇ s♣❡❡❞
✭t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❱✶ ❝❡❧❧s ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞✮ ❜✉t ▼❚ ♣r❡❢❡rs ❤✐❣❤ s♣❡❡❞s ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✮✳
❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s✿ ❋r♦♠ ✇❤❡r❡ ❞♦❡s ▼❚ t❛❦❡ ✐ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠❄ ❚❤❡ ❱✶ ❝❡❧❧s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✶
❞❡❣r❡❡ ♣❡r ❢r❛♠❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t t♦ t❤❡ ▼❚ ❝❡❧❧s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✶ ❞❡❣r❡❡ ♣❡r ❢r❛♠❡✳
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❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✶✺

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s♣❡❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❱✶ ❛♥❞ ▼❚ ♥❡✉r♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
❱✶ ❛r❡ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t✉♥❡❞✱ ▼❚ ♥❡✉r♦♥s ❝♦✈❡r ❛ ❜r♦❛❞❡r ✈❡❧♦❝✐t② s♣❛❝❡✳ ▼❚ ❝❡❧❧s t❛❦❡ t❤❡✐r ✐♥♣✉ts ❢r♦♠
❱✶✱ s♦ ❤♦✇ ❝♦✉❧❞ t❤❡② ❡♥❝♦❞❡ ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s❄ ❋r♦♠ ▼❛ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✻ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

❇✐♥♦❝✉❧❛r ❉✐s♣❛r✐t②

❚✇♦✲t❤✐r❞s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼❚ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐s♣❛r✐t② s❡❧❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡s❡ ❝❡❧❧s ❛❧s♦ s❤♦✇
❛ str♦♥❣❧② ❝♦❧✉♠♥❛r ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✭❉❡❆♥❣❡❧✐s ❛♥❞ ◆❡✇s♦♠❡✱ ✶✾✾✾✮ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✮✳
❉✐s♣❛r✐t② t✉♥❡❞ ♥❡✉r♦♥s ✇✐❧❧ r❡s♣♦♥❞ ❜❡tt❡r ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♠♦t✐♦♥ ♦♥ ❛
♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛t t❤❡ ✜①❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ♥❡❛r❡r ♦❢ ❢❛r❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ▼❚✱ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❜✐♥♦❝✉❧❛r ❞✐s♣❛r✐t②
❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ▼❚ ❝❡❧❧s s❤♦✇ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦❧✉♠♥❛r ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❉❡❆♥❣❡❧✐s ❛♥❞ ◆❡✇s♦♠❡
✭✶✾✾✾✮

❈❡♥t❡r✲❙✉rr♦✉♥❞ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥

❆ s✐♥❣❧❡ ▼❚ ♥❡✉r♦♥ ❝❛♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❝✐t❛t♦r② ♦♥ ✐♥❤✐❜✐t♦r② s✉rr♦✉♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
✉♣♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛st P❛❝❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ♦r ✉♣♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✼✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉✐t② s✉❝❤ ❛s ✐♥ ✐♥ ❛ sq✉❛r❡ ❝♦♥t♦✉r ✇✐t❤ ♦♥❧② ✶❉ ♠♦t✐♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❚ ♥❡✉r♦♥s ✐♥t❡❣r❛t❡s✳ ❲❤❡♥ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ❜② ❞♦ts ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ✐s s✉♣♣r❡ss✐✈❡✳ ❚❤✉s ❜♦t❤ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡
✐♥ ▼❚✳ ❘❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ▼❚ ♥❡✉r♦♥ ❛t ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✶✳✶✶ ✭❛✮✳

❱✶ ♥❡✉r♦♥s ❛❧s♦ s❤♦✇ ❛ ❝❡♥t❡r✲s✉rr♦✉♥❞ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ✐♥ ❧❛②❡r ✹❇✱ t❤❡ ✇❡❛❦❡st
✐♥ ❧❛②❡r ✻ ❙❝❡♥✐❛❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ ▼❚ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮✳

❘❡❝❡♣t✐✈❡ ❋✐❡❧❞ ❙tr✉❝t✉r❡

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t✇♦
❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❝✐r❝❧❡s t❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳ ❍❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ❤❛✈❡ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝
s✉rr♦✉♥❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡st ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ♥❡✉r♦♥s ✇✐t❤
❛ ♣❛✐r ♦❢ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ♦♥ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡s ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ s✉rr♦✉♥❞s ❳✐❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✱
✶✾✾✼✮✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✭❝✮✳
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❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✶✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❈❡♥t❡r✲s✉rr♦✉♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ▼❚✳ ✭❛✮ ❆♥ ▼❚ ♥❡✉r♦♥s s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t✐✈❡ s✉rr♦✉♥❞ ❢♦r
❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st st✐♠✉❧✉s ✭✜❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♥❡✉r♦♥ ❤❛s ❛♥ ❡①❝✐t❛t♦r② s✉rr♦✉♥❞ ❢♦r ❛ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st
st✐♠✉❧✉s ✭❡♠♣t② ❝✐r❝❧❡s✮✳ ✭❜✮ ▼❚ ♥❡✉r♦♥s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ s✉rr♦✉♥❞ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t
❜♦t❤ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st✳ ❙✉rr♦✉♥❞ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✇❛s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞♦t ♣❛t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ❡❧✐❝✐t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ✭❝✮ ❆s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐✈❡ s✉rr♦✉♥❞✳ ◆❡✉r♦♥s ✇❤♦s❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ ❝✐r❝✉❧❛r❧②
s②♠♠❡tr✐❝ s✉rr♦✉♥❞s ❛r❡ ♣♦st✉❧❛t❡❞ t♦ ✉♥❞❡r❧✐❡ ✜❣✉r❡✲❣r♦✉♥❞ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst✲ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ s✉r❢❛❝❡ t✐❧t ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❋r♦♠ ❇♦r♥ ❛♥❞ ❇r❛❞❧❡② ✭✷✵✵✺✮

■♥ t❤❡ ❱✶ ❛r❡❛ ❆♥❣❡❧✉❝❝✐ ❛♥❞ ❇✉❧❧✐❡r ✭✷✵✵✸✮ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❝❡♥t❡r✲s✉rr♦✉♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❝♦♠❡ ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❱✶ t♦ ❱✶ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ s✉rr♦✉♥❞ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❛
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ ✉♣♣❡r ❛r❡❛s ✭❡✳❣✳ ▼❚✮ t♦ ❱✶ ❢♦r ❧❛r❣❡r s✉rr♦✉♥❞✳

❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ▼❚ s✉rr♦✉♥❞s r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❧❡❛r ❛♥❞ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✐t ✉s✐♥❣ ✐♠❛❣✐♥❣✿
▼❙❚ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❞❡❡♣❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦rt❡① ❛♥❞ ✐♥ ❢▼❘■ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❚ ❛♥❞
▼❙❚✳ ❆ s✉❣❣❡st✐♦♥ ✇❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r✲s✉rr♦✉♥❞ ♠✐❣❤t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❱✶
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳

▼❚ ■♥♣✉t✿ ❙✉❜✉♥✐ts

■♥ t❤❡ ♣❛✐r❡❞ ❞♦ts ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ ❞♦t ✐s ♠♦✈✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t♦r② ❛r❡❛ ♦❢ ❛♥ ▼❚ ❝❡❧❧
r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛❞❞ ❛♥♦t❤❡r ❞♦t ♥❡①t t♦ t❤❡ ✜rst ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
■❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐st❛♥❝❡❞✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✵✳✹➦✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r s❡❡ ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t
♠♦t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✹➦✱ ✇❡ s❡❡ ♥♦ ♠♦t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ♣❛✐r❡❞ ❞♦ts ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s ♥♦ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② s✉♣✲
♣♦s✐♥❣ ❛ str♦♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s s✉♣♣r❡ss✐♦♥ s❡❡♠s ♥♦t t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❱✶ ❛r❡❛ s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦
♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② str♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❡❧❡❝t✐✈✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✐♥ ▼❚ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② str♦♥❣
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♥t✐✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜✉t ▼❚ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♠✉❝❤ ✇✐❞❡r✳ ❚❤❡
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s✉❜✉♥✐ts ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ♥♦ ♦♥❡ r❡❛❧❧② ❦♥♦✇ ✇❤❛t t❤❡②
❛r❡ ❜✉t t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛t t❤❡ ❱✶ ❧❡✈❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✮✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✶✽ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

✶✳✷✳✹ ❋♦r♠ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❯s✐♥❣ ❱✶ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ▼❚ ❞♦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡
♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡✲♥♦✐s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
r❡q✉✐r❡❞ ♥♦t t♦ ❞✐✛✉s❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝ts ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

■♥ P❛❝❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ▼❚ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡ t♦ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦r♥❡rs ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t❤❛♥ t♦ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✶❉ s✐❣♥❛❧s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t
✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ❜✉t ❢❛❧s❡ s✐❣♥❛❧✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ♠♦✈✐♥❣
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞✱ t❤✉s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❢♦r♠✲❝♦♥tr♦❧✳

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✶✾

❈❤❛♣t❡r ✷

❊①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s

❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s tr② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t ❣✐✈❡♥ ❜② ♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❜❛s❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♦r
❧❡ss r✐❣♦r♦✉s ✇❛② ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜r❛✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣②✳

✷✳✶ ❙✐♠♦♥❝❡❧❧✐ ❛♥❞ ❍❡❡❣❡r✬s ♠♦❞❡❧

❙✐♠♦♥❝❡❧❧✐ ❛♥❞ ❍❡❡❣❡r ✭✶✾✾✽✮✬s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ s②st❡♠ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❱✶ ❝♦♠♣❧❡① ❝❡❧❧s
r❡s♣♦♥s❡s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ▼❚ ❝❡❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✭❜✮✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✭❛✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❱✶ ❝♦♠♣❧❡①
❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤❛❧❢✲sq✉❛r✐♥❣ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✈✐s✐✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱
✐✳❡✳ t❤❡ s❤✉♥t✐♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✱ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ◆♦✇❧❛♥ ❛♥❞ ❙❡❥♥♦✇s❦✐ ✭✶✾✾✸✮ s♦❢t✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳
❚❤✐s s❤✉♥t✐♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧✐♥❡❛r✴♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❇❛②❡r❧ ❛♥❞ ◆❡✉✲
♠❛♥♥ ✭✷✵✵✼✮✬s ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳

✷✳✷ ❇❛②❡r❧ ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♠♦❞❡❧

✷✳✷✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇

❇❛②❡r❧ ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♠♦❞❡❧ ✭❇❛②❡r❧✱ ✷✵✵✺❀ ❇❛②❡r❧ ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ✷✵✵✼✮ ❢❡❡❞ ❛ t✇♦ ❧❛②❡rs
❱✶✴▼❚ r❡❝✉rr❡♥t s②st❡♠ ❜② ❛ ❘❡✐❝❤❛r❞t✲❧✐❦❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✷✵ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙✐♠♦♥❝❡❧❧✐ ❛♥❞ ❍❡❡❣❡r✬s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❱✶ ❛♥❞ ▼❚ ❝❡❧❧s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✴♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛tt❡r♥
✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❤✉♥t✐♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳

p0(t, x, v) = c3(t, x, v) ✭✷✳✶✮

p1(t, x, v) = p0 (1 + Cf p5(t, x, v)) ✭✷✳✷✮

p2(t, x, v) = (p1(t, x, v))β v
∗ Gσv1

✭✷✳✸✮

p3(t, x, v) =
p2(t, x, v)∑

u∈V p2(t, x, u)
✭✷✳✹✮

p4(t, x, v) = (p3(t, x, v))β x
∗ Gσx2

v
∗ Gσv2

✭✷✳✺✮

p5(t, x, v) =
p4(t, x, v)∑

u∈V p4(t, x, u)
✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r p0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✷✶

c1(t, x, α) =
It,x ∗ ∂2

αGσ∑
β |It,x ∗ ∂2

βGσ| ∗ Gσ + ǫ
✭✷✳✼✮

c+
2 (t, x, v) = (

∑
α

c1(t, x, α) · c1(t + 1, x + v, α) ∗ Gσ ✭✷✳✽✮

c−2 (t, x, v) = (
∑
α

c1(t + 1, x, α) · c1(t, x + v, α) ∗ Gσ ✭✷✳✾✮

c3(t, x, v) =
[c+

2 (t, x, v)]+ − 0.5[c−2 (t, x, v)]+

1 + [c−2 (t, x, v)]+
✭✷✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ∂α r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ α ❛♥❞ [x]+ ✐s ③❡r♦ ✐❢ x ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱
x ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❇❛②❡r❧✬s ♠♦❞❡❧✳ ▲❛②❡rs ❱✶ ❛♥❞ ▼❚ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❡s✳

v
(1) ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ v

(2) ✐s t❤❡ ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ v
(3) ❞♦ ❛ ❧❛t❡r❛❧ s❤✉♥t✐♥❣

✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ s✐③❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t✴❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✷✷ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

✷✳✻ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ s❤✉♥t✐♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s♦❢t✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ◆♦✇❧❛♥
❛♥❞ ❙❡❥♥♦✇s❦✐ ✭✶✾✾✹✮✿

M(p(t, x, v)) =
ea p(t,x,v)∑

u∈V ea p(t,x,u)
✭✷✳✶✶✮

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜② ◆♦✇❧❛♥ ❛♥❞ ❙❡❥♥♦✇s❦✐ ✭✶✾✾✹✮
❛♥❞ ❛ β = 2 ❡①♣♦♥❡♥t ✐♥ ✷✳✺ ❜② ❇❛②❡r❧ ❛s ✐♥ ❙✐♠♦♥❝❡❧❧✐ ❛♥❞ ❍❡❡❣❡r ✭✶✾✾✽✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳

✷✳✷✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❲✐t❤ ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦♥ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❡r❝❡♣t ♦♥ ✶❉✲♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡
♣r✐♦r ♦♥ s♠❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐s ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t②♣❡ ■■ ♣❧❛✐❞s ❛♥❞ t❤❡ r❤♦♠❜✉s st✐♠✉❧✐
✭❲❡✐ss✱ ✶✾✾✽✮✳

→ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ✸✳✷✳✶ ✇❡ ❛❞❞ t❤✐s ♣r✐♦r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣r✐♦r ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥
♠♦❞❡❧✳

❆ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❡①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮
✐s t♦ ✐❣♥♦r❡ t❤❡♠✳ ❆s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✱ ❇❛②❡r❧ ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❜✉✐❧❞
❳✲ ❛♥❞ ❚✲❥✉♥❝t✐♦♥s ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡♠ t♦ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥
✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦❧♦rs ❞❡t❡❝t♦rs ♦❢ ❲❡✐ss ✭✶✾✾✽✮✳

❙✉❝❤ ❛ ❢♦r♠ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ♣❡r❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝❤♦♣st✐❝❦
✐❧❧✉s✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♦❝❝❧✉❞❡rs ✇✐❧❧ ❤♦✇❡✈❡r ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❝❡♣t ♦❢ t✇♦ ♠♦t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣
❜❛rs ✇✐t❤ ♦❝❝❧✉❞❡rs ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮✳

→ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ❢♦r♠ ❢❡❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ♠♦t✐♦♥ str❡❛♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ♠♦t✐♦♥s s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉r ♣❡r❝❡♣t✳

❚♦ ❣❡t ❛ ✉s❛❜❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡
t♦ ❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❣❡t ❛ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♠♦t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❢♦✉♥❞
✐♥ ▼❚ ❛♥❞ ❞❡str♦② ❛♥② tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠♦t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r t❤❡ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② t❤❡
❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠♦t✐♦♥ ♦♣♣♦♥❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦✳

→ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ✹✳✺ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❤✉♥t✐♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ◆♦✇❧❛♥ ❛♥❞ ❙❡❥♥♦✇s❦✐ ✭✶✾✾✸✮
♦r ❇❛②❡r❧ ✭✷✵✵✺✮ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠♦t✐♦♥✳ ❲❡ s✉❣❣❡st ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❤✉♥t✐♥❣
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ t♦ ❤❛♥❞❧❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠♦t✐♦♥✳

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✷✸

❈❤❛♣t❡r ✸

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧② ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦rt✐❝❛❧ ❛r❡❛s
❱✶ ❛♥❞ ▼❚ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡
♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ ❜② ✉s✐♥❣ ❝♦rr❡❝t ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✶✳✶✳✷ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❱✶✴▼❚ r❡❝✉rr❡♥t s②st❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❛ ❢♦r♠ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ✈❡♥tr❛❧ ♣❛t❤✇❛② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✶✳✷✳✶ ❛♥❞ ✶✳✷✳✹✮ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ st✐♠✉❧✐ ❧✐❦❡ t❤❡ ❈❤♦♣st✐❝❦
✐❧❧✉s✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮ ♦r t❤❡ st✐♠✉❧✉s ♦❢ ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳

✸✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧

❲❡ ♠♦❞❡❧ ❡②❡ ✐♥♣✉t ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛②✲s❝❛❧❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❉✐s❝r❡t✐③❡❞ s♣❛❝❡
❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ r♦❞s ❛♥❞ ❝♦♥❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s
❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛♥s✇❡r❡❞✱ s♦♠❡ ❤✐♥ts ✭❈r✐❝❦ ❛♥❞ ❑♦❝❤✱ ✷✵✵✸❀ ❙❛❝❦s✱ ✷✵✵✹✮ ♠❛② ❡✈❡♥ ♣♦✐♥t
t♦✇❛r❞ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❝♦♥s❝✐♦✉s♥❡ss✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠ ✐♥t♦ ♠♦t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛
❱✶✴▼❚ str✉❝t✉r❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❢♦r♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❱✷ ❛r❡❛✳ ❆t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦t✐♦♥s✳

❙✐♥❝❡ ❱✶ ❛♥❞ ▼❚ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ r❡t✐♥♦t♦♣✐❝❛❧❧② ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤ t✉♥❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝
✈❡❧♦❝✐t② s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛t ❡✈❡r②
t✐♠❡ st❡♣ ✉s✐♥❣ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✭❜✮✳

▲❡t ✉s ❝♦♠♠❡♥t ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❲❡ ✉s❡ t✇♦ ❦✐♥❞s
♦❢ ❱✶ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✿ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤ r❡❛❝t ♦♥❧② t♦ ❧♦❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡
♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤ r❡❝❡✐✈❡ ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ✐♥♣✉t ❢r♦♠ ❱✶ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❡❧❧s ❜✉t
❛❧s♦ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥♣✉t ❢r♦♠ ▼❚✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥❧② s❤♦✇ ♣❛tt❡r♥ ❝❡❧❧s ✐♥ ❱✶
✭▼♦✈s❤♦♥ ❛♥❞ ◆❡✇s♦♠❡✱ ✶✾✾✻✮✱ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs ❜② ❚✐♥s❧❡② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮
❜♦t❤ s❤♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❱✶ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❤✐❞❞❡♥ ❜② t❤❡ ❛♥❡st❤❡s✐❛✳

❚❤❡ ▼❚ ❛r❡❛ r❡❝❡✐✈❡s ✐ts ✐♥♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❱✶ ♣❛tt❡r♥ ❝❡❧❧s ❜✉t ❛t ❛ ❝♦❛rs❡ s❝❛❧❡ ❛s ✐♠♣❧✐❡❞
❜② ▼❚ ❧❛r❣❡r r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ▼❚ ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❢♦r♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✷✹ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ▼♦❞❡❧✬s ❣♦❛❧s✳ ✭❛✮ ●✐✈✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛②✲s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t✳ ✭❜✮ ❙✐♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❡①✐st ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ✈❡❧♦❝✐t②
t✉♥❡❞ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉r r❡s✉❧t ❛s ❛ ❝✉❜❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❢r❛♠❡✳

❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❱✷ ❛r❡❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ str❡❛♠✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ ▼❚ ✐♥t♦ ❱✶ ✐s
❛ s✐♠♣❧❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
✐s ♥♦t ❛ ✉s❡❢✉❧ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❙②st❡♠ ♦✈❡r✈✐❡✇✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❱✶ ❝❡❧❧s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥
❝❡❧❧s✱ ▼❚ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❛ ❢♦r♠ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❱✷ ❝❡❧❧s✳ ❱✶ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞♦ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛♥② ❢❡❡❞❜❛❝❦
❢r♦♠ ▼❚✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❱✶ ♣❛tt❡r♥ ❝❡❧❧s✳ ❱✷ ❝❡❧❧s ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❱✶ ❝❡❧❧s ✐♥t♦
▼❚✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ ▼❚ t♦ t❤❡ ❱✶ ♣❛tt❡r♥ ❝❡❧❧s ✇✐❧❧ ❞✐✛✉s❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✷✺

✸✳✷ ❉❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧

✸✳✷✳✶ ❋♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

■♥♣✉t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡

I : (t, x) ∈ (R+, X) → I(t, x) ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ x ❞❡♥♦t❡s ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ X✳
●✐✈❡♥ ❛ ❝♦rt✐❝❛❧ ❧❛②❡r i✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② pi(t, x, v) t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❛t t✐♠❡ t ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ v ♦❢

t❤❡ ♥❡✉r♦♥s t✉♥❡❞ ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t② v✳

pi : (t, x, v) ∈ (R+, X, V ) → pi(t, x, v) ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♣♦❧❛r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ (θ, ρ) ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡① ✇❤❡r❡ ❛ ♥❡✉r♦♥ ✐s t✉♥❡❞ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♣❡❡❞
❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✮✳ pi(t, x, v) ❣✐✈❡s t❤❡ ❝❡❧❧s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡
❝♦rt✐❝❛❧ ❧❛②❡r pi✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② t♦ ♦❝❝✉r ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t
✇❡ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦❧❧♦✇ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠♦t✐♦♥✳ ▼♦❞❡r♥
❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❇❡r❣❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

p0(t, x, v) = ❘❡✐❝❤❛r❞t ❞❡t❡❝t♦rs, ✭✸✳✸✮

p1(t, x, v) = Gσ(|v|) p0(t, x, v), ✭✸✳✹✮

p2(t, x, v) = p1(t, x, v)(1 + cfp3(t − 1, v, x)), ✭✸✳✺✮

p3(t, x, v) =

∫
X

Gσ(x − ξ)π(t, Θ( ~ξx), ξ)p1(t, v, ξ)❞ξ. ✭✸✳✻✮

❚❤❡ p1✱ p2 ❛♥❞ p3 ❧❛②❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❱✶ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❡❧❧s✱ t❤❡ ❱✶ ♣❛tt❡r♥
❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ▼❚ ❝❡❧❧s✳ p0 ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❘❡✐❝❤❛r❞t ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r ❛s ✐♥ ❇❛②❡r❧ ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥
✭✷✵✵✼✮✬s ♠♦❞❡❧ ❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❜② ❛ ♣r✐♦r ♦♥
s♠❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ❛❝ts ❛s ❛ s❡❧❡❝t♦r ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ♠♦t✐♦♥
❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ✭❲❡✐ss ❛♥❞ ❆❞❡❧s♦♥✱ ✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r t②♣❡ ■■ ♣❧❛✐❞s ♦r t❤❡ r❤♦♠❜✉s st✐♠✉❧✉s✳ ❚❤❡
♣r✐♦r ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤✉s Gσ(|v|)✳

❚❤❡ ❱✶ ♣❛tt❡r♥ ❝❡❧❧s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② p2 ✭✸✳✺✮ r❡❝❡✐✈❡ ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ✐♥♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❱✶
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❡❧❧s✱ p1 ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥♣✉t ❢♦r♠ ▼❚✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡ ✜♥❡r s❝❛❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♦✉t♣✉t ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❢r♦♠ t❤❡✐r ▼❚ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

▼❚ ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦❛rs❡r ❧❡✈❡❧✱ ❛s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡✐r ❧❛r❣❡r r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✮✱
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✸✳✻✮ ❜② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r X✳ ❚❤❡ p2 ❧❛②❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❤♦✇❡✈❡r
♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ p3 ❜✉t ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ♦❜❥❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠
str❡❛♠✱ t❤❡ ❱✷ ❧❛②❡r ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② π ✭✸✳✽✮✳ ❚❤❡ π ✭✸✳✽✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛t✐❝ ❢♦r♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✷✳✹✮✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✷✻ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

✸✳✷✳✷ ❙❤✉♥t✐♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✮ t♦ ✭✸✳✻✮✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s❤✉♥t✐♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r
❝❛❧❝✉❧✉s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ◆♦✇❧❛♥ ❛♥❞ ❙❡❥♥♦✇s❦✐ ✭✶✾✾✹✮✱ ❙✐♠♦♥❝❡❧❧✐ ❛♥❞ ❍❡❡❣❡r ✭✶✾✾✽✮ ♦r ❇❛②❡r❧
✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ p̂ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ p ✇❡ ❤❛✈❡✿

p̂(t, x, v) =
p2(t, x, v)∑

u p2(t, u, x)
v
∗ Gσ

✭✸✳✼✮

❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❜❧✉r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✉♠ t♦ ♠♦❞❡❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝✲
t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❡t✐♥♦t♦♣✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t✉♥❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❛ s❤✉♥t✐♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❢♦r t❤❡ s♣❡❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s ♥♦t
❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤✉s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♦♥ s♣❡❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✳

✸✳✷✳✸ ▼♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

▼♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❱✶✴▼❚ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
✐♥ ❱✶ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ▼❚ ❝❡❧❧s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠✉❝❤
❢❛st❡r t❤❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦♥❡s ❛♥❞ s❡r✈❡ ❛s ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ❝❡♥t❡r✴s✉rr♦✉♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭●r✐♥✈❛❧❞
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❀ ❆♥❣❡❧✉❝❝✐ ❛♥❞ ❇✉❧❧✐❡r✱ ✷✵✵✸✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r ▼❚ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ✇❡❛❦
❛♥❞ ❛ ❱✶ ♣❛t❤ s❡❡♠s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r ❡✈❡♥ ▼❚ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ▼♦t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛ r❡❝✉rr❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❱✶ ♣❛tt❡r♥
❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ▼❚ ❧❛②❡r✳

❆s s❤♦✇♥ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ♠♦t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❢r♦♠ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ✷❉ ❝✉❡s✱
s✉❝❤ ❛s ❡♥❞ ♦❢ ❧✐♥❡s✱ t♦ ❛♠❜✐❣✉♦✉s r❡❣✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
❧✐♥❡s ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s s✉❝❤ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❢r❛♠❡✳ ■t t❛❦❡s ❛ t✐♠❡ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛r ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭▼❛ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳

✸✳✷✳✹ ❋♦r♠ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

■♥ ✭✸✳✻✮ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ π(t, d, x) ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛
s♣❡❝✐✜❝ s♣❛t✐❛❧ ♣♦✐♥t✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✇❡ ❞❡✜♥❡

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✷✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❚❤r❡❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s♥❛♣s❤♦ts t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ▼❚ ❧❛②❡r ❝❡❧❧s t✉♥❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛r
s♣❡❡❞✳ ▼♦t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ✷❉ s✐❣♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛r✳

❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t✐❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
✐♥♣✉t ❢r❛♠❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t②
❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ str♦♥❣❡r ✐❢ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t✐❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱ ❧♦✇❡r ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st✳ ❚❤✉s
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✳

❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡✱ π✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

π(t, d, x) =

∫
X

Gσ(ξ − x) Gσ(d − Θ(
−→
xξ))Gσ(S(ξ, x))❞ξ. ✭✸✳✽✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤r❡❡ ●❛✉ss✐❛♥s✿

❼ ❚❤❡ ✜rst ●❛✉ss✐❛♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ ξ✳

❼ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ d ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢
−→
xξ ✭♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✮✳

❼ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐s t❤❡ st✐♠✉❧✉s s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t x ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❛t ξ✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❣✐✈❡s ✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ♥❡✉r♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ❱✷ ❧❛②❡r ❢♦r ❛ ❢r❛♠❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦r♥❡r ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✭❜✮✳
❙✐♥❝❡ ♦✉r s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t♦r π ❣✐✈❡s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤✐❣❤ r❡s♣♦♥s❡ ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s
❛♥❞ ❛♥ ♦r✐❡♥t❡❞ ❧♦✇❡r r❡s♣♦♥s❡ ♦♥ ❝♦♥tr❛st ❛r❡❛s✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✉s❡ π ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t ♦♥ t❤❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ▼❚✱ ✐t ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜② ❚❛❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ♦r P❛❝❦
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✿ ▲♦✇❡r ❝♦♥tr❛st ✐♠♣❧✐❡s ❧❛r❣❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛r❡❛✳

Pr❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ✉s❡❞ ❥✉♥❝t✐♦♥s ❞❡t❡❝t♦rs s✉❝❤ ❛s t❤r❡❡✲❝♦❧♦rs ❞❡t❡❝t♦rs ✭❲❡✐ss✱ ✶✾✾✽✮ ❳✲
❛♥❞ ❚✲❞❡t❡❝t♦rs ✭❇❛②❡r❧✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤♦s❡ ❥✉♥❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ✐❣♥♦r❡❞
✐♥ ❢✉rt❤❡r ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❖✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ π ✐s ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❙❛❥❞❛ ❛♥❞ ❇❛❡❦
✭✷✵✵✹✮ ✇❤♦ ✐♥❢❡rs t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❜❥❡❝t ❢♦r ❡❛❝❤ ❜♦r❞❡r ♣♦✐♥t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s✐♠♣❧❡r ♦✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ ✜❣✉r❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ❝✉❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠♦t✐♦♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ s❤♦✇s ❤♦✇
t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❢❛❧s❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✇❤✐❧❡ tr✉❡ ♠♦t✐♦♥
✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❞✐✛✉s❡❞ ❛❧♦♥❣ t✇♦ ❝r♦ss✐♥❣ ❜❛rs✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✷✽ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ π ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r
❞✐st❛♥❝❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ π ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡✱ π✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡ ✐s♦s♣❛❝❡❞ s❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ▼❚✳ ❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♠♦♥❣ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢r❛♠❡ ❛♥❞
✐♥t❡❣r❛t❡ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s s✐♠✐❧❛r ❧✉♠✐♥♦s✐t✐❡s✳

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✷✾

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ▼♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❝r♦ss✐♥❣ ❜❛rs✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ✐♥♣✉t st✐♠✉❧✉s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ t✇♦ ❝r♦ss✐♥❣ ❜❛rs✿ ♦♥❡
✇✐t❤ ❛ ❧❡❢t✇❛r❞ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✇✐t❤ ❛ r✐❣❤t✇❛r❞ ♦♥❡✳ ▲♦❝❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❜❛r ❝r♦ss❡s t❤✉s ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❢❛❧s❡ ♠♦t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❙❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉♣✇❛r❞✲t✉♥❡❞ ▼❚ ❝❡❧❧s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥
s❡❡ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ❆s t✐♠❡ ❣♦❡s ♦♥ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞
❛♥❞ ❧♦✇❡r❡❞✳ ✭❝✮ ❈♦rr❡❝t ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐✛✉s❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❛rs s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❢♦r♠
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❢r❛♠❡s s❤♦✇ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✇❛r❞✲t✉♥❡❞ ▼❚ ❝❡❧❧s✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✸✵ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st
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❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✸✶

❈❤❛♣t❡r ✹

❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝❛❧
st✐♠✉❧✐ s✉❝❤ ❛s ❇❛r❜❡r P♦❧❡s ♦r t❤❡ ❝❤♦♣st✐❝❦ ✐❧❧✉s✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ✐ts ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t②✳ ▲❛st st✐♠✉❧✐ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

✹✳✶ ❇❛r❜❡r P♦❧❡s

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✱ ❇❛r❜❡r P♦❧❡s ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❡ ♠♦❞❡❧
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✭❛✮✕✭❜✮ ✇❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❛ ♣❧❛✐❞ ✈✐❡✇❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ sq✉❛r❡❞ ❛♣❡rt✉r❡ t❤✉s ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❧♦❝❛❧❧② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♠❜✐❣✉✲
♦✉s ♠♦t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ♦♥ s♠❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✭✸✳✹✮
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✭❞✮✕✭❢✮ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❇❛r❜❡r P♦❧❡ ✐s t❡st❡❞
❛♥❞ ✇❡ ❣❡t r❡s✉❧ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✹✳✷ ❈❤♦♣st✐❝❦ ✐❧❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ❈❤♦♣st✐❝❦ ✐❧❧✉s✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ❣✐✈❡s t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ t❡st t❤❡ ❢♦r♠
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥s✳
❲❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t✇♦ ❝r♦ss✐♥❣ ❜❛rs✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ r❡❞r❛✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳

❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❈❤♦♣st✐❝❦ ✐❧❧✉s✐♦♥
✇✐t❤ ♦❝❝❧✉❞❡rs✳ ❆s ✐♥ ♦✉r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡♥ ❞❡t❡❝ts ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❝r♦ss✐♥❣ ❜❛rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♦❝❝❧✉❞❡rs✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✸✷ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

❈❡❧❧s ❞✐r❡❝t✐♦♥ t✉♥✐♥❣ ❝♦❧♦r ♠❛♣

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❱✶ ❝❡❧❧s ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❆s ✇❡ ♦♥❧② ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r t❤❡ ❱✶ ❝❡❧❧s✱ ✇❡ ✉s❡
❛ ❝♦❧♦r ❝✐r❝❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s♣♦♥s❡✳ ✭❛✮ ❆ ♠♦✈✐♥❣ ❣r❛t✐♥❣
✈✐❡✇❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♣❡rt✉r❡✳ ✭❜✮ ❋✐rst ❢r❛♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r t❤❡ ❱✶ ♣❛tt❡r♥ ❝❡❧❧s✳ ✭❝✮
❱✶ ♣❛tt❡r♥ ❝❡❧❧s r❡s♣♦♥s❡ ❛❢t❡r ✼ ❢r❛♠❡s✳

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✸✸

❈❡❧❧s ❞✐r❡❝t✐♦♥ t✉♥✐♥❣ ❝♦❧♦r ♠❛♣

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❈❤♦♣st✐❝❦ ✐❧❧✉s✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♥♦♥ ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❈❤♦♣st✐❝❦ ✐❧❧✉s✐♦♥ ✇❡ ♣❡r❝❡✐✈❡ t✇♦ ❝r♦ss✐♥❣ ❜❛rs✳
❚❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✐❣♥♦r❡❞ ❜② ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧
❛s ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r r❡s♣♦♥s❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✸✹ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

❈❡❧❧s ❞✐r❡❝t✐♦♥ t✉♥✐♥❣ ❝♦❧♦r ♠❛♣

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❖❝❝❧✉❞❡❞ ❝❤♦♣st✐❝❦✳ ❚❤❡ st✐♠✉❧✉s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❜❛rs ✉s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ❜✉t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞✳ P❡r❝❡♣t ✐s t❤❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
♠♦t✐♦♥s✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①tr✐♥s✐❝ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ♠♦t✐♦♥
✐s ❛♣♣❛r❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞❡rs✳ ❲❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r r❡s♣♦♥s❡ ❛t ❡❛❝❤
♣♦✐♥t✳

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✸✺

✹✳✸ ❨♦s❡♠✐t❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠♦t✐♦♥ str❡❛♠s ♦♥
❝♦♠♣❧❡① s❡q✉❡♥❝❡s ✇❡ st❛rt ❜② ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❨♦s❡♠✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡✳

❚❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✈✐❞❡♦ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ♠♦t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ♠♦✉♥t❛✐♥s ✇✐t❤ ❝❧♦✉❞s
♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❆t
✜rst ✇❡ ❣♦t s♦♠❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ♠♦t✐♦♥ ❜✉t ✜♥❛❧❧② t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞✳

❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✭❢✮ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛ ❝♦rr❡❝t ♠♦t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞✱ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r
♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧♦✉❞s ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t❧② ♠♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✇❡ s❡❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛
♠♦t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❜❧❛❝❦ s♣♦t ✇✐t❤ ♥♦ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r❡❡♥ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✱
t❤❡ r❡❞ ♦♥❡s ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❝♦❞❡s ❧❡❢t✲❞♦✇♥ ♦r r✐❣❤t✲❞♦✇♥
♠♦t✐♦♥s✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ ❛ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r♠ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❙♦♠❡ ❡rr♦rs ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs s✉❝❤ ❛s ✐♥❝♦❤❡r❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ ♦✉r s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
st❛✐r❝❛s❡ ❡✛❡❝t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② s♣❛❝❡✳ ❲❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✉s✐♥❣ ✷✹ ♣♦ss✐❜❧❡
✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

✹✳✹ ❚❛①✐ s❡q✉❡♥❝❡

❚❤❡ t❛①✐ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✈✐❞❡♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♠❜✐❣✉♦✉s
r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦✈✐♥❣ ❝❛rs ❛♥❞
t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♣❡rs♦♥ ❛r❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ♠♦t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

✹✳✺ ❚r❛♥s♣❛r❡♥t tr❡❡s

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠♦t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ st✐♠✉❧✐ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❢♦r❡st ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞
❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✭❛✮✕✭❝✮✮✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ❝r❡❛t❡ ♣❛t❝❤❡s
♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢r❛♠❡s ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ♦♥❧②
❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

❲❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❤✉♥t✐♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ◆♦✇❧❛♥ ❛♥❞
❙❡❥♥♦✇s❦✐ ✭✶✾✾✸✮ ♦r ❇❛②❡r❧ ✭✷✵✵✺✮ ✐s ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠♦t✐♦♥✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t
t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♠❛② ✉s❡ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❡✛❡❝t ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠s
♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡✈❛t❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❛ s✉rr♦✉♥❞ ✇✐t❤
♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❢♦r ❝❡❧❧s ✇✐t❤ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✸✻ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❨♦s❡♠✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❱✶ ♣❛tt❡r♥ ❝❡❧❧s✳ ✭❛✮ ❆s ✇❡ ♦♥❧②
❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ s♣❡❡❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s ❝✐r❝❧❡ ❝♦❧♦r ❝♦❞❡✳ ✭❜✮ ❲❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ π

❢♦r♠ ❞❡t❡❝t♦r ♦♥❧② ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❛r❡❛✳ ✭❝✮ ❚❤❡ ✈❡♥tr❛❧ str❡❛♠ ♦✉t♣✉t ❢♦r t❤✐s s♠❛❧❧ sq✉❛r❡✳ ✭❞✮ ❆t ✜rst
✈❛r✐♦✉s ♠♦t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ♦♥❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ✭❡✮ ❚✇♦ ❢r❛♠❡s ❧❛t❡r t❤❡ ♠♦t✐♦♥
✜❡❧❞ ✐s s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ♠♦t✐♦♥s✳ ✭❢✮ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r
♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♠♦t✐♦♥✳

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✸✼

❈❡❧❧s ❞✐r❡❝t✐♦♥ t✉♥✐♥❣ ❝♦❧♦r ♠❛♣

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❘❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ t❛①✐ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♠❛❣❡s ✭❛✮✕✭❝✮ s❤♦✇ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❝❛rs ♠♦✈✐♥❣
❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡rs♦♥ ✇❛❧❦✐♥❣✳ ■♥ ✭❞✮✕✭❢✮ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❱✶ ❛r❡❛✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✸✽ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

❈❡❧❧s ❞✐r❡❝t✐♦♥ t✉♥✐♥❣ ❝♦❧♦r ♠❛♣

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❘❡s✉❧ts ♦♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t✳ ✭❛✮✕✭❝✮ ❙t✐♠✉❧✉s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠♦t✐♦♥✳ ✭❞✮✕✭❢✮ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡ t❤❡ t✇♦ ♠♦t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❜✉t ♦♥❡
✇✐♥ t❤✉s ❢♦r♠✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❤✉♥t✐♥❣
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❚ ❧❛②❡rs ❛r❡ s❤♦✇ t❤❡r❡✳

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✸✾

❈❤❛♣t❡r ✺

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❇❛s❡❞ ♦♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧✐♥❣ st✉❞✐❡s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧
♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛t❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡① ❜❛s❡❞ ♦❢ ❢♦r♠ ❝✉❡s✳

❲❡ ✉s❡❞ ❛ r❡❝✉rr❡♥t s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❱✶✴▼❚ ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞ ❛
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ▼❚ s✉❜✉♥✐ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❱✶ ♣❛tt❡r♥ ❝❡❧❧s ❢♦✉♥❞
❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s✳

❇② ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢♦r♠ ❝✉❡ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❥✉♥❝t✐♦♥s ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
❛ ❣r❡❛t❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝❛❧ ✐❧❧✉s✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❈❤♦♣st✐❝❦✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ❝❡♥t❡r✲s✉rr♦✉♥❞ ❡✛❡❝ts ❜♦t❤ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝✉rr❡♥t s②st❡♠ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠ ❝✉❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥
❛ s♣❛t✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❛r❡❛ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝♦♥tr❛st t❤✉s ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ ♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❋✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐❧❧ t❡st ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s❤✉♥t✐♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✇♦r❦s
♦♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠♦t✐♦♥✳

❘❘ ♥➦ ✵✶✷✸✹✺✻✼✽✾



✹✵ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❊❈ ■P ♣r♦❥❡❝t ❋P✻✲✵✶✺✽✼✾✱ ❋❆❈❊❚❙✳

■◆❘■❆



❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r♠ ❝✉❡s ✹✶

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❆✳ ❆♥❣❡❧✉❝❝✐ ❛♥❞ ❏✳ ❇✉❧❧✐❡r✳ ❘❡❛❝❤✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✶ ♥❡✉r♦♥s✿
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛①♦♥s❄ ❏ P❤②s✐♦❧ P❛r✐s✱ ✾✼✭✷✕✸✮✿✶✹✶✕✶✺✹✱ ▼❛r✕▼❛② ✷✵✵✸✳ ❞♦✐✿
✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❥♣❤②s♣❛r✐s✳✷✵✵✸✳✵✾✳✵✵✶✳

❆✳ ❆♥❣❡❧✉❝❝✐✱ ❏✳ ❇✳ ▲❡✈✐tt✱ ❊✳ ❏✳ ❙✳ ❲❛❧t♦♥✱ ❏✳ ▼✳ ❍✉♣❡✱ ❏✳ ❇✉❧❧✐❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ▲✉♥❞✳ ❈✐r❝✉✐ts
❢♦r ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r✐♠❛r② ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡①✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡✱
✷✷✭✶✾✮✿✽✻✸✸✱ ✷✵✵✷✳

P✳ ❇❛②❡r❧✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❯❧♠✳ ❋❛❦✉❧tät ❢ür
■♥❢♦r♠❛t✐❦✱ ✷✵✵✺✳

P✳ ❇❛②❡r❧ ❛♥❞ ❍✳ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ❉✐s❛♠❜✐❣✉❛t✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❜② ❢♦r♠✲♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✖❛
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✼✷✭✶✮✿✷✼✕✹✺✱ ✷✵✵✼✳

❏✳ ❘✳ ❇❡r❣❡♥✱ P✳ ❏✳ ❇✉rt✱ ❘✳ ❍✐♥❣♦r❛♥✐✱ ❙✳ P❡❧❡❣✱ ❉✳ ❙✳ ❘✳ ❈❡♥t❡r✱ ❛♥❞ ◆✳ ❏✳ Pr✐♥❝❡t♦♥✳ ❆
t❤r❡❡✲❢r❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♠❛❣❡ ♠♦t✐♦♥✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞
▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✶✹✭✾✮✿✽✽✻✕✽✾✻✱ ✶✾✾✷✳

❘✳ ❚✳ ❇♦r♥ ❛♥❞ ❉✳ ❈✳ ❇r❛❞❧❡②✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ❛r❡❛ ♠t✳ ❆♥♥✉ ❘❡✈ ◆❡✉r♦s❝✐✱
✷✽✿✶✺✼✕✶✽✾✱ ✷✵✵✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✹✻✴❛♥♥✉r❡✈✳♥❡✉r♦✳✷✻✳✵✹✶✵✵✷✳✶✸✶✵✺✷✳

❖✳ ❏✳ ❇r❛❞❞✐❝❦✱ ❏✳ ❲❛tt❛♠✲❇❡❧❧✱ ❏✳ ❆t❦✐♥s♦♥✱ ❛♥❞ ❘✳ ❚✉r♥❡r✳ ❇r❛✐♥ ❛r❡❛s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝♦❤❡r❡♥t
✈✐s✉❛❧ ♠♦t✐♦♥✳ P❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ✸✵✭✶✮✿✻✶✕✼✷✱ ✷✵✵✶✳

❉✳ ❈✳ ❇r❛❞❧❡②✱ ●✳ ❈✳ ❈❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ❘✳ ❆✳ ❆♥❞❡rs❡♥✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡✲
❢r♦♠✲♠♦t✐♦♥ ❜② ♣r✐♠❛t❡ ❛r❡❛ ♠t ♥❡✉r♦♥s✳ ◆❛t✉r❡✱ ✸✾✷✭✻✻✼✼✮✿✼✶✹✕✼✱ ✶✾✾✽✳

❋✳ ❈r✐❝❦ ❛♥❞ ❈✳ ❑♦❝❤✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♥s❝✐♦✉s♥❡ss✳ ◆❛t✉r❡ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡✱ ✻✭✷✮✿✶✶✾✕✶✷✻✱
✷✵✵✸✳

●✳ ❈✳ ❉❡❆♥❣❡❧✐s ❛♥❞❲✳ ❚✳ ◆❡✇s♦♠❡✳ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❛r✐t②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ♠❛❝❛q✉❡
❛r❡❛ ♠t✳ ❏ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡✱ ✶✾✭✹✮✿✶✸✾✽✕✶✹✶✺✱ ❋❡❜ ✶✾✾✾✳

❙✳ ●❡♣s❤t❡✐♥ ❛♥❞ ▼✳ ❑✉❜♦✈②✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✿ s♣❛t✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥
t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❇r❛✐♥ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✻✵✭✹✮✿✹✽✼✕✹✾✺✱ ✷✵✵✺✳
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✹✷ ➱♠✐❧✐❡♥ ❚❧❛♣❛❧❡ ✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✳ ▼❛ss♦♥ ✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st

P✳ ●✐r❛r❞✱ P✳ ❆✳ ❙❛❧✐♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❇✉❧❧✐❡r✳ ❘❡s♣♦♥s❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❛r❡❛ ♠t ♦❢ t❤❡
♠❛❝❛q✉❡ ♠♦♥❦❡② ❞✉r✐♥❣ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r❡❛ ✈✶✳ ❏ ◆❡✉r♦♣❤②s✐♦❧✱ ✻✼✭✻✮✿✶✹✸✼✕
✶✹✹✻✱ ❏✉♥ ✶✾✾✷✳

❆✳ ●r✐♥✈❛❧❞✱ ❊✳ ❊✳ ▲✐❡❦❡✱ ❘✳ ❉✳ ❋r♦st✐❣✱ ❛♥❞ ❘✳ ❍✐❧❞❡s❤❡✐♠✳ ❈♦rt✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❧❛t❡r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ♠❛❝❛q✉❡
♠♦♥❦❡② ♣r✐♠❛r② ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡①✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡✱ ✶✹✭✺✮✿✷✺✹✺✕✷✺✻✽✱ ✶✾✾✹✳

❑✳ ●✉♦✱ P✳ ❏✳ ❇❡♥s♦♥✱ ❛♥❞ ❈✳ ❇❧❛❦❡♠♦r❡✳ P❛tt❡r♥ ♠♦t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❱ ✶ ♦❢ ❛✇❛❦❡ ❜✉t ♥♦t
❛♥❛❡st❤❡t✐③❡❞ ♠♦♥❦❡②s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡✱ ✶✾✭✹✮✿✶✵✺✺✕✶✵✻✻✱ ✷✵✵✹✳

❊✳ ❈✳ ❍✐❧❞r❡t❤ ❛♥❞ ❈✳ ❑♦❝❤✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ♠♦t✐♦♥✿ ❋r♦♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② t♦
♥❡✉r♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡✱ ✶✵✭✶✮✿✹✼✼✕✺✸✸✱ ✶✾✽✼✳

❳✳ ❍✉❛♥❣✱ ❚✳ ❉✳ ❆❧❜r✐❣❤t✱ ❛♥❞ ●✳ ❘✳ ❙t♦♥❡r✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ s✉rr♦✉♥❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦rt✐❝❛❧ ❛r❡❛
♠t✳ ◆❡✉r♦♥✱ ✺✸✿✼✻✶✕✼✼✵✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✼✳
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