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Résumé : On s’intéresse au traitement des parameétres de nuisance & des fins
d’isolation de pannes pour le diagnostic. On se place d’abord dans le cas d’un vec-
teur Gaussien dont on surveille la moyenne. On joue avec différents points de vue:
transformation, information, projection, réjection, avec le souci de préservation de
Iinformation ou celui du caractére bloc-diagonal de certaines matrices. Ensuite, on
passe brievement en revue des concepts et méthodes pour I’élimination de paramétres
de nuisance, en particulier la notion de parameétres orthogonaux. Enfin on examine
une notion d’insensibilité au parameétre de nuisance, qui généralise cette propriété
d’orthogonalité au cas de fonctions d’estimation autres que celle du maximum de
vraisemblance.
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Handling nuisance parameters:
orthogonality and insensitivity

Abstract: The handling of nuisance parameters is discussed with the objective of
fault isolation for diagnosis. First, the monitoring of the mean of a Gaussian vector is
investigated based on different points of view : transformation, information, projec-
tion, rejection. The main concerns are preserving information or the block-diagonal
structure of some matrices. Then some key concepts and methods for nuisance pa-
rameters elimination are briefly overviewed, among which the notion of orthogonal
parameters. Finally a property of insensitivity to the nuisance parameter, which
generalizes that orthogonality to other estimating functions than the likelihood.

Key-words: Fault diagnosis, nuisance parameters, orthogonal parameters, sensiti-
vity, minmax, Fisher information, Godambe information.
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Introduction

On s’intéresse au traitement des paramétres de nuisance a des fins d’isolation de
pannes pour le diagnostic. On se place d’abord dans le cas d’un vecteur Gaussien
dont on surveille la moyenne. On rappelle les outils "maison" (sensibilité, minmax)
pour l'isolation de pannes. On exhibe le piétre caractére isolant de celui-la, et des
formulations (trés) antérieures de celui-ci. On décrit deux autres approches, qui,
dans le présent cas Gaussien, se réduisent au test minmax. Ce faisant, on joue avec
différents points de vue : transformation, information, projection, réjection, et on
(re)donne le bréviaire des formules correspondantes.

Ces petits jeux sont guidés par le souci de préservation de 'information relative
au paramétre lors des transformations du vecteur, et aussi le souci du caractére bloc-
diagonal de la matrice d’incidence et/ou de la matrice de covariance et/ou de la
matrice d’information de Fisher. On rappelle aussi que la mise en oeuvre numérique
de ces outils peut nécessiter des calculs sensiblement plus élaborés.

Ensuite, dans une deuxiéme partie, on passe brievement en revue des méthodes
d’élimination de paramétres de nuisance. En particulier, une des notions-clefs pour
examiner le découplage (I’orthogonalité) entre deux sous-ensembles de composantes
d’un vecteur de paramétres, parameétres d’intérét et paramétres de nuisance, est le
caractére bloc-diagonal de la matrice d’information de Fisher.

Une notion d’insensibilité au parameétre de nuisance, qui généralise cette pro-
priété d’orthogonalité de parameétres au cas de fonctions d’estimation autres que
celle du maximum de vraisemblance, a été récemment proposée. On la résume dans
une troisiéme partie.

Un point important est que les matrices de sensibilité et de covariance d’une
fonction d’estimation sont en général distinctes, alors qu’elles sont toutes deux égales
a la matrice d’information de Fisher dans le cas de la vraisemblance. Et que c’est la
matrice de sensibilité qui doit intervenir dans la réjection du parameétre de nuisance,
et non pas la matrice d’information.

PI n1860



4 Michele Basseville

1 Inspection de la moyenne d’un vecteur Gaussien

On considére le probléme de 'isolation des pannes sous ’angle de I'inspection des
composantes de la moyenne d’un vecteur Gaussien de matrice de covariance connue.
Grace a la méthode générale de conception d’algorithmes de surveillance décrite
dans [2], ce probléme particulier est de portée trés large : on sait en effet réduire une
large classe de problémes de surveillance de processus complexes & ce probléme de
surveillance de la moyenne d’un vecteur Gaussien. Voir aussi [3] 4].

On ne traite pas le cas ou le nombre de pannes est inconnu : une procédure
heuristique incrémentale est proposée en [26]. A nombre de pannes simples connu, il
s’agit de prendre une décision en présence d’un parameétre de nuisance. Sur ce sujet,
voir par exemple [14], 23] 29 33} [35] et les références qui s’y trouvent.

L’essentiel de cette section est un condensé de [I], & I'exception des parties [[4.4],

145 et

1.1 Préambule

On considére donc un vecteur aléatoire Gaussien de vecteur moyenne Mn et de

matrice de covariance 3, ce que I’on note :
Z~NMn, %), ffT, M : incidence

Dans ce qui suit, pour chaque test ., on introduit sa définition — le plus souvent wvia
un rapport de vraisemblance, et on en donne différentes expressions basées sur :

— une projection, telle que celle définie par Py en (B,

— une transformation du vecteur Z en un vecteur tel le score £ en ([B]) ou un autre

"résidu" ¢ en (I0).

On explicite aussi la transformation F et les matrices d’incidence L et de covariance R
définies en (I0), et on calcule l'information de Fisher F¢ donnée par (IIJ).

Le caractére bloc-diagonal de la matrice d’incidence L et/ou de covariance R
et/ou d’information de Fisher F¢ peut alors étre examiné.

1.2 Notations et formules de base

On donne les éléments relatifs & 'approche par maximum de vraisemblance, puis
les formules liées & la recherche d’'un vecteur transformé.

A

log-vraisemblance  1,(Z) £ —2Inp,(Z) £ (Z — Mn)"S™(Z — Mn) + C (1)

Irisa
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information Fisher F;=M" S 'M2F (2)
Vo ly(Z)=M"S™'Z — M"S™" My~ N(0,F) (3)
argminl, (Z) = (MT 2 ' M) MT 27t 7 (4)

score £

MLE 4

-l

Projection et réjection

projection Py =I1-%'MMT st M) tMTET" (5)
réjection Py M =0 (6)
ou ﬁMéEPMiil (7)

résidu LS Z - Mj=Py Z (8)
MLE §=F'M'S™ Z~N (n, F) (9)

Transformation et information

transformation (2FZ~N(Lny, R), LEFM, REFxFT (10)
—1
information Fc=L'R'L=M"FT(FuF") FM (11)

1.3 Détection

Tester n = 0 contre n # 0 (12)

Rapport de vraisemblance

A max;, py(Z) )
t1=2In—————= =1y(Z) — In(Z 13
1 n 20(2) 0o(Z) mn n(Z) (13)
Projection
T<-T =1

h=2z2"%Y (I-PyX Z (14)

Transformation
score efficace £é Vi ln(Z)|n:o —FZ2MTY 7 (15)
FM=F=FXF', F¢=F (16)

PI n1860



6 Michele Basseville

{~N(Fn, F) (17)

test t) =¢F ¢ (18)

Paramétre de non-centralité

T=K(n) = nT Fn sous n # 0 (19)

1.4 Isolation

On partitionne le vecteur moyenne 7 en deux sous-ensembles de composantes, les
parameétres d’'intérét ¢ et les parameétres de nuisance 9 :

(e
n—<¢> (20)

On note pyy(Z) la distribution du vecteur Gaussien Z ~ N(M n , ¥), et on
partitionne les matrices correspondantes, soit :

M= (M, M,) (21)

MITy—1pm, MI -1,
© 4 P ¥
F=M'S M= é<FW Fou ) (22)

MI st M, MI M, Fue Fuu
B! “Fo Foy By
F!= (23)
—F,,, Fy, F5 Fy !
ou :
F:2F; —F; F;} Fj (24)

A nombre de pannes n,, supposé connu, il s’agit de :

Tester ¢ = 0 contre ¢ # 0 avec 1) inconnu (25)

Irisa
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Noter néanmoins que 1 est alors de dimension n, connue (ny Spn— Ny).

On traite d’abord le cas ot on suppose connaitre les n, composantes susceptibles
d’étre affectées par des pannes et ol on s’est arrangé pour qu’elles figurent justement
dans ¢. Le cas ot on ne connait que le nombre n,, mais pas les composantes elles-
meémes, est traité en

1.4.1 Remarque : décomposition de Karhunen-Loeve

Cette décomposition permet de transformer Z en un vecteur de composantes
décorrélées (ce qui n’est ni nécessaire ni suffisant pour l'isolation), au moyen de la
transformation orthogonale définie par la matrice F telle que :

S=FAF"

Le vecteur transformé qui en résulte admet les propriétés (incidence, covariance,
information) suivantes.

Découplage, décorrélation et information

ESFTZ~N(Ln, %), L=F"M, S=A, F=F

1.4.2 Meéthode de sensibilité

Il s’agit du probleme (25]) projeté sur ¢ = 0.

Rapport de vraisemblance

> A, Maxypeo(Z) :
ty =2 1In—2222 = [ (Z) — minl,o(Z 26
v T o(Z) 00(2) — minlyo(Z) (26)
Projection
=~ T <71 -1
bo=2TS T (I-Py,)S ' 2 (27)
Transformation
score partiel Ew = Vo loo(Z) = .7?@ z 2 Mg »'z (28)
FoMy=Fpp=F,SF;, Fz =Fy, (29)

PI n1860



8 Michele Basseville

gcp ~N (Ftpw ¥, Fw) (30)

test £, =L F L&, (31)

Paramétre de non-centralité

K(n) = (¢ + F&zFW ) Fpp(p + F;$F¢¢ ) (32)

Noter que, sous ¢ # 0 ET 9 = 0, le parametre de non-centralité vaut
K(p) = ¢l Fuy, . Mais qu'il peut étre non nul sous ¢ = 0 et ¢ # 0. D’ou
le piétre caractére isolant de ce test.

Le vecteur constitué des deux scores partiels admet les propriétés suivantes.

Découplage, décorrélation et information

~é<§0>~/\/(in,i), L=S%=F=F (33)

1.4.3 Meéthode de réjection (minmax)

Il s’agit de résoudre le probléme (25) pour la nuisance 1 la moins favorable au
sens de la vraisemblance.

Rapport de vraisemblance

Z)
Ao 1 Mo Pou(Z) o a2 34
® maxq/,pg,w(Z) ” 0,¢( ) o w,w( ) (34)
Projection
* Tw-T =1
ty=2"X% (PMw—PM)Z Z (35)
Transformation
A A 2T 1
E=FoZ =M, %" Py, Z (36)
réjection  F; My =0, ie F; (Vy El,y(Z2) =0 (37)
T
}TPM@:F;:J[;ZJ% , Fg*:F; (38)

Irisa
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. ol 1 F
score effectif ¢ = §, —Fyy Fy & (39)
régression du score partiel sur le score de nuisance [29] [14]

&~ N (Fj; 0, Fj;) (40)
* _ ¢xT px—1 ¢x
test 5 =¢(07 Fo0 &7 (41)
Paramétre de non-centralité
K*(p) = ¢! F, ¢ sousp#0etVae (42)
D’oiul le caractére parfaitement isolant de ce test.

Le vecteur constitué des deux scores effectifs admet les propriétés suivantes.

Découplage, décorrélation et information

o2 ( & ) ~ N (L)

3
F~ 0 F* ~-F*F '!F
L*:( ‘ >,2*:< # e W),F*:F
0 Fy ~F F,, Fy, F,

1.4.4 Meéthode de Wald

L’idée, pour tester si f(n) # 0, est d’examiner — & 'aide sa normalité asympto-
tique — si f (7)) est proche de zéro on non [35] 27].

Pour f(n) = Fn,ou F = (I 0 ), et dans le présent cas particulier de l'inférence
sur la moyenne d’un vecteur Gaussien — voir (@), ceci donne :

EEFN=FF ' M 'S 22 F, 7 (43)
réjection  Fi My =0 (44)
FEM,=1, FLsril=¥F;"! (45)

PI n1860



10 Michele Basseville

& ~N(p, B (46)

A
test th =T FL (47)
th =17 (48)

Autrement dit, dans ce cas particulier, le test de Wald est identique au test de
réjection minmax ¢7.

1.4.5 Meéthode du multiplicateur de Lagrange

L’idée est de se servir du multiplicateur de Lagrange A\ correspondant au La-
grangien
In—f T(U) A
de l'estimation de n par maximum de vraisemblance sous la contrainte vectorielle
f(n) =0, et de la normalité asymptotique de .
Pour f(n) = Fn,ou F =( 0 1), et dansle présent cas particulier de l'inférence
sur la moyenne d’un vecteur Gaussien, on obtient [27] :

test £ 2 AT £t A (49)
b=t (50)

La conclusion est donc la méme que pour le test de Wald.

D’autres tests asymptotiques sont décrits en [27]. Dans le présent cas particulier
de l'inférence sur la moyenne d’un vecteur Gaussien, ils sont tous identiques au test
minmax ¢, défini en (&I)).

1.4.6 Mixer réjection et sensibilité

L’idée est de surveiller les composantes d’intérét ¢ avec le test minmax (I et
les composantes de nuisance ¢ avec le test de sensibilitée (B1)).

Le vecteur constitué des deux scores (respectivement, effectif et partiel) corre-
spondants admet les propriétés suivantes.

Découplage, décorrélation et information

v A * v 9 ] F* 0 . F* 0 =
= 2P ~ = ¥ = \ =

Irisa



Traitement des paramétres de nuisance : orthogonalité et insensibilité 11

Cette idée de mélange des deux méthodes est issue de la remarque suivante.

Décomposition du test global

tl — _2 ln max<ﬂ7¢ p‘ﬂ7¢
Po,0
— _2 ln max<ﬂ7¢ p‘ﬂ7¢ _ 2 ln ma’X/(p p07¢
maxaqy Po,yp Poo
= t; + ;1/, (51)

Le caractére additif de cette décomposition est vrai pour une distribution générale
(pas seulement Gaussienne), et dans le cas de plus de deux pannes.

Le caractére orthogonal — au sens : cov(t}, fw) = 0 — de cette décomposition est
vrai seulement pour une distribution Gaussien, et seulement dans le cas de deux
pannes [I].

1.5 Procédures d’isolation des n, pannes
1.5.1 Par sensibilité

— Calculer tous les tests Ep correspondants a toutes les partitions possibles de n
en 2 ensembles de composantes de dimensions (n,,n —n).
— Pannes isolées : celles qui correspondent au test t~<p le plus grand.
Cette méthode correspond a une décision par maximum a posteriori (sous I’hy-
pothése d’un a priori uniforme sur toutes les pannes simples).

1.5.2 Par réjection (minmax)

— Calculer tous les tests t; correspondants a toutes les partitions possibles de n
en 2 ensembles de composantes de dimensions (n,,n —n).
— Pannes isolées : celles qui correspondent au test tz le plus grand.
Cette procédure posséde un caractére d’optimalité. On sait que la collection des
tests minmax optimise deux critéres de puissance (soit le minimum, soit la ‘somme’
des puissances des tests minmax individuels) [26] [34] [1].

1.6 Calculs numériques

Les tests ci-dessus font intervenir des inversions de matrices et leur mise en oeuvre
requiert un minimum de précautions numeériques, lorsque les matrices & inverser ont
un mauvais conditionnement — ce qui n’est pas rare dans le contexte général [2] [3].

PI n1860



12 Michele Basseville

Les recommandations principales [37] sont :

— éviter au maximum les inversions de matrices,

— calculer les formes quadratiques %VLP , t, comme des carrés.
Ceci est réalisé dans le logiciel [36].

2 Traitement des paramétres de nuisance

Les éléments de cette section sont extraits de [6]. On considére le cas général
d’observations suivant une distribution pg, dont le vecteur de paramétres 6 est par-
titionné en deux sous-ensembles de composantes, les paramétres d’intérét ¢ et les

paramétres de nuisance 1) :
2
=
( ¥ )

Réduire I’influence ou éliminer des paramétres de nuisance est une question an-
cienne, reconnue comme un probléme majeur de l'inférence statistique. Une étude
parue il y a une trentaine d’années [7] identifiait déja dix catégories de méthodes,
certaines d’entre elles remontant aux travaux de R.A. Fisher. On trouvera en [25]
une revue plus récente. On esquisse ici quelques idées pour réduire ou éliminer 'effet
de paramétres de nuisance.

2.1 Approche Bayésienne

D’un point de vue Bayésien, I’élimination d’'un parameétre de nuisance peut sem-
bler ne pas poser de probléme, en ce sens que le calcul de la densité marginale a
posteriori du paramétre d’intérét fournit la solution [8]. Cependant, en pratique la
situation peut étre beaucoup moins simple ; voir [25], qui contient une revue de l’ap-
proche Bayésienne integrated likelihood.

2.2 Vraisemblances marginale et conditionnelle

Dans ’approche par vraisemblance, le probléme est de trouver une fonction de
vraisemblance pour le seul parameétre d’intérét [3I]. Dans certains cas, il peut arriver
que les distributions marginales de certaines composantes de 1’observation ne dépen-
dent pas du paramétre de nuisance 1. Une autre idée consiste & baser l'inférence
au sujet de ¢ sur une distribution conditionnelle des observations, étant donnée une
statistique exhaustive pour ¢ a ¢ fixé [24]. De telles distributions, appelées respec-
tivement vraisemblance marginale et vraisemblance conditionnelle, peuvent alors étre

Irisa



Traitement des paramétres de nuisance : orthogonalité et insensibilité 13

utilisées comme pseudo-vraisemblances pour . Quelques contre-exemples — e.g. une
distribution marginale et une distribution conditionnelle fournissant des résultats
différents [7] — suggeérent que de telles approches doivent étre utilisées avec précau-
tion [25]. Cependant, 'utilisation de fonctions scores conditionnelles s’appuie sur des
résultats d’optimalité, tandis que celle des fonctions scores marginales ne I'est pas
[24]. On trouvera en [32][Chap.8] une discussion détaillée de développements mod-
ernes, y compris des approximations pour ces pseudo-vraisemblances. La maniére
dont I'information de nuisance est paramétrée peut étre d’importance cruciale dans
ce contexte.

2.3 Orthogonalité des paramétres

Une propriété particulierement intéressante est celle de 1'orthogonalité des
parametres : on dit que le parameétre d’interét ¢ est orthogonal (par rapport & I'infor-
mation de Fisher) au paramétre de nuisance v si les fonctions scores correspondantes
sont décorrélées, ou de maniere équivalente si le bloc Fyy hors de la diagonale de
la matrice d’information de Fisher, et donc le bloc Fy,, sont nuls [20, I8, 19, [10].
On parle d’orthogonalité locale (resp. globale) lorsque ces conditions sont satisfaites
pour une valeur du paramétre (resp. toutes). En cas d’orthogonalité, les estimateurs
du maximum de vraisemblance (MLE) des deux parameétres ¢ et ¢ sont asympto-
tiquement indépendants.

Quand ¢ est scalaire, on peut toujours trouver une transformation en une
paramétrisation orthogonale globale qui préserve ¢ [10].

L’orthogonalité des paramétres est un cas particulier de ’orthogonalité des fonc-
tions d’estimation discutée dans [24].

L’orthogonalité des fonctions d’estimation projetées explique un paradoxe associé
a l'estimation de parameétres en présence de parameétres de nuisance : efficacité de
certains estimateurs peut décroitre lorsque le paramétre de nuisance est connu [15].

2.4 Exploitation de propriétés d’invariance

L’exploitation de linvariance de la distribution de probabilité sous certaines
transformations est connue sous le nom d’approche invariante de V'inférence [23],
et étudiée plus avant pour le traitement des paramétres de nuisance dans [5].

2.5 Approche minmax ou vraisemblance profil

L’approche a base de vraisemblance la plus générale consiste & maximiser la
vraisemblance par rapport au paramétre de nuisance. La fonction de vraisemblance

PI n1860



14 Michele Basseville

profil, également appelée vraisemblance concentrée ou maximale, est :

Ly(p) 2 L(p, ) (52)

ol ’([)Lp est le MLE de 1) pour ¢ fixé [2§].

Des approximations jusqu’au troisiéme ordre ont été étudiées pour 1’évaluation
de la vraisemblance profil [30)].

La fonction score correspondant a la vraisemblance profil n’est plus centrée.
Quand le nombre de parameétres de nuisance en petit devant la taille de 1’échan-
tillon, ce biais est souvent négligeable devant l'erreur d’estimation. Ceci n’est plus
vrai dans le cas de parameétres de nuisance multiples, ou le profil peut induire en
erreur. Des corrections de la vraisemblance profil ont été proposées [10].

Le principe minmax d’élimination de nuisance (par maximisation par rapport
a 1)) a aussi été appliqué a la fonction de risque de procédures de décision [23].

3 Insensibilité au paramétre de nuisance

On suppose toujours observer un processus Z de distribution py, dont le
paramétre @ est partitionné en deux sous-ensembles de composantes @ et 1.

Pour le traitement du parameétre de nuisance 1, on rappelle la notion — symétrique
en ¢, 1 — de découplage des scores partiels ou F-orthogonalité, et on en décrit une
extension asymétrique dans le cas de fonctions d’estimation autres que le score de
vraisemblance.

3.1 Score efficace et information de Fisher

On note & le score efficace associé :
£(0,2) = Vg ly(2) (53)

ou :
A

lo(Z) = — Inpy(Z)

Le score est sans biais, i.e.
Ey (£(0,2)) =0

ou Ey est ’espérance sous la loi py. Dans ce qui suit, on omet la dépendance en Z,
voire en @, quand il n’y a pas d’ambiguité.

Irisa



Traitement des paramétres de nuisance : orthogonalité et insensibilité 15
Le score se décompose en :
_ [ S
(&
ol les deux scores partiels £, et & associés a Iy = l, sont définis par :
A
§o = Volpy(Z) 54
A (54)
§p = Vylpu(Z)
La matrice de covariance du score £ est la matrice d’information de Fisher :
A
FZE(¢&) (55)
qui s’écrit aussi :
F=-E(Vy) (56)
Elle se partitionne en :
F = ( Fopo Fyy > (57)
Fyo Fyy
ou :
A
Fop, = E (§<P fg) =-E(V, &)
A
Fupy = E(& &) =—E(Vy &)
A
Foy = E(& &) =-E(V,&) (58)
Son inverse est donnée par (23))-(24).
Le score effectif s’obtient par projection :
*x A
& = Fo ¢ (59)
ot F5 est telle que :
Fo(Vy Bley(2)) = 0 (60)

Le score effectif est aussi le résidu de la régression du score partiel d’intérét sur le

score partiel de nuisance [29] [14] :

-1
f:; = &o = Fyy Fov §y

(61)

Dans le cas d'un vecteur Gaussien, (B9)-(6Il) correspond bien a la méthode min-

max de réjection (B7)-(39).

PI n1860



16 Michele Basseville

3.1.1 Découplage (symétrique) par F-orthogonalité

Pour 'estimation par maximum de vraisemblance, la notion-clef pour examiner le
découplage (I’orthogonalité) entre les deux sous-ensembles de parameétres d’intérét ¢
et de nuisance v est le caractére bloc-diagonal de la matrice d’information de Fisher
(E7). En effet, si F est bloc-diagonale,

Foy=F), =0 (62)

et, en vertu de la premiére égalité de (BS)), les deux scores partiels &, et & (B4)

sont décorrélé. Les parameétres ¢ et 1 sont alors dits orthogonaux [I8, 10]. Ce

que l'on désigne par F-orthogonalité (au sens de l'information de Fisher) entre les

paramétres ¢ et 1. De la derniére égalité de (G8]), on peut dire que £, est ¢-insensible.
Cette propriété est symétrique en les deux composantes ¢ et 1 de 6.

Elle implique quatre propriétés fondamentales du MLE pour un échantil-
lon 74, ..., Z, [10} 211 22].
1. Indépendance asymptotique des estimateurs MLE ¢ et QZ ;

2. Estimation efficace stable de ¢, i.e. la variance asymptotique de ¢ est la méme,
que P soit traité comme connu ou inconnu ;

3. Simplification de ’algorithme d’estimation ;
4. L’estimateur @, de ¢ a 1) fixé varie lentement avec 1.
La préservation de la propriété 2, non garantie dans le cas de fonctions d’estima-

tion autres que de vraisemblance, a motivé 'introduction d’une notion d’insensibilité
étendant la propriété de F-orthogonalité.

3.2 Fonction d’estimation, sensibilité et information de Godambe

Soit (, de dimension au moins égale & celle de 6, une fonction d’estimation de 6,
i.e. une fonction telle que, sur la base de ’échantillon 71, ..., Z,,, la solution en 6 de

I’équation :
n

i=1
fournisse un estimateur # de 8. Dans le cas de I’estimation par maximum de vraisem-
blance, la fonction ¢ n’est autre que le score efficace :

€0, Zi) = Vg lg(Zi) = £(0, Z;)

Voir (B3) dans le cas Gaussien.
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On suppose ( sans biais, i.e. :
Ey (¢(0,2)) =0

ce qui est effectivement le cas du score efficace.
Sous des conditions de régularité [II], € est consistent et asymptotiquement
Gaussien de matrice de covariance :

~

var(g) = G~!
G &2 JTs'yg (63)
» = E(C() (64)
J £ -E(¢) (65)
= +E(Y¢) (66)

La matrice G est appelée matrice d’information de Godambe [13] 17]. Noter la défi-
nition inhabituelle de J en (63)), introduite en [16] 17, 21].

Dans le cas du score efficace : ( = £ en (B3], toutes ces matrices se réduisent a
l'information de Fisher : — 7 =X =G =F.

Partitionnons la fonction d’estimation ¢ en :

et la sensibilité J e :

— Top Tow 67
J (jw jww) (67)
ou :

Top = —E(G &) = B(V, ¢)

Ty = —E(Cw 55) = E(Vy ()

Tow & —B(¢G &) = B(Vy ) (68)

2Noter que le partitionnement de J en (GZ) n’est pas le méme que celui de M en (ZI)).
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Les fonctions (, et ¢, sont appelées fonctions d’estimation marginales : ¢, est une
fonction d’estimation de ¢ quand ¢ est connu, et (y est une fonction d’estimation de
1 quand ¢ est connu. Les matrices J,, et Jyy sont appelées sensibilités marginales,
et les matrices Jy et Ty, les ¢- et p-sensibilités de (, et (y, respectivement [21].

Enfin partitionnons 'information de Godambe G (G3)) et son inverse comme il
est fait pour I'information de Fisher F en (57)) et (23]), soit :

_ -1 7 A [ Gep Gy
G=T 2 J (Gw Gw) (69
et :
Gt —G,} Gy G
G!l= (70)
—G,, Gy, G37! Gyt
ou :
G} = Gii — Gy; G;;' Gy (71)

Quand on utilise une fonction d’estimation autre que celle du maximum de
vraisemblance, i.e. une fonction ¢ autre que le score £, la propriété 2 n’est pas tou-
jours satisfaite. Il existe méme des situations paradoxales ol la connaissance du
parametre de nuisance fait augmenter la variance (diminuer Vefficacité) de I'estima-
tion du parameétre d’intérét [15].

Fonction d’estimation projetée ou standardisée. Ce paradoxe se produit
lorsque les deux composantes de la projection de la fonction d’estimation considérée
sur le score efficace sont ortho-gonales. On appelle fonction d’estimation projetée
[15], ou parfois standardisée [17], la fonction :

(=-J"%"¢ (72)
Cette fonction est sans biais d’information, parce que : —Jz = Xz = G¢.
Elle est utile pour les reparamétrisations G-orthogonales [21].
3.2.1 Insensibilité (asymétrique)

La propriété 2 étant considérée comme cruciale, une notion étendue d’orthogo-
nalité pour fonctions d’estimation, dite d’insensibilité au paramétre de nuisance, est
introduite en [21), 22], qui satisfait les propriétés 2 a 4.
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On dit qu’une fonction d’estimation marginale (, est insensible au parametre de
nuisance 1, ou en abrégé y-insensible, lorsque :

Top = =B (¢ ) =0 (73)

Dans le cas du score efficace : ¢ = £ en (B3), et lorsque £, est 1)-insensible, on retrouve
la F-orthogonalité comme cas particulier.
Si ¢ satisfait ([73]), alors & cause de ([66]), ¢ est insensible & v, au sens ou :

E(Vy () =0

Cette propriété est non-symétrique en les deux composantes ¢ et 1 de 6.

Le théoreme d’insensibilité dit qu’une fonction d’estimation marginale ¢, est -
insensible si et seulement si :

G; = jsoTsa 2;& T (74)

Montrer ([74) pour une ¢, t-insensible est immédiat. La réciproque ’est moins [21],

22].

Fonction d’estimation marginale propre. On dit {, est une fonction d’esti-
mation marginale propre lorsqu’elle dépend de (p,1)) seulement via p. Dans ce cas
il est facile de montrer que (74) est vérifiée et donc que (,, est )-insensible.

C’est le cas d’une fonction sous forme produit :

Cole) AY) (75)

ol A est une matrice non aléatoire et non singuliére. La méme conclusion vaut pour
des fonctions d’estimation qui sont des sommes de termes de la forme (75]) [21].

Les équations de Yule-Walker, pour un modéle AR(p) de vecteur de paramétres
autorégressifs ¢, constituent un exemple de fonction d’estimation marginale propre
[22]. En effet, ces équations s’écrivent :

Fo—y=0 (76)

ol 7y est le vecteur des covariances empiriques jusqu’a 'ordre p et I" est la matrice p x
p des covariances empiriques correspondante. Ecrire I’équation ([Z6) sous la forme
autocovariance, plutdt que sous la forme autocorrélation, permet de conclure que le
membre de gauche de ([70]) est une fonction d’estimation marginale sans biais pour ¢,
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et évidemment propre par rapport a la variance du processus. (D’ou efficacité stable
de cet estimateur par rapport & cette variance).

Les fonctions d’estimation martingales [9] sont un autre exemple de fonctions
d’estimation marginales propres [21].

3.2.2 G-orthogonalité

Les paramétres ¢ et 1 sont G-orthogonaux par rapport & ( si :
T
Gyy = Gy, =0 (77)

i.e. si G est bloc-diagonale.

Bien qu’apparemment similaire & la F-orthogonalité, la G-orthogonalité est plus
compliquée, & cause de la partition de J en (G7).

Si ¢, est 9-insensible, alors ¢ et 1) sont G-orthogonaux si et seulement si |21, 22] :

FTY _ T) _
E(Cd) Cw) _E(Q/) 5@) == Tye
ot {, est la fonction d’estimation partielle standardisée introduite en (72) :
= T y-1
Co = = Tpp Xy Co

et &, est le score partiel.

Il y a donc une différence fondamentale entre G- et F-orthogonalité, en ce sens
que, sous la G-orthogonalité, (, n’a pas besoin d’étre p-insensible (puisque Jy, n’est
pas forcément nulle) bien que ¢, soit t-insensible.

De nombreux aspects de la G-orthogonalité sont étudiés en [13], [12].

3.2.3 Insensibilisation par projection

Comme dans [33], on peut insensibiliser par projection. Etant données des fonc-
tions d’estimation marginales réguliéres (, et (y, on peut construire une autre fonc-
tion d’estimation marginale réguliére pour ¢ via :

G5 = Co= Tow Tij Co (78)

i.e. la projection de (, sur le complémentaire orthogonal de §y,. La nouvelle paire
de fonctions d’estimation ({3, (y) est équivalente a ((y,(y). On vérifie que (7 est
1-insensible.
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L’application de ([Z8)) au score partiel &, permet de retrouver le score effectif (G1) :
—1
5?; = & —Fyy FW &y (79)

Noter que ce qui joue, dans (78]), le role joué par l'information de Fisher F dans
([T9), ce n’est pas 'information de Godambe G (63)), mais c’est la sensibilite J (63]).
Comparer en effet (53)-(G0) a (63)-(G0).
Par analogie avec (BY)-(6I)), la fonction d’estimation marginale t-insensible (3
définie en ([78) s’écrit aussi :
A
G =6G5¢ (80)
ol gj; est telle que :
G5 (Vy B Q) = 0 (81)

3.3 Role des reparamétrisations

Le réle joué par les reparamétrisations est complétement différent pour la notion
d’insensibilité au paramétre de nuisance ([73)), par rapport au role joué pour les F-
et G-orthogonalités (62)) et (7).

Si ¢ est scalaire, on peut étendre a la G-orthogonalité le résultat de [10] pour la
F-orthogonalité, i.e. on peut trouver une transformation du vecteur de paramétres 6
en une parameétrisation G-orthogonale [21].
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