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∂S0

∂P2
= 0

?2A ∂S0

∂τ
= 0. ��E�

%&) )73?1692 9W 95A)5
ε0 5)?A0

∂tS0 + Ω∂τS1 =
PT

1 P1

2
+

PT
2 P2

2
+ V0(q1 + ∂P1

S0, 0) +
1

2
(r2 + Ω∂P2

S1)
2
, ��K�

V&)5)?0 1&) )73?1692 9W 95A)5
ε
5)?A0

∂tS1+Ω∂τS2 = Ω(r2+Ω∂P2
S1)

T ∂P2
S2 + (∇1V0)

T ∂P1
S1 +

1

Ω
(∇2V0)

T (r2 + Ω∂P2
S1) , ����

V&)5) ?HH A)56^?16^)0 9W
V0

?5) )^?H3?1)A ?1
(q1 + ∂P1

S0, 0)
Y

35 ?6( 60 29V 19 30) ��K � ?2A 1&) @ )569A6B61/ 9W S1
62

τ
62 95A)5 19 L)1 ? BH90)A )73?1692

92
S0
Y U 61&931 ? W351&)5 ?@@59] 6( ?1692 \ 61 60 &9V)^)5 6(@9006Z H) ?1 1&60 01?L) \ W95 ? 5)?092

1&?1 60 ( ?A) BH)?5 62 >)(?5� � Y 9HH9V 62L )2L ��E� \ V) 1&30 @)5W95( ?2 )]@?20692 V 61&
5)0@ )B1 19 1&) ^?56?Z H)

t
\ W95

t > 0
0( ?HH Y , 95) @5)B60)H/\ V) W351&)5 )]@?2A ��K� ?2A ����62 @9V)50 9W

t
\ ?2A 9Z1?62 ?2 )73?1692 W95 )?B& @9V)5 9W

ε
?2A

t
Y

%&) )73?1692 9W 95A)5
ε0 t0

5)?A0

∂tS0(t = 0) + Ω∂τS1(t = 0) =
PT

1 P1

2
+

PT
2 P2

2
+ V0(q1, 0) +

1

2
(r2 + Ω∂P2

S1(t = 0))2 . ��F�
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)1 30 62159A3B)

A(τ, q1, r2, P1, P2) = ΩS1(t = 0, τ, q1, r2, P1, P2)

− τ

(
PT

1 P1

2
+ V0(q1, 0) − ∂tS0(t = 0, q1, r2, P1)

)
. ��D�

%&) W32B1692
S0

A9)0 291 A)@ )2A 92
τ
?2A

P2 �0)) ��E�� Y .9 \ 1&) W32B1692
A
0?160�)0

A(τ = 0, q1, r2, P1, P2) = 0
?2A

∂τA =
PT

2 P2

2
+

1

2

(
r2 +

∂A

∂P2

)2

. ��J�
95 ?2/ L6^)2

q1
?2A

P1
\ V) 5)B9L26�) 1&) X?( 6H192[G?B9Z6 )73?1692 62 ^?56?ZH)0

(τ, r2, P2)?009 B6?1)A 19 1&) &?5(926B 90B6HH?195 9W )2)5L/
(rT

2 r2 + pT
2 p2)/2

Y %&) ?2?H/16B?H )]@5)00692
9W 03B& ? L)2)5?162L W32B1692 60 �29V2 \ ?2A 5)?A0

A =

(
PT

2 P2 + rT
2 r2

2

)
tan τ + PT

2 r2

(
1

cos τ
− 1

)
. ����

�73?1692 ���� 0&9V 0 1&?1 A
60

2π
@)569A6B 62

τ
Y ;2 0)5162L 1& 60 62 ��D� \ ?2A 5)B?HH62L 1&?1 S160 ?H09

2π
@)569A6B 62

τ
\ V) 9Z1?62

∂tS0(t = 0) =
PT

1 P1

2
+ V0(q1, 0), ��
�

S1(t = 0) =
1

Ω

(
PT

2 P2 + rT
2 r2

2

)
tan τ +

PT
2 r2

Ω

(
1

cos τ
− 1

)
, �EI�

V&)5)
∂tS0

?2A
S1

?5) Z91& )^?H3?1)A ?1
(t = 0, τ, q1, r2, P1, P2)

Y *91) 1&?1 \ 62 ^6)V 9W ����?2A ��E� \ V) &?^) 1&?1 S0(t = 0) = 0
Y

%&)5) 60 29 ( ?: 95 A6_ B3H1/ 62 1&) 0)73)H 9W 1&) 6A)216� B?1692 @59B)A35) Y U) 1&30 5)W)5
1&) 5)?A)5 19 =@@)2A6] F W95 1&) A)1?6H0 Y %&) )73?16920 9Z1?62)A ?5) 1&) W9HH9V 62L �

∂2S0

∂t2
(t = 0) = PT

1 ∇1V0(q1, 0), �E��
∂3S0

∂t3
(t = 0) = (∇1V0(q1, 0))T∇1V0(q1, 0) + PT

1 ∇11V0(q1, 0)P1, �EE�
∂tS1(t = 0) = ∂ttS1(t = 0) = 0, �EK�

S2(t = 0) =
1

Ω2
(∇2V0(q1, 0))

T

(
P2

cos τ
− P2 + (tan τ)r2

)
, �E��

∂tS2(t = 0) =
−1

2Ω2
(∇2V0(q1, 0))T∇2V0(q1, 0) − 1

Ω2
PT

1 ∇12V0(q1, 0)P2

+
1

4Ω2 cos2 τ

(
PT

2 ∇22V0P2 + rT
2 ∇22V0r2 + 2 sin τrT

2 ∇22V0P2

)
. �EF�
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=HH 1&) W32B16920
Sk

?2A 1&)65 A)56^?16^)0 ?5) )^?H3?1)A ?1
(t = 0, τ, q1, r2, P1, P2)

\ V&6H)
V0?2A 610 A)56^?16^)0 ?5) )^?H3?1)A ?1

(q1, 0)
Y %&) )73?1692 �EE� 60 A)56^)A 62 =@@)2A6] F YK Y ;2

? 06( 6H?5 V?/\ V) 9Z1?62 1&) )]@5)00692 W95 ∂4S0

∂t4
(t = 0)

\ V&6B& 92H/ A)@)2A0 92
q1
?2A

P1
Y

� a	 RQ� � ���
 S0
��� S1

���� ����� �	 ���� � � � ��� ���������

A(t, τ, q1, r2, P1, P2) = ΩS1(t, τ, q1, r2, P1, P2)

− τ

(
PT

1 P1

2
+ V0(q1 + ∂P1

S0, 0) − S0(t, q1, r2, P1)

)
,

�
 ��
 �����	 �� �� 
� � ��� 	 �� ���
 t� q1
��� P1

� � � �������� � �
 � � �� ����� ������ ��������
�� �
 � ��������� (τ, r2, P2)

���������� �� �
 � 
 ��� ���� ����� ����� (rT
2 r2 + pT

2 p2)/2
� � �� �����

� � �� � ���� �
 � ������� ��������� 	 �� A ��� τ = 0� 	 �� �
 � ��� �� ���	 � ����� t = 0� ������ 	 �� �
 � ��
 �� ������ t 6= 0
� ��� ������ ���� �� � �� ��� �	 t� �� � � ��� ������ �� � � � ��

������ ���� �
 �� ��� �� �� �

<9206A)562L �E ��[ �EF� \ V) A)B6A) 19 ?@@59] 6( ?1) Sε(h)
Z/

S̃ε(h) := S0 + h∂tS0 +
h2

2
∂ttS0 + εS1 + ε2S2 + ε2h∂tS2, �ED�

V&)5) ?HH 1&) W32B16920
Sk

?2A 1&)65 A)56^?16^)0 ?5) )^?H3?1)A ?1
(t = 0, τ, q1, r2, P1, P2)

Y
U) 29V (916^?1) 1&) B&96B) �ED� ?2A 1&) 1532B?16920 1&?1 V) A)B6A) 19 ( ?�) 62 1&) 0)56)062 @9V)50 9W

ε
?2A

h
Y  6501 \ 23( )56B?H 1)010 V) @)5W95( )A 0&9V 1&?1 V) 2))A 19 1?�) 6219

?BB9321 1&) &6L&[95A)5 1)5(
∂tS2

62 1&) ?@@59] 6( ?1692 Y %&60 V 6HH Z ) W351&)5 )]@H?62)A 62
>)( ?5� D Z)H9V Y 
)1 30 &)5) 013A/ 1&) )5595 Z)1V))2

Sε(h)
?2A 610 ?@@59] 6( ?1692 �ED � ?2A&9V 1&60 )5595 @59@?L?1)0 19 1&) 0B&)( ) Y U) &?^)

Sε(h, q1, r2, P2, P1) = S0(h, q1, r2, P1) + εS1(h, τ, q1, r2, P2, P1)

+ε2S2(h, τ, q1, r2, P2, P1) + ε3e3(ε, h, q1, r2, P1, P2),

S0(h, q1, r2, P1) = S0 + h∂tS0 +
h2

2
∂ttS0 +

h3

6

∂3S0

∂t3
+

h4

24

∂4S0

∂t4

+h5e0(h, q1, r2, P1),

S1(h, τ, q1, r2, P2, P1) = S1 + h∂tS1 +
h2

2
∂ttS1 + h3e1(h, τ, q1, r2, P1, P2),

S2(h, τ, q1, r2, P2, P1) = S2 + h∂tS2 + h2e2(h, τ, q1, r2, P1, P2),

V61&
τ = Ωh/ε

\ W95 09( ) )5595 W32B16920
e0
\
e1
\
e2

?2A
e3

V&6B& ?5) 0(991& W32B16920 9W
1&)65 ?5L3()210 Y X)2B) \ V) 9Z1?62

Sε(h) = S̃ε(h) + Eε(h, q1, r2, P1, P2)
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V61&

Eε(h, q1, r2, P1, P2) =
h3

6

∂3S0

∂t3
(q1, P1) +

h4

24

∂4S0

∂t4
(q1, P1) + h5e0(h, q1, r2, P1)

+ εh3e1(h, τ, q1, r2, P1, P2) + ε2h2e2(h, τ, q1, r2, P1, P2)

+ ε3e3(ε, h, q1, r2, P1, P2).

%&)5) 60 29 5)(?62A)5 9W 95A)5
εh

?2A
εh2 62 ^6)V 9W �EK� \ ?2A 5)B?HH 1&?1 ∂3S0

∂t3
?2A ∂4S0

∂t4A9 291 A)@)2A 92
r2
?2A

P2
Y ;2 ^6)V 9W �F� \ V) &?^)

Q2 = q2 +
∂Sε(h)

∂P2
= q2 +

∂S̃ε(h)

∂P2
+

∂Rε

∂P2
.

U) 0)) 1&?1 ∂S̃ε(h)

∂P2

60 ? 03( 9W 1&5)) 1)5( 0 9W 5)0@ )B16^) 95A)5
ε
\
ε2 ?2A ε2h

\ V&)5)?0 ∂Rε

∂P260 ? 03( 9W W935 1)5( 0 9W 5)0@ )B16^) 95A)5
h5 \ εh3 \ ε2h2 ?2A ε3 Y U) 29V V95� 62 1&) 5)L6( )

ε � h �
√

ε. �EJ�
*916B) 1&?1 91&)5 B&96B)0 9W 5)L6( ) ?5) @9006ZH) Y %&)2 \ 1&) W935 1)5( 0 9W ∂Rε

∂P2

?5) 2)LH6L6ZH)

B9(@?5)A 19 ?2/ 9W 1&) 1&5)) 1)5( 0 9W ∂S̃ε(h)

∂P2

Y %&) 0?( ) &9HA0 153) W95 1&) )73?1692 1&?1
A)�2)0

P2
Y 95 1&) 0H9V @9061692 \ V) &?^)

Q1 = q1 +
∂S̃ε(h)

∂P1
+

∂Rε

∂P1
.

%&) 73?2161/ ∂Rε

∂P1

62 BH3A)0 ? 1)5( 9W 95A)5
h3 \ V&6B& 60 291 2)LH6L 6Z H) B9(@?5)A 19 1&) 1)5(

9W 95A)5
ε2h

V&6B& ?@@)?50 62 ∂S̃ε(h)

∂P1

Y X9V)^)5 \ 062B) V) �))@ ?HH 1&) 1)5( 0 1&?1 B9( ) W59(

S̃ε(h)
W95 1&) W?01 ^?56?ZH)0 \ V) ?H09 2))A 19 �))@ ?HH 9W 1&)( W95 1&) 0H9V ^?56?ZH)0 \ 62 95A)5

W95 1&) 0B&)( ) 19 Z) 0/(@H)B16B Y %9 B92BH3A) 92 1&60 @9621 \ V) &?^) 1&30 B&)B�)A 1&?1 1&)
B&96B) �ED � 60 B920601)21 V 61& 1&) 5)L6( ) �EJ� Y

U &)2 62 0)51)A 62 �F� \ 1&) ?@@59] 6( ?1692 �ED� @59^6A)0 ? 0/(@H)B16B 0B&)( ) Y ;2 ^6)V 9W
�F� \

p = Ph +
∂S̃ε(h)

∂q
(q, Ph), Qh = q +

∂S̃ε(h)

∂P
(q, Ph) �E��

A)�2)0 ? 0/(@H)B16B ( ?@
Ψ̃h : (q, p) 7→ (Qh, Ph)

Y %&) B955)0@92A62L 0B&)( ) 5)?A0
(qn+1, pn+1) =

Ψ̃h(qn, pn)
Y %&) 0B&)( ) 60 32W95132?1)H/ 6HH[A)�2)A W95 09( ) ^?H3)0 9W

τ
Y ;2A))A \ 62 ^6)V 9W
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�E� � \ 1&) )73?1692 W95 P2 �1&) W?01 B9(@92)21 9W Ph� 5)?A0

p2 = P2 +
∂S̃ε(h)

∂q2
= P2 +

Ω

ε

∂S̃ε(h)

∂r2
, �E
�

V&6B& /6)HA0

(
Idf +

εh tan τ

2Ω
∇22V0(q1, 0)

)
P2 =

(cos τ)p2 − (sin τ)r2 − ε

Ω
sin τ∇2V0(q1, 0) − εh

2Ω cos τ
∇22V0(q1, 0)r2,

V61&
τ = Ωh/ε

?2A
r2 = Ωq2/ε

\ ?2A V&)5)
Idf

60 1&) 6A)2161/ ( ?156] 9W 06�)
f × f

Y ;W

Idf +
εh tan τ

2Ω
∇22V0(q1, 0) = 0

\ 1&)2
P2

60 291 A)�2)A Y *91) 1&?1 1&60 A6_ B3H1/ ( ?/ ?560)
)^)2 6W

V0
A9)0 291 A)@ )2A 92

q1 �62 1&?1 B?0) \ 1&) 0H9V ?2A W?01 ^?56?ZH)0 ?5) 291 B93@H)A � Y;2 95A)5 19 B65B3(^)21 1&60 A6_ B3H1/\ V) ?5) L962L 19 0H6L&1H/ (9A6W/ 1&) )]@?20692 �ED � Y95 1& 60 @35@90) \ H)1 30 (9()21?56H/ �))@ �ED� \ 62 0)51 61 62 �F� \ 9Z1?62 �E
 � V&6B& (95)
)]@H6B61H/ 5)?A0

p2 = P2 +
∂

∂r2
[ΩS1(t = 0) + εΩS2(t = 0) + εhΩ∂tS2(t = 0)] .

+062L �EI� \ �E�� ?2A �EF� \ V) 2)]1 9Z1?62

ΩS1(t = 0) + εΩS2(t = 0) + εhΩ∂tS2(t = 0)

=

(
PT

2 P2 + rT
2 r2

2

)
tan τ + PT

2 r2

(
1

cos τ
− 1

)

+
ε

Ω
(∇2V0(q1, 0))

T

(
P2

cos τ
− P2 + (tan τ)r2

)

− εh

2Ω
(∇2V0(q1, 0))2 − εh

Ω
PT

1 ∇12V0(q1, 0)P2

+
εh

4Ω cos2 τ

(
PT

2 ∇22V0P2 + rT
2 ∇22V0r2 + 2 sin τrT

2 ∇22V0P2

)
.

%&) 56L&1[&?2A 06A) ( ?/ 29V Z) 5)?55?2L)A Y %&) 1)5( 73?A5?16B 62
P2

5)?A0 1

2
PT

2 MP2
\

V&)5)

M = tan(τIdf ) +
εh

2Ω cos2 τ
∇22V0 = tan

(
τIdf +

εh

2Ω
∇22V0

)
+ O(ε2h2)

= tan

(
h

Ω

ε
Idf +

εh

2Ω
∇22V0

)
+ O(ε2h2).
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Ωε(q1) =
Ω

ε
Idf +

ε

2Ω
∇22V0(q1, 0), �KI�

1&) 2)V ^?56?ZH)0

q2 = q2 +
ε2

Ω2
∇2V0(q1, 0), P 1 = P1 −

ε2

Ω2
∇12V0(q1, 0)P2, �K ��

?2A 5)@H?B) �ED� Z/

Ssymp1
ε (h) := h

[
V0(q1, 0) − ε2

2Ω2
(∇2V0(q1, 0))T∇2V0(q1, 0) +

1

2
P

T

1 P 1

]

+
h2

2
(∇1V0(q1, 0))T P 1

+
1

2
PT

2 Ω−1
ε (q1) tan(hΩε(q1))P2 +

1

2
qT
2 Ωε(q1) tan(hΩε(q1)) q2

+PT
2 (cos−1(hΩε(q1)) − Idf ) q2.

�KE�

%&) A6�)5)2B) Z )1V))2 �KE� ?2A �ED� 60 9W 95A)5 O(ε3) + O(ε2h2)
\ 09 1&) 95A)5 9W 1&)

?@@59] 6( ?1692 &?0 291 Z))2 (9A6�)A Y %&) (916^?1692 W95 62159A3B62L
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1&5)) 1)5( 0 9W �KE� 29V B955)0@92A 19 1&) L)2)5?162L W32B1692 9W ?2 &?5(926B 90B6HH?195
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Ωε(q1)
\ 62 1&) ^?56?Z H)0

(q2, P2)
Y U &)2

V0
A9)0 291 A)@ )2A 92

q1 �A)B93@H)AB?0)� \ V) 9Z1?62 ? 0B&)( ) 92 1&) W?01 ^?56?ZH)0 V&6B& 60 ?HV?/0 V)HH A)�2)A \ 62 B9215?01 19
�ED � Y %&60 @59@)51/ 035^6^)0 62 1&) B93@H)A 0613?1692 Y ;2A))A \ 620)5162L �KE� 62 �F� /6)HA0?2 32B92A61692?HH/ V)HH[A)�2)A 0/(@H)B16B 0B&)() �0)) = HL9561&( E Y�� Y U) A)291) 61 Z/
Ψsymp1

h (q1, q2, p1, p2)
Y U) 291) 1&?1 1&60 0B&)( ) 60 )]@H6B61 \ 3@ 19 1&) 62^)50692 9W 1&) ( ?156]

Ωε(q1) �V&6B& 60 ? @)5135Z?1692 9W 1&) 62^)516Z H) ( ?156] Ω

ε
Idf � \ ?2A 1&) 62^)50692 9W 1&)

( ?156] 62 1&) H)W1[&?2A 06A) 9W �KD � Y %&60 H?11)5 ( ?156] 60 ?HV?/0 ? @)5135Z?1692 9W 1&)
6A)2161/\ ?2A 1&30 62^)516ZH) W95

h
?2A

ε
03_ B6)21H/ 0( ?HH Y

� a	 RQ� � �
 � � ��������� 	 ������� ���� �� ����� ��� �	 cos(hΩε(q1)) = 0
� �
 �� �� ��� �������� �	 �
 � ����� ����� �	 �
 � � ��������� 	 ������� �	 �� 
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HHO(q, p) =
1

2
(p2 + q2) � �
 � � ��������� 	 ������� � �����

SHO(t, q, P ) =

(
P 2

2
+

q2

2

)
tan t + Pq

(
1

cos t
− 1

)
.

� � �� ����� ��� �
 �� cos t = 0
� � ����� �� ������ �
 � � �� ����������� �������� � ��
 �������

��������� �� t = 0 	 ��� �� � �� � ��
t ∈
]
−π

2
,
π

2

[ � ��� �� q � p ��� �� t /∈
(π

2
+ πZ

) � ���
�� ��	 ��

Q(t; q, p) ��� P (t; q, p)
�

p = P (t; q, p) +
∂SHO

∂q
(t, q, P (t; q, p)), Q(t; q, p) = q +

∂SHO

∂P
(t, q, P (t; q, p)). �KK�
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=
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Y %&)2 1&) W?01 ?2A 1&)

0H9V ^?56?ZH)0 ?5) A)B93@H)A \ ?2A V) B?2 ?2?H/16B?HH/ 621)L5?1) 1&) W?01 ( 91692 Y .3B& ?2
9Z0)5^?1692 60 ?H09 30)A 62 1&) )]@92)216?H 621)L5?1950 ?2?H/�)A 62 �E � \ <&?@ Y � ;;;� \ 62 1&)621)L5?195 A)0B56Z )A 62 ��F� \ ?2A 62 1&) ?A6?Z?16B 621)L5?1950 �EF \ ED� ?AA5)0062L 1&) B?0) 9W? W5)73)2B/ ( ?156] 1&?1 ^?56)0 V 61&

q1
Y %&) � 501 01)@ 9W 1&)0) ?HL9561&( 0 60 62A))A ? B&?2L)

9W ^?56?Z H)0 \ 09 1&?1 1&) 2)V ^?56?ZH)0 ?5) 09H316920 9W ?2 �� 06(@H)5 1&?2 1&) 956L62?H
92) Y

<9206A)5 1&) 16( )[A)@ )2A)21 B&?2L) 9W ^?56?ZH)0
(q2, p2) 7→ (x2, y2) = χ(t, q2, p2)

A)�2)A
Z/

q2 = cos

(
Ωt

ε

)
x2 +

ε

Ω
sin

(
Ωt

ε

)
y2,

p2 = −Ω

ε
sin

(
Ωt

ε

)
x2 + cos

(
Ωt

ε

)
y2.

%&)2
(x2(t), y2(t)) = χ(t, q2(t), p2(t))

?5) B9201?21 W32B16920 V&)2
∂2V0 ≡ 0

Y , 95) L)2)5?HH/\
1&) A/2?( 6B0 92

(x2, y2)
5)?A0

ẋ2 =
ε

Ω
sin

(
Ωt

ε

)
∂2V0

[
q1, cos

(
Ωt

ε

)
x2(t) +

ε

Ω
sin

(
Ωt

ε

)
y2(t)

]
,

ẏ2 = − cos

(
Ωt

ε

)
∂2V0

[
q1, cos

(
Ωt

ε

)
x2(t) +

ε

Ω
sin

(
Ωt

ε

)
y2(t)

]
.

%&) A/2?( 6B0 92
(q1, x2, p1, y2)

60 ? &?( 6H1926?2 A/2?( 6B0 V 61& 1&) 16( )[A)@)2A)21
&?( 6H1926?2

Hpre
ε (t, q1, x2, p1, y2) =

pT
1 p1

2
+ Wε

(
Ωt

ε
, q1, x2, y2

)
,

V61&
Wε(τ, q1, x2, y2) = V0

[
q1, (cos τ)x2 +

ε

Ω
(sin τ)y2

]
.

|��|w
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)1 30 29V 1?�) 1& 60 X?( 6H1926?2 \ ?0 ? W32B1692 9W
(q1, x2, p1, y2)

\ ?0 ? 01?5162L @9621 W95
935 ( ?26@3H?16920 9W .)B1692 E Y� Y 
)1 Sε(t, q1, x2, P1, Y2)

09H^)

∂tSε =
PT

1 P1

2
+ Wε

(
Ωt

ε
, q1 + ∂P1

Sε, x2 + ∂P2
Sε, Y2

)
, Sε(0, q1, x2, P1, Y2) = 0.

%&) ^?56?ZH)
x2

60 9W 95A)5
ε
\ 09 V) ?L?62 B&?2L) 1&) ^?56?ZH)0 ?2A 1&) 32�29V2 W32B1692 �

r2 =
Ω

ε
x2

?2A
Sε(t, q1, r2, P1, Y2) = Sε

(
t, q1,

εr2

Ω
, P1, Y2

)
,

09 1&?1
Sε

0?160�)0

∂tSε =
PT

1 P1

2
+ Wε

(
Ωt

ε
, q1 + ∂P1

Sε,
εr2

Ω
+ ∂P2

Sε, Y2

)
, Sε(0, q1, r2, P1, Y2) = 0. ����

U) (?�) 1&) =20?1�

Sε(t, q1, r2, P1, Y2) = S0 (t, τ, q1, r2, P1, Y2) + εS1 (t, τ, q1, r2, P1, Y2)

+
&6L&)5 95A)5 1)5( 0 62

εk \ k ≥ 2, ��
�
V&)5) 1&) W?01 16( )

τ
60 ?L?62

τ =
tΩ

ε
,
?2A V&)5) 1&) W32B16920

(Sk)k≥0
?5) 03@@90)A 19 Z)

2π
@)569A6B 62

τ
Y U) 29V 620)51 ��
� 62 ��� � \ 6A)216W/ 1&) � 501 ^?56?ZH) 9W

Wε
V61& 1&) W?01

16( )
τ
\ ?2A )]@?2A 62 @9V)50 9W

ε
Y

%&) W?01 @9061692 60 9W 95A)5
ε
\ 09

S0
A9)0 291 A)@ )2A 92

Y2
Y 59( 1&) )73?1692 9W 95A)5

ε−1 \ V) 62W)5 1&?1 S0
A9)0 291 A)@)2A 92

τ
Y %&) )73?1692 9W 95A)5

ε0 5)?A0

∂tS0 + Ω∂τS1 =
PT

1 P1

2
+ V0(q1 + ∂P1

S0, 0). �FI�
.62B)

S0
A9)0 291 A)@ )2A 92

τ
?2A

S1
60

2π
@)569A6B 62

τ
\ V) 62W)5 W59( �FI � 1&?1

∂tS0 =
PT

1 P1

2
+ V0(q1 + ∂P1

S0, 0) �F��
?2A

∂τS1 = 0. �FE�
�73?1692 �F�� 60 03@@H6)A V 61& 1&) 62 616?H B92A61692 S0(t = 0, q1, r2, P1) = 0

Y 95 )?B&
r2
\ V)

1&30 5)B9L26�) 1&) X?( 6H192[G?B9Z6 )73?1692 W95 1&) &?( 6H1926?2 W32B1692

H1 =
pT
1 p1

2
+ V0(q1, 0). �FK�

.9
S0

A9)0 291 A)@ )2A 92
r2
Y ;2 1&) 0)73)H \ V) V 6HH ?@@59] 6( ?1)

S0(t, q1, P1)
Z/

S0(t, q1, P1) ≈ SSE
0 (t, q1, P1),

�� y � �¡�¡
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V61&

SSE
0 (t, q1, P1) = S0(0, q1, P1) + t∂tS0(0, q1, P1) = t

(
PT

1 P1

2
+ V0(q1, 0)

)
, �F��

V&6B& ?(93210 19 621)L5?162L 1&) &?( 6H1926?2 A/2?( 6B0 L)2)5?1)A Z/ �FK � V61& 1&) 0/( [@ H)B16B �3H)5 ?HL9561&( Y U) &?^) �
S0(t) = SSE

0 (t) + O(t2)
Y

%&) 0)73)H 9W 1&) 6A)216�B?1692 60 B?556)A 931 62 A)1?6H0 62 =@@)2A6] D �0)) 62 @?516B3H?5
�
F� ?2A ��IE�� Y U) �2A 1&?1

S1 ≡ 0 �FF�
?2A 1&?1

S2(t) = SSE
2 (t) + O(t2)

\ V 61&

SSE
2 (t, τ, q1, r2, P1, Y2) =

1

Ω2
(∇2V0)

T Y2 −
t

2Ω2
(∇2V0)

T∇2V0

+
t

4Ω2

(
rT
2 ∇22V0r2 + Y T

2 ∇22V0Y2

)

+
1

Ω2
(∇2V0(q1 + tP1, 0))T ((sin τ)r2 − (cos τ)Y2) , �FD�

V&)5) 1&) A)56^?16^)0 9W
V0

?5) )^?H3?1)A ?1
(q1, 0)

32H)00 91&)5V 60) ( )21692)A Y
59( 1&)2 92 \ 1&) @59 B)A35) 60 06( 6H?5 19 1&?1 W9HH9V)A 62 .)B1692 E Y� \ 3@ 19 09( ) A)1?6H01&?1 V) 29V &6L&H6L&1 Y <9206A)5 1&) ?@@59] 6( ?1692

Sε(h) = S0(h) + εS1(h) + ε2S2(h) + . . . ≈ Spre1
ε (h)

V61&
Spre1

ε (h) := SSE
0 (h) + εS1(h) + ε2SSE

2 (h), �FJ�
V&)5)

SSE
0

\
S1

?2A
SSE

2

?5) 5)0@)B16^)H/ A)�2)A Z/ �F�� \ �FF� ?2A �FD� Y U) 620)51 1& 60
?@@59] 6( ?1692 62 �F� ?2A 9Z1?62 1&) W9 HH9V 62L ��� ����� )73?16920 W95 (P1, Y2) �?0 9@@90)A 191&) ��� ����� )73?16920 1&?1 V) 9Z1?62)A 62 .)B1692 E Y�� �

y2 = Y2 +
hε

2Ω
∇22V0(q1, 0)r2 +

ε

Ω
sin τ∇2V0(q1 + hP1, 0),

p1 = P1 + h∇1V0(q1, 0) +
ε2

Ω2
∇12V0(q1, 0)Y2 −

hε2

Ω2
∇12V0(q1, 0)∇2V0(q1, 0)

+
hε2

4Ω2
(rT

2 ∇122V0(q1, 0)r2 + Y T
2 ∇122V0(q1, 0)Y2)

+
ε2

Ω2
∇12V0(q1 + hP1, 0) ((sin τ)r2 − (cos τ)Y2) .

%&60 6(@H6B61 0/01)( 5)?A0
z = Z + hf(z, Z) + εg(z, Z)

V61&
z = (p1, y2)

\ ?2A 1&30 ? �])A
@9621 ( )1&9A V95� 0 V)HH 19 B9(@31)

Z = (P1, Y2)
Y * )]1 \ V) B9(@31)

(Q1, X2)
Z/ )]@H6B61

W95(3H?) Y >)135262L 19 1&) 956L 62?H ^?56?ZH)0
(q1, q2, p1, p2)

\ V) V561) 1&) 9Z1?62)A 0B&)( ) \
V&6B& 60 0/(@H)B16B \ ?0

(Q1, Q2, P1, P2) = Ψpre1
h (q1, q2, p1, p2) �0)) = HL9561&( E YF� Y

|��|w
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M ��eQ �P�	 � �� �� QaSe�f �P�e�af �b	� �aSP �S �S�a	 a
Ψpre1

h (q1, q2, p1, p2)�� ��
(q1, q2, p1, p2) = (qn

1 , qn
2 , pn

1 , pn
2 )� τ = Ωh/ε ��� � ��	 ��� �
 � 	 �� ��� ��� ���� � �

� � �
 ��� � �	 ��������� � ��� x2 = q2, y2 = p2, r2 = Ωx2/ε.

� � ����� 	 �� (P1, Y2)
�
 � ���������





y2 = Y2 +
hε

2Ω
∇22V0(q1, 0)r2 +

ε

Ω
sin τ∇2V0(q1 + hP1, 0),

p1 = P1 + h∇1V0(q1, 0) +
ε2

Ω2
∇12V0(q1, 0)Y2

− hε2

Ω2
∇12V0(q1, 0)∇2V0(q1, 0)

+
hε2

4Ω2
(rT

2 ∇122V0(q1, 0)r2 + Y T
2 ∇122V0(q1, 0)Y2)

+
ε2

Ω2
∇12V0(q1 + hP1, 0) ((sin τ)r2 − (cos τ)Y2) .

� � � ��
Q1 = q1 + hP1 +

hε2

Ω2
∇12V0(q1 + hP1, 0) ((sin τ)r2 − (cos τ)Y2) .


 � � ��

X2 = x2 +
ε2

Ω2
∇2V0(q1, 0) +

hε2

2Ω2
∇22V0(q1, 0)Y2 −

ε2

Ω2
cos τ∇2V0(q1 + hP1, 0).

� � � ����� �� �
 � ���� ���� ��������� �




Q2 = (cos τ)X2 +
ε

Ω
(sin τ)Y2,

P2 = −Ω

ε
(sin τ)X2 + (cos τ)Y2.

� �� (
qn+1
1 , qn+1

2 , pn+1
1 , pn+1

2

)
= (Q1, Q2, P1, P2).

*)LH)B162L ?HH 1)5( 0 9W 95A)5
ε3 \ 1&) 0B&)( ) Ψpre1

h (q1, q2, p1, p2)
60 9W 95A)5 � 62 h

Y =
06(@H) \ V)HH[�29V2 \ ( ?22)5 19 L)1 ? 0B&)( ) 9W &6L&)5 95A)5 60 19 B9206A)5 1&) 0/(()156B
W95(

(Q1, Q2, P1, P2) = Ψpre2
h (q1, q2, p1, p2) =

(
Ψpre1

h/2

)∗
Ψpre1

h/2 (q1, q2, p1, p2).

%&60 0B&)( ) 60 0/(@H)B16B ?2A \ 2)LH)B162L ?HH 1)5( 0 9W 95A)5
ε3 \ 61 60 9W 95A)5 E 62 h �0))= HL9561&( E YD� Y *91) 1&?1 \ 6W V0

A9)0 291 A)@ )2A 92
q2
\ 1&)2 1&) 0H9V ?2A 1&) W?01 ^?56?ZH)0

?5) A)B93@H)A \ ?2A V) 5)B9^)5 1&) ^)H9 B61/ �)5H)1 ?HL9561&( 62 1&) 0H9V ^?56?ZH)0 ?2A 1&)
)]?B1 �9V 62 1&) W?01 ^?56?Z H)0 Y

�� y � �¡�¡
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M ��eQ �P�	 � �� �� QaSe�f �P�e�af �b	� �aSP �S �S�a	 a
Ψpre2

h (q1, q2, p1, p2)�� ��
(q1, q2, p1, p2) = (qn

1 , qn
2 , pn

1 , pn
2 ) ��� � ��	 ��� �
 � 	 �� ��� ��� ���� � �

� � � ��
(Q1, Q2, P 1, P 2) = Ψpre1

h/2 (q1, q2, p1, p2)
�

� � � ��
(Q1, Q2, P1, P2) =

(
Ψpre1

h/2

)∗
(Q1, Q2, P 1, P 2)

�

� �� (
qn+1
1 , qn+1

2 , pn+1
1 , pn+1

2

)
= (Q1, Q2, P1, P2).

%&) (?: 95 03@)569561/ 9W 1&) 0B&)( )
Ψpre2

h (q1, q2, p1, p2)
92 1&) 0B&)( )

Ψsymp1
h (q1, q2, p1, p2)60 1&?1 1&)5) 60 29 2))A 19 A6?L92?H6�) 1&) W3HH ( ?156]

Ωε(q1)
Y ;2 ?AA61692 \ 1&) L)2)5?162L

W32B1692
Spre1

ε (h)
60 2)^)5 062L3H?5 \ 62 B9215?01 19

Ssymp1
ε (h) �0)) >)( ?5� E� Y


)1 30 B92BH3A) 1&60 0)B1692 Z/ 1&) W9HH9V 62L 5)( ?5� \ V&6B& B92B)520 ?HH 1&) ?HL9561&( 0
62159A3B)A Y ;1 60 01?2A?5A 19 0&9V �K \ �� 1&?1 1&) A/2?( 6B0 92 1&) 0H9V ^?56?ZH)0 9Z1?62)A
62 1&) H6( 61

ε → 0
60 ? A/2?( 6B0 9W &?( 6H1926?2

H1 =
pT
1 p1

2
+ V0(q1, 0)

Y U) 0&9V &)5) 1&?1 \
62 1&) H6( 61

ε → 0
\ 1&) ?HL9561&( 0 62159A3B)A ?5) B920601)21 V 61& 1&60 1&)95)16B?H 5)03H1 Y 
)1

Sslow(t, q1, P1)
Z) 1&) 09H31692 9W 1&) X?( 6H192[G?B9Z6 )73?1692 ��I � ?009 B6?1)A 19 H1

Y U)
9Z0)5^) 1&?1 \ 62 1&) H6( 61

ε → 0
\ = HL9561&( 0 E Y� ?2A E YK 5)A3B) W95 1&) 0H9V ^?56?ZH)0 19 1&)

0/(@H)B16B ?HL9561&( 1&?1 60 A)56^)A W59( 1&) L)2)5?162L W32B1692

Sslow(0, q1, P1) + h∂tSslow(0, q1, P1) +
h2

2
∂ttSslow(0, q1, P1),

V&6B& 60 62A))A ? B92^)5L62L ?@@59] 6( ?1692 9W
Sslow(h, q1, P1)

Y ;2 1&) H6( 61
ε → 0

\ = HL9561&(
E YF 5)A3B)0 19 1&) ./(@H)B16B �3H)5 ?HL9561&( 92

H1 �?2A =HL9561&( E YD 5)A3B)0 19 1&)
^)H9 B61/ �)5H)1 ?HL9561&( � Y .9 \ 62 1&) H6( 61 ε → 0

\ ?HH 1&) ?HL9561&( 0 62159A3B)A 5)A3B) 19 ?
0/(@H)B16B 0B&)( ) V&6B& 621)L5?1)0 1&) H6( 61 A/2?( 6B0 Y

=AA61692?HH/\ 1&) 16( ) 01)@
h
Z)62L �])A \ V) B&)B� 1&?1

lim
ε→0

PT
2 P2 + Ω2 QT

2 Q2/(ε2)

pT
2 p2 + Ω2 qT

2 q2/(ε2)
= 1

W95 = HL9561&( 0 E Y� \ E YK \ E YF ?2A E YD \ V&6B& 60 B920601)21 V 61& 1&) W?B1 1&?1 pT
2 p2

2
+ Ω2 qT

2 q2

2ε260 ?2 ?A6?Z?16B 62^?56?21 9W 1&) A/2?( 6B0 �0)) �K \ ��� Y

� ��������� ���� ���

%&60 0)B1692 @5)0)210 09( ) 23()56B?H 1)010 92 1&) ?HL9561&( 0 62159A3B)A 62 1&) @5)^6930
0)B1692 W95 1&) 621)L5?1692 9W ���[ �E� 62 1&) B?0) 9W ? B9201?21 W?01 W5)73)2B/Y U) B9206A)5&)5) = HL9561&( 0 E Y� ?2A E YK �?2A 1&)65 ^?56?210 \ = HL9561&( 0 E YE ?2A E Y� \ V&)2 1&) W?01

|��|w
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 ��
 � ����� ����� � �� ����� ��� ����� � EF

@59ZH)( 60 23( )56B?HH/ 621)L5?1)A � \ ?2A =HL9561&( E YD Y = HH ?HL9561&( 0 )]B)@1 = HL9561&( 0
E YK ?2A E Y� ?5) 0/(@H)B16B Y U) &?^) ?H09 ( )21692)A 62 1&) ;2159A3B1692 1&?1 0/(()15/ ( ?/
Z) ?2 621)5)0162L @59@ )51/ ?2A V 60& 19 5)B?HH 1&?1 92H/ = HL9561&( E YD 60 0/(()156B Y

%&) 1)01[Z)A B&90)2 W95 935 B9(@?56092 60 1&) B9((92H/ 30)A )5( 6[8?01?[+ H?( 0@562L
B&?62 �E� \ .)B Y � ;;; YE Y�� Y %&60 B&?62 60 ? B9HH)B1692 9W 06] 92)[A6( )20692?H 0@562L0 � 1&) )^)223(Z)5)A 0@562L0 ?5) 016� ?2A &?5(926B \ V&)5)?0 1&) 9AA 23(Z)5)A 0@562L0 ?5) 292&?5[
( 926B ?2A 292016� Y ;2 1&60 B?0) \

q1 = (q1,1, q1,2, q1,3) ∈ R
3 \ q2 ∈ R

3 \ Ω(q1) = 1
\ ?2A 1&)

@91)216?H )2)5L/
V0

62 ��� 5)?A0

V0 =
1

4

(
(q1,1 − q2,1)

4 +
2∑

i=1

(q1,i+1 − q2,i+1 − q1,i − q2,i)
4 + (q1,3 + q2,3)

4

)
.

� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �

harmonic
stiff soft

nonlinear

 6L35) � � ���� �	
���	� ��� ������ ����� �

%&) )2)5L/ 60 1&) W?01 0@562L
j �1 ≤ j ≤ 3� 5)?A0 Ij(q, p) =

p2
2,j

2
+

q2
2,j

2ε2

?2A

I(q, p) = I1(q, p) + I2(q, p) + I3(q, p) �F��
60 ?2 ?A6?Z?16B 62^?56?21 62 1&) 0)20) 9W �E� \ <&?@ Y � ;;; \ %&)95)( D YK� Y;2 1&) W9 HH9V 62L 0)B16920 \ V) � 501 013A/ 1&) @)5W95( ?2B)0 9W 935 ?HL9561&( 0 ?0 5)L?5A0
1&) B9(@31?1692 9W 1&) )]?B1 15?: )B195/Y 9HH9V 62L 1&) @5?B16B) 9W �E� \ .)B Y � ;;; YE� \ V) 1&)2B9(@?5) 935 ?HL9561&( 0 19 1&) )]@92)216?H 621)L5?1950 @59@90)A 62 1&) H61)5?135) Y U) 2?()
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