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➬➮➵ ➁❯➀ ➲ ➄◆➱ ➻ ➀✧➅ ➎✵❱✭❷♠❚✘◗❙♣r❷❸❜❞➏◆➢❻✈r❵❞❴❉❚✘✇❛❜❞♣r❜❞❥➉❧◆❣❻❱r➢❛♥✲♣❛③✯➨■❷♠❥♠❢❙❼①❜❦♣r❢➦➢❉➥❻❷●➢❉➥❻❢➦➢➟②❛❤✭➧◆❱✭❷♠♣r✇❙✇▲❱✭❚✘❱✭❢■❜✯❵✺✐❦✈◆③✭③✑♣◆✐❦②❙❤❯❵❯➢❉❵❞❷♠❱✭❢❻②❛❱❯✐



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ Þ

ß à ✔❁✠☎✛✲☛✝á✡✦✩✏♦✠✎✍✑☛✗✔

P✺◗❙❥➉❵✕②❛♣❛③✭❣❙❚✘❱✭❢■❜❁✇❙✐❦♣✚➧❉❥♠②❙❱❯❵✗✈➋❵❝❜❞❣➟②❛❴➡♣◆❢↕❜❞◗❻❱✧②❛❥❸â▲✐✯✈r③✑❜❞❥♠♣r❢↕✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✫♣①➌✵✈r❢ã✈r③✭♣r❣❻❵❝❜❞❥➉③✘➊✸✈➤➧◆❱❿❵❞③❯✈✚❜❞❜❞❱✭✐❦❱❯②➐➓❉❴➞✈
❜❞◗❻❥❸❢ä➊✬❥❸✐❦❱r➛ ➆ ❢ã♣r✐✯②❛❱✭✐✕❜❞♣➈➓▲❱✧❚✘♣◆✐❞❱❿✇❻✐❞❱❡③✑❥➉❵❝❱◆➢✎❷♠❱✑❜✘❣❻❵✹③✑♣◆❢❻❵❝❥➉②❛❱❯✐❁✈➋②❛♣◆❚✝✈①❥♠❢ã③✑♣◆❢◆❜✯✈①❥♠❢❙❥♠❢❙❼❻➢✎♣r❢↕❜❦◗❙❱✩♣r❢❙❱❿◗➟✈①❢❻②✿➢
➥❙↔❛❱❯②✴♣◆➓❻❵❝❜❦✈r③✭❷❸❱❡❵❬②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱❯②

Ωob
➢⑥✈①❢➟②✴♣r❢❇❜❦◗❙❱✗♣①❜❦◗❙❱✭✐❨◗❻✈①❢➟②✿➢▲✈✝❜❞◗❙❥♠❢➋❱✭❷♠♣r❢❻❼◆✈✚❜❦❱❯②✴➓▲♣❛②❛❴

Ωi
ε

➊✬❥❸❜❞◗➋❜❞◗❙❱✹❵❝◗❻✈r✇➟❱✕♣①➌
✈✝➊✬❥♠✐❞❱✡å

ε
➓➟❱❯❥❸❢❻❼✝❜❞◗❙❱✕❜❞◗❙❥➉③✯➨❉❢❙❱❯❵❦❵✵♣r➌➷❜❞◗❙❥➉❵✵➊✬❥♠✐❦❱❡æ❄➛❬➜➡❱❁➊✬❥♠❵❞◗✴❜❞♣✧❵❝❜❞❣➟②❛❴✩❜❞◗❙❱❁➓➟❱❯◗❻✈➤➧❉❥❸♣◆✐✵♣①➌➷❜❦◗❙❱✕❵❞♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢✴❜❦♣❿❜❞◗❻❱

➎✵❱❯❷❸❚✘◗❙♣◆❷➑❜❦➏✕✇❙✐❦♣r➓❻❷❸❱❯❚✻➊✬❥❸❜❞◗➈◗❙♣r❚✘♣r❼◆❱✭❢❙❱❯♣r❣❻❵❨➒❬❥♠✐❦❥♠③✯◗❙❷♠❱✑❜❺➓➟♣◆❣❙❢❻②❙✈r✐❞❴✴③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢❻❵❬❥❸❢
Ωε = R3 \ Ωob ∪ Ωi

ε

➢▲❜❞◗❻❱
❵❞♣r❣❙✐✯③✑❱✝➓▲❱✭❥♠❢❙❼❇❼r❥♠➧r❱❯❢➞➓■❴➞✈✩➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢

f
➊✬◗❙❥➉③✯◗➹❵❝❣❻✇❙✇➟♣◆✐❝❜✕❵❞❣❙✇❙✇

f
❥➉❵✕②❛❥➉❵Ôqs♣r❥♠❢◆❜✜➌ç✐❦♣r❚

Ωi
ε

➛❇P✺◗❙❥➉❵✗❼◆❱✭♣r❚✘❱✭❜❞✐❦❴➋❥♠❵
✐❦❱✭✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜❞❱❡②❿❥♠❢✩❜❞◗❙❱✜✇❙❥➉③❄❜❦❣❙✐❦❱✜➓➟❱❯❷❸♣✚➊✜➛

suppf

Ωob

Ωi
ǫ

Ωǫ

ǫ

z

y

x

è✎❥❸❼◆❣❙✐❦❱✹é◆ê♦P✺◗❙❱✌❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❴❿➊✸❱✜③✑♣◆❢❻❵❝❥➉②❛❱❯✐

P✺◗❙❱❇✇❙✐❦♣r➓❻❷❸❱❯❚ë♣①➌✜②❛❥❸â▲✐✯✈r③✑❜❞❥♠♣r❢➔➓■❴➔✈➞➊✬❥❸✐❦❱✴❥♠❵✧✈①❢✼♣r❷➉②ã✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚ë❜❦◗❻✈✚❜✧②❙✈①❜❞❱❡❵✘➓❻✈r③✯➨↕❜❦♣➞❜❞◗❙❱➈❱✭❢❻②➔♣①➌❺❜❞◗❻❱
❢❙❥♠❢❙❱✑❜❦❱✭❱❯❢◆❜❦◗➐③✭❱✭❢■❜❞❣❻✐❞❴◆➛ ➆ ❢➡❜❞◗❻❱❁✇❙◗❉❴❛❵❞❥♠③❯❵❬❷♠❥➑❜❦❱✭✐✯✈✚❜❦❣❙✐❞❱✩➢✿➊✸❱✕◗❻✈➤➧◆❱✗❜❞♣✴③✑❥❸❜❞❱❁❜❞◗❻❱✘✈r✐❝❜❦❥♠③✭❷❸❱❁♣①➌➍♥✲♣❛③✯➨❉❷❸❥♠❢❙❼r❜❞♣r❢ãì❸é Þ➤í ➛ ➆ ❜
❥➉❵✜✈❿➌ç♣◆❣❙❢❻②❛❥♠❢❙❼❇✈①✐❞❜❞❥➉③✑❷♠❱✕➌ç♣◆✐✌➊✬❥❸✐❦❱✘❚✹♣❛②❛❱❯❷♠❵❯➛ ➆ ❜✕②❙❱✭✐❦❥❸➧◆❱❯❵❺✈✡♣◆❢❙❱✘②❛❥❸❚✘❱❯❢❻❵❝❥♠♣r❢➟✈①❷✲❥❸❢■❜❦❱✭❼r✐✯✈①❷✲❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢➈❜❦✈r➨■❥♠❢❙❼✩❥❸❢■❜❦♣
✈r③❯③✑♣◆❣❙❢■❜✵❜❞◗❙❱❁③✑♣r❣❻✇❙❷❸❥♠❢❙❼❿➓▲❱✑❜s➊✸❱✭❱❯❢❇❜❞◗❻❱✕③✑❣❙✐❦✐❦❱✭❢■❜❬♣r❢➋✈❿➊✬❥❸✐❦❱✕✈①❢➟②✩❜❞◗❙❱❁❱✭❷♠❱❯③❄❜❦✐❞♣◆❚✝✈①❼r❢❻❱✑❜❞❥➉③❺➥❻❱❯❷♠②❇❥♠❢❇❜❦◗❙❱✕❱✭↔■❜❦❱✭✐❦❥❸♣◆✐
♣①➌✿❜❦◗❙❥➉❵➠➊✬❥♠✐❦❱r➛✎➜➡❱❺◗❻✈➤➧r❱❨✈①❷➉❵❝♣✜❜❦♣✹③✭❥➑❜❦❱✵❜❦◗❙❱❺✈r✐❝❜❦❥♠③✭❷❸❱❬➓■❴✝✉✜➛ ➎✵♣◆❷❸❷➉✈①❢➟②❿➓❉❴✝î♦➛ï❪❉❥❸❚✘✇❻❵❞♣r❢➈ì ⑧❙é í ➛ ➆ ❜✺❥❸❢■❜❦✐❞♣❛②❛❣❻③✭❱❯❵➠✈✗➧r❱❯✐❞❴
❵❞❥❸❚✘✇❙❷♠❱✺❢■❣❻❚✹❱❯✐❞❥➉③✭✈r❷❛❵❞③✯◗❙❱❯❚✘❱✺✈r➓❙❷♠❱➍❜❦♣❨❜❦♣❺❜❦✈①➨◆❱➠❥♠❢■❜❞♣✜✈r③❯③✑♣◆❣❙❢■❜☞❜❦◗❙❥❸❢✹➊✬❥♠✐❞❱❡❵✲❥❸❢✘✈✵➥➟❢❙❥➑❜❦❱✵②❛❥❸â▲❱❯✐❞❱❯❢❻③✑❱✬❵❦③✯◗❙❱✭❚✘❱➠➌ç♣r✐✲❜❞◗❻❱
③✑♣◆❚✘✇❙❣❛❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢❿♣r➌⑥❜❞◗❙❱❺✇❙✐❦♣r✇❻✈r❼◆✈✚❜❦❥❸♣◆❢✘♣①➌➦✈①❢❿❱❯❷❸❱❡③❄❜❦✐❞♣◆❚✘✈r❼r❢❙❱✭❜❞❥➉③✺➥❻❱❯❷♠②✿➛➷P✺◗❙❥➉❵➠❚✹❱✭❜❞◗❙♣❛②✝◗➟✈r❵➠➓➟❱❯❱✭❢❿➊✬❥➉②❛❱✭❷♠❴✘❣❻❵❞❱❯②❿❵❞♣
➌Ô✈①✐❡➢■◗❙♣✚➊➠❱❯➧r❱❯✐➷❥➑❜✸✐❞❱❡❧◆❣❻❥❸✐❦❱❯❵♦❜❞♣✕②❛❱✭❜❞❱❯✐❞❚✘❥♠❢❙❱❬❱❯❚✹✇❻❥❸✐❦❥♠③❯✈①❷♠❷❸❴❁❜❞◗❻❱❬➧✚✈①❷♠❣❙❱❬♣r➌➦✈✗✇❻✈r✐❦✈r❚✹❱✭❜❞❱❯✐➍③✭✈r❷❸❷♠❱❯②✘❷♠❥❸❢❻❱✭❥➉③✵❥♠❢❻②❛❣❻③✑❜❦✈①❢➟③✑❱r➢
✈①❢➟②✴❜❞◗❙❥➉❵❺✐❦✈r❥♠❵❞❱❯❵❬❚✝✈①❢❉❴✴✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚✝❵✬❜❦◗❻✈✚❜✌❷❸❱❡②➋❣❻❵❬❜❞♣✧❜❞◗❙❱✹✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜❺❵❝❜❞❣➟②❛❴r➛✌è✎❥❸❢❻✈r❷❸❷♠❴❇➊✸❱❁③✭✈r❢➈③✑❥❸❜❞❱✕❜❞◗❙❱✹➓▲♣■♣◆➨✴♣①➌
P✎✈✚ð❻♣✚➧✩ì ⑧ í ♣◆✐➠➒❁➛ ❪⑥➛ ⑩◆♣r❢❙❱❡❵❬ì Þ➤í ➛✲P✺◗❻❱✭❴✝✈①✐❦❱✵❥♠❢◆❜❦❱✭✐❦❱❯❵❝❜❞❱❡②✘❥❸❢✝❜❦◗❙❱❺❢■❣❻❚✹❱❯✐❞❥➉③✭✈r❷❻✐❦❱❯❵❞♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢✘♣r➌☎❩➋✈✚↔❛➊✸❱✭❷♠❷➴➩ ❵♦❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢➟❵
❥♠❢✹❼◆❱✭♣◆❚✹❱✭❜❞✐❦❥❸❱❡❵✲③✑♣r❢■❜✯✈①❥♠❢❙❥❸❢❻❼❨➊✬❥♠✐❞❱❡❵✲❣❻❵❞❥❸❢❙❼❺❜❦◗❙❱✬♥✲♣❉③✯➨❉❷♠❥❸❢❻❼①❜❞♣◆❢✕❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢☎➛ ➆ ❜♦◗❻✈◆❵✎❜❞♣✌➓▲❱✬❢❙♣①❜❦❥♠③✭❱❯②✕❜❞◗❻✈①❜➷❜❞◗❙❱✬❚✘♣❛②❛❱✭❷
♣①➌✸♥✲♣❉③✯➨❉❷♠❥❸❢❻❼①❜❞♣◆❢➐✈r❢❻②➐➎✵♣r❷♠❷➉✈①❢❻②➡◗❻✈➤➧r❱✹❢❙♣r❜✗❴r❱✑❜✜✐❦❱❯③✭❱✭❥♠➧r❱❯②➡✈✡➌ç❣❙❷❸❷♦❜❞◗❙❱❯♣r✐❦❱✑❜❞❥➉③✭✈r❷⑥qs❣❻❵❝❜❞❥❸➥➟③✭✈①❜❞❥♠♣r❢➦➛✝P☞♣✡❜❦◗❙❱✝➓▲❱❯❵❝❜✗♣①➌
♣r❣❻✐✬➨■❢❻♣✚➊✬❷❸❱❡②❛❼r❱◆➢◆❜❦◗❙❱✗➎✵♣◆❷❸❷➉✈①❢➟②✧❚✘♣❛②❛❱✭❷☎◗❻✈r❵✺❢❙♣r❜✵➓➟❱❯❱✭❢✩✇❙✐❦♣✚➧r❱❯②❿❜❞♣✝➓▲❱✗③✑♣◆❢❻❵❝❥➉❵❝❜❦✈①❢■❜✬❵❝♣✹➌Ô✈r✐❯➛

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



÷ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

➘➠♣r❢➟③✑❱✭✐❦❢❙❥♠❢❙❼❺❚✘✈①❜❞◗❙❱❯❚✝✈✚❜❞❥➉③✭✈r❷❙❵s❜❦❣❻②❛❥♠❱❯❵➷♣◆❢✕❜❦◗❙❥➉❵♦❵❝❣❻➓❛qs❱❯③✑❜❯➢◆✈❨➥❻✐✯❵❝❜♦➊➠♣◆✐❞➨✜◗❻✈◆❵✲➓➟❱❯❱✭❢✘✐❦❱❯✈①❷♠❥♠➏✭❱❯②❁➓❉❴✕è❙❱❡②❛♣r✐❦❴❉❣❙➨✗❥♠❢
ì û í ✈①❢❻②❇ì♠é❯û í ➛➷è❙❱❡②❛♣r✐❦❴❉❣❙➨✘✇❙✐❦♣r✇▲♣◆❵❞❱❯❵➍✈r❢✧✈r❵❞❴❉❚✘✇❛❜❞♣r❜❞❥➉③✬❚✘♣❉②❙❱✭❷⑥♣r❢✝❜❦◗❙❱❬➓➟✈r❵❞❥♠❵➠♣①➌☎✈r❢❿❥❸❢■❜❦❱✭❼r✐✯✈①❷➟❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢❿❥♠❢❿♣r✐✯②❛❱❯✐
❜❞♣➋❵❞♣r❷♠➧r❱✹❜❦◗❙❱❿î☎✈r✇❙❷♠✈◆③✑❱✘✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✴➢➦❥♠❢➹✈✩❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❴➋➊✬❥❸❜❞◗↕❵❞❴❉❚✹❚✘❱✭❜❞✐❦❴➈♣①➌✸✐❞❱❯➧r♣◆❷❸❣❛❜❦❥❸♣◆❢➦➛❿P✺◗❙❥➉❵✜➊✸♣r✐❦➨❇◗❻✈r❵✜➓▲❱✭❱❯❢
➌ç♣r❷♠❷♠♣✚➊➠❱❡②↕➓❉❴➞❜s➊➠♣➐③✑♣r❚✘✇❙❷♠❱✭❚✘❱❯❢◆❜✯✈①✐❦❴➐✈r✐❝❜❦❥♠③✭❷❸❱❡❵✧ì♠é❡⑧ í ✈r❢❻②üì♠é❯❹ í ➢➍❜❞◗❻✈①❜✘③✭♣r❢❻❵❞❥♠②❙❱✭✐✹❼r❱✭♣◆❚✘❱✑❜❞✐❦❥♠❱❯❵✗➊✬❥❸❜❞◗✼❵❞❴■❚✘❚✘❱✑❜❦✐❞❴
♣①➌✜✐❦❱✭➧◆♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢✼✈①❢❻②✼③✭♣■❱❯✐❦③✭❥❸➧◆❱✴✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚✝❵✝➊✬❥❸❜❞◗➣➓▲♣①❜❞◗ü➒❨❥♠✐❞❥➉③✯◗❙❷♠❱✑❜✧✈①❢➟②➣❲✵❱✭❣❻❚✘✈r❢➣➓➟♣◆❣❙❢❻②❙✈r✐❞❴ä③✑♣r❢➟②❛❥➑❜❦❥❸♣◆❢➦➛þý
❵❞❥❸❚✘❥♠❷♠✈r✐❨➊✸♣r✐❦➨✧◗❻✈◆❵❬➓▲❱✭❱❯❢➡❵❞❥❸❚❁❣❙❷❸❜❦✈①❢❻❱✭♣r❣➟❵❝❷♠❴✡✇❻✐❞♣✚➧❉❥➉②❛❱❯②✴➓❉❴❇è✸➛ ✉✬♣◆❼r❥♠❱✭✐✹ì ÿ í ➛✜P✺◗❙❥➉❵✵❜❦❥❸❚✘❱❁❜❞◗❙❱❁❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❴✩◗❻✈r❵❨❢❙♣r❜
❢❙❱❡③✑❱❯❵❦❵❦✈①✐❦❥❸❷♠❴➈❜❦◗❙❱✡❵❞❴❉❚✘❚✹❱✭❜❞✐❦❴➞♣①➌✵✐❦❱✭➧r♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢➦➢✲◗❙♣✚➊✸❱✭➧◆❱✭✐✗❱❯✐❞✐❦♣r✐✗❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈①❜❞❱❯❵✹✈①✐❦❱✧❷♠❱❯❵❦❵✗✇❻✐❞❱❡③✑❥➉❵❝❱◆➛➐P✺◗❙❱✧❜❞◗❙❱❡❵❝❥➉❵❁♣①➌
ý✗➛ ❩➋✈r➏❯✈①✐❦❥✿ì♠é í ❜✯✈①➨◆❱❯❵✲❥♠❢◆❜❦♣✗✈r③❯③✑♣r❣❻❢◆❜➷❜❦◗❙❱✵➊✸♣r✐❦➨✗♣①➌✿✉✬♣◆❼r❥♠❱✭✐♦✈①❢➟②✝③✑♣r❚✘✇❙❷♠❱✑❜❦❱❯❵➷❥❸❜♦➊✬❥❸❜❞◗✝❢❉❣❙❚✘❱✭✐❦❥♠③❯✈①❷❻③✭♣r❢❻❵❞❥➉②❛❱✭✐✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵
♣r❢➞❜❦◗❙❱❿♥✲♣❛③✯➨❉❷❸❥♠❢❙❼①❜❦♣r❢➦➩ ❵✜❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢➞➌ç♣◆✐✕❩➋✈①↔❉➊✸❱✭❷♠❷●➩ ❵✜❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✜❥♠❢ã✈❇❵❝❥♠❚✘✇❙❷♠❱✧❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❥➉③✭✈r❷♦❵❝❱✭❜❝❜❦❥❸❢❙❼äåÔ❵❝❜❞✐✯✈①❥♠❼r◗■❜
③✑❴❉❷♠❥❸❢➟②❛✐❞❥➉③✭✈r❷➦✈①❢■❜❞❱❯❢❙❢❻✈✹❥♠❢✧➌ç✐❦❱✭❱✗❵❞✇❻✈r③✭❱❡æ✑➛

ý❬❵✺➊✺✈r❵✬❵❞❣❙❼◆❼r❱❯❵❝❜❞❱❡②✧➓❉❴✝❜❦◗❙❱❯❵❞❱✗✈①✐❞❜❞❥➉③✑❷♠❱❯❵❯➢❛➊✸❱✜➊✸✈r❢◆❜✺❜❦♣❁❜✯✈r③✯➨❉❷♠❱❨❜❦◗❙❥➉❵✵✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✢❣❻❵❝❥♠❢❙❼✝✈r❵❞❴❉❚✘✇❛❜❞♣r❜❞❥➉③❺✈r❢❻✈①❷♠❴❛❵❝❥➉❵❯➛
è❙♣◆✐➠✈✗②❙❥♠②❙✈◆③❄❜❦❥♠③❬❥❸❢■❜❞✐❦♣❛②❛❣❻③✑❜❞❥♠♣r❢✝❜❦♣✕✈r❵❞❴❉❚✹✇❙❜❞♣①❜❦❥♠③❬✈①❢❻✈r❷❸❴❛❵❞❥♠❵❯➢①❜❦◗❙❱❬➓▲♣❉♣r➨✘➓❉❴✹⑩➟➛ ❪❙✈①❢❻③✯◗❙❱❯➏✑➚Ñ➎✵❣❙➓▲❱✭✐❞❜➠✈r❢❻②✁�✵➛ï❪❛✈①❢➟③✯◗❙❱✭➏✭➚
♥➷✈①❷♠❱✭❢❻③✭❥♠✈✘ì ÷ í ❵❞❱✭❱❯❚✝❵♦✈✌❼r♣❉♣❛②✘❵s❜✯✈①✐❞❜❞❥♠❢❙❼✌✇➟♣◆❥❸❢■❜❯➛✲ý✵❚✘♣◆❢❙❼✌❜❞◗❙❱❬✇➟♣■❵❞❵❞❥❸➓❻❷❸❱✵✈r✇❙✇❙✐❦♣◆✈r③✯◗❁➊➠❱✵②❙❱❯③✑❥➉②❛❱❡②✕❜❦♣✜❣❻❵❞❱✬❚✘✈①❜❦③✯◗❙❱❡②
✈r❵❞❴❉❚✘✇❛❜❞♣r❜❞❥➉③✭❵❯➛✄✂✸❣❛❜❁❜❦◗❙❱✭✐❦❱✩❱✑↔❛❥♠❵❝❜❦❵✘✈r❷♠❵❞♣➡♣r❜❞◗❙❱❯✐✘✇➟♣■❵❞❵❞❥❸➓❻❷❸❱✴✈①✇❙✇❻✐❞♣■✈r③✯◗❙❱❡❵✕❵❞❣❻③✯◗ä✈◆❵✗❜❦◗❙❱✴❚✕❣❙❷❸❜❞❥➉❵❞③❯✈①❷♠❱✡❱✭↔❛✇❻✈①❢❻❵❞❥♠♣r❢
❜❞❱❡③✯◗❙❢❙❥➉❧■❣❙❱r➛➋❩➋✈①❜❦③✯◗❙❱❡②↕✈r❵❞❴❉❚✹✇❙❜❞♣①❜❦❥♠③❯❵✕✈r❢❻②➞❚✕❣❙❷❸❜❞❥➉❵❦③✭✈①❷♠❱❿❱✭↔❉✇➟✈①❢❻❵❞❥❸♣◆❢❻❵✗✈r✐❞❱✝❱❡❧◆❣❻❥❸➧✚✈①❷♠❱✭❢■❜❁✈◆❵✗➊✺✈r❵✗❵❞◗❙♣✚➊✬❢↕❥♠❢➣ìï⑨ í ➛
P✺◗❙❱✝③✯◗❙♣◆❥♠③✭❱❁♣r➌➠❚✝✈✚❜✯③✯◗❙❱❯②➡✈r❵❞❴■❚✘✇❛❜❦♣①❜❦❥♠③❯❵❨❥➉❵✜✈✡➥❻✐✯❵s❜✜②❛❥❸â▲❱❯✐❞❱❯❢❻③✑❱✘➓▲❱✑❜s➊✸❱✭❱✭❢➡❜❞◗❻❱✹✇❻✐❞❱❡❵❝❱❯❢◆❜✌➊✸♣r✐❦➨▲➢➦✈r❢❻②❇❜❦◗❙❱✝➊✸♣r✐❦➨
③✑♣◆❢■❜❦✈①❥♠❢❙❱❡②✗❥♠❢❁❜❦◗❙❱✺✇❻✈①✇▲❱✭✐✯❵✲③✑❥❸❜❞❱❡②✹✈r➓➟♣✚➧◆❱r➛☎ý➣❵❝❜❞❣➟②❛❴✗♣①➌▲❼r❱❯❢❙❱✭✐✯✈①❷■✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✝❵❯➢①✐❞❱❡❵s❜❦✐❞❥➉③❄❜❦❱❯②✗❜❞◗❙♣◆❣❙❼r◗❁❜❞♣✜③✭✈◆❵❝❱❡❵✎➊✬◗❙❱✭✐❦❱
❚✝✈✚↔❛❥♠❚✕❣❙❚✓✇❙✐❞❥♠❢❻③✭❥❸✇❙❷♠❱❿③✭✈r❢↕➓➟❱❿✈r✇❙✇❙❷♠❥❸❱❡②✿➢✎❥♠❵❁✈➤➧➤✈r❥❸❷➉✈①➓❻❷❸❱✘❥♠❢➔ìï⑧ ÷ í ➛✴P✺◗❙❱✝➓▲♣■♣◆➨➈➓❉❴ ➆ ❷➴➩ ❥❸❢✼ì♠é ÷ í ③✑♣◆❢◆❜✯✈①❥♠❢❻❵✜✈✴❼r✐❦❱❯✈①❜
❢❉❣❙❚✕➓▲❱✭✐❺♣①➌➍❵❝❜❞❣➟②❛❥❸❱❡❵✵❜❦◗❻✈✚❜✌✈①✐❦❱✜❜❞◗❻❱❁♣❛③✭③❯✈r❵❞❥❸♣◆❢❇♣①➌♦✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜❦❥❸❢❙❼❿❜❞◗❙❱✹✈①✇❙✇❙❷♠❥➉③✭✈✚❜❦❥❸♣◆❢➋♣①➌♦❚✝✈①❜❦③✯◗❙❱❡②➋✈r❵❞❴❉❚✹✇❙❜❞♣①❜❦❥♠③❯❵✵❥♠❢
✈❇➊✬❥➉②❛❱❿➧✚✈①✐❦❥♠❱✑❜s❴➈♣r➌✵❵❝❥❸❜❞❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵❯➛❇ý✵❷➉❵❝♣➋❜❞◗❙❱❿➓▲♣❉♣r➨➐♣①➌✵❩➋✈r➏✭❴⑥➩ ✈❻➢✎❲❨✈①➏❡✈①✐❦♣✚➧➈✈①❢❻②➞♥➍❷♠✈r❚✹❱❯❢❙❱✭➧❛❵❞➨❉❥❸❥✸③✑♣r❢■❜✯✈①❥♠❢❻❵✌❜❞◗❻❱
✈r❵❞❴❉❚✘✇❛❜❞♣r❜❞❥➉③✩❵❝❜❞❣➟②❛❴➹♣①➌✌❚✝✈①❢❉❴➹❵❞❥➑❜❦❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✘❥❸❢✼➊✬◗❙❥➉③✯◗✼❵❝❥♠❢❙❼r❣❻❷♠✈r✐❞❥❸❜❞❥♠❱❯❵✘✈①✇❻✇➟❱❡✈①✐✝➧❉❥♠✈➡❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❴üåÔ➊✬◗❙❥➉③✯◗➔❥➉❵✘❢❙♣r❜
✈①❷♠➊✺✈➤❴❉❵➠❜❦◗❙❱✕③✭✈◆❵❝❱✜❥♠❢❇✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✝❵✬③✭♣r❢❻③✭❱✭✐❦❢❙❱❯②✩➓❉❴✡✈◆❵❝❴❉❚✘✇❛❜❞♣r❜❞❥➉③✭❵✯æ❄➛✸P✺◗❙❥♠❵✵➓➟♣❉♣r➨✡✇❙✐❦♣r✇▲♣◆❵❞❱❯❵✬✈✝❵❝❜❞❣❻②❛❴✴③✑♣◆❚✘✇❻✈①✐✯✈①➓❙❷♠❱
❜❞♣❁❜❞◗❻❱❺♣◆❢❙❱❺✇❙✐❞❱❡❵❝❱❯❢■❜❞❱❯②✧❥❸❢✩è❙❱❡②❛♣r✐❦❴❉❣❙➨⑥➩ ❵✸✈①✐❞❜❞❥➉③✑❷♠❱❁ì♠é❯û í ➛♦❩➋✈r➏✭❴⑥➩ ✈❙➢❉❲❬✈①➏❡✈①✐❦♣✚➧✹✈r❢❻②❿♥➍❷♠✈r❚✹❱❯❢❙❱✭➧❛❵❞➨❉❥❸❥⑥❣❻❵❞❱✌❚✕❣❙❷❸❜❞❥➉❵❞③❯✈①❷♠❱
❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❞❥❸♣◆❢❻❵✭➛✲è✎❥❸❢➟✈①❷♠❷❸❴✹➊➠❱❨➊➠♣◆❣❙❷➉②✘❷❸❥♠➨r❱✬❜❦♣❁③✭❥➑❜❦❱✵❜❞◗❻❱✵❜s➊✸♣✗♥♦◗❻➒➙❜❞◗❻❱❯❵❞❥♠❵➠♣①➌☎❪⑥➛ P☎♣◆✐❦②❙❱✭❣❛↔✴ì ⑧◆⑧ í ✈①❢✆☎✹➛ ✝❬❥➉✈①❷✎ì ⑧ Þ➤í ❜❞◗❻✈①❜
✈①✐❦❱✺➧r❱❯✐❞❴✗❥♠❢❻❵❝❜❞✐❦❣❻③❄❜❦❥❸➧◆❱✵✈①❢❻②✹✐❦❱✭✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜➷❼r♣❉♣❛②❁❥❸❢■❜❞✐❦♣❛②❛❣❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵➷➓▲♣①❜❦◗✹❜❞♣✜❚✝✈✚❜❦◗❻③✯◗❙❱❯②✘✈◆❵❝❴❉❚✘✇❛❜❞♣r❜❞❥➉③✭❵♦✈r❢✘❚✕❣❙❷❸❜❞❥➉❵❞③❯✈①❷♠❱
❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❞❥❸♣◆❢❻❵✭➛

➜➐❱❿❜❞◗❻❥❸❢❙➨➐❜❦◗❻✈✚❜❁❜❞◗❙❱✩✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜✕➊✸♣r✐❦➨➡③✑♣◆❢■❜❦✈①❥♠❢❻❵✕❥❸❢❙❢❻♣✚➧➤✈①❜❞❥♠➧r❱✧✈◆❵❝✇▲❱❯③✑❜❦❵❁❥❸❢➹❜❞◗❙❱✡➊✸✈➤❴➡❜❞◗❻✈①❜❁➊✸❱✡✈◆②❛♣r✇❛❜❦❱❯②➐❜❦♣
❜❦✈◆③✯➨❉❷❸❱✸❜❞◗❻❱✸✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚➮♣①➌➟❜❞◗❙❥♠❢✘➊✬❥❸✐❦❱❯❵❯➛♦➘➠♣r❢❻③✭❱✭✐❦❢❙❥❸❢❻❼❬❜❦❱❯③✯◗❙❢❙❥➉③✭✈r❷❙✈r❵❞✇➟❱❡③❄❜✯❵✭➢①➊✸❱✸◗❻✈➤➧r❱✺❣❻❵❞❱❯②❁❚✝✈✚❜❦③✯◗❻❱❯②✹✈r❵❞❴■❚✘✇❛❜❦♣①❜❦❥♠③❯❵
❥♠❢❻❵s❜❦❱❯✈◆②✴♣①➌➷❚✕❣❙❷❸❜❞❥➉❵❦③✭✈①❷♠❱✜❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❞❥❸♣◆❢❻❵✭➛ ➆ ❢❇✇❻✈r✐❝❜❦❥♠③✭❣❙❷♠✈r✐❯➢❻➊➠❱✜◗❻✈➤➧◆❱✗✈r②❙✈r✇❛❜❞❱❡②✩❜❞◗❙❱✕➊➠♣◆✐❞➨❿♣r➌♦è❙❱❯②❙♣r✐❦❴■❣❻➨❿❜❞♣✡✈✝❢❙♣r❢❙➚
③✑♣❉❱❯✐❦③✭❥❸➧◆❱➋❵❝❥❸❜❞❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➮å➴➎✵❱✭❷♠❚✘◗❙♣r❷❸❜❞➏➈❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢➟æ✘➊✬◗❙❥➉③✯◗➣✐✯✈①❥➉❵❝❱❡②➣❵❝♣◆❚✹❱✴❜❦❱❯③✯◗❙❢❻❥♠③❯✈①❷❨②❙❥✟✞❿③✑❣❻❷➑❜❦❥❸❱❡❵✭➛➮P✺◗❙❱➡❥♠②❙❱❯✈r❵❿♣①➌
❵❞❱❯③❄❜❦❥❸♣◆❢✡✠❛➛ Þ ✈r✐❞❱❿➧◆❱✭✐❦❴➡❵❞❥❸❚✘❥♠❷♠✈r✐✗❜❦♣ãì♠é❯û í ➛ ➆ ❢ä❱✭✐❦✐❞♣◆✐✗❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱❡❵✭➢✎❜❦◗❙❱✧✇❙✐❦♣❉♣①➌✵♣r➌❬❵s❜✯✈①➓❙❥♠❷❸❥❸❜s❴➐❥♠❵✹③✑❷➉✈r❵❦❵❝❥➉③✭✈r❷➍❥♠❢↕❜❞◗❻❱
❷♠❥➑❜❦❱✭✐✯✈✚❜❞❣❻✐❞❱❿♣r➌❬✈r❵❞❴❉❚✹✇❙❜❞♣①❜❦❥♠③❯❵✭➛➞➘➠♣r❢❻③✭❱✭✐❦❢❙❥❸❢❻❼➈③✑♣◆❢❻❵❝❥➉❵❝❜❞❱✭❢➟③✑❴r➢✲➊✸❱✧◗❻✈➤➧◆❱❿✈r②❙✈r✇❛❜❞❱❡②➞❜❞❱❡③✯◗❙❢❙❥➉③✭✈r❷➍✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜✯❵❁③✭♣r❢■❜❦✈r❥❸❢❻❱❯②
❥♠❢➣ì ⑧◆⑧ í ❥♠❢➞❜❞◗❙❱✡③✭✈r❵❞❱✘♣①➌✵❵❞✇❙◗❙❱✭✐❦♣r❥➉②❙✈r❷♦③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵✝åÔ③✭♣r✐❦♣r❷♠❷♠✈r✐❞❴➞⑨❉➛♠é✘✈r❢❻②➞❷♠❱✭❚✘❚✝✈➈⑨❉➛☛✠①æ❄➛❇❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱✭✐✌❵❞❱❯③❄❜❦❥❸♣◆❢↕û
③✑♣◆❚✘❱❁❜❦♣✩✈r❢➐✈r❼r✐❦❱✭❱❯❚✹❱❯❢■❜❺➊✬❥❸❜❞◗➐❥♠②❙❱❯✈r❵✜③✭♣r❢■❜❦✈r❥❸❢❻❱❯②➋❥♠❢➔ì❸é í åç✐❦❱❯❵❝❜❞✐❦❱✭❥♠❢❙❥❸❢❻❼✧❜❦◗❙❱❿❵❝✇➟✈r③✑❱✹♣①➌✺î☎✈r❼r✐✯✈①❢❙❼◆❱✗❚✕❣❙❷❸❜❞❥♠✇❙❷♠❥❸❱❯✐❦❵
❜❞♣➐❱✭❷♠❱✭❚✘❱❯❢◆❜✯❵✹➊✬❥➑❜❦◗ä❵❞❴■❚✘❚✘❱✑❜❦✐❞❴↕♣r➌❬✐❦❱✭➧r♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢➟æ✑➢➷➓❙❣❛❜✘❜❞◗❙❱✩➊✺✈➤❴➐♣r➌❨②❛❱❯✐❞❥♠➧❉❥❸❢❙❼➈❜❞◗❙❱❡❵❝❱✩❥➉②❛❱❯✈◆❵❁❥➉❵✘②❛❥❸â▲❱❯✐❞❱❯❢◆❜❡➛ ➆ ❢
✇❻✈r✐❝❜❦❥♠③✭❣❙❷♠✈r✐❯➢■➊✸❱❨②❛❥➉②❿❢❙♣r❜✸❱❯❢❻③✑♣◆❣❛❜❞❱❯✐➠❥♠❢✧❷♠❥❸❜❞❱✭✐✯✈✚❜❦❣❙✐❦❱❬✈①❢❉❴✘✇❙✐❦♣■♣r➌➦♣①➌☞❵❝❜❦✈r➓❙❥♠❷❸❥❸❜s❴✘♣r❢✡✈✕❚✘❥➑↔❛❱❯②❿➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✚❜❦❥❸♣◆❢✝❷❸❥♠➨r❱❨❜❞◗❻❱
✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜✗♣r➌✺û❻➛ ⑧❛➛✧➜➐❱✝➓➟❱❯❷❸❥♠❱✭➧◆❱✘❜❞◗❻✈①❜✜❜❞◗❙❱❿❥♠❢■❜❞❱❯✐❞❱❡❵s❜❦❥❸❢❙❼✴✇▲♣r❥♠❢■❜✕♣①➌✸❜❞◗❙❥➉❵✜➊✸♣r✐❦➨➋❥➉❵✭➢☞♣r❢➐❜❞◗❙❱✧♣r❢❙❱✘◗❻✈r❢❻②✿➢☞❜❞◗❙❱✝✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜
⑨❉➛♠é❺❜❞◗❻✈①❜✵✇❙✐❦♣✚➧r❱❯❵➠❜❦◗❙❱✗➧✚✈①❷♠❥♠②❙❥➑❜s❴✡♣①➌☎❜❦◗❙❱✗❚✝✈✚❜✯③✯◗❙❱❯②✡❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❞❥❸♣◆❢➦➢❻✈①❢➟②✧♣◆❢✡❜❦◗❙❱✜♣①❜❦◗❙❱✭✐❬◗❻✈①❢❻②➦➢❛❜❞◗❙❱✜✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❬û❙➛ï⑧✕❜❞◗❻✈①❜
❷♠❱❯✈r②❻❵✸❜❞♣✝✈✘❵❝❥♠❚✘✇❙❷❸❱❯✐✬➌ç♣r✐❦❚✕❣❻❷♠✈①❜❞❥♠♣r❢✧♣r➌☞❜❦◗❙❱✌✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚ ❜❦◗❻✈①❢✩❜❦◗❙❱✜❥❸❢❻❥➑❜❦❥♠✈r❷➦♣r❢❙❱◆ê➷③✑♣r❢➟③✑❱✭❱❡②❛❥♠❢❙❼✝✈①❢✩❱✭✐❦✐❞♣◆✐➠❥♠❢

O(ε)
❥➑❜

❥➉❵➠✇▲♣◆❵❦❵❞❥❸➓❙❷♠❱✵❜❦♣✹③✭♣r❢❻❵❞❥➉②❛❱✭✐➠❜❞◗❻✈①❜➠❜❦◗❙❱❨➥❻❱✭❷➉②❙❵✺✈①✐❦❱❨③✭♣r❢❻❵❝❜❦✈r❢◆❜✸♣r❢✡❱❯✈r③✯◗✡③✑✐❦♣◆❵❦❵➍❵❞❱❯③❄❜❦❥❸♣◆❢✧♣r➌➦❜❞◗❙❱❺➊✬❥♠✐❞❱◆➛✲P✺◗❻❥♠❵✸✇❙✐❦♣✚➧❉❥♠②❛❱❡❵
✈❁qs❣❻❵❝❜❞❥❸➥➟③✭✈①❜❞❥♠♣r❢➐♣①➌➍❜❦◗❙❱➋åÔ❵❦③✭✈r❷♠✈r✐✌➧r❱✭✐✯❵❞❥❸♣◆❢➈♣①➌➠❜❞◗❙❱➤æ❺♥✲♣❉③✯➨❉❷♠❥❸❢❻❼①❜❞♣◆❢➈❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢☎➛✘❩➋♣r✐❦❱✭♣✚➧r❱❯✐✵❜❦◗❙❥♠❵✗➊➠♣◆✐❞➨❇❵❞❱✭❱✭❚✝❵❺❜❦♣
✇❙✐❦♣✚➧❉❥♠②❛❱✌✈✘❣❙❢❙❥❸➌ç❴❉❥❸❢❻❼❁❜❦◗❙❱✭♣◆✐❞❱✭❜❞❥➉③✭✈r❷➦❵❝❱✭❜❝❜❞❥♠❢❙❼✹➌ç♣r✐✬➊✬❥♠✐❦❱✜❚✹♣❛②❛❱❯❷♠❵❯➛

☞✍✌✎☞ ✏✒✑✔✓✎✕✗✖✙✘✛✚✜✑✣✢✤✕✗✥✧✦✤★✪✩✡✓✎✑✫✕✭✬✮✦✰✯✜✕✲✱✎✘
✂✸❱✑➌ç♣◆✐❞❱✩❵s❜❦✐❦✈①❜❞❥♠❢❙❼➋➊✬❥❸❜❞◗ã♣◆❣❙✐✹❚✘✈r❥❸❢ä②❛❥♠❵❦③✑❣❙❜❞❥♠♣r❢➦➢♦➊✸❱✡❵❞◗❻✈r❷❸❷➠➥❻✐✯❵s❜✹❼r❥♠➧r❱✡✈r❢➹♣✚➧r❱❯✐❞➧❉❥♠❱✭➊ ♣①➌✬❜❦◗❙❱✩❱✑↔❛❥♠❵❝❜❞❥♠❢❙❼➡❚✹♣❛②❛❱❯❷♠❵
➌ç♣r✐✹❜❦◗❙❥❸❢➔➊✬❥♠✐❞❱❡❵✭➛➹P✺◗❙❱❡❵❝❱✡❚✘♣❉②❙❱✭❷➉❵✹②❙❱❯✈①❷✺➊✬❥❸❜❞◗✼❩➋✈✚↔❛➊✸❱✭❷♠❷➴➩ ❵❁❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵❯➢♦➓❙❣❛❜✹❜❞◗❙❱❯❴ã③✭✈r❢ã➓▲❱✩✈◆②❙✈①✇❙❜❞❱❯②➹➌ç♣r✐✹❜❞◗❻❱
❜❞✐❦❱❯✈①❜❞❚✘❱✭❢■❜❿♣r➌❺♣r❜❞◗❙❱❯✐✝❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✝❵❞❣❻③✯◗➣✈r❵✝î☎✈r✇❙❷➉✈r③✑❱❇✈r❢❻②✼➎✵❱✭❷♠❚✘◗❙♣r❷❸❜❞➏❇❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢➦➛ü➜➐❱❇➊✬❥❸❷♠❷❬✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜✘❜❞◗❻❱❯❵❞❱
❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❥❸❢❻❼✗❚✘♣❉②❙❱✭❷➉❵➷➌ç♣r✐✸➎✵❱❯❷❸❚✘◗❙♣◆❷➑❜❦➏✵❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➦➢◆➓❙❣❛❜➠➨◆❱✭❱❯✇✝❥❸❢✝❚✘❥♠❢❻②✘❜❞◗➟✈✚❜✸❵❞❥♠❚✹❥♠❷➉✈①✐♦❚✘♣❛②❛❱✭❷➉❵➍③❯✈①❢✝➓▲❱❬✇❙✐❦♣r✇▲♣◆❵❞❱❯②❁➌ç♣◆✐
î☎✈r✇❙❷➉✈r③✑❱✜✈r❢❻②✡❩➈✈✚↔❛➊➠❱❯❷❸❷●➩ ❵✺❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢➦➛✍�➍✈◆③✯◗✡♣r➌☞❜❦◗❙❱❯❵❞❱✜❚✘♣❉②❙❱✭❷➉❵✵②❛❥❸â▲❱❯✐❦❵✺♣◆❢❙❷❸❴✡➓❉❴❿❥➑❜✯❵✬❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✴③✑♣◆✐❞✐❦❱❯❵❞✇➟♣◆❢❻②❛❥♠❢❙❼
❜❞♣❺❜❦◗❙❱✺➓➟♣◆❣❙❢❻②❙✈r✐❞❴✗③✭♣r❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢❁♣r❢✕❜❞◗❙❱✺➊✬❥♠✐❞❱◆➛✎❳❬❢◆❜❦❥❸❷❉❜❦◗❙❱✺❱✭❢❻②❁♣①➌➟❜❞◗❙❥➉❵➷❵❞❣❙➓❛➚Ñ❵❝❱❡③❄❜❞❥♠♣r❢❁➊➠❱✺③✑♣◆❢❻❵❞❥♠②❛❱❯✐➷✈❨❵❝❜❞✐✯✈①❥♠❼r◗■❜☎❜❦◗❙❥♠❢
➊✬❥♠✐❞❱✺➊✬❥❸❜❞◗❿✈✜❵❞❣❙✐❝➌Ô✈◆③✑❱

Γε ②❛❱❡❵❞③✭✐❞❥♠➓➟❱❡②✘②❛❱❯❵❦③✑✐❦❥❸➓▲❱❯②✹❥♠❢✝③✑❴❉❷❸❥♠❢❻②❛✐❦❥➉③✭✈①❷❙③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✎➓■❴ r = Φε(θ, z)
➌ç♣◆✐

z ∈ [−1, 1]➛

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ✠

✸❬➵ ➄✺✹➦➱✼✻✾✽❀✿❻➁ ➵ ✽❂❁❸➀✘➽ ➵ ➸ ➭ ➱
P✺◗❙❱✺➌ç♣◆❣❙❢❻②❛❱❯✐♦♣①➌✿➊✬❥♠✐❞❱✬❚✘♣❛②❛❱✭❷➉❵➷❥➉❵♦➎✗➛Ø➘ã♥✲♣❉③✯➨❉❷♠❥❸❢❻❼①❜❞♣◆❢✘➊✬◗❙♣✜✇❙✐❦♣r✇▲♣◆❵❞❱❯②❁❥❸❢❇é❡ûrÿ■⑨❨✈r❢✹❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢✘③✭♣r❣❙✇❻❷❸❥♠❢❙❼✌❜❞◗❻❱

➥❻❱❯❷♠②✝②❛❥❸â⑥✐❦✈◆③❄❜❞❱❡②✹➓■❴✘✈①❢✝✈r❢◆❜❦❱✭❢❙❢➟✈✌➊✬❥➑❜❦◗✘❜❞◗❙❱❬③✭❣❙✐❦✐❞❱❯❢◆❜➍✈①❜♦❜❞◗❻❱❬❵❝❣❻✐❝➌Ô✈◆③✑❱✬♣①➌▲❜❞◗❻❥♠❵➠✈①❢■❜❞❱❯❢❙❢❻✈❙➛✲P☞♣✗❵❝❥♠❚✘✇❙❷❸❥❸➌ç❴r➢❉❵❞❣❙✇❙✇▲♣◆❵❞❱
❜❞◗➟✈✚❜

Ωob = ∅ åÔ✈r❢◆❜❦❱✭❢❙❢➟✈❿❥♠❢❇➌ç✐❞❱❯❱❁❵❞✇❻✈r③✭❱❡æ✑➛❨➒❨❱✭❢❙♣r❜❞❱
J
❜❦◗❙❱✕❚✘❱❡②❛❥♠✈r❢➈❷♠❥❸❢❻❱✕❥♠❢❇❜❞◗❙❥➉❵❺➊✬❥❸✐❦❱r➢▲➊✬❥❸❜❞◗➡✈✧❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❥➉③✭✈r❷

❵❝❜❞✐❦❣❻③❄❜❦❣❙✐❞❱✝✈◆❵✜❥❸❢➐➥❻❼◆❣❙✐❦❱✩é◆➢☞✈r❢❻②➞❵❝❣❙✇❻✇➟♣■❵❝❱✘❜❦◗❻✈✚❜✜❜❦◗❙❥♠❵✗❷❸❥♠❢❙❱❿❥➉❵✌♣r❢➐❜❞◗❻❱
z
➚Ñ✈✚↔❛❥➉❵✭➛✝î☎❱✑❜

γε(θ, z)
➓▲❱✝❜❞◗❙❱❿❵❞❣❙✐❞➌Ô✈r③✭❱

❚✘❱❯✈◆❵❝❣❙✐❦❱✌♣r❢
Γε ❥♠❢❇③✑❴❉❷♠❥❸❢❻②❙✐❞❥➉③✭✈r❷☎③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵❯➛➍P✺◗❙❱✗❷♠❱✭❢❻❼①❜❞◗✴♣r➌✎❜❦◗❙❱✗➓▲♣r❣❙❢➟②❙✈①✐❦❴❿♣①➌♦✈✝❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢❇③✑♣◆✐❞✐❦❱❯❵❞✇➟♣◆❢❻②❛❥♠❢❙❼

❜❞♣✹❜❦◗❙❱✗③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱
z
❥♠❵✸❜❦◗❙❱✭❢

γ̃ε(z) =

∫ 2π

0

γε(θ, z)dθ

➜➐❱✕③✑♣◆❢❻❵❝❥➉②❛❱❯✐✵✈①❢❇❥♠❢❻③✑❥➉②❛❱✭❢■❜❬➊✺✈➤➧r❱
uinc ∈ H1

loc(Ω
ε)
❵❞✈①❜❞❥➉❵s➌ç❴❉❥♠❢❙❼✹❜❞◗❙❱✗◗❻♣r❚✘♣r❼◆❱✭❢❙❱❯♣r❣❻❵✬➎❬❱✭❷♠❚✹◗❻♣r❷❸❜❞➏✗❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢✴❥♠❢

❜❞◗❻❱❁❢❙❱❯❥❸❼◆◗❉➓➟♣◆✐❞◗❙♣❉♣❛②✴♣①➌➷❜❦◗❙❱✹➊✬❥❸✐❦❱r➛✌è❙♣◆✐❨❱✭↔❉❱❯❚✘✇❙❷❸❱✹➊✸❱❁③✭✈r❢➈③✑♣◆❢■❜❞✐❦❣❻③❄❜✌❵❝❣❻③✯◗➡✈✝➥❻❱❯❷♠②❇➓❉❴➋❵❞♣r❷♠➧❉❥❸❢❙❼❿❜❞◗❙❱✹❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢
∆uinc + k2uinc = f

➊✬❥➑❜❦◗➋❵❝❣❻✇❙✇
f ∩ Ωi

ε = ∅ ➛➍➜➐❱✗✈①✐❦❱✜❥❸❢■❜❦❱✭✐❦❱❯❵❝❜❞❱❯②✩❥♠❢✩❜❞◗❙❱✕③✭♣r✐❦✐❞❱❡❵❝✇▲♣r❢➟②❛❥❸❢❻❼✘②❙❥➑â⑥✐❦✈◆③❄❜❦❱❯②✩➊✸✈➤➧◆❱➢❛❜❦◗❻✈✚❜✵❥➉❵✸❜❞♣✝❵❦✈➤❴✝❜❞◗❙❱✌➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢
uε

d ∈ H1
loc(Ωε)

❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➌ç❴❉❥❸❢❙❼➟ê





∆uε
d + k2uε

d = 0
❥♠❢

Ωε

uε
d = −uinc

♣◆❢
Γε

uε
d

♣r❣❛❜❦❼r♣◆❥❸❢❙❼

❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱✭✐☞➊➠❱✬②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱
uε

tot = uε
d+uinc

❜❞◗❻❱✺❜❞♣①❜✯✈①❷■➥❻❱❯❷♠②✿➢◆✈①❢❻②
G(x;x′)

❜❦◗❙❱✜☎❺✐❞❱❯❱✭❢❁➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢✹♣①➌➟♣◆❣❙✐➷✈r③✭♣r❣❻❵❝❜❞❥➉③
✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚ ✈①❢❻②

Iε = γ̃ε ∂uε
d

∂n |Γε

❜❞◗➟✈✚❜♦➊✬❥♠❷❸❷❛✐❦❱✭✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜✲❜❞◗❻❱✵③✑❣❙✐❦✐❞❱❯❢■❜✎♣◆❢❁❜❦◗❙❱✺➊✬❥❸✐❦❱r➛ ➆ ❢✘♣r✐✯②❛❱✭✐✎❜❦♣❺➊✬✐❦❥❸❜❞❱✵✈❺✐❞❱❯❷❸❱❯➧✚✈①❢■❜
❥♠❢◆❜❦❱✭❼◆✐❦✈r❷▲❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢➦➢❛♥✲♣❉③✯➨❉❷♠❥❸❢❻❼①❜❞♣◆❢✡✈◆❵❞❵❞❣❙❚✘❱❯②✧❜❞◗❻✈①❜✺❜❞◗❙❱✗③✭❣❙✐❞✐❦❱✭❢■❜✵✈r③✑❜❞❣❻✈r❷❸❷♠❴❿②❛❥➉②✩❢❙♣①❜✬➧✚✈①✐❦❴❿♣r❢✴✈✘❵❝❱❡③❄❜❦❥❸♣◆❢✧♣①➌✎❜❞◗❻❱
➊✬❥♠✐❞❱◆➢☞❥●➛ ❱

Iε = Iε(z)
②❛♣❉❱❯❵✗❢❻♣①❜❁②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②↕♣◆❢

z
➢➷✈①❢❻②➡❜❦◗❻✈✚❜❁❜❞◗❙❱✧②❙❥➑â⑥✐❦✈◆③❄❜❦❱❯②➐➥❻❱❯❷♠②↕❥♠❢➞❜❞◗❻❥♠❵✕✐❞❱❯❼r❥♠♣r❢➞➊✸✈◆❵✗✈①❷➉❵❞♣

❥♠❢❻②❛❱✭✇▲❱✭❢➟②❙✈①❢■❜❨♣r➌
z
➢
uε

d |Γε = uε
d |Γε(z)

➛ ➆ ❢➋❜❞◗❙❱✹③✭✈r❵❞❱✗♣r➌➷❜❞◗❙❱✹➎✵❱✭❷♠❚✘◗❙♣r❷❸❜❞➏❁✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✴➢➟❜❞◗❙❱❁❥❸❢■❜❞❱❯❼r✐✯✈①❷☞❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢
♣①➌✲♥✲♣❛③✯➨■❷♠❥♠❢❙❼①❜❦♣r❢✧❥➉❵

∫ +1

z′=−1

(∫ 2π

θ=0

∫ 2π

θ′=0

eik|x(θ,z)−x(θ′,z′)|

4π|x(θ, z) − x(θ′, z′)|
γε(θ, z)

γ̃ε(z)

γε(θ, z′)

γ̃ε(z′)
dθdθ′

)
Iε(z′)dz′ = −uinc |Γε(z).

➜➐❱✹②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱❯②
x(θ, z)

❜❞◗❙❱✹✇▲♣r❥♠❢◆❜✌♣①➌
Γε ➊✬❥➑❜❦◗➡③✑❴❉❷♠❥❸❢➟②❛✐❞❥➉③✭✈r❷✎③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵ θ ✈①❢❻② z ➛✜P✺◗❙❥➉❵❺❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢➋❥➉❵❺✈✧♣r❢❙❱②❛❥♠❚✘❱✭❢❻❵❞❥❸♣◆❢❻✈①❷⑥➧◆❱✭✐✯❵❝❥♠♣r❢❿♣r➌☎❜❦◗❙❱✌❥❸❢■❜❞❱❯❼r✐✯✈①❷⑥❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✩③✑♣r✐❦✐❦❱❯❵❞✇➟♣◆❢❻②❛❥♠❢❙❼✗❜❦♣✹✈✘❵❞❥❸❢❙❼◆❷❸❱❺❷➉✈➤❴r❱✭✐✸✇▲♣①❜❞❱❯❢■❜❞❥➉✈①❷✿❣❻❵❞❱❯②❿➌ç♣r✐✺❜❞◗❻❱

✐❦❱❯❵❞♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢✡♣①➌✎❜❞◗❙❱✗➎❬❱✭❷♠❚✹◗❻♣r❷❸❜❞➏✜✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✴➛➷P✺◗❙❥➉❵✬❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✩❥♠❵✺➊✬◗➟✈✚❜✬➊➠❱✗③❯✈①❷♠❷⑥❜❞◗❙❱✜❚✘♣❛②❛❱❯❷✿♣①➌✲♥✎♣❛③✯➨❉❷♠❥❸❢❙❼r❜❞♣◆❢➦➛

➬➮➵ ➸ ➭ ➱ ➵❄❃✜✸❬➵ ➄✺✹➦➱✼✻✾✽❀✿❻➁ ➵ ✽ ➳ ✻ç➁❆❅✼➂ ➭ ✿▲➼✎➱Ô➃❛➂❇✻✾❈ ➭ ➸✡✹ ➭ ➂❉✽ ➭ ➱
P✺◗❙❱➋➨◆❱✭✐❦❢❙❱✭❷✬♣r➌✜♥✎♣❛③✯➨❉❷♠❥❸❢❙❼r❜❞♣◆❢➦➩ ❵✘❥♠❢■❜❞❱❯❼r✐✯✈①❷✵❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢➔❥➉❵✧❵❞❥❸❢❙❼◆❣❙❷➉✈①✐➋åÔ✈◆❵❿✈➞➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢➣♣r➌

z′
æ❄➛ ➆ ❜❦❵✧❵❞❥♠❢❙❼r❣❙❷➉✈①✐❦❥❸❜s❴

❥➉❵❨❷♠♣r❼■✈①✐❦❥➑❜❦◗❙❚✘❥♠③r➛✗❪❉❱✭✐❦➧r❱❯✐❦✈r❷✎✈r❣❛❜❞◗❙♣◆✐❦❵❨◗❻✈➤➧◆❱✕✐❦❱✭✇❙❷➉✈r③✭❱❯②❇❥❸❜✜➓■❴➋✈✧✐❞❱❯❼r❣❙❷➉✈①✐❦❥♠➏✭❱❯②➋➨r❱✭✐❦❢❙❱❯❷➴➛✜î➦❱✭❜✜❣❻❵✌②❛❱✭❢❙♣r❜❞❱✹➓❉❴
x̃(z)❜❞◗❻❱❿✇➟♣◆❥❸❢■❜✕♣r➌

J
③✭♣r✐❦✐❞❱❡❵❝✇▲♣r❢❻②❙❥❸❢❙❼✩❜❦♣❇❜❞◗❙❱✡③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱

z
➛✴P✺◗❙❱❯❵❞❱❿✈①❣❙❜❞◗❙♣◆✐❦❵✜◗➟✈➤➧r❱✝✇❙✐❦❱✑➌ç❱❯✐❞❱❡②➈❜❦♣➈③✑♣◆❢❻❵❞❥♠②❛❱❯✐✜❜❞◗❻❱

❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢
∫ +1

z′=−1

(∫ 2π

θ′=0

eik|ex(z)−x(θ′,z′)|

4π|x̃(z) − x(θ′, z′)|γ
ε(θ′, z′)dθ′

)
Iε(z′)dz′ = −uinc |Γε(z)

❪❉❥♠❢❻③✑❱✗❜❞◗❙❱✗➨◆❱✭✐❦❢❙❱✭❷☎♣①➌✲❜❞◗❙❥➉❵✵❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢✩❥➉❵✵➧◆❱✭✐❦❴✧❵❞❚✹♣❉♣r❜❞◗➦➢❻❜❞◗❙❱✕✈◆❵❞❵❞♣❛③✑❥➉✈✚❜❦❱❯②✩❥❸❢■❜❦❱✭❼r✐✯✈①❷✿♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣◆✐✬❥♠❵❨③✑♣r❚✘✇❻✈◆③❄❜❬✈r❢❻②
❜❞◗❻❥♠❵✸❢❙❱❯➊➣❥❸❢■❜❞❱❯❼r✐✯✈①❷➟❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢❿❥➉❵➍❥♠❷❸❷❸➚➶✇➟♣■❵❝❱❡②✿➛➷ý❬❵✺✈✕③✭♣r❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱❯❢❻③✑❱✬❜❦◗❙❥➉❵➠❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢✧③✭✈r❢❿❷❸❱❡✈r②✘❜❦♣✕✐❦❱❯✈r❷❸❥➉❵s❜❦❥♠③❬✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜✯❵
♣r❢❻❷❸❴➞❥❸➌✵❜❞◗❙❱✩❵❝❚✝✈r❷❸❷♠❱❯❵❝❜❁❚✘❱❯❵❞◗ä❵❝❜❞❱❯✇➹❣❻❵❞❱❯②➞➌ç♣◆✐✕❜❦◗❙❱✴②❛❥♠❵❦③✑✐❦❱✑❜❦❥❸➏❡✈✚❜❦❥❸♣◆❢↕❥♠❵❁❚✘♣r✐❦❱❿❜❞◗➟✈①❢↕❜❦◗❙✐❞❱❯❱❿❜❦❥❸❚✘❱❯❵✹❷➉✈①✐❦❼r❱❯✐✜❜❞◗❻✈r❢
❜❞◗❻❱✜✐❦✈◆②❛❥❸❣➟❵

ε
♣①➌☎❜❦◗❙❱✜➊✬❥♠✐❞❱◆➛✲P✺◗❻❥♠❵✺❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢✩❥➉❵✺➊✬◗❻✈✚❜✬➊✸❱✌③❯✈①❷♠❷⑥❜❞◗❙❱✌❚✘♣❛②❛❱✭❷☎♣①➌☞♥✲♣❛③✯➨❉❷❸❥♠❢❙❼r❜❞♣r❢✡➊✬❥➑❜❦◗✴✐❞❱❯❼r❣❙❷➉✈①✐❦❥❸➏❯❱❯②

➨r❱❯✐❞❢❻❱✭❷●➛→è❙♣◆✐✝❜❞◗❙❱➋②❙❱❯❵❞❥❸❼◆❢➔♣r➌❨❜❦◗❙❱➈③✭♣❉②❙❱➋❩➋✈①❼◆❱✭❷♠❷♠✈r❢ä➊✬◗❙❥➉③✯◗✼✇❙❣❙✐❦✇➟♣■❵❝❱❇❥➉❵✘❜❦♣➹❵s❜❦❣❻②❛❴✼③✑♣r❢➟②❛❣❻③❄❜❦❥❸❢❻❼↕➊✬❥❸✐❦❱❯❵✝✈r❢❻②
❵❞◗❙❱✭❷♠❷♠❵❯➢✣✂✸❱✭❢❻②❙✈r❷❸❥❋❊➮✈r❷➴➛✲◗❻✈➤➧◆❱❨✇❻✐❞♣◆✇➟♣■❵❝❱❡②❿✈✕➧✚✈r✐❞❥➉✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻✈①❷➟➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✚❜❦❥❸♣◆❢❿❥♠❢✡➊✬◗❙❥➉③✯◗❿❜❦◗❙❱✌◗❙♣r❚✘♣◆❼r❱✭❢❻❱✭♣r❣➟❵➍➒❨❥❸✐❦❥♠③✯◗❻❷❸❱✭❜
➓▲♣r❣❙❢❻②❻✈①✐❦❴✡③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢❇♣◆❢✡❜❦◗❙❱✗➊✬❥♠✐❞❱✕❥♠❵✺❜✯✈①➨◆❱✭❢❇❥♠❢◆❜❦♣❿✈r③❯③✑♣r❣❻❢◆❜✵❣➟❵❝❥♠❢❙❼✧✈✘♣◆❢❙❱✗②❛❥♠❚✹❱❯❢❻❵❞❥❸♣◆❢❻✈①❷✎❵❝✇❻✈◆③✑❱✜♣r➌➷î☞✈①❼◆✐❦✈r❢❙❼r❱
❚✕❣❻❷➑❜❦❥❸✇❙❷♠❥♠❱✭✐✯❵✜åÔ③✑♣◆❢■❜❦✈①❥♠❢❙❥♠❢❙❼✘❱✭❷♠❱✭❚✘❱✭❢■❜✯❵✺❜❞◗❻✈①❜✵②❛♣✝❢❙♣①❜✵②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②✩♣r❢✩❜❞◗❻❱

θ
➧✚✈r✐❞❥➉✈①➓❙❷♠❱❡æ✑➛➷P✺◗❙❥♠❵✺✐❦❱❯❵❝❜❞✐❦❥➉③❄❜❞❱❡②✡❵❞✇❻✈◆③✑❱✌❥♠❵

H−1/2
moy (Γε) = {q ∈ H−1/2(Γε) | ∂q

∂θ
= 0 }

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



⑦ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

➊✬◗❙❱❯✐❞❱❿②❛❱❯✐❞❥♠➧✚✈✚❜❦❥❸➧◆❱❯❵✜◗❻✈➤➧◆❱✘❜❞♣➋➓▲❱❿❣❙❢➟②❛❱✭✐✯❵s❜❦♣❉♣❉②➐❥♠❢➞❜❞◗❙❱✩❵❝❱❯❢❻❵❞❱✝♣①➌✵②❛❥➉❵s❜❦✐❞❥♠➓❙❣❛❜❦❥❸♣◆❢❻❵✭➛❇è❻♣r✐✜❜❦◗❙❱✝❜❞♣r❜❦✈r❷♦➥❻❱❯❷♠②➣åÔ❥❸❢❻③✭❥➑➚
②❛❱❯❢◆❜❍●❺②❛❥❸â▲✐✯✈r③✑❜❞❱❯②➟æ➠✈r❢✙■❝✈➤➧◆❱✭✐✯✈①❼r❱❡②❑❏❬➒❬❥♠✐❦❥♠③✯◗❙❷♠❱✑❜✬➓▲♣r❣❙❢➟②❙✈①✐❦❴✧③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢✩❥♠❵✬❜❞◗❙❱❯❢✩➊✬✐❦❥❸❜❝❜❞❱❯❢✴♣r❢✡❜❞◗❙❱✜❚✘❱❯②❙❥♠✈r❢✡❷♠❥❸❢❻❱

∫ +1

−1

uε
tot( ▲̃ (z)) q(z) dz = 0 ∀ q ∈ H−1/2

moy (Γε).

➜➐✐❞❥❸❜❞❥♠❢❙❼✝✈①❢✩❥❸❢■❜❦❱✭❼r✐✯✈①❷⑥✐❦❱✭✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜✯✈✚❜❞❥♠♣r❢✧➌ç♣r✐
uε

tot

➢❙❜❞◗❙❥➉❵✺❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✩❷❸❱❡✈r②❙❵✸❜❦♣✘✈✹➧✚✈①✐❦❥➉✈✚❜❞❥♠♣r❢➟✈①❷➟➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✚❜❦❥❸♣◆❢✧♣①➌✎❜❞◗❻❱
✐❦❱✭❼r❣❻❷♠✈r✐❞❥♠➏✭❱❡②➞➧r❱✭✐✯❵❞❥❸♣◆❢↕♣①➌✬❜❞◗❻❱✡♥✲♣❛③✯➨❉❷❸❥♠❢❙❼①❜❦♣r❢➦➩ ❵✗❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢➦➛➡➜➐❱✴③✭✈①❷♠❷➠❜❞◗❙❥➉❵✹❚✹♣❛②❛❱❯❷➍❜❦◗❙❱✩✐❞❱❯❼r❣❙❷➉✈①✐❦❥❸➏❯❱❯②➐➥➟③✑❜❞❥❸❜❞❥♠♣r❣❻❵
②❛♣◆❚✘✈r❥❸❢➐❚✘♣❛②❛❱✭❷●➛✝❩➋✈①➏❡✈①✐❦❥☞❣❻❵❞❱❯②➡❜❦◗❙❥♠❵✌❥➉②❛❱❡✈✡➓❻❣❛❜✜❜❞✐❦❥❸❱❡②➋❜❦♣✴❥❸❚✘✇▲♣◆❵❞❱✘✈✴➒❨❥❸✐❦❥➉③✯◗❙❷❸❱✭❜✜➓➟♣◆❣❙❢❻②❙✈r✐❞❴➈③✭♣r❢❻②❙❥➑❜❦❥❸♣◆❢➈❣❻❵❞❥❸❢❻❼
✈①❢➞❥♠❢■❜❞❱✭❼◆✐❦✈r❷✲❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢➞➊✬❥➑❜❦◗➞✈❇❵❞❥♠❢❙❼r❣❙❷➉✈①✐✜➨◆❱✭✐❦❢❙❱✭❷●➢✿❜❦◗❻✈✚❜✕③✭♣r✐❦✐❞❱❯✇➟♣◆❢❻②❙❵❺❜❞♣✩❜❦◗❙❱❿❚✘♣❛②❛❱✭❷♦♣r➌✸♥✲♣❛③✯➨❉❷❸❥♠❢❙❼r❜❞♣r❢☎➛❿P✺◗❙❥♠❵
❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✩➊✬✐❞❥❸❜❞❱❡❵

∫ 2π

0

∫ +1

−1

uε
tot( ▲ (θ, z)) q(z) dz dθ = 0 ∀ q ∈ H−1/2

moy (Γε).

➜➐❱✗③✭✈①❷♠❷⑥❜❞◗❻❥♠❵✬❚✘♣❛②❛❱❯❷➴➢❛❜❦◗❙❱✗❵❞❥❸❢❙❼◆❣❙❷➉✈①✐✸➥➟③❄❜❦❥❸♣◆❣❻❵✬②❛♣◆❚✘✈r❥❸❢✩❚✘♣❛②❛❱✭❷●➛

➬➮➵ ➸ ➭ ➱ ➵❄❃✜▼❇➵ ➱Ô➱Ô➃✔✽☞➸
➆ ❢➋♣◆✐❦②❛❱❯✐✬❜❞♣✩❵❝♣◆❷❸➧◆❱✗❢❉❣❙❚✘❱✭✐❦❥♠③❯✈①❷♠❷❸❴✡❜❞◗❻❱✕✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✂♣r➌➍②❛❥➑â⑥✐✯✈r③❄❜❦❥❸♣◆❢❇➓❉❴✴✈r❢➈✈①❢■❜❦❱✭❢❙❢❻✈❻➢▲➎❬♣r❷♠❷♠✈r❢❻②◆❊ ✈①❷●➛❬❥♠❢➹ìï⑧❛é í

◗❻✈➤➧◆❱❬✇❙✐❦♣r✇▲♣◆❵❞❱❯②✝❵❞❥❸❚✘✇❙❷♠❱❺❚✹♣❛②❛❥❸➥➟③❯✈✚❜❞❥♠♣r❢➟❵➠♣r➌☎✈❁③✭❷♠✈◆❵❞❵❞❥➉③✭✈①❷▲è✲➒❨P✬➒④❵❦③✯◗❙❱✭❚✘❱❺❵❝❣✣✞❿③✭❥❸❱❯❢◆❜✸➌ç♣r✐✬❵❞❥❸❚❁❣❙❷➉✈✚❜❞❥♠❢❙❼✕❜❞◗❙❱❺✇❙✐❦❱❯❵❝➚
❱✭❢➟③✑❱❬♣r➌☎✈①❢✧✈r❢■❜❞❱✭❢❻❢❻✈✜❥♠❢✝❜❞◗❙❱❺❚✘❱❯②❛❥♠❣❙❚ ♣①➌➦✇❻✐❞♣◆✇❻✈①❼■✈✚❜❞❥♠♣r❢☎➛☞ý❬❵➠➊✺✈r❵♦✇❻✐❞♣✚➧◆❱❯②✘➓❉❴✧➘➠♣r❷♠❷❸❥♠❢❙♣✕✈r❢❻②❿❩❇❥♠❷❸❷♠♣①❜✸❥❸❢➈ì ✠ í ➢■❜❞◗❻❱
❢❙❱❯➊ü✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜❦❥❸❢❙❼✹❵❞③✯◗❻❱✭❚✘❱❨③❯✈①❢❿➓▲❱❨❥♠❢❙◗❙❱❯✐❞❥❸❜❞❱❡②✝➌ç✐❦♣r❚❃✈❁③✑♣r❢■❜❦❥❸❢❉❣❙♣◆❣❻❵➍➧✚✈r✐❞❥➉✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻✈①❷❻➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✚❜❦❥❸♣◆❢✝♣①➌➦❜❦◗❙❱❺❩➈✈✚↔❛➊➠❱❯❷❸❷●➩ ❵
❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵✸❜❦◗❻✈✚❜❺②❛❥➑â⑥❱✭✐✯❵✺➌ç✐❦♣r❚✢❜❞◗❙❱✗❣➟❵❝❣❻✈r❷✿➌ç♣r✐❦❚✕❣❻❷♠✈①❜❞❥♠♣r❢✴➓❉❴❿❜❞◗❻❱✜✇❙✐❞❱❡❵❝❱❯❢❻③✑❱✜♣r➌✲✈r❢❇✈➤➧r❱✭✐✯✈①❼◆❥❸❢❻❼❁♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐✬✈r❢❻②✴✈
✇❻✈r✐❦✈r❚✹❱✭❜❞❱❯✐❯➛☎P✺◗❻❥♠❵☞❚✘♣❉②❙❱✭❷❛✈r❵❦❵❝❣❻❚✹❱❡❵➦❜❦◗❻✈✚❜☞❜❞◗❙❱✺❵❞❱❯③❄❜❦❥❸♣◆❢✗♣①➌❻❜❞◗❙❱✸➊✬❥❸✐❦❱➍❥➉❵✎③✑❥♠✐❦③✭❣❙❷♠✈r✐❯➢❡❜❦◗❙❱➠➧✚✈r✐❞❥➉✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵➦♣r➌❛❜❞◗❙❱✺③✑❣❙✐❦✐❦❱✭❢■❜
♣r❢❇✈❁❜❞✐✯✈①❢➟❵❝➧◆❱✭✐✯❵❝❱✌❵❝❱❡③❄❜❦❥❸♣◆❢✩✈r✐❞❱✌❢❙❱❯❼r❷♠❥❸❼◆❥❸➓❙❷♠❱r➢➟✈①❢❻②✧❜❞◗❙❱✗➥❻❱✭❷➉②✩◗❻✈r❵✬✈r❢✩❱❯❷❸❱❡③❄❜❦✐❞♣■❵s❜✯✈✚❜❞❥➉③❺➓➟❱❯◗❻✈➤➧❉❥❸♣◆✐✺❥❸❢✩❜❞◗❻❱✗❢❙❱✭❥♠❼r◗❉➓▲♣r✐❞➚
◗❙♣❉♣❛②✜♣①➌❉❜❦◗❙❱➍➊✬❥♠✐❞❱◆➛☞è❻✐❞♣◆❚→❜❦◗❙❱❯❵❞❱➠✈◆❵❞❵❞❣❙❚✘✇❛❜❞❥♠♣r❢➟❵✭➢➤➎✵♣◆❷❸❷➉✈①❢❻②✜②❙❱❯②❛❣❻③✭❱❯❵☎❜❞◗❻✈①❜

uε
tot(r, θ, z) ≃ Iε(θ, z) ln( r

ε)
➛✎P✺◗❙❱❯❢

✈✜➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢
δε ◗❻✈◆❵♦❜❦♣✕➓▲❱❺③✯◗❻♣◆❵❞❱✭❢✝❥♠❢✧♣r✐✯②❛❱❯✐♦❜❞♣❁✐❞❱❯❼r❣❙❷➉✈①✐❦❥♠➏✭❱✺❜❞◗❻❱❺❵❞❣❙✐❞➌Ô✈r③✑❱❬❚✹❱❡✈r❵❞❣❙✐❦❱❬♣r❢ Γε ➛➷P✺◗❙❥➉❵➍➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢✧◗❻✈◆❵

❜❞♣✘➧◆❱✭✐❦❥➑➌ç❴
∫ +∞
0

δε(r)2πr dr = 1,

∀ϕ ③✑♣◆❢◆❜❦❥❸❢❉❣❙♣◆❣❻❵ , ∫
ϕ(x, y)δε(

√
x2 + y2) dxdy →

ε→0+

ϕ(0),

δε(r) = 0, rε > r > ε
✈r❢❻②

rε →
ε→0+

0.

P✺◗❙❱✹③✯◗❙♣r❥➉③✑❱✗♣r➌♦❜❞◗❻❱✗➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢
δε ❷❸❥♠❱❯❵❨♣r❢➋✇❻✐❦✈◆③❄❜❞❥➉③✭✈r❷☞③✭♣r❢❻❵❞❥♠②❙❱✭✐✯✈✚❜❞❥♠♣r❢➟❵✭➛ ➆ ❢➟❵s❜❦❱❯✈r②➋♣①➌➷❜❞◗❻❱✕❣❻❵❞❣❻✈①❷✎◗❙♣◆❚✹♣◆❼r❱❯❢❙❱✭♣◆❣❻❵

➒❨❥❸✐❦❥♠③✯◗❻❷❸❱✭❜➠③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢✝♣r❢✘❜❦◗❙❱❬➊✬❥♠✐❦❱r➢r♣◆❢❙❱✵➊✬✐❦❥➑❜❦❱❯❵➠✈①❢✝❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✝✈➤➧r❱❯✐❦✈r❼r❱❡②✕➓❉❴
δε ✈r❢❻②✘❚✝✈①➨◆❱❯❵➷❣❻❵❞❱❬♣r➌⑥❜❞◗❙❱✵✐✯✈r②❙❥♠✈r❷

❱✭❷♠❱❯③✑❜❞✐❦♣◆❵❝❜❦✈①❜❞❥➉③❬➓▲❱✭◗❻✈➤➧❉❥♠♣r✐✬♣r➌☎❜❞◗❻❱✌➥❻❱✭❷➉②✿➛➍❪❉♣✹❜❞◗❻❱✜➧➤✈r✐❞❥➉✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻✈①❷▲➌ç♣◆✐❞❚❁❣❙❷♠✈①❜❞❥♠♣r❢✡❜❞◗❻✈①❜✵◗❻✈r❵✸❜❦♣✘➓➟❱✗②❛❥➉❵❦③✑✐❦❱✑❜❞❥♠➏✭❱❡②✧❥➉❵




∫

ΩR

∇uε
tot · ∇v − k2

∫

ΩR

uε
totv +

∫

ΓR

vTRu
ε
tot +

∫

ΩR

δε(r)Iε(z)v(r, θ, z) = −
∫

ΩR

fv ∀v ∈ H1(ΩR),

∫

ΩR

δε(r)q(z)uε
tot(r, θ, z) =

∫

ΩR

δε(r)q(z)Iε(z) ln(
r

ε
) ∀q ∈ H−1/2

moy (Γε).

➊✬◗❙❱❯✐❞❱
TR

❥➉❵✬✈✹❣❻❵❝❣➟✈①❷➦➒❺P✬❲④❚✝✈①✇✴✈r③❄❜❦❥❸❢❻❼✹♣◆❢✧❜❦◗❙❱✜➓▲♣r❣❙❢❻②❻✈①✐❦❴❿♣①➌
ΩR

➛

☞✍✌✼❖ P◗✕❋❘✫❙❚✦❯✯❱✦✤✖✆✬✮❲❀❘✣❳❨❙✜✕❩✯✪❲✍✘❬✥✜✬❪❭❚❘✣✦✍❘✫✓✎❳❫✕❋❴✰❭❵❲❛★❵✘✛✓❜✦✤★❵✘
➜➐❱✕✈①✐❦❱✌❢❙♣✚➊➙❼◆♣r❥♠❢❙❼✹❜❞♣✝➓❙✐❦❥♠❱✑ð❻❴✡✇❙✐❞❱❡❵❝❱❯❢■❜✸❜❦◗❙❱✗❚✝✈✚❜✯③✯◗❙❱❯②✴✈◆❵❝❴❉❚✘✇❛❜❞♣r❜❞❥➉③✌❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❝❥♠♣r❢➟❵✺❚✹❱✭❜❞◗❙♣❛②❇✈r❢❻②✡❜❞◗❙❱✜➊✺✈➤❴❿➊✸❱
➊✬❥➉❵❝◗✴❜❦♣✧✈①✇❙✇❻❷❸❴✡❥➑❜❨❜❞♣❿♣◆❣❙✐✵✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✴➛✺P✺◗❙❥➉❵✵➊✬❥♠❷❸❷☞❼r❥♠➧r❱✗✈①❢❇♣◆❣❛❜❞❷♠❥♠❢❙❱✗♣①➌➷♣◆❣❙✐❬❵❝❜❞❣❻②❛❴◆➛ ➆ ❢✴❜❞◗❙❥➉❵❬②❛♣❛③✭❣❙❚✘❱✭❢■❜❨➊✸❱✗✈①✐❦❱
❥♠❢◆❜❦❱✭✐❦❱❯❵❝❜❞❱❡②✧❥♠❢✩❜❞◗❙❱✜❱✭↔❉✇➟✈①❢❻❵❞❥❸♣◆❢✧➊✬❥❸❜❞◗✴✐❦❱❯❵❞✇➟❱❡③❄❜✬❜❞♣

ε
♣①➌☎❜❦◗❙❱✌➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢

uε ❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➌ç❴❉❥❸❢❙❼






∆uε + k2uε = f
❥♠❢

Ωε,

uε = 0
♣r❢

∂Ωε,

uε ♣r❣❛❜❦❼r♣◆❥❸❢❙❼
.

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
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➆ ❢✕♣◆✐❦②❙❱✭✐☞❜❞♣✌❵s❜❦❣❻②❛❴✌❜❞◗❻❱➠➓▲❱✭◗❻✈➤➧❉❥♠♣r✐✎♣①➌
uε ➊✸❱✸③❯✈①❢✜➥➟✐❦❵❝❜✲✈◆❵❝➨✌♣◆❣❙✐❦❵❞❱✭❷♠➧r❱❡❵➦➊✬◗❙❱✭❜❞◗❙❱❯✐ uε ✈◆②❛❚✘❥➑❜✯❵✲✈❬❷♠❥❸❚✘❥❸❜✵åÔ✈r❵ ε→ 0

æ❄➛
ý❬❵✵❜❞◗❙❱❁➊✬❥❸✐❦❱✗❵❞◗❙✐❞❥♠❢❙➨❛❵❬✈r❢❻②❇②❛❥➉❵❞✈r✇❙✇▲❱❯✈①✐✯❵❯➢❙♣r❢❙❱✕❚✹❥♠❼r◗■❜❬❼◆❣❙❱❯❵❦❵✺❜❦◗❻✈✚❜✵❜❦◗❙❥➉❵❬❷♠❥❸❚✘❥❸❜❬❱✑↔❛❥➉❵s❜✯❵❬✈r❢❻②✴❥♠❵✵❜❞◗❙❱✕➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢

u0❵❦✈✚❜❞❥➉❵❝➌ç❴■❥♠❢❙❼




∆u0 + k2u0 = f
❥❸❢

Ω,

u0
♣◆❣❛❜❞❼◆♣r❥♠❢❙❼

.
P✺◗❙❱❯❢✩♣◆❢❙❱✜③✭✈r❢✴✈◆❵❝➨✧➊✬◗❻✈✚❜✬❥➉❵✺❜❞◗❙❱✜➓▲❱✭◗➟✈➤➧■❥♠♣r✐✺♣r➌

uε − u0
➢❸➛❯➛✭➛❞❱✑❜❦③r➛➷➜➡❱✜➊✬❥♠❷♠❷✿❜❞◗❙❱❯❢❇❵❝❱❯❱✭➨❿❜❦◗❙❱✌➥❻✐✯❵s❜✺❜❦❱✭✐❦❚✢♣①➌✎❜❞◗❻❱

❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❞❥❸♣◆❢✧♣①➌
uε ➛♦è❙♣r✐✺❜❦◗❙❥➉❵✬✇❙❣❙✐❦✇➟♣■❵❝❱◆➢❛➊➠❱✌➊✬❥♠❷❸❷☎✇❙✐❞♣❛③✭❱✭❱❯②✡❥♠❢◆✠✹❵❝❜❞❱❯✇❻❵

• ➀✭➁ ➭❬❝❡❞
➜➡❱✺②❛❱❯❵❦③✑✐❦❥♠➓➟❱✸❥❸❢✘②❛❱✭❜❦✈①❥♠❷■❜❞◗❙❱✺❼◆❱✭♣r❚✘❱✭❜❞✐❦❥♠③❯✈①❷❉❵❝❱✭❜❝❜❞❥♠❢❙❼❺♣①➌❻♣◆❣❙✐✲✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✴➢✚✐❦❥❸❼◆♣r✐❦♣r❣❻❵❞❷❸❴❨➌ç♣r✐❦❚✕❣❻❷♠✈①❜❞❱♦❜❦◗❙❱✬②❛❥❸â▲✐✯✈r③✑➚
❜❞❥♠♣r❢✝✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚ ❣❻❵❞❥♠❢❙❼✗➧✚✈①✐❦❥♠✈①❜❞❥♠♣r❢❻✈r❷❛➌ç♣r✐❦❚✕❣❻❷♠✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵❯➢◆✈r❢❻②✝❥♠❢◆❜❦✐❞♣❛②❛❣➟③✑❱❬✈✗❵❞❣❙❥❸❜❦✈r➓❙❷❸❱❬➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻✈r❷▲❵❞❱✑❜❞❜❞❥♠❢❙❼❻➛✲➜➐❱
➊✬❥❸❷♠❷➦✈①❷➉❵❝♣✹②❛❱✑➥➟❢❙❱❺❜s➊➠♣✘✐❦❱✭❼r❥♠♣r❢➟❵ Zε

n

✈①❢➟② Zε
f

③✭✈r❷❸❷♠❱❯②✧❢❙❱❯✈r✐✬✈①❢❻②✧➌Ô✈①✐✸➥❻❱❯❷♠②✡✐❞❱❯❼r❥♠♣r❢❻❵❯➛✎➜➡❱✜➊✬❥♠❷❸❷✿✇▲♣◆❵❝❜❞❣❻❷♠✈①❜❞❱✌✈
➌ç♣r✐❦❚❃❥❸❢✴❱❡✈r③✯◗✧♣r➌☞❜❦◗❙❱❯❵❞❱✌✐❞❱❯❼r❥♠♣r❢❻❵➠➌ç♣◆✐✺❜❞◗❙❱✌➥❻✐✯❵❝❜✬❜❞❱✭✐❦❚❃♣r➌☞❜❦◗❙❱✜❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❝❥♠♣r❢✡♣①➌

uε ê

uε ≃ u0 + uε
1

❥♠❢ Zε
f

➊✬❥➑❜❦◗
uε

1 = o(u0)
åsé➤æ

➜➡❱✗➊✬❥♠❷♠❷✎③❯✈①❷♠❷
u0

✈①❢➟②
uε

1

■s➌Ô✈①✐✵➥➟❱✭❷➉②✩❜❞❱✭✐❦❚✝❵❢❏❄➛✵è❙♣◆✐✵❜❦◗❙❱✕❢❙❱❡✈①✐❬➥❻❱✭❷➉②✴✐❞❱❯❼r❥♠♣r❢➦➢▲✈r❵❬➊➠❱✕②❙♣r❢➦➩ ❜❨✐❦❱❯✈r❷❸❷♠❴✧➨❉❢❙♣✚➊
❜❞◗❙❱✜➓▲❱✭◗❻✈➤➧❉❥♠♣r✐✺♣①➌

uε ➢❻➜➡❱✜➊✬❥♠❷❸❷☞❵❝❥♠❚✘✇❙❷❸❴✧➊✬✐❞❥❸❜❞❱

uε ≃ Uε
1

❥❸❢ Zε
n

å➴⑧◆æ
➜➡❱✜➊✬❥♠❷❸❷➦③❯✈①❷♠❷

Uε
1

■❝❢❙❱❯✈r✐✸➥❻❱✭❷➉②✡❜❞❱✭✐❦❚❣❏✯➛

• ➀✭➁ ➭❬❝✐❤
P✺◗❙❥♠❵❬❵s❜❦❱✭✇❇❥➉❵✬❜❞✐❦❱❯✈①❜❞❱❡②✡❥♠❢➋❵❞❱❯③❄❜❦❥❸♣◆❢ Þ ➢❻➊✬◗❻❱✭✐❦❱✜➊➠❱✗❵❞❱✭❱❯➨✧❥♠❢➋✈✘➌ç♣r✐❦❚✝✈①❷➦✈①❢➟②✴❥❸❢■❜❞❣❻❥➑❜❦❥❸➧◆❱✗❚✝✈①❢❙❢❙❱❯✐✵❢❙❱❡③✑❱❯❵❦❵❦✈①✐❦❴
③✑♣r❢➟②❛❥➑❜❦❥❸♣◆❢❻❵➠➌ç♣r✐

u0 + uε
1

❜❦♣✘➓➟❱✗✈✹❼r♣❉♣❛②✧✈r✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈✚❜❦❥❸♣◆❢❿♣①➌
uε ❥❸❢ Zε

lo

➛➷➜➐❱✌➊✬❥❸❷♠❷☎③❯✈①✐✯✈r③❄❜❦❱✭✐❦❥❸➏❯❱
u0 + uε

1❣❙✇✧❜❦♣✕❜❦◗❙❱✜③✯◗❙♣r❥➉③✑❱❺♣①➌✲✈✗➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢
aε ∈ L2([−1; 1])

➛✲P✺◗❙❱✜②❛❱✑➥❻❢❻❥➑❜❦❥❸♣◆❢✡♣r➌
aε ❥♠❵✬②❛❱❯❷♠✈➤❴◆❱❯②✘❜❦♣✝❵❝❱❡③❄❜❞❥♠♣r❢❥✠❉➛

• ➀✭➁ ➭❬❝❧❦
P✺◗❙❥♠❵✸❵❝❜❞❱✭✇✡❥♠❵➠❜❦✐❞❱❡✈✚❜❞❱❡②❿❥♠❢✡❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢ ÷ ➊✬◗❙❱✭✐❦❱❬➊✸❱✌❵❝❱❯❱✭➨✘❢❙❱❯③✭❱❯❵❦❵❞✈r✐❞❴✘③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢❻❵➠➌ç♣◆✐

Uε
1

❜❞♣✹➓➟❱✌✈①❢✩✈①✇❙✇❙✐❦♣➤↔❉➚
❥❸❚✝✈✚❜❦❥❸♣◆❢✝♣①➌

uε ❥❸❢ Zε
pr

➛✲➜➡❱❺➊✬❥♠❷❸❷⑥③✭✈r✐❦✈◆③❄❜❞❱❯✐❞❥♠➏✭❱
Uε

1

❣❙✇✝❜❞♣✕❜❞◗❙❱❺③✯◗❙♣r❥➉③✑❱❬♣①➌☎✈✜➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢
bε ∈ L2([−1; 1])

➛

• ➀✭➁ ➭❬❝❡♠
P☎♣✝❱❯❢❻②✡❜❞◗❙❱✕②❙❱✑➥❻❢❙❥❸❜❞❥♠♣r❢❇♣r➌♦✈✝❵❝❣❙❥❸❜❦✈r➓❙❷♠❱✗✈①✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈①❜❞❱❺➥❻❱✭❷➉②✴➊✸❱✜❢❙❱✭❱❡②✩❜❞♣❿②❛❱✭➥❻❢❙❱

aε ✈①❢❻② bε ➛➠P✺◗❙❥➉❵✵➊✬❥♠❷❸❷➓➟❱✌❜❦◗❙❱✕❵❞❣❙➓❛qs❱❯③✑❜✵♣①➌✎❜❞◗❙❥➉❵✵❵❝❜❞❱❯✇✴❜❞✐❦❱❯✈✚❜❦❱❯②✡❥❸❢➋❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢♥✠❁➊✬◗❙❱✭✐❦❱✜➊✸❱✜✇❙✐❞♣✚➧◆❱❬❜❦◗❻✈✚❜❬❜❞◗❙❱❡❵❝❱✌➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢➟❵✬◗❻✈➤➧r❱❺❜❦♣
❵❞✈①❜❞❥➉❵s➌ç❴✧✈r❢✡❥♠❢■❜❞❱❯❼r✐✯✈①❷⑥❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➦➛

• ➀✭➁ ➭❬❝❫♦
➜➡❱✌➊✸♣r❣❙❷➉②❿◗❻✈➤➧◆❱ Ù✑Ð①Ú❄❮✘Õ①×Ü×Ø❒ ③✭♣r❢❻❵❝❜❞✐❦❣❻③✑❜❞❱❯②

u0 + uε
1

✈①❢❻②
Uε

1

❥❸❢✩❜❞◗❻❱❺✇❻✐❞❱❡③✑❱❯②❙❥❸❢❙❼✘❵❝❜❞❱✭✇☎➢❙❵❝♣✹❜❞◗❻❥♠❵✬❵❝❜❞❱❯✇✡➊✬❥♠❷❸❷
②❛❱❯✈r❷▲➊✬❥❸❜❞◗✴②❛❱✭➥❻❢❙❥♠❢❙❼✹✈r❢✩✈r✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈✚❜❦❱✬➥❻❱❯❷♠②

ũε ❣❻❵❞❥❸❢❙❼❁❜❞◗❻❱❨➌Ô✈r✐✬✈①❢❻②✡❢❙❱❯✈r✐➍➥➟❱✭❷➉②➡å➴❵❝❱❡③❄❜❞❥♠♣r❢✴⑦ræ✑➢❙✈①❢❻②✧❜❞◗❙❱❯❢
✇❙✐❞♣✚➧◆❱✗❥♠❢➐❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢➞⑨✝❜❞◗➟✈✚❜ ‖ũε − uε‖H1(ΩR)

❥♠❵✜❵❞❚✝✈①❷♠❷➴➢✿➊✬◗❙❥➉③✯◗➈❥➉❵❺❜❞◗❻❱✘❵❞❣❙➓❛qs❱❡③❄❜✌♣①➌➠❜❞◗❙❱❯♣r✐❦❱✭❚✂❜❞◗❻❱✭♣r✐❦❱✭❚
⑨❉➛♠é❬❜❦◗❻✈✚❜❬❵❝❜❦✈①❜❞❱❯❵

‖uε − ũε‖H1(ΩR) 6 κ ε1/2 ln 1/ε➌ç♣r✐✵✈✘③✑♣◆❢❻❵s❜✯✈①❢■❜
κ > 0

❥♠❢❻②❛❱✭✇▲❱✭❢➟②❙✈①❢■❜✵♣①➌
ε
➛

t❨❢❻③✭❱➍➊✸❱♦◗❻✈➤➧r❱➠✈①✇❙✇❙❷♠❥♠❱❯②✜❜❦◗❙❥➉❵☎❚✘❱✑❜❦◗❙♣❛②✿➢✚➊✸❱➍➊✸♣r❣❙❷➉②✜◗❻✈➤➧◆❱♦♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢❙❱❯②✜✈r❢✕✈①✇❻✇❙✐❞♣➤↔❛❥♠❚✝✈✚❜❞❥♠♣r❢✌♣r➌❛❜❞◗❙❱✸❱✑↔❙✈r③✑❜✎❵❞♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢☎➛
P✺◗❙❱➍❧■❣❙❱❡❵s❜❦❥❸♣◆❢✜❥♠❵☎➊✬◗❻✈✚❜✿❜❦♣❬②❛♣✵➊✬❥❸❜❞◗✗❜❞◗❙❥➉❵☎✈r✇❙✇❙✐❦♣➤↔❉❥♠❚✝✈✚❜❦❥❸♣◆❢➦➛✿➜➡❱➍➊✬❥❸❷♠❷r❣❻❵❞❱♦❥❸❜☎❜❦♣✵✇❙✐❦♣✚➧r❱✎❜❞◗❻✈①❜

uε ❥➉❵☎✈r❷♠❵❞♣✬➧r❱❯✐❞❴❺③✑❷♠♣◆❵❞❱
❜❞♣✡✈①❢❙♣r❜❞◗❙❱❯✐✵➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢

uε ❜❞◗➟✈✚❜❨❥➉❵❬❵❞♣r❷♠❣❛❜❦❥❸♣◆❢✴❜❞♣✝❜❦◗❙❱❁❵❦✈①❚✘❱✕②❛❥❸â⑥✐❦✈◆③❄❜❞❥♠♣r❢❇✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚ ➊✬❥❸❜❞◗➡❵❝❥♠❚✘✇❙❷❸❥❸➥❻❱❡②❇➓➟♣◆❣❙❢❻②❙✈r✐❞❴
③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢❻❵❯➛✴P✺◗❙❥♠❵✗✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚✫➊✬❥❸❷♠❷➍➓▲❱❿➊✬✐❦❥➑❜❞❜❞❱✭❢↕❣➟❵❝❥♠❢❙❼➋✈✴❚✘❥➑↔❛❱❡②➐➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✚❜❦❥❸♣◆❢➡❜❦◗❻✈✚❜❁➊➠❱❿③❯✈①❷♠❷♦❜❞◗❻❱✧❵❝❥♠❚✘✇❙❷♠❥➑➥❻❱❡②
➥➟③✑❜❞❥❸❜❞❥♠♣r❣❻❵✵②❙♣r❚✝✈①❥♠❢✩➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✚❜❦❥❸♣◆❢➦➛➷➜➡❱✜➊✬❥♠❷♠❷☎✇❙✐❦♣✚➧r❱✌✈✘✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜✬➧r❱❯✐❞❴✡❵❝❥♠❚✘❥❸❷➉✈①✐✺❜❦♣✡⑨❉➛♠é✜➊✬❥➑❜❦◗

uε ➢❙➊✬◗❻❥♠③✯◗✴➊✬❥♠❷❸❷➦❴❉❥♠❱✭❷➉②
✈✹➧✚✈①❷♠❥♠②❙✈①❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌✎❜❞◗❙❱✜❚✘♣❛②❛❱❯❷✿♣①➌✲♥✎♣❛③✯➨❉❷♠❥❸❢❙❼r❜❞♣◆❢➦➛

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



û ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

♣ q ✠☞✤✺✞sr✙tþ❀✗✤✬☛✕✆✮✤✸✠☎✛✲✍✑✏✸✒✗✖↕✁☎✤✸✠☎✠☞✍✑✔✩❀ ✒✗✔✡á ✍✑✔✩✍✯✠☞✍✑✒✗✖➹✞✡✛✲☛✜✳✴✖✑✤✵✆

❖❯✌✎☞ ✉❫✕❩★✜✕✗✑✔❲❛✱✈✑✔✕❩✬✮❲❀✑✔✇❯✘
➘➠♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐✬✈✘❵❞✇❻✈r③✭❱❺♣r➌☞✐❦❱✑➌ç❱❯✐❞❱❯❢❻③✑❱ E = R3 ➛➍❪❉♣ E ◗➟✈r❵✺✈✹❢❻✈✚❜❦❣❙✐❦✈r❷⑥❚✘✈r❢❙❥➑➌ç♣◆❷♠②✴❵❝❜❞✐❦❣❻③❄❜❦❣❙✐❦❱r➛✲➜➣◗❙❱✭❢✴➊✸❱❨➊✬✐❦❥❸❜❞❱✜■ ▲ ❏➊✸❱✵✐❞❱✭➌ç❱✭✐➷❜❦♣✕✈✌✇▲♣r❥♠❢◆❜✸♣①➌ E ✈r❵♦✈✗❚✘✈r❢❙❥❸➌ç♣r❷➉②✿➢r❜❦◗❉❣❻❵♦❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈①❢■❜❦❷❸❴✹♣①➌➦✈①❢❉❴✹③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱✵❵❝❴❛❵❝❜❞❱✭❚✴➛✎➜➡❱❨➊✬❥❸❷♠❷❻♣r➌Ü❜❞❱❯❢✐❦❱✑➌ç❱✭✐❨❜❞♣✡♣r➓❛qs❱❡③❄❜✯❵❬✐❦❱✭❷➉✈✚❜❦❱❯②✴❜❦♣ E ✈r❢❻②➈❵❞♣❿❥♠❢❻②❛❱✭✇▲❱✭❢➟②❙✈①❢■❜✌♣①➌➠✈r❢■❴❇③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱✕❵❞❴❛❵s❜❦❱✭❚✴➢✿❵❝❣➟③✯◗➈✈r❵❬➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵❨➌ç♣r✐
➊✬◗❙❥➉③✯◗✡➊✸❱✜➊✬✐❦❥➑❜❦❱

u( ▲ )
➛

➜➐❱♦➊✬❥♠❵❞◗✌❜❞♣❬❱✭❚✘✇❙◗❻✈◆❵❝❥♠➏✭❱➷❜❦◗❙❱➍②❛❥❸â⑥❱✭✐❦❱✭❢❻③✭❱➍➓▲❱✑❜s➊✸❱✭❱✭❢✌❜❦◗❙❱♦❚✝✈①❢❻❥➑➌ç♣◆❷♠②✜❵❝❜❞✐❦❣❻③❄❜❦❣❙✐❦❱♦♣①➌ E ➢✚✈①❢❻②✌❥❸❜❦❵☎✐❞❱❯✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢❥♠❢✴③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱✜❵❞❴❛❵s❜❦❱✭❚✝❵✭➛➍➜➡❱✜➊✬❥♠❷❸❷☎✐❞❱✭➌ç❱✭✐✺❜❞♣❿✈✘✇▲♣r❥♠❢■❜ ▲ ∈ E ➊✬❥❸❜❞◗
3
③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵✺③✯◗❙♣■❵❝❱❯❢✡❥♠❢❇✈✝❵❝❱✭❜❬②❛❥❸â▲❱❯✐❞❱❯❢◆❜

➌ç✐❦♣r❚ E ➛✲è❙♣◆✐✎❱✭↔❛❱✭❚✘✇❙❷❸❱✺➊✸❱➠➊✬❥♠❷♠❷❛❢❻✈✚❜❦❣❙✐❦✈r❷❸❷♠❴✌✐❞❱✭➌ç❱✭✐✎❜❞♣✜✈❨✇➟♣◆❥❸❢■❜✲❣❻❵❞❥❸❢❙❼✌❥❸❜❦❵✲③✭✈r✐❝❜❦❱❯❵❞❥♠✈r❢✕③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵ (x; y; z) ∈ R3 ➛
➜➐❱❁➊✬❥♠❷❸❷✲❣❻❵❞❱✗➌ç♣◆❣❙✐✜③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱✕❵❞❴❉❵❝❜❞❱❯❚✝❵✭➛✜P✺◗❙❱✕➥❻✐❦❵❝❜✌❥♠❵❬❜❞◗❙❱✘③✭✈r✐❝❜❦❱❯❵❞❥♠✈r❢➋❵❝❴❛❵❝❜❞❱❯❚ ➊✬❥➑❜❦◗➡③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵❨②❛❱✭❢❻♣①❜❞❱❡②
(x; y; z)

➛❁➜➡❱✘➊✬❥♠❷❸❷✲➊✬✐❦❥➑❜❦❱ ▲ (x; y; z)
❥❸❢➐♣r✐✯②❛❱❯✐❬❜❦♣✡❚✘❱❯✈r❢➈❜❦◗❻✈✚❜❺❜❞◗❻❱✘③❯✈①✐❞❜❞❱❡❵❝❥➉✈①❢➈③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵ ▲ ✈①✐❦❱ (x; y; z)

➛
P✺◗❙❱❇❵❞❱❯③✑♣◆❢❻②ã❵❞❴❛❵s❜❦❱✭❚ë❥➉❵✹❜❞◗❻❱✴❵❞✇❙◗❙❱❯✐❞❥➉③✭✈r❷✬③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵❁✐❞❱❡❵s❜❦✐❞❥➉③❄❜❦❱❯②↕❜❦♣➐❜❞◗❙❱✴❣❙❢❙❥❸❜✧❵❞✇❙◗❙❱✭✐❦❱r➢➍➊✬❥➑❜❦◗✼③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵
②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱❯②

(ν, θ)
åç➓▲❱❨③❯✈①✐❦❱✑➌ç❣❙❷➟➊➠❱❺②❛♣r❢➦➩ ❜➠❣➟❵❝❱✬❜❦◗❙❱❬❣➟❵❝❣❻✈r❷▲③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵

(θ, ϕ)
❥♠❢✝❜❞◗❻❱❬✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜➠③❯✈r❵❞❱❡æ❄➛✲P✺◗❙❱❬❜❞◗❙❥♠✐❦②

❵❞❴❉❵❝❜❞❱❯❚➝❥➉❵♦③✭✈r❷❸❷♠❱❯②✹❥♠❢✝❷❸❥❸❜❝❜❦❱✭✐✯✈✚❜❦❣❙✐❞❱✬✇❻✐❞♣◆❷♠✈①❜❞❱✬❵❝✇❻◗❙❱✭✐❦♣r❥➉②❙✈①❷❙③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✭➛ ➆ ❜➍➓▲❱✭❷♠♣r❢❙❼■❵✲❜❞♣✌❜❦◗❙❱✬➌Ô✈①❚✘❥♠❷❸❴❁♣①➌✿❱✭❷♠❷♠❥❸✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈r❷
③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵❯➢r❵❞♣✜➊➠❱✵③❯✈①❷♠❷❙❥❸❜♦❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷❙❥♠❢✝♣r✐✯②❛❱❯✐➷❢❙♣①❜➷❜❦♣✜❚✘✈r➨r❱✵✈r❢■❴❁③✑♣r❢❙➌ç❣❻❵❝❥♠♣r❢✘➊✬❥❸❜❞◗❿❵❞✇❙◗❙❱❯✐❞❥➉③✭✈r❷❻③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵❯➛
P✺◗❙❱✵③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵➷✈r❵❦❵❝♣❛③✑❥➉✈✚❜❦❱❯②✕➊✬❥➑❜❦◗✘❜❞◗❙❥➉❵♦❵❞❴❉❵❝❜❞❱❯❚ ✈r✐❞❱✬②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱❯②

(ξ; ν; θ)
➛ ➆ ❢✝✈◆③✭③✑♣◆✐❦②❻✈①❢❻③✭❱➠➊✬❥❸❜❞◗✘♣r❣❻✐♦❢❙♣①❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢

➌ç♣r✐✸③✭✈r✐❝❜❦❱❯❵❞❥♠✈r❢✘③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✭➢r➊➠❱✵➊✬✐❦❥❸❜❞❱ ▲ (ξ; ν; θ)
❜❞♣✕❚✹❱❡✈①❢✝❜❦◗❻✈✚❜ ▲ ◗❻✈r❵ (ξ; ν; θ)

✈◆❵♦❱❯❷❸❷♠❥❸✇➟❵❝♣◆❥♠②❙✈r❷➟③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵✭➛
➜➐❱❿➥❻❢❻✈r❷❸❷♠❴➞③✑♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐❁✈➋❷➉✈r❵❝❜❁③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❿❵❝❴❛❵❝❜❞❱❯❚✱❜❦◗❻✈✚❜✹➊➠❱✧③❯✈①❷♠❷➠❵❦③✭✈r❷❸❱❡②↕③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵✗❵❞❴❛❵s❜❦❱✭❚✴➛ ➆ ❜❁➊✬❥♠❷❸❷✸➓▲❱
②❛❱✭➥❻❢❙❱❯②➡➓▲❱✭❷♠♣✚➊✜➛✗P✺◗❙❱✹③✭♣r✐❦✐❞❱❡❵❝✇▲♣r❢➟②❛❥❸❢❻❼✧③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵❺✈①✐❦❱❁②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱❯②

(ζ, ν, θ)
➛❁ý❬❼◆✈①❥♠❢➈➊✸❱✹➊✬✐❞❥❸❜❞❱

x(ζ; ν; θ)
❥❸❢

♣r✐✯②❛❱❯✐➠❜❦♣✝❚✘❱❯✈①❢✡❜❞◗➟✈✚❜
x
◗❻✈r❵

(ζ; ν; θ)
➌ç♣r✐✵❵❦③✭✈r❷❸❱❡②✡③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✭➛

❪❉♣◆❚✹❱✭❜❞❥♠❚✘❱❯❵➷➊✸❱✬➊✬❥❸❷♠❷❻➊✬✐❦❥❸❜❞❱✤■
u(ξ; ν; θ)

❏✵❥♠❢❻❵s❜❦❱❯✈◆②❁♣r➌✿➊✬✐❞❥❸❜❞❥♠❢❙❼❚■
u( ▲ ) ➊✬◗❙❱❯✐❞❱ ▲ ◗❻✈◆❵ (ξ; ν; θ)

➌ç♣r✐♦❱❯❷❸❷♠❥❸✇➟❵❝♣◆❥♠②❙✈r❷
③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵❜❏➈åç♣r➌❨③✑♣◆❣❙✐❦❵❞❱❿❜❦◗❙❱✴❵❞✈r❚✹❱✩✐❦❱✭❚✝✈①✐❦➨➡❥➉❵❁❜❞✐❦❣❙❱✡➌ç♣r✐✘③✭✈①✐❞❜❞❱❡❵❝❥➉✈①❢☎➢♦❵❝✇❙◗❻❱✭✐❦❥♠③❯✈①❷✸♣r✐✘❵❞③❯✈①❷♠❱❯②➹③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵❦æ✑➛
ý✵❷➉❵❞♣❁➊✬◗❙❱❯❢✩③✭♣r❢❻❵❞❥➉②❛❱✭✐❦❥❸❢❻❼❁✈✕➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❇②❛❱✭✇▲❱✭❢❻②❙❥❸❢❙❼✹♣r❢❻❷❸❴❿♣◆❢✧♣◆❢❙❱❨➧✚✈r✐❞❥➉✈①➓❙❷♠❱✹➢❛❷❸❱✭❜✬❵❦✈➤❴

u
②❛❱✭✇▲❱✭❢❻②❙❥❸❢❙❼✘♣◆❢❙❷❸❴✝♣◆❢

ξ
➢

❜❞◗❻❱✭❢✴➊➠❱✜❵❞❥❸❚✘✇❙❷♠❴✧➊✬✐❦❥❸❜❞❱✜■
u(ξ)

❏❺❥♠❢❻❵❝❜❞❱❡✈r②✩♣①➌❋■
u( ▲ ) ➊✬◗❙❱✭✐❦❱ ▲ ◗❻✈◆❵ (ξ; ν; θ)

➌ç♣◆✐✬❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷➦③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵✭➛ ❏
❲✵♣✚➊➐➊✸❱➷✐❞❱❡③✭✈①❷♠❷➤❜❞◗❻❱♦✇❙✐❦❱❯③✑❥➉❵❞❱♦②❛❱✑➥❻❢❻❥➑❜❦❥❸♣◆❢✜♣①➌❛♣r❣❙✐➦③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱♦❵❞❴❛❵s❜❦❱✭❚✝❵❯➢❡✈r❢❻②✌②❛❱✑➥❻❢❻❱➷❜❞◗❙❱➠❵❞③❯✈①❷♠❱❯②✌③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵❯➛

❖❯✌✼❖ ①②✦❯✦③✑✔✯❵✓✎★❚❲✲❘✣✕✐✘❬✥✰✘❬❘✣✕❩✬④✘
➆ ❢✜❜❦◗❙❥♠❵✎❵❞❣❙➓❛➚Ñ❵❝❱❡③❄❜❞❥♠♣r❢☎➢❡➊✸❱➍❵❞◗❻✈①❷♠❷■✐❞❱❯❚✹❥♠❢❻②✌❜❦◗❙❱➍✐❦❱❯✈◆②❛❱✭✐☞❵❝♣◆❚✹❱✸②❛❱✑➥➟❢❙❥➑❜❦❥❸♣◆❢❻❵✎③✑♣r❢➟③✑❱✭✐❦❢❙❥♠❢❙❼✬❣❻❵❞❣❻✈①❷❉③✑♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱➍❵❞❴❛❵s❜❦❱✭❚✝❵❯➢
✈①❢➟②❁✈r❷♠❵❞♣❬❥♠❢■❜❞✐❦♣❉②❙❣❻③✑❱✬❵❞♣r❚✘❱➠♣r❜❞◗❙❱❯✐❦❵❯➛☞ý❨❵✲➊➠❱✺❵❝❜❦✈✚❜❦❱❯②❁➓➟❱✭➌ç♣r✐❦❱r➢①➊✸❱✸➊✬❥❸❷♠❷❛➓➟❱✺❥♠❢■❜❞❱✭✐❦❱❯❵❝❜❞❱❡②✕❥♠❢✘❵❝✇❙◗❻❱✭✐❦❥♠③❯✈①❷❛③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵❯➢
❱✭❷♠❷♠❥❸✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈r❷➦③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵❯➢❉✈r❢❻②✩✈❁❢❻❱✭➊þ③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❺❵❞❴❛❵s❜❦❱✭❚ ③❯✈①❷♠❷❸❱❡②✡❵❦③✭✈r❷❸❱❡②✡③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✭➛

❦✗⑤⑥❦✗⑤✾❤ ⑦✗❝ ❅ ➭ ➂❇✻Ô➄◆➃❙➱➠➄ ➵➦➵ ➂➤➸❀✻✾✽✎➃❛➁ ➭ ➀
➆ ❢✘❜❞◗❻❥♠❵➠②❛♣❛③✑❣❙❚✘❱✭❢■❜✸➊➠❱✬➊✬❥♠❷❸❷▲③✑♣◆❢❻❵❝❥➉②❛❱❯✐➍③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵➷♣◆❢✹❜❞◗❙❱❨❣❙❢❙❥❸❜➠❵❝✇❻◗❙❱✭✐❦❱

S2 = {x ∈ E ❜❯➛ ❧ |x| = 1} ❵❝❷♠❥♠❼r◗■❜❞❷♠❴②❛❥❸â▲❱❯✐❞❱❯❢■❜❬➌ç✐❦♣r❚✻❣❻❵❝❣➟✈①❷✲❵❝✇❙◗❻❱✭✐❦❥♠③❯✈①❷☎③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵✭➛✵î☎❱✑❜❨❣➟❵❨②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱✗❜❦◗❙❱❯❵❞❱❁③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵
(ν, θ)

➛✜t❨❢❙❱✕❵❞❣❻③✯◗➋✇❻✈r❥❸✐
➊✬❥♠❷❸❷➦✐❦❱✑➌ç❱❯✐✺❜❞♣✝✈✹✇➟♣◆❥❸❢■❜✵♣◆❢

S2 ➊✬❥❸❜❞◗❇③❯✈①✐❞❜❞❱❯❵❞❥➉✈①❢✡③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✸❼r❥♠➧r❱✭❢✩➓❉❴✝❜❞◗❻❱✌➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈






x =
√

1 − ν2 cos θ ν ∈ [−1; +1],

y =
√

1 − ν2 sin θ θ ∈ [0; 2π],

z = ν.

➜➐❱❬②❛❱✭❢❻♣①❜❞❱
OS2

+

✈r❢❻②
OS2

−
❜❞◗❙❱✵❣❻✇❙✇➟❱❯✐➠✈r❢❻②✹❷❸♣✚➊✸❱✭✐➷✇▲♣r❷♠❱❯❵➷♣r➌

S2 ➛✲➜➡❱✵✈r❷♠❵❞♣✗②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱ φS2

sp : S2 \{OS2

+ , OS2

− } →
] − 1,+1[×(R/2πZ)

❜❞◗❙❱✹③✯◗❻✈①✐❞❜✵❜❞◗➟✈✚❜❺✈◆❵❞❵❞♣❛③✑❥➉✈✚❜❦❱❯❵✸❜❞♣✩✈①❢❉❴✩✇➟♣◆❥❸❢■❜
x ∈ S2 ❥❸❜❦❵❺❵❝✇❻◗❙❱✭✐❦❥♠③❯✈①❷✎③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵ (ν, θ)❼r❥♠➧r❱❯❢❇➓❉❴✡❜❦◗❙❱✘✈①➓▲♣✚➧r❱✜➌ç♣◆✐❞❚❁❣❙❷♠✈❻➛

φS2

sp

❥➉❵❨✈
C∞ ➚➶②❙❥➑â⑥❤✭♣◆❚✹♣◆✐❞✇❻◗❙❥♠❵❞❚✴➛❨➎❬❱✭✐❦❱✕❥➉❵✵❜❦◗❙❱❁❱✭↔❛✇❙✐❞❱❡❵❞❵❞❥♠♣r❢✴♣①➌♦❜❦◗❙❱❁î☞✈①✇❙❷➉✈r③✭❱

♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐✺♣r❢✡❜❞◗❻❱✜❣❙❢❙❥❸❜❬❵❝✇❙◗❻❱✭✐❦❱r➢

∆S2 =
∂

∂ν
(1 − ν2)

∂

∂ν
+

1

1 − ν2

∂2

∂θ2
.

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ÿ

❦✗⑤⑥❦✗⑤⑥❦ ⑧ ➱Ô➱✼✻ ❝ ➀ ➵ ✻Ô➸✎➃❙➱♦➄ ➵➦➵ ➂➤➸❀✻✾✽✎➃❛➁ ➭ ➀
î➦❱✭❜✵❣❻❵✺✐❦❱❯③✭✈r❷❸❷✿◗❻♣✚➊ü❜❞◗❻❱❯❵❞❱✌③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵

(ξ; ν; θ)
✈①✐❦❱✜②❛❱✑➥➟❢❙❱❯②✩❣❻❵❞❥❸❢❻❼✘③❯✈①✐❞❜❞❱❡❵❝❥➉✈①❢✩③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵❯➢






x =
√

(ξ2 − 1)(1 − ν2) cos θ ξ ∈ [1; +∞[

y =
√

(ξ2 − 1)(1 − ν2) sin θ ν ∈ [−1; +1]

z = ξ ν θ ∈ [0; 2π]

î➦❱✭❜
Uel = E \ {x(x, y, z) | x2 + y2 = 0 } ➛➋➜➐❱✡②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱

φel : Uel →]1,+∞[×] − 1,+1[×(R/2πZ)❜❞◗❻❱✜➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢✴❜❞◗➟✈✚❜❨✈◆❵❞❵❞♣❛③✑❥➉✈✚❜❞❱❡❵➠❜❞♣✧✈r❢■❴✡✇➟♣◆❥❸❢■❜✵❥❸❜❦❵❬❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷☎③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✭➛
φel

❥♠❵✵✈
C∞ ➚➶②❛❥❸â⑥❤✭♣r❚✘♣◆✐❞✇❙◗❻❥♠❵❞❚✴➛

P✺◗❙❱❨❥♠❵❞♣①➚
ξ
✈①❢❻②❿❥♠❵❞♣①➚

ν
❵❝❣❙✐❞➌Ô✈r③✭❱❯❵➠③✑♣r✐❦✐❦❱❯❵❞✇➟♣◆❢❻②❛❥♠❢❙❼✜❜❞♣✕❜❞◗❙❥➉❵✸③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❬❵❝❴❛❵❝❜❞❱❯❚ ✈r✐❞❱❬✐❞❱❯✇❙✐❞❱❡❵❝❱❯❢■❜❞❱❯②✘♣◆❢✝❜❞◗❻❱❬➥❻❼◆❣❙✐❦❱

➓▲❱✭❷♠♣✚➊✜➛✲î☎❱✑❜✸❣❻❵➠➥❻❢❻②✝❜❦◗❙❱❬❱✭↔❛✇❙❷❸❥➉③✑❥❸❜✺❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢❿♣①➌✿❜❦◗❙❱❯❵❞❱✌❵❝❣❙✐❞➌Ô✈r③✭❱❯❵❯➛✎è✎❥♠✐❦❵❝❜➠➊✸❱❨②❙❱❯✈①❷▲➊✬❥❸❜❞◗✡✈❁❵❝❣❻✐❝➌Ô✈◆③✑❱✵♣r➌☎❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢
ξ = ξ0

➛ ➆ ❜❺❥♠❵❨✇▲♣◆❵❦❵❝❥♠➓❙❷♠❱✜❜❞♣❿❚✝✈r➨r❱
ν
✈r❢❻②

θ
②❛❥➉❵❞✈r✇❙✇▲❱❯✈①✐❨❥❸❢➋❜❞◗❙❱✕➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈r❵✵②❙❱✑➥❻❢❙❥♠❢❙❼✡❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷✎③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵❯➛

t❨❢❙❱❺❜❞◗❻❱✭❢✴♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢
z2

ξ20
+
x2 + y2

ξ20 − 1
= 1,

➊✬◗❙❥➉③✯◗✘❥♠❵✎❜❦◗❙❱✬❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✹♣①➌✿✈①❢✹❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②✕♣r➌▲✐❦❱✭➧◆♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢➦➛✎❲✵♣✚➊ä➊➠❱✸❜❞✐❦❱❯✈①❜✲❜❞◗❙❱✵③❯✈r❵❞❱✸♣r➌❻❜❦◗❙❱✵❵❝❣❻✐❝➌Ô✈◆③✑❱✺♣①➌⑥❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢
ν = ν0

➛♦P✺◗❙❱✗❵❦✈①❚✘❱✜✈①✐❦❼r❣❙❚✘❱❯❢◆❜✬✈r❵✺➓▲❱✑➌ç♣◆✐❞❱✌❴❉❥♠❱✭❷➉②❙❵✺❜❞◗❻❱✜❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢

z2

ν2
0

− x2 + y2

1 − ν2
0

= 1,

➊✬◗❙❥➉③✯◗✡❥➉❵✺❜❦◗❙❱✜❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌✎✈r❢✴◗■❴❉✇▲❱✭✐❦➓➟♣◆❷❸♣◆❥♠②✧♣①➌✲✐❞❱❯➧r♣◆❷❸❣❛❜❦❥❸♣◆❢➦➛

ξ = 2.414

ν = 0.9682

ν = 0.5

ν = 0

ν = −0.5

ν = −0.9682

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



é❯❹ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

➘➠♣r❢➟③✑❱✭✐❦❢❙❥♠❢❙❼❁❜❞◗❙❱✜❚✘❱✑❜❦✐❞❥➉③❨❜❞❱❯❢❻❵❝♣◆✐✬➊➠❱✜③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜❦❱

(
∂x

∂ξ
)2 + (

∂y

∂ξ
)2 + (

∂z

∂ξ
)2 =

ξ2 − ν2

ξ2 − 1
,

(
∂x

∂ν
)2 + (

∂y

∂ν
)2 + (

∂z

∂ν
)2 =

ξ2 − ν2

1 − ν2
,

(
∂x

∂θ
)2 + (

∂y

∂θ
)2 + (

∂z

∂θ
)2 = (ξ2 − 1)(1 − ν2).

❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱✭✐❡➢➠✈◆❵✝❜❦◗❙❱➡③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❇❷♠❥❸❢❻❱❯❵✧✈r✐❞❱➈♣r✐❞❜❞◗❙♣◆❼r♣r❢➟✈①❷●➢✸✈◆❵✝❥♠❵✧❱❯✈◆❵❝❥♠❷❸❴➔➧r❱❯✐❞❥❸➥❻❱❡②✿➢✺➊➠❱➈②❙❥❸✐❦❱❯③✑❜❞❷♠❴➔②❛❱❡②❛❣❻③✭❱➋❜❞◗❻❱
❱✑↔❛✇❙✐❦❱❯❵❦❵❞❥❸♣◆❢✧♣①➌✎❜❞◗❻❱❺❚✘❱✭❜❞✐❦❥♠③❺❜❦❱✭❢❻❵❞♣r✐✵✈r❢❻②❿❜❦◗❙❱✜❚✘❱❯✈◆❵❝❣❙✐❦❱❺❥❸❢✴❱✭❷♠❷♠❥❸✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈r❷➦③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵

d2m =
ξ2 − ν2

ξ2 − 1
d2ξ +

ξ2 − ν2

1 − ν2
d2ν + (ξ2 − 1)(1 − ν2) d2θ

✈①❢➟②
dxdydz = (ξ2 − ν2) dξdνdθ

➜➐❱✗✈①❷➉❵❝♣✘②❛❱❯②❙❣❻③✑❱✌❜❦◗❙❱✜❱✑↔❛✇❙✐❦❱❯❵❦❵❝❥♠♣r❢✡♣①➌✲❷♠✈r✇❙❷➉✈r③✑❥➉✈①❢✩✈①❢❻②✡❼r✐✯✈r②❙❥❸❱❯❢◆❜✬♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐✯❵❯➢

∇ψ =
ξ2 − 1

ξ2 − ν2

∂ψ

∂ξ
eξ +

1 − ν2

ξ2 − ν2

∂ψ

∂ν
eν +

1

(ξ2 − 1)(1 − ν2)

∂ψ

∂θ
eθ

∆ψ =
1

ξ2 − ν2

∂

∂ξ
(ξ2 − 1)

∂ψ

∂ξ
+

1

ξ2 − ν2

∂

∂ν
(1 − ν2)

∂ψ

∂ν
+

1

(ξ2 − 1)(1 − ν2)

∂2ψ

∂θ2
.

➊✬◗❙❱❯✐❞❱❨❜❞◗❙❱❺➧r❱❡③❄❜❦♣r✐✯❵
eξ, eν

✈①❢❻②
eθ

✈①✐❦❱❨②❙❱✑➥❻❢❙❱❡②❿❣❻❵❞❥♠❢❙❼✕❜❦◗❙❱✌③✭✈①✐❞❜❞❱❡❵❝❥➉✈①❢✧➧r❱❯③✑❜❞♣◆✐❦❵
ex, ey

✈r❢❻②
ez

✈r③❯③✑♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼✜❜❦♣
❜❞◗❻❱✜✐❞❱❯❷♠✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵

eξ =
∂x

∂ξ
ex +

∂y

∂ξ
ey +

∂z

∂ξ
ez , eν =

∂x

∂ν
ex +

∂y

∂ν
ey +

∂z

∂ν
ez

✈①❢❻②
eξ =

∂x

∂θ
ex +

∂y

∂θ
ey +

∂z

∂θ
ez.

❦✗⑤⑥❦✗⑤⑨♠ ⑦ ➄r➃❻➱ ➭ ➸➣➄ ➵➦➵ ➂✚➸✲✻✼✽☞➃❙➁ ➭ ➀
P✺◗❙❱✜❵❦③✭✈①❷♠❱❯②✡③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵➠♣①➌✲✈✕✇▲♣r❥♠❢■❜✺➊✬❥♠❷♠❷✿➓➟❱✜②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱❯②

(ζ; ν; θ)
å➴③✑♣◆❚✹✇➟✈①✐❦❱❯②✘❜❦♣❁❜❦◗❙❱✜③✭✈r✐❝❜❦❱❯❵❞❥♠✈r❢✡③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵

♣r❢❻❷❸❴✝❜❦◗❙❱✌➥❻✐✯❵s❜✵③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱✜③✯◗❻✈r❢❙❼r❱➤æ➍✈r❢❻②✩➊✬❥❸❷♠❷➦➓▲❱✗②❛❱✑➥❻❢❻❱❯②✡❣❻❵❝❥♠❢❙❼✝❱❯❷❸❷♠❥❸✇➟❵❝♣◆❥♠②❙✈r❷✿③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵✸➓❉❴❿❜❞◗❻❱✌➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈

ξ2 = 1 + ε2ζ2

♣r✐✬➓❉❴❿❚✘❱❡✈①❢❻❵✺♣r➌✲③❯✈①✐❞❜❞❱❯❵❞❥➉✈①❢✡③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✸❣❻❵❝❥♠❢❙❼✹❜❞◗❻❱✌➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈r❵





x = ε ζ
√

1 − ν2 cos θ ζ ∈ [0; +∞[

y = ε ζ
√

1 − ν2 sin θ ν ∈] − 1; +1[

z =
√

1 + ε2ζ2 ν θ ∈ [0; 2π].

P✺◗❙❱✜❱✭↔❉✇❻✐❞❱❡❵❞❵❞❥❸♣◆❢✧♣r➌☎❜❞◗❻❱✜❚✹❱❡✈r❵❞❣❙✐❦❱❺➊✬❥❸❜❞◗✩❜❦◗❙❱❯❵❞❱✜③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵✸❥♠❵ ε2ζ
ξ (ξ2 − ν2)dζdνdθ

➛

❖❯✌✼⑩ ✉❫✕✗✦✤✬✮✕❋❘✣✑✔✓✎❳❶❲✍✱❣✘❬✕✗❘❑❘✫✓❷★✜❸
❦✗⑤⑨♠❩⑤✾❤ ❹➠➳✕➵ ➂ ➭ ➽➹➃❛➂❉✹➦➀ ➵ ✽✼➁❆❅ ➭ ➄❉❅ ➵ ✻➴➄ ➭➋➵❄❃ ➁❆❅ ➭ ➄ ➵➦➵ ➂➤➸❀✻✾✽✎➃❛➁ ➭ ➀ ➯ ➀❯➁ ➭ ➽
➜➐❱❺◗➟✈➤➧r❱✌③✯◗❙♣◆❵❞❱✭❢✝❜❦◗❙❱✌❣❻❵❞❱❺♣r➌☎❱✭❷♠❷♠❥❸✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈r❷⑥③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✸❥❸❢✡♣r✐✯②❛❱✭✐✸❜❞♣✘②❛❱❡❵❞③✭✐❞❥♠➓➟❱❺❜❦◗❙❱✌❼r❱✭♣◆❚✘❱✑❜❞✐❦❥➉③✭✈①❷▲❱✭❷♠❱✭❚✘❱❯❢◆❜✯❵✸♣①➌
♣r❣❻✐✗✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚ ➓▲❱❯③❯✈①❣❻❵❞❱✝❢❙❱❯❥➑❜❦◗❙❱✭✐✜❜❦◗❙❱✧❵❞✇❙◗❙❱❯✐❞❥➉③✭✈r❷♦❵❝❴❛❵❝❜❞❱✭❚✓❢❙♣r✐✗❜❞◗❙❱❿③✭❴■❷♠❥♠❢❻②❛✐❦❥♠③❯✈①❷♦♣◆❢❙❱❿✈①✐❦❱✘➊➠❱❯❷❸❷➍❵❞❣❙❥❸❜❞❱❡②➐❜❞♣✴❜❞◗❻❱
❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❴✹♣①➌✿❜❦◗❙❱❨❜❞❥♠✇❻❵✭➛➍t❨❣❙✐✺③✯◗❙♣◆❥♠③✭❱✬➌ç♣r✐➠❜❞◗❙❱❺❵❞③❯✈①❷♠❱❯②❿③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵➍③✭♣r❚✘❱❯❵♦➌ç✐❞♣◆❚ ❜❦◗❙❱❨➌Ô✈r③❄❜➠❜❞◗❻✈①❜➠❜❦◗❙❱❬❷➉✈①✇❻❷♠✈◆③✑❥➉✈①❢
◗❻✈◆❵✬✈❁➧◆❱✭✐❦❴✧❵❞❥❸❚✘✇❙❷♠❱✌❱✑↔❛✇❙✐❦❱❯❵❦❵❝❥♠♣r❢✡➊✬❥➑❜❦◗✡❜❦◗❙❱❯❵❞❱✗③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵❯➢❛✈r❵✺➊✸❱✜❵❝◗❻✈r❷❸❷➦❵❞❱✭❱✌❥♠❢❇❵❝❱❡③❄❜❞❥♠♣r❢ ÷ ➛

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
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❦✗⑤⑨♠❩⑤⑥❦ ❺✩➭ ➀❯➄r➂❇✻ ❝ ➁✺✻ ➵ ✽ ➵❨❃ ➁❆❅ ➭ ✿ ➭❉➵ ➽ ➭ ➁✭➂ ➯
➜➐❱❁➊✬❥♠❷❸❷✲❢❙♣✚➊④②❛❱❡❵❞③✭✐❞❥♠➓▲❱✕❜❦◗❙❱❁❼◆❱✭♣◆❚✹❱✭❜❞✐❦❴✡➊✸❱✕➊✺✈①❢■❜❨❜❞♣✡③✭♣r❢❻❵❞❥➉②❛❱✭✐❬➌ç♣r✐❺♣r❣❙✐✌✈①❢❻✈r❷❸❴❛❵❞❥♠❵❯➛✌è☞❥♠✐✯❵s❜❺♣①➌➍✈①❷♠❷✲➊➠❱❁➊✬❥♠❵❞◗❇❜❦♣
③✑♣◆❢❻❵❞❥♠②❛❱❯✐✵✈①❢✴♣r✇▲❱✭❢❇❵❞❱✑❜

Ω ⊂ E ❜❞◗❻✈①❜✵➊➠❱✗✈◆❵❞❵❞❣❙❚✘❱✌❜❞♣✝➓▲❱
C∞ ➛➠➜➡❱✜➊✬❥♠❷❸❷☞✐❞❱✭➌ç❱✭✐✺❜❦♣✘❜❞◗❙❱✗❣❻❢❙❥➑❜❺❵❝❱❯❼r❚✘❱✭❢■❜✬❷❸♣❛③❯✈✚❜❞❱❡②

➓▲❱✑❜s➊✸❱✭❱✭❢➋❜❞◗❙❱❁✇➟♣◆❥❸❢■❜❦❵
(0; 0; 1)

✈①❢➟②
(0; 0;−1)

➓❉❴✧❜❦◗❙❱✕❷♠❱✑❜❞❜❞❱✭✐
J
➢▲✈r❢❻②➋✈◆❵❞❵❞❣❙❚✘❱✜❜❞◗➟✈✚❜

J ⊂ Ω
➛ ➆ ❢➋❱✭❷♠❷♠❥❸✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈r❷

③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵❯➢❉❜❞◗❻❱✗❵❝❱❯❼r❚✘❱✭❢■❜
J
❥➉❵✵②❛❱❡❵❞③✭✐❞❥♠➓➟❱❡②✩➓■❴❿❜❞◗❙❱✗❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢

ξ = 1
➛➷➜➡❱✕➊✬❥❸❷♠❷☎✈①❷➉❵❞♣✘③✭♣r❢❻❵❞❥➉②❛❱✭✐✵✈r❢✡♣◆✇➟❱❯❢✴❵❞❱✑❜

Ωi
ε

➊✬❥➑❜❦◗✴✈✹➓▲♣r❣❙❢➟②❙✈①✐❦❴
Γε ②❛❱❡❵❞③✭✐❞❥♠➓➟❱❡②✧❥♠❢✴❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷➦③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✸➓■❴❿❜❞◗❙❱✜❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢

(Γε) : ξ2 = 1 + ε2Φ2(ν; θ) , ν ∈ [−1; +1]
✈r❢❻②

θ ∈ [0; 2π].

P✺◗❙❥➉❵✬❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✡➊✬✐❞❥❸❜❝❜❦❱✭❢✴❥❸❢❇❵❦③✭✈r❷❸❱❡②✡③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵➠➓▲❱❯③✭♣r❚✘❱❯❵✺➧◆❱✭✐❦❴❿❵❝❥♠❚✘✇❙❷♠❱

(Γε) : ζ = Φ(ν; θ) , ν ∈ [−1; +1]
✈r❢❻②

θ ∈ [0; 2π].

P✺◗❙❥➉❵✵❵❞❣❙✐❝➌Ô✈◆③✑❱❺➊✬❥❸❷♠❷➦✐❦❱✭✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜✸❜❞◗❙❱✜➊✬❥♠✐❦❱✌②❙❣❙✐❞❥♠❢❙❼✘♣r❣❻✐✵❵s❜❦❣❻②❛❴r➛➷➜➐❱✜❚✝✈①➨◆❱❨❜❦◗❙❱✌➌ç♣r❷♠❷♠♣✚➊✬❥❸❢❙❼✘✈r❵❦❵❞❣❙❚✘✇❛❜❞❥♠♣r❢❻❵✺♣◆❢
Φ
ê

• ▼❻❤ ➅
Φ
❥♠❵
C∞ ➢

• ▼❼❦ ➅ P✺◗❙❱✭✐❦❱✌❱✑↔❛❥♠❵❝❜❦❵✬✈✘③✭♣r❢❻❵❝❜❦✈r❢◆❜
Φ0

❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜
Φ0 < Φ(ν; θ) ∀ν ∈ [−1; +1] , ∀θ ∈ [0; 2π]

➢

• ▼❽♠ ➅ P✺◗❙❱✭✐❦❱✌❱✑↔❛❥♠❵❝❜❦❵✬✈
ν0 ∈]0; 1[

❵❞❣❻③✯◗✩❜❞◗❻✈①❜
Φ(ν; θ) = Φ(ν)

➌ç♣r✐ |ν| > ν0
➛

❲✵♣r❜❞❱➠❜❞◗❻✈①❜✎◗❉❴❉✇▲♣①❜❞◗❻❱❯❵❞❥♠❵❛▼✒❤❺❱✑↔❙③✑❷♠❣❻②❛❱❡❵☎❜❦◗❙❱✸✇❙✐❞❱❡❵❝❱❯❢❻③✑❱➠♣①➌❻❼◆❱✭♣◆❚✹❱✭❜❞✐❦❥♠③❯✈①❷❉❵❝❥♠❢❙❼◆❣❙❷♠✈r✐❞❥❸❜❞❥♠❱❯❵☞❵❝❣➟③✯◗❁✈r❵✎③✑♣◆✐❞❢❻❱✭✐✯❵☎♣◆✐☞❱❡②❛❼r❱❡❵
✈✚❜✬❜❦◗❙❱✕❵❞❣❙✐❞➌Ô✈r③✑❱✜♣r➌

Γε ➛✺❩❇♣r✐❦❱✭♣✚➧◆❱✭✐✺◗❉❴■✇▲♣①❜❦◗❙❱❯❵❞❥➉❵✜▼♥♠❇✈r❵❦❵❞❣❙❚✘❱❯❵✺❜❦◗❻✈✚❜✵❜❦◗❙❱✗➊✬❥♠✐❞❱✜◗➟✈r❵✵❵❞❴❉❚✹❚✘❱✭❜❞✐❦❴✧♣①➌✲✐❦❱✭➧r♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢
❥♠❢❇❜❞◗❙❱✹❢❙❱❯❥❸❼◆◗■➓▲♣r✐❦◗❙♣❉♣❛②✩♣①➌➷❜❞◗❻❱✗❜❞❥♠✇❻❵❯➛ ➆ ❢➡❵❝✇❙❥❸❜❞❱❁♣①➌➷❜❦◗❙❱❯❵❞❱✕✐❦❱❯❵❝❜❞✐❦❥♠③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵❯➢➟✈✡③✑❱❯✐❝❜✯✈①❥♠❢❇➧➤✈r✐❞❥♠❱✑❜s❴✩♣①➌➍❵❞◗❻✈r✇➟❱❡❵✬➌ç♣r✐❨❜❞◗❻❱
➊✬❥♠✐❞❱✜③✭✈r❢✡➓▲❱✜✐❦❱✭✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜❞❱❡②✧➓❉❴✝❜❦◗❙❥➉❵✺❜s❴❉✇➟❱✌♣①➌✲❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✩❥➑➌✲➊✸❱✌❵❞❣❙✇❙✇▲♣◆❵❞❱❺❜❞◗❻✈①❜

ε
❥➉❵✸➥❙↔❛❱❯②✿➛

î➦❱✭❜✬❣❻❵✬②❛❱✭❢❻♣①❜❞❱
Ωi

ε

❜❞◗❙❱✜❥♠❢■❜❞❱✭✐❦❥♠♣r✐✺❵❝❱✭❜✵♣①➌
Γε ➢❙✈①❢❻②✩②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱ Ωε = Ω \ Ωi

ε

➛➷➜➐❱✌✈r❷♠❵❞♣✘②❛❱✭❢❙♣r❜❞❱
BR

❜❞◗❻❱❺♣◆✇➟❱❯❢
➓❻✈r❷❸❷▲♣①➌☎③✭❱✭❢■❜❞❱❯✐

0
✈①❢❻②✝✐✯✈r②❙❥❸❣❻❵

R
➢❉✈①❢➟②

ΓR = ∂BR
➛✲➜➡❱❺②❛❱✑➥❻❢❻❱

ΩR
ε = Ωε ∩BR

✈r❢❻②
ΩR = Ω∩BR

➛➷➜➣◗❙❱❯❢
ε→ 0

➢
Ωi

ε → J
❥♠❢✩❜❞◗❙❱✗❵❞❱✭❢❻❵❞❱✌♣①➌➷➎❬✈r❣❻❵❞❵❦②❛♣◆✐❝➌sê✎❜❞◗❻❱❺♣◆➓❻❵❝❜❦✈r③✭❷❸❱✜❵❞◗❙✐❦❥❸❢❙➨❛❵✬✈r✐❞♣◆❣❙❢❻②✝❜❦◗❙❱✗❵❞❱✭❼r❚✘❱❯❢◆❜

J
➛

➜➐❱✹②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱
OΓε

+

✈r❢❻②
OΓε

−
❜❦◗❙❱✘❣❙✇❙✇▲❱✭✐✜✈①❢❻②➡❷♠♣✚➊➠❱❯✐❬✇▲♣r❷♠❱❯❵❺♣r❢

Γε ➛❁❪❛❥❸❢❻③✭❱✕❜❦◗❙❱✘❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➈♣r➌ Γε ❥♠❵❺❼◆❥❸➧◆❱✭❢
❥♠❢➡❱❯❷❸❷♠❥❸✇➟❵❝♣◆❥♠②❙✈r❷♦③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵❨➓❉❴

(Γε) : ξ2 = 1 + ε2Φ2(ν; θ)
➢☎➊✸❱✝❵❝❱❯❱✹❜❞◗❻✈①❜

(ν, θ)
❥➉❵✜✈✩❼r♣❉♣❛②➈③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱

❵❞❴❉❵❝❜❞❱❯❚ ♣◆❢
Γε \ {OΓε

+ , OΓε

− } ➛✵î➦❱✭❜❨❣❻❵❨②❛❱✭❢❻♣①❜❞❱ φΓε

el : Γε \ {OΓε

+ , OΓε

− } →] − 1,+1[×(R/2πZ)
❜❞◗❙❱✹③✯◗❻✈①✐❞❜

❜❞◗➟✈✚❜✵❚✝✈①✇❻❵❬✈①❢❉❴❿✇▲♣r❥♠❢◆❜
x ∈ Γε ➊✬❥❸❜❞◗❇❱❯❷❸❷♠❥❸✇➟❵❝♣◆❥♠②❙✈r❷➦③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵ (

√
1 + ε2Φ2(ν, θ), ν, θ)

❜❦♣✘❥➑❜✯❵❬③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵
(ν, θ)

➛
φΓε

el

❥♠❵✬✈
C∞ ➚Ñ②❛❥❸â▲❤❯♣r❚✘♣r✐❦✇❙◗❙❥➉❵❞❚✩➛

❦✗⑤⑨♠❩⑤⑨♠ ⑦☎➭❑❾➟➭ ➂✚➃❙➱✺➼☞➀ ➭✛❃ ➼☞➱✸➀ ➭ ➁❡➀
➒❨❣❙✐❞❥♠❢❙❼✘♣r❣❻✐✵✈①❢❻✈r❷❸❴❛❵❞❥♠❵❯➢❉➊➠❱✜➊✬❥♠❷❸❷✿❢❻❱✭❱❯②✡❜❦♣✹✐❦❱✑➌ç❱❯✐✺❜❞♣✘❜❦◗❙✐❞❱❯❱✌✇❻✈①✐❞❜❞❥➉③✑❣❙❷➉✈①✐✬❵❞❱✑❜✯❵✭➢❛❜❦◗❙✐❦❱✭❱✌➏✭♣◆❢❙❱❯❵✺❥♠❢

Ωε
➛

Zε
pr = {x(ξ; ν; θ) ∈ R3 | ε2Φ2(ν; θ) < ξ2 − 1 < 2ε},

Zε
lo = {x(ξ; ν; θ) ∈ R3 | ε < ξ2 − 1},

T ε = Zε
pr ∩ Zε

lo = {x(ξ; ν; θ) ∈ R
3 | ε < ξ2 − 1 < 2ε}.

➜➐❱➡➊✬❥♠❷❸❷✌③✭✈r❷❸❷ Zε
pr

❜❦◗❙❱➐❢❙❱❯✈r✐❿➥❻❱❯❷♠②→➏✭♣r❢❻❱r➢❬✈r❢❻② Zε
lo

❜❦◗❙❱➈➌Ô✈r✐❿➥❻❱❯❷♠②→➏✭♣◆❢❙❱ã➢❬✈r❢❻② T ε ❜❞◗❙❱➡❜❞✐✯✈①❢❻❵❞❥❸❜❞❥♠♣r❢ü➏❯♣r❢❙❱◆➛
P✺◗❙❱❡❵❝❱❿➏❯♣r❢❙❱❡❵✗✈①✐❦❱✝②❛❱✭❷♠❥♠❚✹❥❸❜❞❱❡②↕➓❉❴➡❱❯❷❸❷♠❥♠✇❻❵❝♣◆❥♠②❻❵✭➛ T ε ❥♠❵✕❷❸❥♠➨r❱✡✈①❢➞❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷➠❵❝◗❙❱❯❷❸❷✸❵❝◗❻✐❞❥♠❢❙➨❉❥❸❢❻❼➋✈①✐❦♣r❣❙❢❻② J ➛❇è❙♣◆✐✇❙❣❙✐❦❱✭❷♠❴➔✇❙✐❦✈◆③❄❜❦❥♠③❯✈①❷❬✐❦❱❯✈◆❵❝♣◆❢❻❵❯➢✸➊✸❱➋➊✬❥♠❷❸❷✌✈①❷➉❵❞♣➹❢❙❱✭❱❡②➔❜❞♣ä✐❞❱✭➌ç❱✭✐❿❜❦♣ã✈①❢→♣r✇▲❱✭❢ü❢❙❱❯❥❸❼◆◗❉➓➟♣◆✐❞◗❙♣❉♣❛②➔♣①➌

J
❥❸❢

Ω
➛➝➜➐❱

✈r❵❦❵❞❣❙❚✘❱✴❜❞◗❻✈①❜✝❜❞◗❙❱❯✐❞❱❇❱✭↔❉❥➉❵❝❜❦❵
ξ0 > 1

❵❞❣❻③✯◗➔❜❞◗❻✈①❜ { ▲ (ξ; ν; θ) ∈ R3 | ξ < 3ξ0} ⊂ Ω
➛➙P✺◗❙❱❯❢➣➊➠❱➋②❙❱✑➥❻❢❙❱

O = { ▲ (ξ; ν; θ) | ξ < 2ξ0}
✈r❢❻②✧❢❻♣①❜❞❱❺❜❦◗❻✈✚❜

J ⊂ O ⊂ O ⊂ Ω
➛

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



é❡⑧ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

Z
ε
lo

Z
ε
pr

è✎❥♠❼r❣❙✐❦❱✗⑧❛ê♦è❻✈r✐✺➥❻❱✭❷➉②✴✈①❢❻②✡❢❙❱❡✈①✐✺➥❻❱❯❷♠②✡➏✭♣◆❢❙❱❯❵

❖❯✌✵❿ ➀❬★❵✓❢❘✫✓❜❲✍✱➁❭❚✑✫✦③➂➃✱❜✕❩✬ ❲✍★❵✯➄✖➅✚❚★❚❳❄❘✫✓✎✦✤★✜❲✍✱➆✘❬✕✗❘❑❘✫✓❷★✜❸
❦✗⑤➇♦✲⑤✾❤ ⑦ ➁❯➃✔✽☞➸✎➃❛➂✚➸ü➀ ❝ ➃❙➄ ➭
➜➐❱➐❵❞❥❸❚✘✇❙❷♠❴➣②❛❱✭❢❻♣①❜❞❱ H = { v ∈ H1(ΩR)

❜❡➛ ❧
v|∂Ω = 0 } ➛ ➜➐❱➞②❛❱✑➥❻❢❻❱➡✈ã❵❞❱❯❵❦❧■❣❙❥♠❷❸❥♠❢❙❱❯✈r✐❿➌ç♣◆✐❞❚✮♣r❢ H➓❉❴

(u; v)H =
∫
ΩR

∇u · ∇v +
∫
ΩR

u v
➛ä➜➣❥➑❜❦◗ä❜❦◗❙❥➉❵✝❵❝❱❡❵❞❧■❣❙❥♠❷❸❥♠❢❙❱❡✈①✐❁➌ç♣r✐❞❚✴➢ H ❥➉❵✝✈①❢ä➎❬❥❸❷♠➓▲❱✭✐❞❜✝❵❞✇❻✈◆③✑❱r➛ä➜➡❱

➊✬❥♠❷❸❷✬✈①❷➉❵❞♣➈✐❦❱✑➌ç❱✭✐❁❜❞♣➡❜❞◗❻❱✡♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐ A : H → H ②❙❱✑➥❻❢❙❱❡②➹➓❉❴
(Au; v)H =

∫
ΩR

∇u · ∇v − k2
∫
ΩR

u v +∫
ΓR
v TRu ∀u, v ∈ H ➛ TR

❥➉❵✕✈❇❣❻❵❞❣❻✈r❷➠➒❨❥❸✐❦❥♠③✯◗❻❷❸❱✭❜❝➚●❜❞♣①➚Ñ❲✵❱❯❣❙❚✝✈①❢❙❢➞❚✝✈①✇➞➌ç♣◆✐✕➊✬◗❙❥➉③✯◗↕➊✸❱✝❼r❥♠➧r❱✘❜❞◗❻❱✧❱✑↔❛✇❙❷♠❥➉③✑❥❸❜
❱✑↔❛✇❙✐❦❱❯❵❦❵❞❥❸♣◆❢❿✈①❢❻②✹❜❦◗❙❱❨✇❻✐❞♣◆✇➟❱❯✐❝❜❦❥❸❱❡❵♦❥♠❢✝❜❞◗❙❱✌✈①✇❻✇➟❱❯❢❻②❛❥❸↔✝ý✕➛✲➜➡❱✌✈①❷➉❵❝♣❁②❛❱✭❢❙♣r❜

γε ❜❞◗❙❱✌❵❞❣❙✐❝➌Ô✈◆③✑❱✵❚✘❱❡✈r❵❞❣❙✐❞❱❬♣r❢ Γε ➛➷❪❛♣
❥❸➌
v ∈ C∞(ΩR)

➢❛❜❦◗❙❱✭❢

∫

Γε

v(x) dσ(x) =

∫ +1

ν=−1

∫ 2π

θ=0

v ◦ (φΓε

el )−1(ν; θ) γε(ν; θ)dν dθ.

➜➐❱✹②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱ Hε
0 = { v ∈ H ❜❡➛ ❧

v|Γε = 0 } ➛ ➆ ❢➉➈✑⑨❉➛♠é✕➊✸❱✕❣❻❵❞❱✗❜❦◗❙❱✹♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❞♣◆✐ Aε
0 : Hε

0 → Hε
0

②❛❱✑➥❻❢❻❱❯②➋➓❉❴
(Aε

0u; v)H = (Au; v)H ∀u, v ∈ Hε
0

➛

❦✗⑤➇♦✲⑤⑥❦ ➊ ➼✲✽✎➄①➁❆✻ ➵ ✽☞➃❻➱➠➀ ❝ ➃❻➄ ➭➋➵ ✽✼➁✺❅ ➭❇➳ ✻ç➂ ➭
➜➐❱✩➊✬❥♠❷♠❷✸❢❻❱✭❱❯②ä✈➋➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻✈①❷✬❵❞❱✑❜❝❜❦❥❸❢❻❼➈➌ç♣◆✐❁➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻❵➋■s❷♠❥❸➧❉❥♠❢❙❼➐♣r❢

Γε ❏✧❜❞◗➟✈✚❜✘➊✬❥❸❷♠❷✺❥❸❢➔✇❙✐✯✈r③❄❜❦❥♠③✭❱✧➓▲❱✩➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢
♣r❢

J
➛➙è✎❥♠✐❦❵❝❜✧②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱ L = ∂

∂ν (1 − ν2) ∂
∂ν

❣❙❢❉➓➟♣◆❣❙❢❻②❛❱❡②ä♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣◆✐✝♣r❢
L2(I)

➛ ➒❨❱✑➥❻❢❻❱
En(I) = {u ∈

L2(I) |
〈
(−L)ku;u

〉
L2(I)

< +∞ k = 0 . . . n} ➊✬❥➑❜❦◗✩❜❞◗❙❱✜❢❙♣◆✐❞❚ ‖u‖2
En(I) =

∑n
q=0 〈(−L)qu;u〉L2(I)

➛

❦✗⑤➇♦✲⑤⑨♠ ❹ ➂✚➃❙➄ ➭ ➀ ❝ ➃❙➄ ➭
❲✵♣✚➊➝➊➠❱✘➊✬❥♠❷❸❷➷❵❝❜❞❣❻②❛❴➈❥❸❢➞②❛❱✑❜✯✈①❥♠❷✲❜❞◗❙❱✝❵❞✇❻✈r③✭❱

H1/2(Γε)
➛❁➜➐❱✘➓➟❱❯❼r❥♠❢➈➊✬❥❸❜❞◗↕✈✧❜❞❱❯③✯◗❻❢❙❥♠③❯✈①❷✲❷♠❱✭❚✘❚✝✈✡♣r➌➍❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❴

❜❞◗➟✈✚❜❨❱❡❵s❜✯✈①➓❙❷♠❥➉❵❝◗❙❱❡❵✵❜❦♣r✇▲♣r❷♠♣r❼◆❥♠③❯✈①❷➦❱❡❧◆❣❻❥❸➧✚✈①❷♠❱✭❢➟③✑❱✗➓▲❱✑❜s➊✸❱✭❱❯❢❇❜❞◗❙❱✹➊✬❥♠✐❞❱
Γε ✈①❢➟②✴❜❞◗❙❱✹❵❝✇❻◗❙❱✭✐❦❱ S2 ➛❺P✺◗❙❥➉❵❨❱✭❢❻✈r➓❙❷❸❱❡❵✵❣❻❵

❜❞♣✘❵❝❜❞❣❻②❛❴
H1/2(S2)

❥♠❢❻❵❝❜❞❱❯✈◆②❿♣r➌
H1/2(Γε)

➛ ➆ ❢✩✇❻✈①✐❞❜❞❥➉③✑❣❙❷➉✈①✐➠➊➠❱❺➊✬❥♠❷❸❷✿②❛❱✭➥❻❢❙❱✜✈①❢❿❱✭↔❛✇❙❷❸❥➉③✑❥❸❜✬❢❙♣r✐❦❚ ♣r❢
H1/2(Γε)❣❻❵❞❥❸❢❻❼❁❜❦◗❙❥➉❵✬❱❯❧■❣❙❥♠➧✚✈①❷♠❱✭❢❻③✭❱r➛

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ é Þ

(φS2

sp )−1 ◦ φΓε

el

➌➍➭ ➽➹➽ã➃ ❦❋⑤✼❤
➍❶➎ Ý✸❮✝Õ❦❰

(φS2

sp )−1◦φΓε

el : Γε\{OΓε

+ , OΓε

− } → S2\{OS2

+ , OS2

− } Ó❦Õ①Ö✈➏✯Ý✬Ý➑➐◆Ï➶Ý✭Ö❄➒◆Ý➑➒❬ÒÜÖ✝Õ C∞ ➓ ➒①Ò ➔❬Ý✯Ð✚❮✝Ð✚Ú●❰ ➎ Ò➉❐❄❮
ÐsÙ

Γε
ÒÜÖ❻ÏÑÐ

S2 ù
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
➒❨❱✑➥❻❢❙❥♠❢❙❼

(φS2

sp )−1 ◦ φΓε

el (OΓε

+ ) = OS2

+

✈①❢❻②
(φS2

sp )−1 ◦ φΓε

el (OΓε

− ) = OS2

−
➢✸❥➑❜❿❥➉❵✝❱❯✈◆❵❝❴➞❜❦♣➹❵❝❱❯❱✩❜❞◗❻✈①❜

(φS2

sp )−1 ◦φΓε

el

❥➉❵➍✈✌➓❙❥ qs❱❯③✑❜❞❥♠➧r❱✵❚✝✈r✇✹➓▲❱✑❜s➊✸❱✭❱❯❢
Γε ✈①❢❻② S2 ➛ ➆ ➌⑥➊✸❱✵③✭✈r❢✝✇❙✐❦♣✚➧r❱➠❜❞◗❙❱✵✐❦❱✭❼◆❣❙❷➉✈①✐❦❥➑❜s❴✗♣r➌ (φS2

sp )−1 ◦φΓε

el❱✑↔❉❜❦❱✭❢❻②❛❱❡②↕❥♠❢➹❜❞◗❻❥♠❵❁❚✝✈①❢❙❢❙❱❯✐✡➢✲❜❦◗❙❱✭❢➹❜❞◗❙❱✩❥❸❢❉➧◆❱✭✐✯❵❝❱❿❚✝✈r✇❙✇❙❥♠❢❙❼❇❜❞◗❻❱✭♣r✐❦❱✭❚✥➊✬❥♠❷❸❷✸❴❉❥❸❱❯❷♠②↕❜❞◗❙❱✴②❛❱❯❵❞❥♠✐❞❱❡②↕✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜❡➛➈➜➐❱
③✑♣◆❢❻❵❝❜❞✐❦❣❻③❄❜✵✈❁➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢ G : E → E ❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜ G|Γε = (φS2

sp )−1 ◦ φΓε

el

✈①❢❻②✩❵❝◗❻♣✚➊ü❜❞◗➟✈✚❜ G ❵❞❥➦✈ C∞ ➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢
♣r❢ü✈➞❢❻❱✭❥♠❼r◗❉➓➟♣◆✐❞◗❻♣■♣❛②➔♣①➌

Γε ➛④➒❬❱✭➥❻❢❙❱ φ = pr ◦ φel ◦ φ−1
car

➢✬➊✬◗❙❱❯✐❞❱
pr
❥➉❵✝❜❞◗❻❱➋✇❙✐❦♣①qs❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢✼♣r❢✼❜❦◗❙❱❇➥❻✐✯❵❝❜

❱✭❷♠❷♠❥❸✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈r❷❬③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱
ξ
➢❬✈①❢➟②

φcar
❥♠❵❿❜❞◗❙❱➡❚✝✈①✇ü✈r❵❦❵❞♣❉③✭❥♠✈①❜❞❱❡②ä➊✬❥❸❜❞◗➙③✭✈①✐❞❜❞❱❡❵❝❥➉✈①❢✼③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵❯➛④P✺◗❉❣❻❵✝➌ç♣◆✐

✈➡✇➟♣◆❥❸❢■❜
x ∈ E ➊✬❥❸❜❞◗✼③✭✈r✐❝❜❦❱❯❵❞❥♠✈r❢ã③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵ (x, y, z)

✈①❢❻②ã❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷✬③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵
(ξ, ν, θ)

➢➍➊✸❱✡◗➟✈➤➧r❱
ξ = φ(x, y, z)

➛❨➜➐❱❁❵❞◗❙♣✚➊ ❜❞◗➟✈✚❜
φ2 − 1

❥➉❵❺✈
C∞ ➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢➈♣r❢ φcar(E \ J)

➢➦✈①❢➟②
φ2(x, y, z) − 1 > 0

➌ç♣r✐
✈①❢❉❴

(x, y, z) ∈ φcar(E \ J)
➛ ➆ ❢❻②❛❱✭❱❡②✿➢⑥✈r③✭③✭♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼✘❜❞♣✧❜❞◗❙❱✕➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈r❵✵②❙❱✑➥❻❢❙❥♠❢❙❼✧❜❞◗❙❱❁❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷✎❵❝❴❛❵❝❜❞❱✭❚✴➢➟❜❞◗❙❱

➌ç♣r❷♠❷♠♣✚➊✬❥❸❢❙❼✹❱❯❧■❣❻✈r❷❸❥❸❜s❴✧✈r❷❸➊✺✈➤❴❛❵➠◗❻♣r❷➉②❙❵
x2 + y2

ξ2 − 1
+
z2

ξ2
= 1.

å Þ æ

❪❉♣✘➓❉❴✧❚✘❱❯✈r❢❻❵✺♣①➌✲✈✘❵❝❥♠❚✘✇❙❷❸❱✗③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢✡➊✸❱✌♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢✡❜❦◗❙❱✜❱✑↔❛✇❙❷♠❥➉③✑❥❸❜✺❱✭↔❛✇❙✐❞❱❡❵❞❵❞❥♠♣r❢✧♣r➌
φ
➢

φ2(x, y, z) − 1 =
−(1 − x2 − y2 − z2) +

√
(1 − x2 − y2 − z2)2 + 4(x2 + y2)

2
.

P✺◗❙❥➉❵✌❴❉❥❸❱❯❷♠②❙❵✜❜❞◗❙❱✝②❛❱❡❵❝❥♠✐❞❱❡②➈✇❻✐❞♣◆✇➟❱❯✐❝❜❦❥❸❱❡❵✭➛✹➜➡❱❿✈r❷♠❵❞♣✩♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢➡❜❦◗❙❱✝❵❞✈r❚✘❱✹✇❻✐❞♣◆✇➟❱❯✐❝❜❦❥❸❱❡❵❺➌ç♣r✐
φ
✈r❢❻② √

φ2 − 1
➛✝➜➡❱

②❛❱✭➥❻❢❙❱ G ❥♠❢❇③✭✈r✐❝❜❦❱❯❵❞❥♠✈r❢✡③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵✸➓❉❴

φcar ◦ G ◦ φ−1
car(x, y, z) = (

x√
φ2(x, y, z) − 1

,
y√

φ2(x, y, z) − 1
,

z

φ(x, y, z)
).

❳❬❵❞❥♠❢❙❼✗❜❦◗❙❱❨❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢
(
Þ
)
➢❉➊➠❱❺❵❝❱❯❱✵❜❞◗➟✈✚❜

S2 = G(E \J)
✈①❢❻②✘❜❦◗❻✈✚❜ G ❥♠❵✺✈ C∞ ♣◆❢ E \J ➛✲➜➐❱❺✈r❷♠❵❞♣✗❱❡✈r❵❞❥❸❷♠❴✹❵❞❱✭❱❜❞◗➟✈✚❜ G|Γε = (φS2

sp )−1 ◦ φΓε

el

➢❙◗❻❱✭❢❻③✭❱❨❜❦◗❙❱✜✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜❡➛

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



é ÷ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

P✺◗❙❱✵✇❻✐❞❱❡③✑❱❯②❙❥❸❢❙❼✌✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜➍❷❸❱❡✈r②❙❵✎❜❦♣✕✈✌➧r❱❯✐❞❴❁❵❝❥♠❚✘✇❙❷❸❱❨③✭✈①✐✯✈r③✑❜❞❱❯✐❞❥♠➏❯✈①❜❞❥♠♣r❢✕♣r➌
H1/2(Γε)

➛➷î➦❱✑❜➠❣❻❵➷✐❦❱❯③✭✈r❷❸❷❙❜❞◗❻✈①❜✸❪❉♣r➓▲♣r❷♠❱✭➧
❵❞✇❻✈r③✭❱❯❵✺♣r❢

S2 ③❯✈①❢✩➓➟❱❁③✭✈①✐✯✈r③✑❜❞❱❯✐❞❥♠➏✭❱❡②❿❣❻❵❞❥❸❢❻❼❿❵❝✇❙◗❻❱✭✐❦❥♠③❯✈①❷⑥◗❻✈①✐❦❚✘♣r❢❙❥➉③✭❵ Pm
l (ν)eimθ ➊✬◗❙❱✭✐❦❱ Pm

l

✈①✐❦❱❺❜❞◗❙❱✕✈◆❵❞❵❞♣❛③✑❥❸➚
✈✚❜❦❱❯②➋î☎❱✭❼◆❱✭❢❻②❛✐❦❱✌➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵❯➛❨ý ②❛❱✑❜✯✈①❥♠❷❸❱❡②❇✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢✴♣①➌➷❜❦◗❙❱❯❵❞❱✗➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻❵❬❥➉❵❨❼r❥♠➧r❱✭❢✴❥♠❢ãì♠é❯ÿ í ➢ ③✯◗❻✈①✇➦➛Ø⑨❉➛✵❲❬♣①❜❦❱
➓❉❴❿❜❦◗❙❱✜➊✸✈➤❴❿❜❞◗❻✈①❜✵❜❞◗❙❱❡❵❝❱✌➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻❵✵✈①✐❦❱✌❢❙♣①❜❨❢❙♣r✐❦❚✘❷❸❥♠➏✭❱❡②✧❥♠❢

L2(I)
❥●➛ ❱r➛ ‖Pm

l ‖L2(I) 6= 1
➛➠P✺◗❻❥♠❵✬❥➉❵✺❜❦◗❙❱✜✐❞❱❡❵❝♣◆❢

➊✬◗❉❴❿➊✸❱❺❥♠❢■❜❞✐❦♣❛②❛❣❻③✑❱✌❜❦◗❙❱✭❥♠✐✬❢❙♣◆✐❞❚✝✈①❷♠❥♠➏✭❱❯②✩③✑♣◆❣❙❢■❜❞❱❯✐❞✇❻✈r✐❝❜
P̃m

l = Pm
l /‖Pm

l ‖L2(I)

➛
→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯➣❦✗⑤✾❤

u ∈ H1/2(Γε) ⇔
+∞∑

l=0

+l∑

m=−l

(1 + l2)1/2
∣∣∣
∫ +1

ν=−1

∫ 2π

θ=0

u(ν, θ)P̃m
l (ν)e−imθ dν dθ

∣∣∣
2

< +∞.

❲✵♣r❜❞❱✬❜❦◗❻✈✚❜➍❜❞◗❙❱✵❱✭↔❛✇❙✐❞❱❡❵❞❵❞❥♠♣r❢➋■
u(ν, θ)

❏✺❥➉❵♦❢❻♣①❜➍✇▲❱✭✐❞➌ç❱❯③✑❜❞❷♠❴❁✐❦❥❸❼◆♣r✐❦♣r❣❻❵❯➢①✈①❢➟②✘➊➠❱✵❵❞◗❙♣r❣❻❷♠②✹➊✬✐❦❥➑❜❦❱❂■
u◦ (φΓε

el )−1(ν, θ)
❏

❥♠❢❻❵s❜❦❱❯✈◆②✿➛➷➜➡❱✗③❯✈①❢✩✐❞❱✭➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✚❜❦❱❬❜❦◗❙❥➉❵✵③✑♣◆✐❞♣◆❷❸❷➉✈①✐❦❴✘➊✬✐❞❥❸❜❞❥♠❢❙❼

u ∈ H1/2(Γε) ⇔
(
(φΓε

el )−1 ◦ φS2

sp

)∗
u ∈ H1/2(S2).

å ÷ æ

➎✵❱❯✐❞❱✌➊✸❱✌◗❻✈➤➧r❱✌❣❻❵❞❱❯②✧❜❞◗❙❱✜❢❻♣①❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢ ∗ ②❛❱✑➥❻❢❻❱❯②✩➓❉❴ φ∗u = u ◦ φ ➛➍P✺◗❙❱✌✇❙✐❦❱❯③✑❱❡②❛❥♠❢❙❼✝③✭✈①✐✯✈r③✑❜❞❱❯✐❞❥♠➏❯✈①❜❞❥♠♣r❢✧②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙❵♣r❢
ε
♣◆❢❙❷♠❴✝❜❞◗❙✐❦♣r❣❻❼r◗✡❜❞◗❙❱✗③✯◗❻✈r✐❝❜

φΓε

el

➛♦è❻✐❞♣◆❚ ❜❞◗❻❥♠❵✵③❯✈①✐✯✈r③✑❜❞❱✭✐❦❥♠➏❯✈✚❜❦❥❸♣◆❢➦➢■➊➠❱✌♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢✴✈✘❢❻✈✚❜❦❣❙✐❦✈r❷⑥❢❙♣r✐❦❚

‖u‖2
H1/2(Γε) =

+∞∑

l=0

+l∑

m=−l

(1 + l2)1/2
∣∣∣
∫ +1

ν=−1

∫ 2π

θ=0

u(ν, θ)P̃m
l (ν)e−imθ dν dθ

∣∣∣
2

.

➜➐❱✗✈①❷➉❵❝♣✘②❛❱✑➥➟❢❙❱✌❜❞◗❙❱✗②❙❣❻✈①❷➦❢❻♣r✐❦❚❃❥❸❢✡❜❞◗❻❱✌➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✬❥♠❢❙❼✘❚✝✈①❢❙❢❙❱❯✐

‖u‖H−1/2(Γε) = sup
v∈H1/2(Γε)

∫
Γε uv

‖v‖H1/2(Γε)

.

➜➐❱❇➊✬❥❸❷♠❷✵❢❙♣✚➊✂③✑♣◆❢❻❵s❜❦✐❞❣➟③❄❜❿✈➞❷❸❥❸➌Ü❜❞❥♠❢❙❼↕♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐✝③✭♣r❢■❜❞❥♠❢❉❣❙♣r❣❻❵❞❷♠❴➹❚✝✈①✇❙✇❙❥♠❢❙❼
H1/2(Γε)

❜❦♣
H1(ΩR)

➢✺➊✬❥➑❜❦◗✼✈r❢
♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐✺❢❙♣◆✐❞❚❃➓▲♣r❣❻❢❻②❛❱❯②✴✈◆❵

ε→ 0
➛

➌➍➭ ➽➹➽ã➃ ❦❋⑤✷❦
➍❶➎ Ý✭Ú❞Ý✘Ý❷➐◆Ò➉❐❄Ï➴❐

κ, ε0 > 0
❐↕↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ①Ï ∀ε ∈]0, ε0[ ➙ ∀u ∈ H1/2(Γε)

Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý❁Ý➑➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐ R(u) ∈ H1(ΩR)
❐✭Õ✚Ï●Ò➉❐çÙ✯❒✚ÒÜÖ❑➛

R(u)|Γε = u
Õ①Ö❄➒ ‖R(u)‖H1(ΩR) 6 κ‖u‖H1/2(Γε)

ù
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅

P☞♣✡✇❙✐❦♣✚➧r❱✗❜❞◗❙❥➉❵✌❷❸❱❯❚✘❚✘✈✩➊✸❱❁➊✬❥♠❷♠❷☞❜❦✐❦✈r❢❻❵❝➌ç♣r✐❦❚ ♣r❣❙✐✌✈r③✑❜❞❣❻✈r❷✎➊✬❥♠✐❦❱❁❥♠❢■❜❞♣❇✈①❢➡❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②➋➊✬◗❙❥➉③✯◗➈◗❻✈◆❵✌✈✡❵❞❥❸❚✘✇❙❷♠❱✭✐
åÔ❵❞❱✭✇➟✈①✐✯✈①➓❙❷♠❱❡æ➍❵❝◗❻✈r✇➟❱◆➛➷➒❬❱❯❢❙♣①❜❦❱

Γ̆ε ❜❞◗❙❱❺❱✭❷♠❷♠❥❸✇❻❵❞♣r❥➉②✝➊✬❥❸❜❞◗✡❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢ ξ2 = 1 + ε2
➛✲➜➡❱❺❥♠❢◆❜❦✐❞♣❛②❛❣➟③✑❱❨✈❁❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❥➉③✭✈r❷

❜❞✐✯✈①❢➟❵s➌ç♣◆✐❞❚✝✈✚❜❦❥❸♣◆❢❿❚✝✈①✇❙✇❻❥❸❢❙❼
Γε ❥♠❢◆❜❦♣✹❜❞◗❙❱✜❱❯❷❸❷♠❥❸✇➟❵❝♣◆❥♠② Γ̆ε ➛➷î➦❱✭❜ G : E → E ➓▲❱✌✈✹➓❙❥ qs❱❯③✑❜❞❥♠➧r❱❺➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢↕åÜ❜✯✈①➨◆❱❺③❯✈①✐❦❱

❜❞◗➟✈✚❜✵❜❦◗❙❥♠❵ G ◗❻✈r❵✬❢❻♣①❜❞◗❻❥❸❢❙❼❿❜❞♣✧②❛♣✝➊✬❥❸❜❞◗➋❜❞◗❙❱ G ♣①➌➷❷♠❱✭❚✘❚✝✈✧⑧❛➛♠é❯æ✑➛ G ❥➉❵❬②❛❱❡❵❞③✭✐❞❥♠➓▲❱❯②✩❥❸❢❇❱❯❷❸❷♠❥♠✇❻❵❝♣◆❥♠②❻✈①❷☞③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵
➓❉❴✝❜❞◗❻❱✌➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈

Gel(ξ
′, ν′, θ′) = φel ◦ G ◦ φ−1

el (ξ′, ν′, θ′) = (ξ, ν, θ) = (

√
1 +

ξ′2 − 1

Φ2(ν′, θ′)
, ν′, θ′)

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ é❉✠

G

③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵❯ê
(ξ′, ν′, θ′)

③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵❯ê
(ξ, ν, θ)

❲✵♣r❜❞❱➈➥❻✐❦❵❝❜✩❜❞◗❻✈①❜ G (Γε) = Γ̆ε ➢❨✈①❢❻②➙✈①❷➉❵❝♣
(G−1)|Γ̆ε = (φΓε

el )−1 ◦ φΓ̆ε

el

➛ ❳❬❵❞❥❸❢❙❼ã❜❞◗❙❱
ξ0

♣①➌✁➈❄⑧❛➛ Þ ➛ Þ ➢✵➊✸❱
❥♠❢◆❜❦✐❞♣❛②❛❣➟③✑❱❇➥❙↔❛❱❡②✼❢■❣❻❚✕➓▲❱✭✐✯❵

1 < ξ′∗ < ξ0
✈①❢❻②

1 < ξ∗ < ξ0
❵❝❣✫✞✝③✭❥❸❱❯❢■❜❞❷♠❴➔③✭❷❸♣■❵❝❱❇❜❦♣

1
✈r❢❻②➣❵❝❣➟③✯◗✼❜❞◗❻✈①❜

❜❞◗❻❱❿✐❞❱❯❷♠✈①❜❞❥♠♣r❢
ξ 6 ξ∗ ⇒ ξ′ 6 ξ′∗

❥♠❵❁❵❞✈①❜❞❥➉❵s➥❻❱❡②✿➛✴➜➡❱✡❵s❜✯✈①✐❞❜✕➓❉❴➐❵❞◗❙♣✚➊✬❥♠❢❙❼✴❜❞◗❙❱✧❱✑↔❛❥♠❵❝❜❞❱❯❢❻③✑❱✧♣①➌✵✈
κ > 0

❵❝❣➟③✯◗
❜❞◗➟✈✚❜✗➌ç♣◆✐❁✈①❢❉❴

u ∈ H1(ΩR)
❵❞✈①❜❞❥➉❵s➌ç❴❉❥♠❢❙❼

u(ξ, ν, θ) = 0
➊✬◗❙❱✭❢

ξ < ξ∗
➢✲➊✸❱✝◗❻✈➤➧r❱

u ◦ G ∈ H1(ΩR)
➊✬❥➑❜❦◗

‖u ◦ G‖H1(ΩR) 6 κ ‖u‖H1(ΩR)
➛ ➆ ❢❻②❛❱❯❱❯②✗❥♠❢✹❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷❉③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵❯➢❡❜❞◗❙❱☞q❝✈r③✭♣r➓❙❥➉✈①❢✗♣r➌❙❜❞◗❻❱➠❜❦✐❦✈r❢❻❵❝➌ç♣r✐❦❚✘✈①❜❞❥♠♣r❢

G−1
el

❥➉❵✬❼r❥♠➧r❱❯❢✧➓❉❴

Jac (G−1
el ) =

ξΦ2

√
1 + (ξ2 − 1)Φ2

◗❙❱❯❢❻③✑❱✌➊✸❱✌②❙❱❯②❛❣❻③✭❱ |Jac (G−1
el ) | 6 ξΦ2.

❪❉❥♠❢❻③✑❱
Φ
❥♠❵✌➓▲♣r❣❻❢❻②❛❱❯②➦➢➦❜❞◗❻❱✭✐❦❱✝❱✑↔❛❥♠❵❝❜❦❵

κ > 0
❥❸❢➟②❛❱✭✇▲❱✭❢❻②❻✈①❢■❜✗♣①➌

ε
❵❝❣➟③✯◗➈❜❦◗❻✈✚❜ |Jac (G−1

el ) | 6 κ
➛❿❩➋♣r✐❦❱✭♣✚➧r❱❯✐

❢❙♣r❜❞❱❺❜❞◗❻✈①❜

ξ′2 − ν′2

ξ2 − ν2
=

1 + (ξ2 − 1)Φ2 − ν2

ξ2 − ν2
=

ξ2 − 1

ξ2 − ν2
Φ2 +

1 − ν2

ξ2 − ν2
6 1 + Φ2

6 κ.

è❙✐❦♣r❚❃❜❞◗❙❥➉❵✬➊✸❱❺♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢

∫ ξ′
∗

ξ′=1

∫ +1

−1

∫ 2π

0

|u ◦ G ◦ φ−1
el (ξ′, ν′, θ′)|2(ξ′2 − ν′2)dξ′dν′dθ′

=

∫ ξ∗

ξ=1

∫ +1

−1

∫ 2π

0

|u ◦ φ−1
el (ξ, ν, θ)|2 ξ

′2 − ν′2

ξ2 − ν2
|Jac (G−1

el ) | (ξ2 − ν2)dξdνdθ

6 κ

∫ ξ∗

ξ=1

∫ +1

−1

∫ 2π

0

|u ◦ φ−1
el (ξ, ν, θ)|2 (ξ2 − ν2)dξdνdθ

➊✬◗❙❥➉③✯◗✡❥♠❚✘✇❙❷♠❥❸❱❡❵
‖u ◦ G‖L2(ΩR) 6 κ ‖u‖L2(ΩR).

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



é❯⑦ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

è❙♣◆✐✺❜❞◗❙❱✜❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈①❜❞❱✌♣r❢✩❜❞◗❻❱
L2 ❢❙♣r✐❦❚❃♣r➌☎❜❞◗❻❱✜❼r✐✯✈r②❛❥♠❱✭❢■❜❯➢❛◗❻❱✭✐❦❱❺❥➉❵✬❵❞♣r❚✘❱✌✇❙✐❞❱❯❷❸❥♠❚✘❥❸❢➟✈①✐❦❴✧③✑♣◆❚✹✇❻❣❛❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢➦➛

∂(u ◦ G)

∂ξ′
=

∂ξ

∂ξ′
(
∂u

∂ξ
◦ G) =

ξ′

Φ2

√
1 + ξ′2−1

Φ2

(
∂u

∂ξ
◦ G),

∂(u ◦ G)

∂ν′
=

∂ξ

∂ν′
(
∂u

∂ξ
◦ G) +

∂ν

∂ν′
(
∂u

∂ν
◦ G) = − ∂Φ

∂ν′
ξ′2 − 1

Φ3

√
1 + ξ′2−1

Φ2

(
∂u

∂ξ
◦ G) + (

∂u

∂ν
◦ G),

∂(u ◦ G)

∂θ′
=

∂ξ

∂θ′
(
∂u

∂ξ
◦ G) +

∂θ

∂θ′
(
∂u

∂θ
◦ G) = −∂Φ

∂θ′
ξ′2 − 1

Φ3

√
1 + ξ′2−1

Φ2

(
∂u

∂ξ
◦ G) + (

∂u

∂θ
◦ G).

P✺◗❙❱❯❢✩➊✸❱✌♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢✧❜❦◗❙❱✌➌ç♣r❷♠❷♠♣✚➊✬❥❸❢❙❼✘❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈✚❜❦❱❯❵✜åç❜❞◗❙❱✗③✭♣r❢❻❵❝❜❦✈r❢◆❜✯❵
κ
➓➟❱❯❥❸❢❻❼✝❥❸❢❻②❙❱✭✇▲❱✭❢❻②❙✈r❢■❜✵♣①➌

ε
æ✑ê

(ξ′2 − 1)|∂(u ◦ G)

∂ξ′
|2 6 κ (ξ2 − 1)|∂u

∂ξ
|2,

(1 − ν′2)|∂(u ◦ G)

∂ν′
|2 6 κ (1 − ν′2)(ξ2 − 1) |∂u

∂ξ
|2 + κ (1 − ν2) |∂u

∂ν
|2

6 κ (ξ2 − 1) |∂u
∂ξ

|2 + κ (1 − ν2) |∂u
∂ν

|2,

ξ′2 − ν′2

(ξ′2 − 1)(1 − ν′2)
|∂(u ◦ G)

∂θ′
|2 6 κ

ξ′2 − ν′2

(ξ′2 − 1)(1 − ν2)
|∂Φ

∂θ′
|2(ξ2 − 1)2|∂u

∂ξ
|2

+κ
ξ′2 − ν′2

ξ2 − ν2

ξ2 − ν2

(ξ2 − 1)(1 − ν2)
|∂u
∂θ

|2

6 κ (ξ2 − 1)|∂u
∂ξ

|2 + κ
ξ2 − ν2

(ξ2 − 1)(1 − ν2)
|∂u
∂θ

|2.

❳❬❵❞❥♠❢❙❼❺❜❞◗❙❱✺✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼❺❱❯❵❝❜❞❥♠❚✘✈①❜❞❱❡❵✸åÔ❥❸❢➟②❛❱✭✇▲❱✭❢❻②❻✈①❢■❜♦♣①➌
ε
æ✑➢①➊✸❱➠♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢❁❜❞◗❙❱✬②❛❱❡❵❝❥♠✐❦❱❯②✗❥♠❢❙❱❡❧◆❣➟✈①❷♠❥➑❜s❴✌➌ç♣◆✐✲❜❞◗❙❱

L2 ❢❙♣◆✐❞❚
♣①➌✎❜❞◗❻❱❺❼◆✐❦✈◆②❛❥♠❱✭❢■❜

∫ ξ′
∗

ξ′=1

∫ +1

−1

∫ 2π

0

|∇(u ◦ G)(ξ′, ν′, θ′)|2(ξ′2 − ν′2)dξ′dν′dθ′

6 κ

∫ ξ′
∗

ξ=1

∫ +1

−1

∫ 2π

0

|∇u(ξ, ν, θ)|2(ξ2 − ν2)|Jac (G−1
el ) |dξdνdθ

6 κ

∫ ξ′
∗

ξ=1

∫ +1

−1

∫ 2π

0

|∇u(ξ, ν, θ)|2(ξ2 − ν2)dξdνdθ

➊✬◗❙❥➉③✯◗✡❥♠❚✘✇❙❷♠❥❸❱❡❵
‖∇(u ◦ G)‖L2(ΩR) 6 κ ‖∇u‖L2(ΩR).

➜➐❱❨➊✬❥♠❷❸❷⑥❢❙♣✚➊ü③✭♣r❢❻❵❝❜❞✐❦❣❻③✑❜✸✈❁❷❸❥❸➌Ü❜❞❥♠❢❙❼✹♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❞♣◆✐➍❚✝✈①✇❻✇❙❥❸❢❻❼
H1/2(Γ̆ε)

❥❸❢■❜❦♣
H1(ΩR)

❵❞✈①❜❞❥➉❵s➌ç❴❉❥♠❢❙❼✗❜❦◗❙❱❨✇❻✐❞♣◆✇➟❱❯✐❝❜❦❥❸❱❡❵
➊✸❱✡✈①❢❻♣r❣❙❢❻③✭❱❯②✿➛➡P☞✈r➨r❱

u ∈ H1/2(Γ̆ε)
➛➞➒❨❱✭❢❙♣r❜❞❱❿❜❦◗❻✈✚❜

(ν, θ)
❜❞◗❙❱✩③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵✗♣◆❢

Γ̆ε ➛➐❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱❯✐✗②❛❱✑➥❻❢❻❱
û(l,m) =

∫ +1

ν=−1

∫ 2π

0
u(ν, θ)P̃m

l (ν, θ)e−imθdν, dθ
➛➍ý✬③❯③✑♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼❁❜❞♣✹❜❞◗❙❱✜✇❻✐❞❱❡③✑❱❯②❙❥❸❢❙❼✘✐❦❱✭❚✝✈①✐❦➨❛❵

+∞∑

l=0

+l∑

m=−l

(1 + l2)1/2|û(l,m)|2 < +∞ ✈r❢❻②
u =

+∞∑

l=0

+l∑

m=−l

û(l,m)P̃m
l (ν)eimθ.

P✺◗❙❱✩③✑♣r❢❉➧◆❱✭✐❦❼r❱✭❢➟③✑❱✘❚✕❣❻❵❝❜❁➓▲❱✡③✭♣r❢❻❵❞❥➉②❛❱✭✐❦❱❯②➞❥♠❢↕❜❞◗❻❱✡❵❞❱✭❢❻❵❞❱❿♣①➌
H1/2(Γ̆ε)

➛➋❜✯✈①➨r❱✡✈
C∞ ③✑❣❙❜❝➚➶♣①â➔➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢

χ :
R → [0; 1]

②❛❱❯③✭✐❞❱❡✈r❵❞❥❸❢❙❼✘❵❞❣❻③✯◗✩❜❞◗❻✈①❜
χ(x) = 0

➌ç♣r✐
x > 1

✈①❢➟②
χ(x) = 1

➌ç♣◆✐
x 6 0

➛♦➜➐❱✕✈①❷➉❵❝♣✘❥♠❢■❜❞✐❦♣❉②❙❣❻③✑❱✜✈①❢

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ é✚⑨

✈①❣❙↔❉❥♠❷♠❥♠✈r✐❞❴✧➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢
α : R+ → R+

②❛❱✭➥❻❢❙❱❡②❇➓❉❴
α(r) = r

❥➑➌
0 6 r 6 1

✈①❢❻②
α(r) = 1/r

❥❸➌
1 6 r
➛❺❲✵♣r❜❞❱

❜❞◗➟✈✚❜
α(1) = 1

➛✲➜➡❱✗②❙❱✑➥❻❢❙❱ Rε(u)
❥❸❢✴❱❯❷❸❷♠❥♠❵❞✇▲♣r❥➉②❙✈①❷➦③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵➠➓❉❴

Rε(u)(ξ, ν, θ) = χ(ξ)

+∞∑

l=0

+l∑

m=−l

û(l,m) P̃m
l (ν)eimθ

(
α(
ξ2 − 1

ε2
)
)l/2 å✼✠◆æ

î➦❱✭❜➍❣❻❵♦②❙❱✭❢❙♣r❜❞❱ Rε
l,m

❜❞◗❙❱✬❜❦❱✭✐❦❚✝❵➷♣①➌▲❜❞◗❙❱❨❵❝❣❙❚ ✈①➓▲♣✚➧r❱◆➛➷➘➠❷♠❱❯✈r✐❞❷♠❴✜❜❞◗❻❥♠❵♦❵❞❣❙❚ ③✑♣◆❢■➧◆❱✭✐❦❼r❱❡❵☞❥♠❢✹❜❞◗❙❱❨❵❝❱❯❢❻❵❝❱✬♣r➌
L2(ΩR)❵❞❥❸❢❻③✭❱ |α| 6 1

✈r❢❻②
u ∈ L2(Γε)

➛❬❲❬♣✚➊ ➊✸❱✗➧◆❱✭✐❦❥➑➌ç❴✧❜❞◗❻✈①❜ Rε(u) ∈ H1(ΩR)
➓❉❴✩✇❙✐❦♣✚➧■❥♠❢❙❼✹❜❞◗➟✈✚❜❬❜❦◗❙❱❁❵❞❣❙❚✥å✼✠◆æ

③✑♣◆❢❉➧r❱✭✐❦❼r❱❡❵➷❥♠❢
H1(ΩR)

✈①❢❻②✧➓➟♣◆❣❙❢❻②✡❵s❜❦✐❦✈r❥❸❼◆◗◆❜❞➌ç♣r✐❦➊✸✈r✐❦②❙❷❸❴ ‖∇Rε
l,m‖L2(ΩR)

➛✲❲❬♣①❜❦❱❨❜❦◗❻✈✚❜✸❜❞◗❻❱
L2 ❢❙♣◆✐❞❚ ♣r➌➦❜❞◗❻❱

❼r✐✯✈r②❙❥❸❱❯❢◆❜➠♣①➌☎✈✜➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢
v
♣✚➧r❱✭✐

ΩR
❥♠❵➠❼r❥♠➧r❱❯❢✝➓❉❴ ‖∇v‖2

L2(ΩR) =
∫
ΩR

(ξ2 − 1)|∂v
∂ξ |2 + 1

ξ2−1 |∂v
∂θ |2dξ dν dθ+∫

ΩR
(1 − ν2)| ∂v

∂ν |2 + 1
1−ν2 |∂v

∂θ |2dξ dν dθ = Tξ(v) + Tν(v)
➛✗P✺◗❙❱✹❢❙♣r✐❦❚ ‖∇v‖2

L2(ΩR)

❜❞◗❉❣❻❵❺❵❞✇❙❷❸❥❸❜❦❵❺❥♠❢➋❜s➊✸♣
❜❞❱❯✐❞❚✝❵✸❜❦◗❻✈✚❜✵➊✸❱✜❵❝❣❻③❯③✑❱❡❵❞❵❞❥❸➧◆❱✭❷♠❴✝❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱◆➛✍�➍✈r③✯◗✡❜❞❱❯✐❞❚ ♣①➌☞❜❞◗❙❱✗❵❞❣❙❚✢❥♠❢↕å✼✠◆æ✺③✭✈①❢✩➓▲❱✜➓➟♣◆❣❙❢❻②❛❱❡②✩✈◆❵✸➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✵❵

Tξ

(
Rε

l,m

)
6 |û(l,m)|2

∫ ξ∗

ξ=1

(ξ2 − 1)
∣∣∣
∂

∂ξ

(
α(
ξ2 − 1

ε2
)
)l/2

∣∣∣
2

+
l2

ξ2 − 1

∣∣α(
ξ2 − 1

ε2
)
∣∣l dξ

6 |û(l,m)|2
∫ ξ∗

ξ=1

l2
ξ2∗ + 1

ξ2 − 1

∣∣α(
ξ2 − 1

ε2
)
∣∣l dξ.

➆ ❢➹❜❦◗❙❱✩✇❙✐❞❱❡③✑❱❡②❛❥❸❢❻❼➡❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈✚❜❦❱✧➊✸❱✡◗➟✈➤➧r❱✧❣➟❵❝❱❡②↕❜❞◗❻❱✧➌Ô✈◆③❄❜✹❜❞◗❻✈①❜ |rα′(r)| = |α(r)| ➛ä➜➡❱✩❣❻❵❞❱✧❜❦◗❙❱✴③✯◗❻✈①❢❙❼◆❱✧♣r➌➧✚✈①✐❦❥♠✈r➓❙❷♠❱
ρ =

√
ξ2 − 1/ε

❥♠❢➡♣◆✐❦②❛❱❯✐❬❜❦♣✡➓▲♣r❣❻❢❻②➋❜❦◗❙❱✘❥❸❢■❜❦❱✭❼r✐✯✈①❷☞❜❞❱❯✐❞❚✂➌ç♣◆✐
l > 1
➢➦✈①❢❻②➋❜❞◗❙❱❯❢➈➥➟❢❻②➡✈✩③✑♣◆❢❻❵❝❜❦✈①❢■❜

κ > 0
❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈r❢◆❜✵♣r➌

ε
❵❝❣❻③✯◗✡❜❞◗➟✈✚❜

∫ ξ∗

ξ=1

1

ξ2 − 1

∣∣α(
ξ2 − 1

ε2
)
∣∣l dξ =

∫ √
ξ2
∗−1/ε

ρ=0

|α(ρ2)|l√
1 + ε2ρ2

dρ

ρ
6

κ

l + 1
.

åÔ⑦■æ

ý❬❵✕✈✡✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜✜❜❞◗❙❱❯✐❞❱✝❱✭↔❛❥♠❵❝❜❦❵✜✈r❢❙♣①❜❦◗❙❱✭✐✗③✭♣r❢❻❵❝❜❦✈r❢◆❜
κ > 0

❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈①❢■❜✗♣r➌
ε
❵❞❣❻③✯◗➐❜❞◗➟✈✚❜

Tξ

(
Rε

l,m

)
6 κ (1 +

l2)1/2|û(l,m)|2 ✈r❢❻②✿➢❛❵❞❥❸❢❻③✭❱ ∑l,m(1 + l2)1/2|û(l,m)|2 ③✭♣r❢❉➧r❱❯✐❞❼◆❱❯❵❯➢r❵❞♣❁②❛♣❉❱❯❵ ∑l,m Tξ

(
Rε

l,m

) ➛ ➆ ❢❿♣◆✐❦②❛❱❯✐♦❜❦♣
➓▲♣r❣❙❢❻②✡❜❦◗❙❱✌❜❞❱❯✐❞❚✝❵

Tν

(
Rε

l,m

) ➊➠❱❺➥❻✐✯❵s❜✵❢❻♣①❜❞❱❺❜❦◗❻✈✚❜

Tν

(
Rε

l,m

)
6 |û(l,m)|2 ‖∇S2 P̃m

l (ν)eimθ‖2
L2(S2)

∫ ξ∗

ξ=1

|α(
ξ2 − 1

ε2
)|l dξ.

î➦❱✭❜➦❣❻❵➦✐❦❱❯③❯✈①❷♠❷➤❜❞◗❙❱➍✐❞❱❡✈r②❛❱❯✐✿♣①➌■❜❞◗❙❱♦➊✸❱✭❷♠❷①➨❉❢❙♣✚➊✬❢❺✇❙✐❦♣r✇▲❱✭✐❞❜s❴❬♣①➌❛❵❞✇❙◗❙❱✭✐❦❥➉③✭✈①❷✚◗➟✈①✐❦❚✹♣◆❢❙❥➉③✭❵ ‖∇S2P̃m
l (ν)eimθ‖2

L2(S2) =

l(1 + l)
➛ ➆ ❢➡♣◆✐❦②❙❱✭✐✵❜❦♣✡➓▲♣r❣❻❢❻②➋❜❦◗❙❱✹❥❸❢■❜❞❱❯❼r✐✯✈①❷☞❜❞❱❯✐❞❚✂➌ç♣◆✐

l > 1
➢✿➊✸❱❁❵❞❥❸❚✘✇❙❷♠❴➋❣❻❵❞❱✡å➴⑦■æ❬➊✬◗❻❥♠③✯◗➡❴■❥♠❱✭❷➉②❙❵❬❜❞◗❙❱✘❱✭↔❉❥➉❵❝➚

❜❞❱❯❢❻③✑❱✹♣①➌
κ > 0

❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈①❢■❜❺♣①➌
ε
❵❞❣❻③✯◗❇❜❞◗➟✈✚❜

Tν

(
Rε

l,m

)
6 κ (1 + l2)1/2|û(l,m)|2 ➢✿❵❝♣ ∑

l,m Tν

(
Rε

l,m

)
③✑♣◆❢❉➧r❱✭✐❦❼r❱❡❵✭➛✈☎✌✈✚❜❦◗❙❱✭✐❦❥❸❢❻❼✧❜❦◗❙❱✝❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱❡❵✌➊➠❱✘◗❻✈➤➧◆❱✘♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢❙❱❯②➡♣r❢

Tξ

(
Rε

l,m

) ✈r❢❻②
Tν

(
Rε

l,m

) ✈r❢❻②➡❵❞❣❙❚✘❚✘❥❸❢❻❼
♣✚➧r❱❯✐

l ∈ N
✈①❢❻②

m ∈ [−l, l] ➢♦➊➠❱❇✈r✐❞❱✴❷♠❱❯②ã❜❞♣➐❜❞◗❙❱❇❱✭↔❛❥♠❵❝❜❞❱❯❢❻③✑❱✴♣①➌ κ > 0
❥❸❢❻②❙❱✭✇▲❱✭❢❻②❙✈r❢■❜❿♣①➌

ε
❵❝❣❻③✯◗ä❜❞◗➟✈✚❜

‖R(u)‖H1(ΩR) 6 κ ‖u‖H1/2(Γ̆ε)

➛➍❲❬♣✚➊➙❷♠❱✑❜✵❣❻❵❬②❛❱✑➥❻❢❻❱✕✈✹❷❸❥❸➌Ü❜❞❥♠❢❙❼ R ❚✝✈①✇❙✇❻❥❸❢❙❼ Γε ❥♠❢■❜❞♣ H1(ΩR)
➓❉❴❿❜✯✈①➨❉❥♠❢❙❼

➌ç♣r✐✜✈r❢■❴
u ∈ H1/2(Γε)

➢ R(u) = [R(u ◦ (G−1)|Γ̆ε)] ◦ G ➛❁è✎❥♠❢❻✈①❷♠❷❸❴➈➊➠❱✘③✑♣◆❢❻③✑❷♠❣❻②❛❱❁❜❞◗❙❱✘❷♠❱✭❚✘❚✝✈✴③✑♣r❚❁➓❙❥♠❢❙❥❸❢❻❼❜❞◗❻❱✌❜s➊➠♣✘✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼✹✐❞❱❡❵❝❣❙❷❸❜❦❵✺❱❡❵s❜✯✈①➓❙❷♠❥➉❵❝◗❙❱❡②✩❥❸❢✡❜❞◗❙❥➉❵✬✇❙✐❦♣❉♣①➌s➢

‖R(u)‖H1(ΩR) = ‖[R(u ◦ (G−1)|Γ̆ε)] ◦ G‖H1(ΩR) 6 κ ‖R(u ◦ (G−1)|Γ̆ε)‖H1(ΩR)

6 κ ‖u ◦ (G−1)|Γ̆ε‖H1/2(Γ̆ε) = κ ‖u ◦ (φΓε

el )−1 ◦ φΓ̆ε

el ‖H1/2(Γ̆ε) = κ ‖u‖H1/2(Γε).

❦✗⑤➇♦✲⑤➇♦ ➜ ✽✲✻Ô➁✺✻Ô➃❻➱ ✸ ➂ ➵ ❾✎➱ ➭ ➽
➜➐❱✹❢❻♣✚➊➝✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜✌✇❙✐❞❱❡③✑❥➉❵❝❱❯❷❸❴✴❜❦◗❙❱✝✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚ ➊✸❱✘➊✬❥♠❵❞◗➡❜❞♣❇❵s❜❦❣❻②❛❴➋❥♠❢➡❜❞◗❙❱✝✐❦❱❯❵❝❜❺♣r➌➍❜❦◗❙❥♠❵✕②❛♣❛③✑❣❙❚✘❱✭❢■❜❡➛✝➘➠♣◆❢❻❵❝❥➉②❛❱❯✐
f ∈ L2(Ωε)

➊✬❥➑❜❦◗❿③✑♣r❚✘✇❻✈◆③❄❜♦❵❞❣❙✇❙✇▲♣r✐❞❜
suppf = K

❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➌ç❴❉❥❸❢❻❼
K∩Ωi

ε = ∅ ➌ç♣r✐ ε ❵❝❚✝✈r❷❸❷❙❱❯❢❙♣r❣❻❼r◗➦➛☞➜➡❱❬②❙❱✑➥❻❢❙❱

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



é❯û ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

uε ∈ H2
loc(Ωε)

✈r❵➠❜❞◗❻❱✜❣❙❢❙❥➉❧◆❣❻❱✗❵❝♣◆❷❸❣❛❜❦❥❸♣◆❢✡♣r➌☞❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚






è☞❥♠❢❻②
u ∈ H2

loc(Ωε)
❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜

∆u + k2u = f
❥♠❢

Ωε,

u = 0
♣r❢

∂Ωε,

u
♣r❣❛❜❦❼r♣◆❥❸❢❙❼

.

➜➐❱✹③❯✈①❢➡✈◆❵❞❵❞❣❙❚✘❱✗❜❦◗❻✈✚❜
uε ❥♠❵❺❱✭↔■❜❦❱✭❢❻②❙❱❯②➋➓❉❴ 0

❥❸❢
Ωi

ε

➢➦✈①❢❻②❇❜❞◗❙❱❯❢➐③✭♣r❢❻❵❞❥♠②❙❱✭✐
uε ✈◆❵❨✈r❢➋❱✭❷♠❱✭❚✘❱❯❢◆❜✌♣①➌ H ➛ ➆ ➌➍➊✸❱

②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱
n
❜❞◗❻❱✜♣r❣❛❜❦❼r♣r❥♠❢❙❼✹❢❙♣r✐❦❚✝✈①❷✿➊✬❥❸❜❞◗✴✐❦❱❯❵❞✇➟❱❡③❄❜✺❜❞♣

Ωi
ε

✈①❢❻②✡❥❸➌✎➊✸❱✜②❛❱✑➥❻❢❻❱

pε =
∂uε

∂n
|Γε

➊✬◗❙❱✭✐❦❱
n
✐❦❱✑➌ç❱❯✐✸❜❞♣✘❜❞◗❻❱✜♣r❣❛❜❦❼r♣r❥♠❢❙❼✹❢❙♣r✐❦❚✝✈①❷✿➊✬❥❸❜❞◗✴✐❦❱❯❵❞✇➟❱❡③❄❜✺❜❞♣

Ωi
ε

➛

P✺◗❙❱❯❢
(uε; pε)

❥➉❵✺❜❞◗❻❱✜❣❙❢❙❥➉❧◆❣❻❱❺✇➟✈①❥♠✐✵❵❞✈①❜❞❥➉❵s➌ç❴❉❥♠❢❙❼

(Pε) :





(uε; pε) ∈ H ×H−1/2(Γε)
❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜

∫

ΩR

∇uε · ∇v − k2

∫

ΩR

uεv +

∫

ΓR

vTRu
ε +

∫

Γε

pεv = −
∫

ΩR

fv ∀v ∈ H,
∫

Γε

quε = 0 ∀q ∈ H−1/2(Γε).

P✺◗❙❥➉❵✬✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚ ③✭✈①❢✩✐❦❱✑➌ç♣r✐❦❚✕❣❻❷♠✈①❜❞❱❯②✧❥❸❢✩❜❦◗❙❱✌➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✬❥♠❢❙❼✹❚✝✈①❢❙❢❙❱❯✐

(Pε) :






(uε; pε) ∈ H×H−1/2(Γε)
❵❝❣➟③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜

(Auε; v)H + 〈pε; v〉H−1/2(Γε), H1/2(Γε) = −
∫

ΩR

fv ∀v ∈ H,

〈q;uε〉H−1/2(Γε), H1/2(Γε) = 0 ∀q ∈ H−1/2(Γε).

➜➐❱✗✈①❷➉❵❝♣✘②❛❱✑➥➟❢❙❱
u0 ∈ H2

loc(R
3)
✈◆❵✸❜❞◗❙❱✜❣❻❢❙❥♠❧■❣❙❱✜❵❞♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌✎❜❞◗❻❱✜✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚





è✎❥♠❢❻②
u ∈ H2

loc(R
3)
❵❞❣❻③✯◗✩❜❞◗❻✈①❜

∆u+ k2u = f
❥❸❢

Ω,

u
♣r❣❛❜❦❼r♣r❥♠❢❙❼

.

➝ q ✠☞✤✺✞ ß tþ✙✚✒✜✛✢✽✴✤✬✖✑á

➆ ❢✩❜❞◗❙❥➉❵✵❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢✩➊➠❱✌➊✬❥♠❷❸❷➦❷♠♣❉♣r➨✝➌ç♣◆✐✵✈❁➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢✩❜❞◗❻✈①❜✵❥♠❵✬✈✹❼r♣❉♣❛②✩✈①✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈①❜❞❥♠♣r❢✧♣r➌
uε ❥♠❢✩❜❞◗❙❱✌➌Ô✈r✐✺➥❻❱✭❷➉②✩➏✭♣◆❢❙❱

Zε
lo

➛ ➆ ❢❻②❛❱✭❱❡②❇➊✸❱✕②❛❱❯③✭❥♠②❙❱❯②❇✇❙✐❦❱✭➧❉❥♠♣r❣❻❵❞❷♠❴✧❜❦♣❿✐❞❱❯✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜✵❜❞◗❻❱✕➓▲❱✭❼r❥♠❢❙❢❙❥♠❢❙❼✡♣①➌➷❜❞◗❻❱✕❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❞❥❸♣◆❢✩♣r➌
uε ❥♠❢❇❜❦◗❙❱✗➌ç♣◆✐❞❚

u0 + uε
1

➛✸➜➐❱✗◗❻✈➤➧◆❱✗✈①❷♠✐❞❱❡✈r②❛❴✡②❛❱✑➥❻❢❻❱❯②
u0

❥❸❢✴❜❦◗❙❱✗✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼❿❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢➦➛✬ý❬❵❬✈❿③✑♣◆❢❻❵❝❱❡❧■❣❙❱✭❢❻③✭❱✜➊➠❱✜➊✬❥♠❷♠❷☎✇❙✐❦♣r✇▲♣◆❵❞❱
❥♠❢✧❜❦◗❙❱✌❢❙❱✑↔❉❜✬✇❻✈①✐✯✈①❼◆✐❦✈r✇❙◗❿✈✹✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚ ➓▲❱✭❥♠❢❙❼✘✈✹③❯✈①✐✯✈r③✑❜❞❱✭✐❦❥♠➏❯✈✚❜❦❥❸♣◆❢✝♣①➌

uε
1

✈r❵✸❼r♣❉♣❛②✧✈◆❵✸✇➟♣■❵❞❵❞❥❸➓❻❷❸❱◆➛♦î➦❱✑❜✺❣❻❵✺✐❦❱✭❚✘❥♠❢❻②
❜❞◗➟✈✚❜❨♣◆❣❙✐✵➊✸♣r✐❦➨✧❥♠♣◆❵✵➌ç♣r✐✵❜❦◗❙❱✕❚✘♣◆❚✹❱❯❢■❜❬♣r❢❙❷♠❴✡➌ç♣r✐❦❚✘✈r❷➴➛✬➜➐❱✕➊✬❥♠❷♠❷☎➓▲❱✕❷♠❱❯②✴❜❦♣✧✈✝✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚ ❜❞◗➟✈✚❜❨❷♠❱❯✈➤➧◆❱❯❵✺♣◆❢❙❷❸❴✩♣r❢❻❱
❜❞◗❻❥❸❢❙❼✘❣❙❢➟②❛❱✑❜❦❱✭✐❦❚✹❥♠❢❙❱❡②✿ê➷✈✗➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢

aε ∈ L2(I)
➢❉❜❦◗❙❱✜③✯◗❙♣r❥➉③✑❱❺♣①➌☎➊✬◗❻❥♠③✯◗✩❥♠❵✺②❛❱❯❷♠✈➤❴◆❱❯②✘❜❦♣✹✈❁➌ç❣❙✐❞❜❞◗❻❱✭✐✬❵❝❱❡③❄❜❦❥❸♣◆❢➦➛ ➆ ❢

✈❁❜❞◗❙❥♠✐✯②✩❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢✩➊➠❱✌➊✬❥♠❷❸❷☞❵s❜❦❣❻②❛❴❿❜❦◗❙❱✜➓▲❱✭◗❻✈➤➧❉❥♠♣r✐✺♣①➌
uε

1

❥♠❢✩❜❞◗❙❱✜❢❙❱❯❥❸❼◆◗❉➓➟♣◆✐❞◗❙♣❉♣❛②❿♣r➌
J
➛

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ é❡ÿ

⑩❯✌✎☞ ➞❫✕❋➟➠★❚✓❜❘✣✓✎✦✤★
♥♦❣❛❜❞❜❞❥♠❢❙❼➋åsé➤æ✸❥❸❢✩❜❦◗❙❱✗➎✵❱❯❷❸❚✘◗❙♣◆❷➑❜❦➏✜❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢✡➧◆❱✭✐❦❥➑➥➟❱❯②✡➓■❴

uε ✈①❢❻②✡❣❻❵❞❥❸❢❻❼❁➌ç♣◆✐❞❚✝✈r❷➦✈①✐❦❼r❣❙❚✘❱✭❢■❜✯❵✭ê

∆u0 + k2u0 + ∆uε
1 + k2uε

1 = f ⇒





∆u0 + k2u0 = f,

∆uε
1 + k2uε

1 = 0,

u0 + uε
1

♣◆❣❛❜❞❼◆♣r❥♠❢❙❼ ⇒





u0

♣r❣❛❜❦❼r♣r❥♠❢❙❼
,

uε
1

♣r❣❛❜❦❼r♣r❥♠❢❙❼
.

➜➐❱❺✈◆❵❞❵❞❣❙❚✘❱❯②✘❜❦◗❻✈✚❜
u0

❥➉❵♦❜❦◗❙❱❺❵❞♣r❷♠❣❛❜❦❥❸♣◆❢❿♣①➌☎✈✕✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚ ❥♠②❙❱✭❢■❜❞❥➉③✭✈r❷❻❜❦♣
(Pε)

❱✭↔❛③✭❱✭✇❛❜➠❜❞◗❻✈①❜➠❜❦◗❙❱✭✐❦❱❬❥➉❵➠❢❙♣❁➊✬❥♠✐❦❱
Γε ➛

❪❉❥♠❢❻③✑❱✗❜❞◗❙❱❁♣r➓❻❵❝❜❦✈◆③✑❷♠❱
Ωi

ε

❵❝◗❙✐❦❥♠❢❙➨❛❵✬❜❞♣
J
➢▲➊✸❱✗❚✕❣❻❵❝❜❨✈◆❵❞❵❞❣❙❚✘❱✌❜❞◗❻✈①❜

uε
1

❵❦✈✚❜❞❥➉❵❝➥❻❱❯❵✵✈r❢❇◗❙♣r❚✘♣◆❼r❱✭❢❻❱✭♣r❣➟❵✵➎✵❱❯❷❸❚✘◗❙♣◆❷➑❜❦➏
❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➣❥♠❢

R3 \ J ➛ ❪❉❥❸❢➟③✑❱➐❥➑❜✴❵❞✈①❜❞❥➉❵s➥❻❱❡❵✧✈r❢ü♣r❣❛❜❦❼r♣◆❥❸❢❙❼↕✐✯✈r②❛❥➉✈✚❜❦❥❸♣◆❢ü③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢➦➢✬❥❸➌
uε

1

❥➉❵❿✐❦❱✭❼◆❣❙❷♠✈r✐✧❥♠❢➣❜❞◗❻❱
❢❙❱❯❥❸❼◆◗■➓▲♣r✐❦◗❙♣❉♣❛②➋♣r➌

J
❥❸❜✗◗❻✈◆❵❺❜❞♣❇➓▲❱❿❹❙➢➦➊✬◗❙❥➉③✯◗➐❥♠❵✜❱✭↔❙③✑❷♠❣❻②❛❱❯②➦➛✘ý❨❵✗✈✴③✑♣◆❢❻❵❝❱❡❧■❣❙❱✭❢❻③✭❱

uε
1

✈r②❙❚✹❥❸❜❦❵✜✈❇❵❞❥♠❢❙❼r❣❙❷➉✈①✐❦❥❸❜s❴
❥♠❢➈❜❦◗❙❱✘❢❙❱✭❥♠❼r◗❉➓▲♣r✐❦◗❙♣❉♣❉②➈♣①➌

J
➛✹➜➐❱✘③✭♣r❢✚qs❱❡③❄❜❦❣❙✐❞❱✹❜❦◗❻✈✚❜

uε
1

✈◆②❛❚✘❥➑❜✯❵✌♣r❢❙❷♠❴✴❜❞◗❻❱✹➊✸❱❯✈r➨r❱❡❵s❜✌✇➟♣■❵❞❵❞❥♠➓❙❷❸❱✘❵❞❥❸❢❙❼◆❣❙❷➉✈①✐❦❥➑❜❦❥❸❱❡❵
åÔ❵❞❥♠❢❻③✑❱✘❥❸❜✌❥➉❵❺❜❞◗❻❱❁➥➟✐❦❵❝❜✌❜❞❱✭✐❦❚ ❥♠❢➈❜❦◗❙❱✘❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❝❥♠♣r❢➡♣①➌➠❜❞◗❙❱❿②❛❥❸â⑥✐❦✈◆③❄❜❞❱❡②❇➥❻❱❯❷♠②➟æ❄➛✘➜➡❱✝❵❞❣❙✇❙✇▲♣◆❵❞❱✹❜❞◗❻✈①❜❺❜❦◗❙❱✭✐❦❱✹❱✑↔❛❥♠❵❝❜❦❵
aε ∈ L2(J)

❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜
uε

1

❵❦✈✚❜❞❥➉❵❝➥❻❱❯❵✬✈r❢✡❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌✎❜❞◗❻❱✌➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✬❥♠❢❙❼❁➌ç♣r✐❦❚





∆uε
1 + k2uε

1 = 0
❥♠❢

Ω \ J,

uε
1 = 0

♣r❢
∂Ω,

uε
1

♣◆❣❛❜❞❼◆♣r❥♠❢❙❼
,

uε
1 −

∫

J

aε( ▲ ′) e
ik| ▲ − ▲ ′|

4π| ▲ − ▲ ′| d ▲
′ ∈ H1

loc(Ω).

➒❨❱✭❢❙♣r❜❞❱
I =] − 1; +1[

➛➠❪❉❥♠❢❻③✑❱
x
′ ∈ J

❥♠❢✴❜❞◗❙❱❁✈①➓▲♣✚➧r❱❺➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈❙➢❛➊✸❱✜➊✬❥♠❷❸❷✎❵❝♣◆❚✹❱✭❜❞❥♠❚✘❱❯❵✬➊✬✐❦❥➑❜❦❱
I
❥❸❢➟❵s❜❦❱❯✈r②✴♣r➌

J
➢

✈①❢➟②✧➊✬✐❦❥➑❜❦❱
z′
❥♠❢❻❵❝❜❞❱❡✈r②✡♣①➌

x
′ ➛

⑩❯✌✼❖ ➡➢❴✜✓✎✘❬❘✣✕❩★❚❳❶✕✭❲❛★❵✯➤✚❚★❵✓✎➥❯✚✜✕✲★✜✕❩✘✛✘✄✱✎✕❩✬④✬✮❲
P✺◗❙❱✘➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✬❥❸❢❻❼✩✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜✗➊✬❥❸❷♠❷➍❵❞◗❙♣✚➊➮❜❦◗❻✈✚❜✜❜❦◗❙❱✝❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵✗➊➠❱✘◗❻✈➤➧◆❱✹➊✬✐❦❥❸❜❝❜❞❱❯❢➞❣❙❢❙❥➉❧◆❣❻❱✭❷♠❴➡②❛❱✭❜❞❱✭✐❦❚✘❥❸❢❻❱

uε
1

❣❙✇➐❜❦♣
❜❞◗❻❱✗③✯◗❙♣r❥➉③✑❱✌♣①➌

aε ➛
➌➍➭ ➽➹➽ã➃ ♠✗⑤✼❤
➦ Ò✷➧➤Ý✭Ö

a ∈ L2(J) ➙ Ï ➎ Ý➠Ù✑Ð✚×Ü×❸Ð①Û➷ÒÜÖ❑➛✕❰▲Ú❦Ð➨➏✭×❸Ý✑❮ Õ❬➒✚❮✹ÒÜÏÔ❐✕Õ✁↔❛Ö➟Ò✾➩❍↔❻Ý✗❐✭Ð✚×➫↔❛Ï●ÒÔÐ✚Ö




➭ ÒÜÖ❄➒
u ∈ H1

loc(Ω \ J)
❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï

∆uε
1 + k2uε

1 = 0
ÒÜÖ

Ω \ J,

uε
1 = 0

Ð①Ö
∂Ω,

uε
1

Ð➯↔❛Ï⑥➛■Ð✚ÒÜÖ✛➛
,

uε
1 −

∫

J

a(x ′)
eik|x−x

′|

4π|x− x ′| dx
′ ∈ H1

loc(Ω).

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
P✎✈①➨r❱❁✈

C∞ ③✭❣❛❜❝➚➶♣①â➐➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢
χ : Ω 7→ R

②❛❱❯③✭✐❞❱❡✈r❵❞❥❸❢❻❼❿❵❝❣❻③✯◗➋❜❞◗❻✈①❜❬❜❞◗❻❱✭✐❦❱✕❱✑↔❛❥➉❵s❜✯❵
ξ0 > 0

❷♠❥♠➨r❱✕❥♠❢➲➈❄⑧❛➛ Þ ➛ Þ
➌ç♣r✐✬➊✬◗❻❥♠③✯◗

χ( ▲ ) = 1
❥➑➌
ξ < ξ0

✈①❢❻②
χ( ▲ ) = 0

❥❸➌
ξ > 2ξ0

➛♦➒❨❱✭❢❙♣r❜❞❱

ũ( ▲ ) = χ( ▲ )

∫

J

a( ▲ ′) e
ik| ▲ − ▲ ′|

4π| ▲ − ▲ ′| d ▲
′.

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



⑧①❹ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

➒❨❱✭❢❙♣r❜❞❱
g = −∆ũ− k2ũ

❥❸❢
Ω \ J ✈①❢➟② g = 0

♣r❢
J
➛♦P✎✈①➨◆❱

ṽ ∈ H1
loc(Ω)

❣❻❢❙❥♠❧■❣❙❱❯❷❸❴✡❵❞✈①❜❞❥➉❵s➌ç❴❉❥♠❢❙❼❻ê





∆ṽ + k2ṽ = g
❥❸❢

Ω,

ṽ = 0
♣◆❢

∂Ω,

ṽ
♣r❣❙❜❞❼r♣◆❥❸❢❻❼

.

➒❨❱✑➥❻❢❙❥♠❢❙❼
u = ũ + ṽ

➊➠❱❿❼◆❱✑❜✘✈➈❵❞♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢➹♣r➌✬❜❞◗❙❱✡✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✥➊✸❱✡✈①✐❦❱❿❥♠❢■❜❞❱✭✐❦❱❯❵❝❜❞❱❡②➞❥❸❢☎➢♦◗❙❱✭❢➟③✑❱❿❜❦◗❙❱✧❱✭↔❛❥♠❵❝❜❞❱❯❢❻③✑❱
✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜❡➛♦è❙♣◆✐➠❜❦◗❙❱✜❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✭❢❻❱❯❵❦❵✭➢❙❥❸➌

u
✈①❢❻②

v
✈①✐❦❱❺❜s➊➠♣✝❵❞♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢❻❵✸♣r➌☞❜❦◗❙❥♠❵✵✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚✴➢❉❜❞◗❙❱❯❢

u− v
❵❞✈①❜❞❥➉❵s➥❻❱❡❵✭ê






u− v ∈ H1
loc(Ω)

∆(u− v) + k2(u− v) = 0
❥♠❢

Ω,

u− v = 0
♣◆❢

∂Ω,

u− v
♣r❣❙❜❞❼r♣◆❥❸❢❻❼

.

◗❙❱❯❢❻③✑❱❬❜❞◗❙❱❺❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✭❢❙❱❡❵❞❵➠✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜❡➢❉➓■❴✘❚✘❱❯✈r❢❻❵➠♣①➌✿❜❞◗❻❱❨❣❙❢❻❥♠❧■❣❙❱❯❢❙❱❯❵❦❵➍♣r➌✿❜❞◗❙❱✌❵❞♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢❿♣r➌✿❜❞◗❙❱❺❣❻❵❞❣❻✈①❷▲◗❙♣◆❚✹♣◆❼r❱❯❢❙❱✭♣◆❣❻❵
➎✵❱❯❷❸❚✘◗❙♣◆❷➑❜❦➏✜✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✴➛

❪❉❣❙✇❻✇➟♣■❵❝❥♠❢❙❼❁❜❞◗❻✈①❜
aε ❥♠❵✺➨❉❢❙♣✚➊✬❢➐åç➊✸❱❺②❛❱❯❷♠✈➤❴✝❥❸❜❦❵✬③✯◗❻♣r❥➉③✑❱❨❜❞♣✝✈✗➌ç❣❻✐❝❜❦◗❙❱✭✐✺✇❻✈r✐❦✈r❼r✐✯✈①✇❙◗➟æ✑➢◆➊✸❱✌➊✬❥❸❷♠❷⑥❢❙♣✚➊→②❛❱❡❵❞③✭✐❞❥♠➓▲❱

uε
1

➛♦➒❨❱✭❢❙♣r❜❞❱
G( ▲ ; ▲ ′) = G ▲ ′( ▲ )

❜❦◗❙❱✜❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✌➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❇❵❞✈①❜❞❥➉❵s➌ç❴❉❥♠❢❙❼❻➢■➌ç♣◆✐❬✈①❢❉❴ ▲ ′ ∈ Ω
➢





G ▲ ′ ∈ H1
loc(Ω \ { ▲ ′})

∆G ▲ ′ + k2G ▲ ′ = δ ▲ ′
❥♠❢

Ω

G ▲ ′ = 0
♣◆❢

∂Ω

G ▲ ′
♣◆❣❛❜❞❼◆♣r❥♠❢❙❼

è❙♣◆✐ ▲ ′ ∈ Ω
➢❻②❛❱✑➥➟❢❙❱

Greg( ▲ ; ▲ ′) = Greg▲ ′ ( ▲ )
➛♦P✺◗❙❱✜❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✌➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❇❵❞✈①❜❞❥➉❵s➌ç❴❉❥♠❢❙❼





Greg▲ ′ ∈ H1
loc(Ω),

∆Greg▲ ′ + k2Greg▲ ′ = 0
❥❸❢

Ω,

Greg▲ ′ ( ▲ ) = − eik| ▲ − ▲ ′|

4π| ▲ − ▲ ′|
➌ç♣r✐ ▲ ∈ ∂Ω,

Greg▲ ′

♣◆❣❛❜❞❼◆♣r❥♠❢❙❼
.

✂✺✈r❵❞❥♠③❯✈①❷☎③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵❬❵❞◗❙♣✚➊ ❜❞◗❻✈①❜
( ▲ ; ▲ ′) 7→ Greg( ▲ ; ▲ ′)

❥➉❵❨✈
C∞ ➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢➋❥❸❢ O ×O ➛ ➆ ❜❨❥➉❵❨✈r❷♠❵❞♣✝❱❯✈◆❵❝❴❜❞♣✝❵❞❱✭❱✌❜❦◗❻✈✚❜

G( ▲ ; ▲ ′) =
eik| ▲ − ▲ ′|

4π| ▲ − ▲ ′| +Greg( ▲ ; ▲ ′).
å●⑨ræ

è❙♣◆✐❨✈r❢■❴ ▲ ′ ∈ J
➢
Greg▲ ′

❥➉❵❨✈✡❵❝♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢✴❜❞♣✧❜❞◗❙❱❁◗❙❱✭❷♠❚✘◗❙♣r❷❸❜❞➏✹❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➋✈r❢❻②❇❥➉❵❨❵❞❚✘♣■♣r❜❞◗➋❥♠❢❇❜❦◗❙❱✕❢❙❱❯❥❸❼◆◗❉➓➟♣◆✐❞◗❙♣❉♣❛②
♣①➌ ▲ ′ ➛♦❳❬❵❞❥❸❢❙❼✝②❛❱❡③✑♣◆❚✹✇▲♣◆❵❞❥❸❜❞❥♠♣r❢➞å●⑨①æ✸➊✸❱✜❵❝❱❯❱❺❜❞◗❻✈①❜ uε

1

③❯✈①❢✩➓➟❱✜➊✬✐❦❥➑❜❞❜❞❱❯❢

uε
1( ▲ ) =

∫

J

aε( ▲ ′)G( ▲ ; ▲ ′) d ▲ ′ =

∫

J

aε( ▲ ′)
eik| ▲ − ▲ ′|

4π| ▲ − ▲ ′| d ▲
′ +

∫

J

aε( ▲ ′)Greg( ▲ ; ▲ ′) d ▲ ′.
åÔû■æ

P☞♣✧③✑♣◆❢❻③✑❷♠❣❻②❛❱◆➢❻➊✸❱✗◗❻✈➤➧r❱✗②❙❱✑➥❻❢❙❱❡②❇✈✘➌Ô✈①✐❬➥❻❱✭❷➉②✩❜❞❱❯✐❞❚
uε

1

➛ ➆ ❜❨❥➉❵❬✈r❢❇◗❻✈①✐❦❚✘♣r❢❙❥➉③✜✈r③✭♣r❣❻❵❝❜❞❥➉③❺➥❻❱❯❷♠②❇❼◆❱✭❢❙❱❯✐❦✈①❜❞❱❡②✡➓❉❴✩✈
❷♠❥❸❢❙❱❯❥♠③✕❵❝❱✭❜❬♣①➌♦❵❞♣r❣❙✐✯③✑❱✌✇▲♣r❥♠❢◆❜✯❵❬②❛❥➉❵❝❜❞✐❦❥❸➓❙❣❙❜❞❱❯②❇✈r❷❸♣◆❢❙❼

J
➛✜☎❺❥❸➧◆❱✭❢❇✈①❢

aε ➢ uε
1

❥➉❵✵❣❙❢❻❥♠❧■❣❙❱❯❷❸❴✴②❛❱✑❜❦❱✭✐❦❚✘❥❸❢❙❱❡②❇✈r③❯③✑♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼
❜❞♣✘❷♠❱✭❚✘❚✝✈ Þ ➛♠é①➛

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
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⑩❯✌✼⑩ ➡➢❴✰❭❚❲✍★❚✘✛✓❜✦❂★➄✓✎★✧❘✫❙✜✕✐★✜✕❩✓✎❸✤❙➳➂➋✦③✑✔❙✜✦❯✦✰✯❱✦③✖
J

♠❩⑤⑨♠❩⑤✾❤ ➊☞➵ ➂✚➽➹➃❻➱ ➭ ▲ ❝ ➃✔✽☞➀❆✻ ➵ ✽
➜➐❱✹◗➟✈➤➧r❱❨qs❣❻❵s❜✗❵❞❱✭❱❯❢➋❜❞◗➟✈✚❜✜❱✑↔❙③✑❱❯✇❛❜✌➌ç♣r✐

u0
➢✿❜❦◗❙❱✹❜❞❱✭✐❦❚✝❵✌♣①➌➠✈r❢➡❱✭↔❛✇❻✈①❢❻❵❞❥♠♣r❢➋♣r➌

uε ◗❻✈➤➧◆❱✕❜❦♣✩✈◆②❛❚✘❥➑❜✗✈✩❵❝❥♠❢❙❼r❣❻❷♠✈r✐
➓▲❱✭◗❻✈➤➧❉❥♠♣r✐✘❥❸❢➔❜❦◗❙❱✴❢❙❱✭❥♠❼r◗❉➓▲♣r✐❦◗❙♣❉♣❉②ã♣①➌

J
➛✼❩➋♣r✐❦❱✭♣✚➧r❱❯✐

uε ❥➉❵✝✐❦❱✭❼◆❣❙❷♠✈r✐❁❥♠❢➔❜❞◗❙❱❇❢❻❱✭❥♠❼r◗❉➓➟♣◆✐❞◗❻♣■♣❛②ã♣①➌
J
➛ü❪❉♣➞➊✸❱

◗❻✈➤➧◆❱✵❜❞♣✘③✑♣◆❚✘✇➟❱❯❢❻❵❞✈①❜❞❱❨❜❞◗❙❥➉❵✺❵❝❥♠❢❙❼◆❣❙❷♠✈r✐➠➓▲❱✭◗➟✈➤➧■❥♠♣r✐❡ê☞❜❞◗❙❱❯✐❞❱✌✈①✇❙✇▲❱❯✈r✐❦❵✸✈❁➓➟♣◆❣❙❢❻②❙✈r✐❞❴✘❷➉✈➤❴r❱✭✐✸✈①✐❦♣r❣❙❢➟②
J
➛ ➆ ❢✧♣r✐✯②❛❱❯✐➍❜❦♣

③✑♣◆❢❻❵❝❜❞✐❦❣❻③❄❜❨❜❞◗❙❱❁❜❞❱❯✐❞❚✂✐❦❱✭❷➉✈✚❜❞❱❡②✴❜❞♣✡❜❞◗❻❥♠❵❨➓➟♣◆❣❙❢❻②❙✈r✐❞❴✴❷➉✈➤❴r❱❯✐❯➢▲➊➠❱❁◗❻✈➤➧r❱✗❜❞♣✧➨❉❢❙♣✚➊④✇❻✐❞❱❡③✑❥➉❵❝❱❯❷❸❴✩❜❞◗❻❱❁➓▲❱✭◗❻✈➤➧❉❥♠♣r✐❨♣①➌
uε

1❥♠❢➋❜❞◗❻❱✕❢❙❱❯❥❸❼◆◗■➓▲♣r✐❦◗❙♣❉♣❛②✴♣①➌
J
❥●➛ ❱◆➛❨➊✬◗❻❱✭❢

ξ → 1+
➛✌P✺◗❉❣❻❵❨➊➠❱❁❷❸♣❉♣r➨✩➌ç♣◆✐❬❜❦◗❙❱❁❱✭↔❛✇❻✈①❢❻❵❞❥♠♣r❢❇♣①➌

uε
1

➊✬◗❻❱✭❢
ξ → 1

➛
P✺◗❙❱✕③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✬➌ç♣◆✐❨❵❝❜❞❣❻②❛❴❉❥♠❢❙❼✧❵❞❣❻③✯◗➋✈①❢❇❱✭↔❛✇❻✈①❢❻❵❞❥♠♣r❢✴➊✬❥❸❷♠❷✎➓➟❱✕➌ç♣r✐❦❚✘✈r❷➦❥♠❢➈✈✘➥❻✐✯❵s❜❺❵s❜❦❱✭✇➦➛✵❳❨❵❝❥♠❢❙❼❿❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢➟❵
åÔû■æ✺✈①❢❻②➐å➴⑧❙é❯æ✸♣①➌✎❜❞◗❻❱✗✈①✇❙✇▲❱✭❢❻②❙❥➑↔✿➢❙➊✸❱✌◗❻✈➤➧r❱

uε
1( ▲ ) =

∫

J

aε( ▲ ′) e
ik| ▲ − ▲ ′|

4π| ▲ − ▲ ′| d ▲
′ +

∫

J

aε( ▲ ′)Greg( ▲ ; ▲ ′) d ▲ ′

=
aε( ▲ )

4π

∫

J

d ▲ ′
| ▲ − ▲ ′| +

∫

J

aε( ▲ ′) − aε( ▲ )

4π| ▲ − ▲ ′| d ▲ ′ +
∫

J

aε( ▲ ′)e
ik| ▲ − ▲ ′| − 1

4π| ▲ − ▲ ′| d ▲ ′ +

∫

J

aε( ▲ ′)Greg( ▲ ; ▲ ′) d ▲ ′

≈ aε(ν)

4π
ln

( 2

ξ − 1

)
+

∫ +1

−1

aε(z) − aε(ν)

4π|z − ν| dz

︸ ︷︷ ︸❜❦❱✭✐❦❚
1

+

∫ +1

−1

aε(z)
eik|ν−z| − 1

4π|ν − z| dz

︸ ︷︷ ︸❜❞❱❯✐❞❚
2

+

∫ +1

−1

aε(z)Greg(ν; z) dz

︸ ︷︷ ︸❜❞❱✭✐❦❚
3

+o(1)

➆ ❢✗❜❦◗❙❱✺✈①➓▲♣✚➧r❱➍③❯✈①❷➉③✑❣❙❷♠❣❻❵❯➢
(ξ; ν; θ)

✐❦❱✑➌ç❱❯✐☎❜❦♣❬❜❦◗❙❱✸❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷■③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵➦♣r➌
x
✈r❢❻②

(1; z; θ′)
✐❦❱✑➌ç❱✭✐☞❜❞♣❬❜❞◗❙❱✸❱✭❷♠❷♠❥❸✇❛➚

❵❞♣r❥➉②❙✈①❷①③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵⑥♣①➌
x
′ ➛☞➜➡❱➍◗❻✈➤➧r❱✲❣❻❵❞❱❯②❨❜❞◗❻❱➷➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✬❥♠❢❙❼✺❥➉②❛❱✭❢■❜❞❥❸❜s❴ |x−x

′| =
√

(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

→ |ν − z| ➊✬◗❙❱❯❢ ξ → 1+
➛♦➒❨❱✭❢❙♣r❜❞❱

uε
1,as( ▲ ) =

aε(ν)

4π
ln

( 2

ξ − 1

)
+

∫ +1

−1

aε(z) − aε(ν)

4π|z − ν| dz+

∫ +1

−1

aε(z)
eik|ν−z| − 1

4π|ν − z| dz+

∫ +1

−1

aε(z)Greg(ν; z) dz

♠❩⑤⑨♠❩⑤⑥❦ ⑧ ➂➤➂ ➵ ➂ ➭ ➀❯➁✺✻➴➽➹➃❛➁ ➭
➜➐❱✸➊✬❥♠❷♠❷■❢❻♣✚➊➹❱❯❵❝❜❦✈r➓❙❷❸❥➉❵❞◗✜❜❞◗❙❱✺➧✚✈①❷♠❥➉②❛❥➑❜s❴✜♣r➌❙❜❞◗❻❱✺✈r➓➟♣✚➧◆❱➍❱✭↔❉✇➟✈①❢❻❵❞❥❸♣◆❢✗➓❉❴✜✇❙✐❦♣✚➧■❥➉②❛❥♠❢❙❼❬✈r❢✕❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❦❱➠♣r➌❻❜❞◗❻❱✸②❛❥❸â⑥❱✭✐❦❱✭❢❻③✭❱
uε

1 − uε
1,as

➌ç♣◆✐✺❜s➊➠♣✝❵❞❱✭❚✘❥➑➚➶❢❙♣◆✐❞❚✝❵

‖uε
1 − uε

1,as‖2
L∞

ξ ⊗L2
ν(T ε) = sup

ε<ξ2−1<2ε

∫ +1

ν=−1

∫ 2π

θ=0

|(uε
1 − uε

1,as)(ξ; ν; θ)|2 dθ dν,

‖ ∂
∂ξ

{uε
1 − uε

1,as}‖2
L∞

ξ ⊗L2
ν(T ε) = sup

ε<ξ2−1<2ε

∫ +1

ν=−1

∫ 2π

θ=0

| ∂
∂ξ

(uε
1 − uε

1,as)(ξ; ν; θ)|2 dθ dν.

➜➐❱✸➊✬❥♠❷♠❷❛❣❻❵❝❱✬②❛❱❡③✑♣◆❚✹✇▲♣◆❵❞❥❸❜❞❥♠♣r❢❻❵✎❥♠❢✹î☎❱✭❼r❱❯❢❻②❛✐❦❱➍✇▲♣r❷♠❴❉❢❙♣r❚✘❥➉✈①❷➉❵☎❜❦◗❻✈✚❜➷❥♠❢■❜❞✐❦♣❉②❙❣❻③✑❱✺î➦❱❯❼r❱✭❢➟②❛✐❞❱➠➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵✲♣r➌❻➥❻✐✯❵❝❜✲✈r❢❻②
❵❞❱❯③✑♣◆❢❻②✴➨❉❥❸❢➟②

Pl
✈r❢❻②

Ql
➢⑥✈①❢❻②❇✈r❷♠❵❞♣✘➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵❺②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱❯②

Wl
➛✵➜➐❱✗✐❞❱✭➌ç❱✭✐❬❜❞◗❙❱❁✐❞❱❡✈r②❛❱❯✐✬❜❞♣✝❜❦◗❙❱❁✈r✇❙✇▲❱✭❢❻②❛❥❸↔❇ý✗➛ï⑧

➌ç♣r✐➠②❛❱✑➥❻❢■❜❦❥❸♣◆❢❻❵➍✈r❢❻②✘✇❙✐❦♣r✇▲❱✭✐❞❜❞❥♠❱❯❵➷♣r➌▲❜❦◗❙❱❯❵❞❱✺➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵❯➛➷❲✵♣r❜❞❱✬❜❦◗❻✈✚❜➍➊✸❱✵➊✬❥♠❷❸❷▲✈①❷➉❵❝♣✜❣➟❵❝❱✬❜❦◗❙❱✵✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜➍♣①➌⑥❷❸❱❯❚✘❚✘✈✕ý✗➛♠é
✈①❢➟②✹③✭♣r✐❦♣r❷♠❷♠✈r✐❞❴✗ý✕➛❸é✬❱❡❵s❜✯✈①➓❙❷♠❥➉❵❝◗❙❱❡②✹❥❸❢✹❜❞◗❻❱❬✈①✇❙✇▲❱✭❢➟②❛❥➑↔✿➛✲➎✵❱❯✐❞❱

P̃l
❥♠❵➍✇❙✐❞♣◆✇➟♣◆✐❝❜❦❥❸♣◆❢❻✈①❷■❜❦♣✌❜❞◗❙❱❬î☎❱✭❼◆❱✭❢❻②❛✐❦❱✺✇➟♣◆❷❸❴❉❢❙♣◆❚✘❥♠✈r❷

♣①➌➠♣r✐✯②❛❱✭✐
l
➢
P̃l = CPl

➊✬◗❙❱❯✐❞❱
C
❥➉❵✌③✯◗❙♣◆❵❞❱✭❢➐❵❝❣❻③✯◗➈❜❞◗❻✈①❜ ‖P̃l‖L2(I) = 1

➛❁❩❇♣r✐❦❱✭♣✚➧◆❱✭✐❬❥♠❢➡❜❞◗❙❱✝③✑♣◆❚✘✇❙❣❛❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵
❜❞◗➟✈✚❜✬➌ç♣r❷♠❷♠♣✚➊✜➢❛➊➠❱✜✈r❵❦❵❞❣❙❚✘❱❨❜❦◗❻✈✚❜

ε < ξ2 − 1 < 2ε
➛

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



⑧r⑧ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

• ❹➠➭ ➂✚➽ ❤
∫ +1

ν=−1

∣∣∣
∫

J

aε( ▲ ′)

4π| ▲ − ▲ ′|d ▲
′ − aε(ν)

4π
ln

( 2

ξ − 1

)
−

∫ +1

−1

aε(z) − aε(ν)

4π|z − ν| dz
∣∣∣
2

dν =

∫ +1

ν=−1

∣∣∣
1

2π

+∞∑

l=0

〈
aε; P̃l

〉

L2(I)
P̃l(ν)

{
Ql(ξ) −

1

2
ln

( 2

ξ − 1

)
−Wl−1(1)

}∣∣∣
2

dν =

1

4π2

+∞∑

l=0

∣∣∣
〈
aε; P̃l

〉

L2(I)

∣∣∣
2 ∣∣∣Ql(ξ) −

1

2
ln

( 2

ξ − 1

)
−Wl−1(1)

∣∣∣
2

6

κ

4π2

+∞∑

l=0

l(l+ 1) ln2 l
∣∣∣
〈
aε; P̃l

〉

L2(I)

∣∣∣
2

(ξ2 − 1) ln
1

ξ2 − 1

➜➡❱✜♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢✡➌ç✐❞♣◆❚ ❜❞◗❻❱✗✈①➓▲♣✚➧r❱✌③✭✈①❷➉③✑❣❻❷❸❣❻❵

∥∥∥
∫

J

aε( ▲ ′)

4π| ▲ − ▲ ′|d ▲
′−a

ε(ν)

4π
ln

(ξ + 1

ξ − 1

)
−

∫ +1

−1

aε(z) − aε(ν)

4π|z − ν| dz
∥∥∥

L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε)
6 κ ‖aε‖E2(I) ε

1/2 ln 1/ε

P✺◗❙❱✕❵❦✈①❚✘❱✗③✑♣◆❚✹✇❻❣❛❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢➋③✭✈r❢❇➓➟❱✹②❛❱✭✐❦❥♠➧r❱❯②✡➌ç♣◆✐✵❜❞◗❻❱✕②❛❱✭✐❦❥♠➧➤✈①❜❞❥♠➧r❱✗➊✬❥❸❜❞◗❇✐❦❱❯❵❞✇▲❱❯③❄❜❬❜❞♣
ξ
❣❻❵❞❥♠❢❙❼✧③✑♣◆✐❞♣◆❷❸❷➉✈①✐❦❥♠❱❯❵

ý✗➛☛✠❁✈r❢❻②✩ý✗➛ ⑦❙➢
∫ +1

ν=−1

∣∣∣
∂

∂ξ

∫

J

aε( ▲ ′)

4π| ▲ − ▲ ′|d ▲
′ − ∂

∂ξ

aε(ν)

4π
ln

( 2

ξ − 1

)∣∣∣
2

dν =

∫ +1

ν=−1

∣∣∣
1

2π

+∞∑

l=0

〈
aε; P̃l

〉

L2(I)
P̃l(ν)

∂

∂ξ

{
Ql(ξ) −

1

2
ln

( 2

ξ − 1

)}∣∣∣
2

dν =

1

4π2

+∞∑

l=0

∣∣∣
〈
aε; P̃l

〉

L2(I)

∣∣∣
2 ∣∣∣

∂

∂ξ

{
Ql(ξ) −

1

2
ln

( 2

ξ − 1

)}∣∣∣
2

6

κ

4π2

+∞∑

l=0

l(l + 1) ln2 l
∣∣∣
〈
aε; P̃l

〉

L2(I)

∣∣∣
2 1

ξ2 − 1
ln

1

ξ2 − 1
.

➜➡❱✜♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢✡➌ç✐❞♣◆❚ ❜❞◗❻❱✗✈①➓▲♣✚➧r❱✌③✭✈①❷➉③✑❣❻❷❸❣❻❵

∥∥∥
∂

∂ξ

{∫

J

aε( ▲ ′)

4π| ▲ − ▲ ′|d ▲
′ − aε(ν)

4π
ln

(ξ + 1

ξ − 1

)
−

∫ +1

−1

aε(z) − aε(ν)

4π|z − ν| dz
}∥∥∥

L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε)

6 κ ‖aε‖E2(I)
1

ε1/2
ln 1/ε

• ❹➠➭ ➂✚➽ ❦
➆ ➌ ▲ ❥♠❵✜✈✴✇▲♣r❥♠❢■❜✜➊✬❥➑❜❦◗➐❱❯❷❸❷♠❥♠✇❻❵❝♣◆❥♠②❻✈①❷♦③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵

(ξ; ν; θ)
➢➷②❛❱✑➥❻❢❻❱ ▲ J

✈r❵❺❜❦◗❙❱✝✇➟♣◆❥❸❢■❜✗➊✬❥❸❜❞◗➞❱✭❷♠❷♠❥❸✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈r❷
③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵

(1; ν; θ)
➛♦P✺◗❙❱✭❢

∫ +1

−1

aε(z)
eik|ν−z| − 1

4π|ν − z| dz =

∫

J

aε( ▲ ′)
eik| ▲ J− ▲ ′| − 1

4π| ▲ J − ▲ ′| d ▲ ′

∫

J

aε( ▲ ′)
eik| ▲ − ▲ ′| − 1

4π| ▲ − ▲ ′| d ▲ ′ −
∫

J

aε( ▲ ′)
eik| ▲ J− ▲ ′| − 1

4π| ▲ J − ▲ ′| d ▲ ′ =

∫

J

∫ 1

0

aε( ▲ ′){eitk| ▲ − ▲ ′| − eitk| ▲ J− ▲ ′|} dt d ▲ ′.

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ⑧ Þ

❳❬❵❞❥❸❢❙❼✝✈r❢✡♣◆✐❦②❛❱❯✐
1
P☞✈➤❴❉❷♠♣r✐✸❱❯❧■❣❻✈①❷♠❥❸❜s❴r➢❛➊✸❱❺♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢☎ê

|eitk| ▲ − ▲ ′| − eitk| ▲ J− ▲ ′|| 6 t k
∣∣∣| ▲ − ▲ ′| − | ▲ J − ▲ ′|

∣∣∣ 6 t k | ▲ − ▲ J |,
◗❙❱✭❢❻③✭❱❺❜❞◗❙❱✜❥♠❢❙❱❯❧■❣❻✈r❷❸❥❸❜s❴
∥∥∥

∫

J

aε( ▲ ′)
eik| ▲ − ▲ ′| − 1

4π| ▲ − ▲ ′| d ▲ ′ −
∫

J

aε( ▲ ′)
eik| ▲ J− ▲ ′| − 1

4π| ▲ J − ▲ ′| d ▲ ′
∥∥∥

L∞
ξ

⊗L2
ν(T ε)

6 κ ‖aε‖E0(I) ε
1/2.

è❙♣r✐✸❜❦◗❙❱✜❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱✜❥♠❢✩❜❞◗❙❱✗❵❞❱❯③✭♣r❢❻②✩❵❞❱✭❚✘❥➑➚➶❢❙♣◆✐❞❚

∂

∂ξ

∫

J

aε( ▲ ′)
eik| ▲ − ▲ ′| − 1

4π| ▲ − ▲ ′| d ▲ ′ =

∫

J

∫ 1

0

aε( ▲ ′) itk
∂

∂ξ
{| ▲ − ▲ ′|} eitk| ▲ − ▲ ′| dt d ▲ ′.

➎✵❱✭✐❦❱✌❥♠❵✬✈r❢❇✈①❣❛↔❛❥♠❷❸❥➉✈①✐❦❴❿③✑♣◆❚✹✇❻❣❛❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢➞å ▲ (ξ; ν; θ)
✈r❢❻② ▲ ′(0; z; θ)

æ✑ê

∂

∂ξ
{| ▲ − ▲ ′|} =

∂

∂ξ

√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2 =

ξ − νz√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

.

❲✵♣①❜❦❱❺❜❞◗❻✈①❜

(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2 = (ξ − 1)(ξ − νz) + (ξ − 1)(1 − νz) + (ν − z)2︸ ︷︷ ︸
>0☎✌✈✚❜❞◗❻❱✭✐❦❥❸❢❙❼❁❜❞◗❻❱✗✈①➓▲♣✚➧r❱❺✐❞❱❡❵❝❣❙❷❸❜❦❵✺➊✸❱✜♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢

∥∥∥
∂

∂ξ

{ ∫

J

aε( ▲ ′)
eik| ▲ − ▲ ′| − 1

4π| ▲ − ▲ ′| d ▲ ′−
∫

J

aε( ▲ ′)
eik| ▲ J− ▲ ′| − 1

4π| ▲ J − ▲ ′| d ▲ ′
}∥∥∥

L∞
ξ

⊗L2
ν(T ε)

6 κ ‖aε‖E0(I)
1

ε1/2
.

• ❹➠➭ ➂✚➽ ♠
❳❬❵❞❥❸❢❙❼✹❜❦◗❙❱✜❢❙♣①❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✺♣①➌☞❜❞◗❙❱✜✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼✝❵❞❱❯③❄❜❦❥❸♣◆❢➦➢❛➊✸❱❺◗➟✈➤➧r❱

∫

J

aε( ▲ ′)Greg( ▲ ; ▲ ′) d ▲ ′ −
∫

J

aε( ▲ ′)Greg( ▲ J ; ▲ ′) d ▲ ′ =

∫

J

∫ 1

0

aε( ▲ ′)∇Greg▲ ′ · ( ▲ − ▲ J ) d ▲ ′.

➵✌❱✭❱✭✇❻❥❸❢❙❼✹❥♠❢✩❚✘❥♠❢❻②✡❜❞◗❙❱✗❵❞❚✘♣❉♣①❜❞◗❻❢❙❱❯❵❦❵✺♣①➌
Greg ❜❞◗❻❥♠❵✬❴❉❥♠❱✭❷➉②❙❵

∥∥∥
∫

J

aε( ▲ ′)Greg( ▲ ; ▲ ′) d ▲ ′ −
∫

J

aε( ▲ ′)Greg( ▲ J ; ▲ ′) d ▲ ′
∥∥∥

L∞
ξ

⊗L2
ν(T ε)

6 κ ‖aε‖E0(I) ε
1/2.

è❙♣r✐✸❜❦◗❙❱✜❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱✜❥♠❢✩❜❞◗❙❱✗❵❞❱❯③✭♣r❢❻②✩❵❞❱✭❚✘❥➑➚➶❢❙♣◆✐❞❚
∣∣∣
∂

∂ξ

∫

J

aε( ▲ ′)Greg( ▲ ; ▲ ′) d ▲ ′
∣∣∣
2

=
(ξ2 − ν2

ξ2 − 1

)∣∣∣
∫

J

aε( ▲ ′)
( ξ2 − 1

ξ2 − ν2

)1/2 ∂

∂ξ
Greg▲ ′ ( ▲ ) d ▲ ′

∣∣∣
2

6

(ξ2 − ν2

ξ2 − 1

)∫

J

|aε( ▲ ′)|2d ▲ ′
∫

J

( ξ2 − 1

ξ2 − ν2

)∣∣ ∂
∂ξ
Greg▲ ′ ( ▲ )

∣∣2

︸ ︷︷ ︸
6 |∇Greg▲ ′ |2

d ▲ ′.

ý✵❼◆✈r❥❸❢✡❜❞◗❻❱✗❵❝❚✘♣❉♣①❜❦◗❙❢❙❱❯❵❦❵✸♣①➌
Greg ✇❙✐❦♣✚➧❉❥♠②❛❱❡❵

‖ ∂
∂ξ

{ ∫

J

aε( ▲ ′)Greg( ▲ ; ▲ ′) d ▲ ′ −
∫

J

aε( ▲ ′)Greg( ▲ J ; ▲ ′) d ▲ ′
}
‖L∞

ξ ⊗L2
ν(T ε) 6 κ ‖aε‖E0(I)

1

ε1/2
.

• → ➵ ✽✎➄r➱Ô➼✎➀❆✻ ➵ ✽
P☎♣✝③✑♣◆❢❻③✑❷♠❣❻②❛❱✌➊✸❱✌◗❻✈➤➧r❱✌♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢✡❜❞◗❙❱✌➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✬❥❸❢❻❼❁❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈✚❜❦❱❯❵

‖uε
1 − uε

1,as‖2
L∞

ξ ⊗L2
ν(T ε) 6 κ ‖aε‖E3(I) ε

1/2 ln 1/ε,

‖ ∂
∂ξ

{uε
1 − uε

1,as}‖2
L∞

ξ,1⊗L2
ν(T ε) 6 κ ‖aε‖E3(I)

1

ε1/2
ln 1/ε.

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



⑧ ÷ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

➸ q ✠☞✤✺✞ ♣ tþ✔✡✤✬✒✜✛✢✽✩✤✬✖✑á

➆ ❢✜❜❦◗❙❥♠❵☞❵❝❱❡③❄❜❦❥❸♣◆❢✜➊➠❱♦➊✬❥♠❷♠❷◆❷♠♣❉♣r➨❨➌ç♣r✐☎✈✬❼◆♣❉♣❉②✜✈r✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈✚❜❦❥❸♣◆❢✌♣①➌
uε ❥♠❢✌❜❞◗❻❱➍❢❙❱❡✈①✐➦➥➟❱✭❷➉②✌➏✭♣r❢❻❱ Zε

pr

➛✎➎✵♣✚➊✸❱✭➧r❱❯✐❯➢❡❵❝❥♠❢❻③✭❱
❜❞◗❻❥♠❵➷➏❯♣r❢❙❱✺➧✚✈①✐❦❥♠❱❯❵✎➊✬❥➑❜❦◗

ε
➢r➊➠❱✺➊✬❥♠❷❸❷❙❣➟❵❝❱✬✈✌❵❝❣❻❥➑❜✯✈①➓❙❷♠❱✬③✯◗❻✈①❢❙❼◆❱➠♣r➌▲③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵✭ê➦➊✸❱✺➊✬❥❸❷♠❷❙❣❻❵❞❱✬❵❞③❯✈①❷♠❱❯②✹③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵❯➛

➆ ❢❿✈❺➥❻✐✯❵s❜♦✇➟✈①✐✯✈①❼r✐✯✈①✇❻◗❁➊✸❱✬➊✬❥❸❷♠❷❙➌ç♣◆✐❞❚❁❣❙❷➉✈✚❜❞❱✵❵❞❱✭➧◆❱✭✐✯✈①❷❉✐❦❱✭❚✝✈①✐❦➨❛❵➷③✑♣r❢➟③✑❱✭✐❦❢❙❥♠❢❙❼✌❜❞◗❻❱✵❢❙❱✭➊➔❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❥➉③✭✈r❷❙❵❝❱✭❜❝❜❦❥❸❢❙❼✗❜❞◗❻✈①❜
➊✸❱❁✈①✐❦❱✕❷♠❱❯②➋❜❞♣✴③✑♣◆❢❻❵❝❥➉②❛❱❯✐❯➛✜P✺◗❙❱✹❵❝❱❡③✑♣r❢➟②➋✇❻✈r✐❦✈r❼r✐✯✈①✇❙◗✴➊✬❥♠❷❸❷➷②❛❱❡②❛❥♠③❯✈✚❜❦❱❯②❇❜❦♣❿❜❦◗❙❱✹➌ç♣r✐❦❚✘✈r❷✎❵❞❱❯✈r✐❦③✯◗✴➌ç♣◆✐❺✈✡✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚
❜❞◗➟✈✚❜✝➊➠♣◆❣❙❷➉②ä③❯✈①✐✯✈r③❄❜❦❱✭✐❦❥❸➏❯❱✡✈①❜✘➓▲❱❯❵❝❜

Uε
1

❥➴➛ ❱r➛ä❜❞◗❻❱❇✇❙✐❞❱❡②❛♣r❚✘❥♠❢❻✈①❢■❜✘➓➟❱❯◗❻✈➤➧❉❥❸♣◆✐✘♣①➌
uε ❥❸❢ä❜❞◗❙❱❇❢❻❱❯✈①✐✹➥❻❱❯❷♠②➔➏❯♣r❢❙❱◆➛

➜➐❱✹➊✬❥♠❷♠❷♦➓➟❱✘❷♠❱❯②➈❜❞♣❇✈✩✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✂❜❦◗❻✈✚❜✗③✭✈r✐❦✈◆③❄❜❦❱✭✐❦❥❸➏❯❱
Uε

1

❣❙✇➐❜❞♣✩❜❞◗❙❱✝③✯◗❙♣◆❥♠③✭❱❁♣r➌✸✈✩♣r❢❻❱✹②❛❥♠❚✘❱✭❢❻❵❞❥♠♣r❢❻✈r❷✲➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢
bε ∈ L2(I)

❜❦◗❻✈✚❜✹➊➠❱✩➊✬❥❸❷♠❷✬③✯◗❙♣❉♣◆❵❞❱❿❥♠❢ä✈❇➌ç❣❻✐❝❜❦◗❙❱✭✐✝❵❞❱❯③❄❜❦❥❸♣◆❢➦➛ ➆ ❢➹❜❞◗❻❱✧❜❦◗❙❥❸✐✯②➹✇➟✈①✐✯✈①❼r✐✯✈①✇❻◗➐➊✸❱✧➊✬❥♠❷♠❷✺❵❝❜❞❣➟②❛❴➞❜❞◗❙❱
➓▲❱✭◗❻✈➤➧❉❥♠♣r✐✺♣①➌

Uε
1

❥❸❢✡❜❞◗❙❱✜❢❻❱✭❥♠❼r◗❉➓➟♣◆✐❞◗❻♣■♣❛②✡♣①➌✎❥❸❢❛➥➟❢❙❥➑❜s❴◆➛

❿✜✌✎☞ ①➺❙❚❲❛★❚❸③✕➻✦③✖➼❳❶✦❯✦③✑❨✯❚✓✎★❚❲❀❘✛✕
➜➐❱✜✐❞❱❡③✭✈①❷♠❷⑥❜❞◗❻❱❺❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢✩②❛❱✭➥❻❢❙❥♠❢❙❼✘❜❞◗❻❱✗❵❝❣❙✐❞➌Ô✈r③✭❱

Γε ❥❸❢✡❜❞◗❙❱✗❵❦③✭✈r❷❸❱❡②✡③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✭➢

(Γε) : ζ = Φ(ν; θ).

è❙♣◆✐✵✈✹➓➟❱✭❜❝❜❞❱❯✐✵❥♠❢◆❜❦❱✭✐❦✇❙✐❦❱✑❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢✡♣①➌✎➌ç❣❛❜❞❣❙✐❦❱✜✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜✯❵✺➊➠❱✌❥♠❢■❜❞✐❦♣❉②❙❣❻③✑❱❺❜s➊✸♣✹❢❻❱✭➊ ❼r❱✭♣◆❚✘❱✑❜❞✐❦❥➉③✭✈①❷✿❵❞✇❻✈r③✭❱❯❵❯➛

♦✲⑤✾❤❄⑤✾❤ ➽❇➵ ➂✚➽➹➃❙➱✼✻✾❈ ➭ ➸✡✿ ➭❉➵ ➽ ➭ ➁✭➂❇✻Ô➄◆➃❙➱➍➀ ❝ ➃❻➄ ➭
P✺◗❙❱❁➥❻✐✯❵s❜✌♣①➌♦❜❦◗❙❱❯❵❞❱✘❵❝✇❻✈◆③✑❱❡❵❬❥➉❵✌②❛❱✭❢❙♣r❜❞❱❡② Ê ➛✜➜➐❱✹②❙❱✭❢❙♣r❜❞❱ ̂▲ ❜❞◗❻❱❁✇▲♣r❥♠❢■❜❦❵❺♣①➌ Ê ➛❁➘✸✈①✐❞❜❞❱❯❵❞❥➉✈①❢➈③✭♣■♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵❨♣①➌➍✈✇▲♣r❥♠❢◆❜ ̂▲ ➊✬❥♠❷❸❷➦➓▲❱✗②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱❯② (x̂; ŷ; ẑ)

✈r❢❻②✩③✑❴❉❷❸❥♠❢❻②❛✐❦❥➉③✭✈①❷➦③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✸➊✬❥❸❷♠❷✿➓➟❱✗②❙❱✭❢❙♣r❜❞❱❯②
(ζ; θ; ν)

➢▲❵❝♣

x̂ = ζ cos θ ŷ = ζ sin θ ẑ = ν

➜➐❱❺✈r❷♠❵❞♣❁②❛❱✭➥❻❢❙❱
ΩN = {x̂(ζ; θ; ν) ∈ Ê | ζ > Φ(ν; θ)} ➛✲➜➐❱✌③❯✈①❢❿❱✭↔❛◗❙❥❸➓❻❥➑❜✬✈①❢✡❱✑↔❛✇❙❷♠❥♠③✭❥➑❜✺✐❞❱❯❷♠✈①❜❞❥♠♣r❢❿➓▲❱✑❜s➊✸❱✭❱❯❢

Ωε
✈r❢❻②

ΩN
➢ ▲ (ζ; ν; θ) ∈ Ωε ⇔ ̂▲ (ζ; θ; ν) ∈ ΩN

➛✌❲❬♣①❜❦❱✕❜❦◗❻✈✚❜ Ê ❥➉❵❨✈r❢❙♣①❜❦◗❙❱✭✐❺❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❥➉③✭✈r❷☞❵❞✇❻✈r③✭❱✗✇❙❣❛❜
❥♠❢✩③✭♣r✐❦✐❞❱❡❵❝✇▲♣r❢❻②❻✈r③✑❱❬➊✬❥➑❜❦◗ E ➛ ➆ ❢ Ê ❜❞◗❙❱✌➊✬❥♠✐❞❱✜②❛♣❉❱❯❵✸❢❙♣r❜✬②❙❱✭✇▲❱✭❢❻②✡♣r❢ ε ✈①❢❉❴❉❚✘♣r✐❦❱r➛✲î➦♣❉♣r➨❉❥♠❢❙❼❁✈①❜✺✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚✝❵➠❥♠❢ Ê❥♠❢❻❵s❜❦❱❯✈◆②✧♣r➌ E ❥➉❵✺❷❸❥♠➨r❱✌❣❻❵❞❥❸❢❙❼❿✈✹❚✝✈①❼◆❢❙❥❸➌ç❴■❥♠❢❙❼✘❼r❷➉✈r❵❦❵❯➛

♦✲⑤✾❤❄⑤⑥❦ ❹ ➂✚➃✫✽✎➀ ❾▲➭ ➂✚➀ ➭ ✿ ➭■➵ ➽ ➭ ➁✭➂❇✻➴➄r➃❙➱➠➀ ❝ ➃❙➄ ➭
P✺◗❙❱✴❵❝❱❡③✑♣◆❢❻②➹♣r➌✵❜❞◗❙❱❡❵❝❱✴❵❞✇❻✈r③✭❱❯❵❁❥♠❵✘✈➡❼r❱✭♣◆❚✘❱✑❜❞✐❦❥➉③✭✈①❷➠✇❙❷➉✈①❢❙❱✡❜❞◗❻✈①❜✹➊✸❱✴②❛❱✭❢❙♣r❜❞❱ Ê⊥

➛↕➜➡❱✴➊✬❥♠❷❸❷✬②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱ ̂▲ ⊥ ❜❞◗❻❱
✇▲♣r❥♠❢◆❜✯❵✧♣r➌ Ê⊥

➢❨✈r❢❻②✼❜❞◗❻❱✭❥♠✐✡✇▲♣r❷➉✈①✐✴③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵✝➊✬❥♠❷♠❷❺➓▲❱➡②❙❱✭❢❙♣r❜❞❱❯②
(ζ; θ)

➛ ➜➐❱➡➊✬❥♠❷♠❷❨❥➉②❛❱✭❢■❜❦❥➑➌ç❴ü✈ã✇➟♣◆❥❸❢■❜✡♣r➌
(̂▲ ⊥(x̂; ŷ); ẑ) ∈ Ê⊥ × R

➊✬❥❸❜❞◗✩❜❦◗❙❱✜✇➟♣◆❥❸❢■❜ ̂▲ (x̂; ŷ; ẑ) ∈ Ê ❵❝♣ Ê⊥ × R
③✑♣◆✐❞✐❦❱❯❵❞✇➟♣◆❢❻②❙❵➠❜❞♣✝②❛❱❡③✑♣◆❚✹✇▲♣◆❵❞❥❸❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌ Ê❥♠❢✁■❞❵❞❷❸❥➉③✑❱❡❵❢❏❄➛☞➜➐❱✜➊✬❥♠❷❸❷☎✈r❷♠❵❞♣✝②❛❱✭❢❻♣①❜❞❱◆ê

ωN (ν) = {x̂⊥(ζ; θ) ∈ Ê⊥ | ζ > Φ(ν; θ)}

ωi
N (ν) = Ê⊥ \ ωN(ν)

➆ ❢✡❜❞◗❙❱✌➥❻❼◆❣❙✐❦❱❨➓▲❱✭❷♠♣✚➊→➊✸❱✌◗❻✈➤➧r❱❺✐❞❱❯✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜❞❱❡②❿❥♠❢✡✐❦❱❯②✧❜❞◗❙❱✌❜❦✐❦✈r❢❻❵❞➧r❱✭✐✯❵❞❱❨❵❞✇❻✈r③✭❱❬➌ç♣◆✐✵✈❁❼◆❥❸➧◆❱✭❢
ν
❥♠❢✴✈❁➧◆❱✭✐❦❴❿❵❝❥♠❚✘✇❙❷♠❱

❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❥➉③✭✈r❷✿❵❝❱✭❜❝❜❞❥♠❢❙❼➟➛

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
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φ−1
cyl ◦ φsc

❿✜✌✼❖ ➾✰✦③✑❨✬❪❲✍✱➆❳❶❲✍✱✎❳❋✚❚✱❷✚❚✘➲❲✍★❵✯➄✯✜✕❋➟➠★❚✓❢❘✫✓✎✦✤★
➜➐❱✌➥❻✐❦❵❝❜✬❚✝✈①➨r❱✜❵❞♣r❚✘❱✜❵❝❥♠❚✘✇❙❷♠❱✗③✑♣r❚✘✇❙❣❙❜❦✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻✈①❷⑥✐❦❱✭❚✝✈①✐❦➨❛❵✭➛

ξ2 − 1 = ε2ζ2 ,
∂ξ

∂ζ
= ε2

ζ

ξ

❱✑❜ ∂

∂ξ
=

ξ

ε2ζ

∂

∂ζ

P✺◗❙❱✗➎❬❱✭❷♠❚✹◗❻♣r❷❸❜❞➏✌❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✩➧r❱✭✐❦❥❸➥❻❱❯②✡➓❉❴
uε ③❯✈①❢✴➓▲❱✜➊✬✐❞❥❸❜❝❜❦❱✭❢✩❥❸❢❇❵❦③✭✈①❷♠❱❯②✩③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵✸❥♠❢✩❜❞◗❙❱✌➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✬❥❸❢❻❼❁➊✺✈➤❴

∆uε + k2uε = 0

∂

∂ξ
(ξ2 − 1)

∂uε

∂ξ
+ k2(ξ2 − 1)uε +

1

ξ2 − 1

∂2uε

∂θ2
+
∂

∂ν
(1 − ν2)

∂uε

∂ν
+ k2(1 − ν2)uε +

1

1 − ν2

∂2uε

∂θ2
= 0

ξ

ε2ζ

∂

∂ζ
ε2ζ2 ξ

ε2ζ

∂uε

∂ζ
+ k2ε2ζ2uε +

1

ε2ζ2

∂2uε

∂θ2
+
∂

∂ν
(1 − ν2)

∂uε

∂ν
+ k2(1 − ν2)uε +

1

1 − ν2

∂2uε

∂θ2
= 0

1

ε2

(1

ζ

∂

∂ζ
ζ
∂uε

∂ζ
+

1

ζ2

∂2uε

∂θ2

)
+ ζ

∂

∂ζ
ζ
∂uε

∂ζ
+ ζ

∂uε

∂ζ

+
∂

∂ν
(1 − ν2)

∂uε

∂ν
+ k2(1 − ν2)uε +

1

1 − ν2

∂2uε

∂θ2
+ k2ε2ζ2uε = 0.

ý➔❼r♣❉♣❛②❁✈r✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈✚❜❦❥❸♣◆❢✗♣①➌
uε ➊✬❥❸❷♠❷❙③✭✈r❢❻③✑❱❯❷■❜❞◗❙❱✬②❛♣◆❚✹❥♠❢❻✈r❢◆❜✲❜❦❱✭✐❦❚➮➊✬❥➑❜❦◗❁✐❦❱❯❵❞✇▲❱❯③❄❜✲❜❦♣

ε
❥❸❢❁❜❞◗❙❱✬✈r➓➟♣✚➧◆❱➠❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢☎➛

➎✵❱❯✐❞❱✜❥❸❜❬❷♠♣❉♣r➨❛❵✬❷♠❥❸➨◆❱✗✈✹❜❞✐✯✈①❢❻❵❞➧r❱❯✐❦❵❞❱❺î☞✈①✇❙❷➉✈r③✭❱✜♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐❡➛➍P✺◗❙❱✗❢❙❱❡✈①✐✺➥❻❱❯❷♠②❇②❙❱✭❢❙♣r❜❞❱❯②
Uε

1

➊✬❥♠❷❸❷☞◗❻✈➤➧r❱✌❜❦♣✝➧r❱❯✐❞❥❸➌ç❴✧❥♠❢
❵❦③✭✈①❷♠❱❯②➈③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵ 1

ζ
∂
∂ζ ζ

∂Uε
1

∂ζ + 1
ζ2

∂2Uε
1

∂θ2 = 0
➛✗P✺◗❉❣❻❵❯➢✿❥❸❢❻❵❝❜❞❱❡✈r②➈♣①➌➠③❯✈①✐✯✈r③❄❜❦❱✭✐❦❥❸➏❯❥❸❢❻❼

U ε
1 (·) ❥❸❢➟✈✡❵❞❥❸❢❻❼r❷♠❱✕❜❦❥❸❚✘❱r➢

➊✸❱❺➊✬❥♠❷♠❷☎③✭✈r✐❦✈◆③❄❜❞❱❯✐❞❥♠➏✭❱
Uε

1 (·; ν) ➌ç♣r✐✬❱❯✈◆③✯◗ ν ➛♦î➦❱✑❜✵❣➟❵✬②❛❱✑➥❻❢❻❱ Ûε
1

✈①❢❻②
Ûε

1,ν

➓■❴

Ûε
1 (̂▲ ) = Ûε

1,ν(̂▲ ⊥) = Uε
1 ( ▲ ).

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
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➒❨❱✭❢❙♣r❜❞❥♠❢❙❼
∆⊥

❜❞◗❙❱✸❜❦✐❦✈r❢❻❵❝➧◆❱✭✐✯❵❝❱✸î☎✈r✇❙❷♠✈◆③✑❱➠♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❞♣◆✐☎➌ç♣◆✐✎➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻❵✎♣r❢ Ê⊥
➢✚➊➠❱✬✈r✐❞❱➠❷❸❱❡②✗❜❦♣❺✈❺î➦✇❻✈r❷♠✈◆③✑❱✸❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢

➌ç♣r✐✬❱❡✈r③✯◗
ν
➢

∀ν ∈ [−1; +1], ∆⊥Û
ε
1,ν = 0

❥❸❢
ωN (ν).

❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱✭✐❡➢◆❜❞♣❿③✭✈r✐❦✈◆③❄❜❦❱✭✐❦❥❸➏❯❱
Ûε

1,ν

➊➠❱✌◗❻✈➤➧◆❱❺❜❞♣✝❥♠❚✹✇▲♣◆❵❞❱✌➓➟♣◆❣❙❢❻②❙✈r✐❞❴✡③✑♣r❢➟②❛❥➑❜❦❥❸♣◆❢❻❵❯➛➍❪❉❥❸❢➟③✑❱✌➌ç♣r✐✵✈r❢❉❴
ε
➢
uε = 0

♣◆❢

Γε ➊➠❱❺✈①✐❦❱❨❷♠❱❯②❿❜❞♣✹❥❸❚✘✇▲♣◆❵❞❱ Ûε
1,ν = 0

♣r❢
∂ωN(ν)

➛➠è☞❥♠❢❻✈r❷❸❷♠❴✝➊➠❱❨◗❻✈➤➧r❱❬❜❞♣✹❥❸❚✘✇▲♣◆❵❞❱❺✈✹③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢✩✈✚❜✺❥❸❢❛➥➟❢❙❥➑❜s❴◆➛ ➆ ➌
➊✸❱✸❥♠❚✘✇➟♣■❵❝❱❡②

Ûε
1,ν

❜❞♣✌➓▲❱✺➓➟♣◆❣❙❢❻②❛❱❡②❁✈①❜✲❥♠❢❛➥❻❢❻❥➑❜s❴◆➢①❜❞◗❻❱✭❢✹❢❙❱❯③✭❱❯❵❦❵❞✈r✐❞❥♠❷❸❴
Uε

1,ν = 0
➢①➊✬◗❙❥➉③✯◗❁❥➉❵✲❱✑↔❙③✭❷❸❣❻②❙❱❯②❁➓➟❱❡③✭✈①❣➟❵❝❱✸➊➠❱

◗❻✈➤➧◆❱✵❜❞♣✝③✭♣r❚✘✇➟❱❯❢❻❵❦✈✚❜❞❱❨❜❞◗❻❱✌❵❞❥♠❢❙❼r❣❙❷➉✈①✐❦❥❸❜s❴✹♣r➌☎❜❦◗❙❱❬➌Ô✈r✐✺➥❻❱✭❷➉②
uε

1

❥❸❢✡❜❞◗❻❱❺❢❻❱✭❥♠❼r◗❉➓➟♣◆✐❞◗❻♣■♣❛②✝♣r➌
J
➛➍❪❉♣✹➊➠❱✜❵❞❥❸❷♠❷⑥❥❸❚✘✇▲♣◆❵❞❱

✈➋❼◆✐❞♣✚➊✬❥♠❢❙❼➋➓▲❱✭◗➟✈➤➧■❥♠♣r✐✹✈✚❜✹❥❸❢❛➥➟❢❙❥➑❜s❴◆➢➍✈①❢➟②➹❵❝❥♠❢❻③✭❱✧❜❦◗❙❱✩❵❞❥♠❢❙❼r❣❙❷➉✈①✐❦❥❸❜s❴➡♣r➌
uε

1

❥♠❵❁❷♠♣r❼◆✈r✐❞❥❸❜❞◗❻❚✹❥➉③①➢✲➊✸❱✧➊✬❥♠❷❸❷✺❥♠❚✘✇➟♣■❵❝❱✩✈
❷♠♣r❼◆✈r✐❞❥❸❜❞◗❻❚✹❥➉③❨➓➟❱❯◗❻✈➤➧❉❥❸♣◆✐❯➛➷P☞♣✘❵❞❣❙❚ ❣❙✇ ∀ν ∈ [−1; +1]

ê





∆⊥Ûε
1,ν = 0

❥♠❢
ωN (ν),

Ûε
1,ν = 0

♣◆❢
∂ωN (ν),

Ûε
1,ν

✈r②❙❚✹❥❸❜❦❵❬✈❁❷♠♣r❼■✈①✐❦❥➑❜❦◗❙❚✘❥♠③❨➓▲❱✭◗❻✈➤➧❉❥♠♣r✐✵✈✚❜✬❥♠❢❛➥❻❢❙❥❸❜s❴
.

➎✵♣✚➊✸❱✭➧◆❱✭✐➷❜❦◗❙❱❺✇❙✐❞❱❯➧❉❥❸♣◆❣❻❵➍✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚ ♣r❢❙❷♠❴✝③✭✈①✐✯✈r③✑❜❞❱❯✐❞❥♠➏✭❱❡❵
Ûε

1,ν

❣❙✇✧❜❞♣❁✈r❢✡✈◆②❙②❛❥❸❜❞❥♠➧r❱❨③✭♣r❢❻❵❝❜❦✈r❢■❜❯➛ ➆ ❢❻②❛❱✭❱❡②✿➢❉➊➠❱❺❵s❜✯✈✚❜❦❱
✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜➷♣r➌➟❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱✬✈①❢❻②❁❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✭❢❙❱❡❵❞❵✎➌ç♣◆✐✎❜❞◗❙❱✵❵❞♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢➟❵☞♣r➌▲î☞✈①✇❙❷➉✈r③✭❱➠✇❙✐❦♣r➓❻❷❸❱❯❚✘❵✲➊✬❥❸❜❞◗✹❷♠♣r❼◆✈r✐❞❥❸❜❞◗❻❚✹❥➉③✸③✑♣r❢➟②❛❥➑❜❦❥❸♣◆❢
✈✚❜✬❥♠❢❛➥❻❢❙❥❸❜s❴r➛♦P✎✈①➨◆❱

RN > 0
❵❞❣❻③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜ ∀ν ∈ [−1; +1]

➢
ωi

N(ν) ⊂ DRN

åÜ❜❦◗❙❱✜②❛❥➉❵❝➨❿♣r➌☞③✑❱❯❢■❜❞❱✭✐
0
➊✬❥❸❜❞◗✩✐❦✈◆②❛❥❸❣➟❵

RN
❥♠❵✬②❙❱✭❢❙♣r❜❞❱❯②

DRN

æ✑➛♦î➦❱✭❜✵❣❻❵✺❥❸❢■❜❦✐❞♣❛②❛❣❻③✭❱

W 1,−1(Ê⊥\DRN ) = {U ∈ L2
loc(Ê⊥\DRN ) | U(̂▲ ⊥)

|̂▲ ⊥| ln |̂▲ ⊥|
∈ L2(Ê⊥\DRN )

✈r❢❻② ∇U ∈ L2(Ê⊥\DRN )}.

➊✬◗❙❥➉③✯◗➞❥♠❵❯➢☞✈◆③✭③✑♣◆✐❦②❙❥❸❢❙❼✩❜❦♣➐ì♠é❆✠ í ➢☎❜❞◗❙❱✧❢❻✈✚❜❦❣❙✐❦✈r❷➷➧✚✈①✐❦❥♠✈①❜❞❥♠♣r❢❻✈r❷✲❵❞✇❻✈◆③✑❱✹➌ç♣r✐✗➓❻❥♠②❛❥♠❚✘❱✭❢❻❵❞❥♠♣r❢❻✈r❷➍î☎✈r✇❙❷♠✈◆③✑❱✘✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✝❵✌❥♠❢
❣❙❢❉➓▲♣r❣❙❢❻②❙❱❯②✩②❛♣r❚✝✈①❥♠❢❻❵❯➛ ➆ ❢✡✇❻✈r✐❝❜❦❥♠③✭❣❙❷➉✈①✐✬✈✗➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢

U ∈ W 1,−1(Ê⊥ \DRN )
❥♠❵✺➓▲♣r❣❻❢❻②❛❱❯②✩✈✚❜✬❥♠❢❛➥❻❢❙❥❸❜s❴❿❥❸➌✎✈r❢❻②

♣r❢❻❷❸❴❿❥❸➌
lim sup
ζ→+∞

sup
θ∈[0;2π]

|U(ζ; θ)| < +∞ ➛

➌➍➭ ➽➹➽ã➃ ♦❩⑤✼❤
➭ Ð✚Ú✕Õ✚Ö➟❒

ν ∈ [−1; +1] ➙ Ï ➎ Ý✺❰⑥Ú❞Ð➨➏✭×❸Ý✭❮✈➚




➭ ÒÜÖ❄➒
(U ;α) ∈ H1

loc

(
ωN (ν)

)
× C

❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï

∆U = 0
ÒÜÖ

ωN(ν),

U = 0
Ð①Ö

∂ωN(ν),

lim
ζ→+∞

‖U(ζ; θ) − α− ln ζ‖θ,∞ = 0.

Õ➨➒①❮❁ÒÜÏ➴❐✕Õ✙↔❛Ö➟Ò✾➩❍↔❻Ý✜❐✭Ð✚×➫↔❛Ï●ÒÔÐ✚Ö ù
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅

❪❉❣❙✇❻✇➟♣■❵❝❱
ν
❥➉❵✲➥❙↔❛❱❯②➦➛✎è❻♣r✐➷❜❦◗❙❱✵❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱r➢◆❷❸❱✭❜

Ũ
➓➟❱✺❜❦◗❙❱✵❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✬➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢✝❥♠❢

W 1,−1(ωN (ν))
❵❞✈①❜❞❥➉❵s➌ç❴❉❥♠❢❙❼❻ê

∆⊥Ũ = 0
❥♠❢

ωN (ν),

Ũ(̂▲ ⊥) = − ln | ▲̂ ⊥|
➌ç♣◆✐ ̂▲ ⊥ ∈ ∂ωN (ν).

P✺◗❙❱❯❢
ln |̂▲ ⊥|+Ũ(̂▲ ⊥)

❥♠❵➷❵❞♣r❷♠❣❛❜❦❥❸♣◆❢✗❜❞♣❺❜❦◗❙❱✬✈①➓▲♣✚➧r❱➍✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚✴➛✎è❻♣r✐✎❜❞◗❙❱✺❣❙❢❻❥♠❧■❣❙❱❯❢❙❱❯❵❦❵✭➢r❥➑➌
V
❥➉❵➷✈①❢❻♣①❜❞◗❻❱✭✐➷❵❝♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢

❜❞♣✹❜❦◗❙❥♠❵✵✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚✴➢❉❜❞◗❙❱❯❢
U − V

❵❞✈①❜❞❥➉❵s➥➟❱❯❵






U − V ∈W 1,−1(ωN (ν)),

∆⊥(U − V ) = 0
❥♠❢

ωN(ν),

U − V = 0
♣◆❢

∂ωN (ν).

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ⑧■⑨

◗❙❱❯❢❻③✑❱➠❜❞◗❙❱✸❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✭❢❻❱❯❵❦❵☞✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜☞➌ç♣◆✐☞♣◆❣❙✐✲✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚④✈r③❯③✑♣◆✐❦②❛❥♠❢❙❼✬❜❦♣❬❜❦◗❙❱✺❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✭❢❙❱❡❵❞❵☞✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜✎➌ç♣r✐➷î☞✈①✇❙❷➉✈r③✭❱➍✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚
➊✬❥❸❜❞◗✴➓➟♣◆❣❙❢❻②❛❱❡②❛❢❙❱❡❵❞❵✬✈①❜✵❥❸❢❛➥➟❢❙❥➑❜s❴➐åÔ③r➛ ➌✺ì❸é❉✠ í ➌ç♣◆✐✬❱✑↔❛❱✭❚✘✇❙❷♠❱❡æ✑➛

➆ ❢✡❜❞◗❙❱✜❷♠❥➑❜❞❜❞❱❯✐❦✈①❜❞❣❙✐❦❱❬❜❦◗❙❱✗③✑♣◆❢❻❵❝❜❦✈①❢■❜
α
✈r✇❙✇➟❱❡✈①✐❦❥❸❢❻❼❁❥♠❢✧❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼✹❷❸❱❯❚✹❚✝✈✹❥➉❵✵③✭✈r❷❸❷♠❱❯②✧❜❞◗❙❱✜③❯✈①✇❻✈◆③✑❥❸❜s❴r➛➷î➦❱✭❜

❣❻❵➠③✭✈①❷♠❷
V̂ν

❜❦◗❙❱✵❣❙❢❻❥♠❧■❣❙❱❺❵❝♣◆❷❸❣❛❜❦❥❸♣◆❢✘❜❞♣✜❜❦◗❙❱❬✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚ ✈r✇❙✇▲❱❯✈①✐❦❥♠❢❙❼✜❥❸❢❿❜❞◗❙❱❬❵❝❜❦✈①❜❞❱❯❚✹❱❯❢■❜➠♣①➌✿❷♠❱✭❚✘❚✝✈ ÷ ➛❸é①➛✲ý✬③✭③✭♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼
❜❞♣➐❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✭❢❻❱❯❵❦❵✭➢✲❜❦◗❙❱✭✐❦❱✡❱✭↔❛❥♠❵❝❜❦❵

bεν ∈ C
❵❞❣❻③✯◗↕❜❦◗❻✈✚❜

Ûε
1,ν = bεν V̂ν

P☞♣➈➌ç❣❻❷❸❷♠❴➹③✭✈r✐❦✈◆③❄❜❞❱❯✐❞❥♠➏✭❱
Uε

1,ν

❜❞◗❻❱✭✐❦❱✡♣◆❢❙❷❸❴
✐❦❱✭❚✝✈①❥♠❢❻❵✸❜❞♣✝③❯✈①✐✯✈r③❄❜❦❱✭✐❦❥❸➏❯❱

bεν
➛♦➒❬❱✭➥❻❢❙❥♠❢❙❼✘❜❞◗❙❱✌➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻❵

bε(ν) = bε(x) = bεν
➢❛➊✸❱✌◗❻✈➤➧r❱❺➥❻❢➟✈①❷♠❷❸❴✝❜❦◗❙❱✜❱❯❧■❣❻✈r❷❸❥❸❜s❴

Uε
1 ( ▲ ) = bε( ▲ )V ( ▲ ).

åÔÿ■æ

➜➐❱❨❵❞❱✭❱✵❜❦◗❻✈✚❜➠❜❞◗❙❱❨❢❙❱❯✈r✐♦➥❻❱❯❷♠②❿❥♠❵➠③✑♣r❢➟❵s❜❦✐❞❣❻③✑❜❞❱❡②✘♣r❢✝❜❦◗❙❱❬➓❻✈◆❵❝❥➉❵♦♣r➌☎✈✗❵❝❜❦✈✚❜❦❥♠③❬✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚ ❥➴➛ ❱r➛✎❜❦◗❙❱❨î☞✈①✇❙❷➉✈r③✭❱✵❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢
❵❦✈✚❜❞❥➉❵❝➥❻❱❯②➞➓❉❴

V
➛➋➎✵❱❯✐❞❱❿❥➉❵✕❵❞♣r❚✘❱✌qs❣❻❵❝❜❞❥❸➥➟③❯✈✚❜❞❥♠♣r❢↕♣r➌✵♣r❢❙❱✝♣r➌✺❜❞◗❙❱✩✈r❵❦❵❝❣❙❚✘✇❛❜❦❥❸♣◆❢❻❵✜♣r➌✸❜❦◗❙❱✡➎❬♣r❷♠❷♠✈r❢❻②➞❚✘♣❛②❛❱✭❷➍❜❞◗❻✈①❜

❵❝❜❦✈✚❜❦❱❯❵✺❜❦◗❻✈✚❜❬❜❞◗❙❱✕➥❻❱✭❷➉②❇✈r②❛❚✘❥❸❜❦❵❨✈✝❵s❜✯✈✚❜❞❥➉③✜➓▲❱✭◗❻✈➤➧❉❥♠♣r✐✬❥♠❢✴❜❞◗❙❱❁❢❙❱✭❥♠❼r◗❉➓▲♣r✐❦◗❙♣❉♣❛②✧♣r➌✎❜❦◗❙❱✗➊✬❥♠✐❞❱◆➛✸❲❬♣✚➊þ➊➠❱✜➊✬❥♠❷❸❷✎❵s❜✯✈✚❜❦❱
❜s➊✸♣✜✇❙✐❞♣◆✇➟❱❯✐❝❜❦❥❸❱❡❵✭➢r♣r❢❙❱✬✐❦❱✭❷➉✈✚❜❦❱❯②✕❜❞♣

V̂ν
✈①❢❻②❁❜❦◗❙❱✵♣①❜❦◗❙❱✭✐➷✐❦❱✭❷➉✈✚❜❦❱❯②❁❜❞♣

V
➛➷P✺◗❙❱❯❵❞❱✬✇❙✐❦♣r✇▲❱✭✐❞❜❞❥♠❱❯❵✲➊✬❥♠❷❸❷▲✈①❷♠❷❸♣✚➊ä❥❸❢❿❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢

û❙➛♠é❺❜❞◗❙❱✗②❙❱✑➥❻❢❙❥❸❜❞❥♠♣r❢❇♣r➌✎✈r❢✩♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣◆✐✸➊✬❥❸❜❞◗✙■❝❼r♣❉♣❛②✧✇❻✐❞♣◆✇➟❱❯✐❝❜❦❥❸❱❡❵❢❏✌✇❙✐❞♣✚➧❉❥➉②❛❥♠❢❙❼✕❜❦◗❙❱✕✈➤➧◆❱✭✐✯✈①❼r❱❬➧➤✈r❷❸❣❻❱✜♣①➌➷✈✹➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢
♣r❢✩❱❯✈◆③✯◗✧❜❦✐❦✈r❢❻❵❞➧r❱✭✐✯❵❞❱❨❵❞❱❯③❄❜❦❥❸♣◆❢✴♣①➌☎❜❦◗❙❱✜➊✬❥♠✐❞❱◆➛

➌➍➭ ➽➹➽ã➃ ♦❩⑤✷❦
➭ Ð✚Ú➋Õ✙➪❀➐■Ý↕➒

ν ∈ [−1, 1] ➙ ➒◆Ý✑Ö⑥Ð✚ÏÑÝ
n̂ν

Ï ➎ Ý➈Ð❇↔❛Ï✷➛■Ð✚ÒÜÖ❑➛ãÖ▲Ð①Ú❄❮✘Õ①×✰➧➤Ý✯Ó✭Ï➶Ð①Ú❇Ï➶Ð
∂ωN(ν)

Õ✚Ö❶➒
γ̂ν

Ï ➎ Ý❇❐➅↔❛ÚçÙ✑Õ◆Ó❦Ý
❮✝Ý❦Õ✚❐➅↔❛Ú❞Ý✕Ð①Ö

∂ωN(ν)
ù ➍❶➎ Ý✑Ö

1

2π

∫ 2π

0

∂V̂ν

∂n̂ν
(ν, θ) γ̂ν(θ) dθ = 1.

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
❪❉❥♠❢❻③✑❱

∆⊥V̂ν = 0
❷♠❱✑❜✲❣❻❵✲✈①✇❻✇❙❷❸❴✗✈➠☎❺✐❦❱✭❱✭❢✗➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✵➊✬❥❸❜❞◗❁❜❞◗❙❱➠❜❞❱❡❵s❜✲➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢

1
❥♠❢✗❜❦◗❙❱✺②❛♣r❚✝✈①❥♠❢

ωN (ν)∩Dr➊✬❥❸❜❞◗
r → +∞ ➛➷➜➡❱✌◗❻✈➤➧◆❱

∫ 2π

0

∂V̂ν

∂n̂ν
(ν, θ) γ̂ν(θ) dθ =

∫ 2π

θ=0

∂V̂ν

∂r
rdθ.

✈r③❯③✑♣◆✐❦②❛❥♠❢❙❼❺❜❞♣✌❜❦◗❙❱✵❱✭↔❉✇➟✈①❢❻❵❞❥❸♣◆❢❁♣r➌
V̂ν

❥♠❢✹❜❞◗❙❱✵❢❻❱✭❥♠❼r◗❉➓➟♣◆✐❞◗❻♣■♣❛②❁♣①➌✿❥♠❢❛➥❻❢❙❥❸❜s❴r➢ ∂ bVν

∂r ∼ 1/r
➊✬◗❙❱✭❢

r → +∞ ➛✍☎❺♣r❥♠❢❙❼
❜❞♣✴❜❦◗❙❱✝❷♠❥❸❚✘❥❸❜✗➌ç♣r✐

r → ∞ ❥❸❢➐❜❦◗❙❱✧✈①➓▲♣✚➧r❱✹❥➉②❛❱✭❢■❜❞❥❸❜s❴➈❴❉❥♠❱✭❷➉②❙❵✌❜❦◗❙❱✧②❛❱❡❵❝❥♠✐❞❱❡②➈✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜✕❵❝❥♠❢❻③✭❱✘❜❞◗❙❱✝✐❦❥❸❼◆◗■❜✌◗➟✈①❢❻②➞❵❞❥♠②❛❱
❼r♣❉❱❡❵✸❜❞♣

2π
➛

P✺◗❙❱❇✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼➞✇❙✐❦♣r✇▲❱✭✐❞❜s❴↕◗❻✈r❵✘➓▲❱✭❱❯❢➣②❛❱❯②❛❣➟③✑❱❯②ä➌ç✐❦♣r❚ ✈➞➓❻❥♠②❛❥♠❚✘❱✭❢❻❵❞❥♠♣r❢❻✈r❷✵③✑♣r❢■❜❦❱✑↔❉❜❯➛➣➜➐❱❇✇❙✐❦♣r✇▲♣◆❵❞❱✩✈➡❜❞◗❻✐❞❱❯❱
②❛❥♠❚✘❱✭❢❻❵❞❥❸♣◆❢❻✈①❷▲✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜✺❵❝❥♠❚✘❥❸❷➉✈①✐➠❜❞♣✕❜❞◗❙❥➉❵✸❷♠✈◆❵s❜✸✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜❡➛✲P✺◗❻❱❨②❛❥➇✞❿③✑❣❙❷❸❜s❴❿③✑♣◆❚✹❱❡❵♦➌ç✐❦♣r❚ ❜❦◗❙❱❨❷♠♣r❢❻❼r❥❸❜❞❣❻②❛❥♠❢❻✈r❷▲③✭❣❙✐❞➧✚✈①❜❞❣❙✐❦❱
åç➊✬❥❸❜❞◗✴✐❦❱❯❵❞✇➟❱❡③❄❜✬❜❦♣

ν
æ✸♣①➌✲❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷➦③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵✭➛

➌➍➭ ➽➹➽ã➃ ♦❩⑤⑥♠
➍❶➎ Ý✭Ú❞Ý✘Ý❷➐◆Ò➉❐❄Ï➴❐

κ > 0
ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✭Ö❄➒rÕ①Ö❻Ï✬ÐsÙ

ε
Õ✚Ö❶➒

ν
❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï⑥Ù✑Ð✚Ú

ε
❐❄❮✝Õ✚×Ü×☞Ý✭Ö▲Ð➯↔➨➛ ➎ Õ✚Ö❶➒ ∀ν ∈ I

∣∣∣
1

2π

∫ 2π

0

γε(ν, θ)
∂V

∂n
(ν, θ) dθ − 1

∣∣∣ < κε.

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
è❙♣◆✐ E ➢❙❥♠❢✴❵❦③✭✈r❷❸❱❡②✡③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵✭➢ ➊➠❱❺✐❦❱❯③✭✈r❷❸❷▲❜❦◗❙❱✜❱✑↔❛✇❙✐❦❱❯❵❦❵❝❥♠♣r❢✡♣①➌✎❜❞◗❙❱✜❚✘❱✭❜❞✐❦❥♠③❨❜❞❱❯❢❻❵❞♣r✐

d2m = ε2
ξ2 − ν2

ξ2
d2ζ +

ξ2 − ν2

1 − ν2
d2ν + ε2ζ2(1 − ν2) d2θ = h2

1 d
2ζ + h2

2 d
2ν + h2

3 d
2θ.

P✺◗❙❱✜❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌
Γε ➊✬❥❸❜❞◗✩❜❞◗❙❱❡❵❝❱✗③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✸❥♠❵ (Γε) : ζ = Φ(ν, θ)

➛♦➒❬❱❯❢❙♣①❜❦❱
n = nζ

∂
∂ζ + nν

∂
∂ν + nθ

∂
∂θ❜❞◗❻❱✜♣r❣❛❜❦❼r♣r❥♠❢❙❼✹❢❙♣r✐❦❚✝✈①❷⑥❜❦♣

Γε ➛✲➜➡❱✗③❯✈①❢❇✈①✇❻✇❙❷❸❴❿❜❞◗❙❱✜✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜✺♣r➌✎❷♠❱✭❚✘❚✝✈✘ý✗➛ ÿ✘❥❸❢✡❜❞◗❻❱✗✈①✇❙✇▲❱✭❢❻②❙❥➑↔✴✈①❢❻②✡♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢

γεnζ =
hνhθ

hζ
= Φ (1 + ε2Φ2)1/2 = Φ +

ε2Φ3

1 +
√

1 + ε2Φ2
.

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



⑧①û ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱✭✐☎➌ç♣r✐ Ê ➢①❥♠❢✘❵❞③❯✈①❷♠❱❯②✹③✑♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵ (ζ, θ) åç✇▲♣r❷➉✈①✐➷③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵✯æ❄➢✚♣◆❢❙❱➠❱❡✈r❵❞❥❸❷♠❴✗③✑♣◆❚✘✇❙❣❛❜❞❱❡❵✎❜❞◗❙❱✺❱✭↔❉✇❻✐❞❱❡❵❞❵❞❥❸♣◆❢♣①➌✎❜❞◗❻❱❺❚✘❱✭❜❞✐❦❥♠③
γ̂ν
♣r❢

∂ωN (ν)
➢❻✈r❢❻②✡♣①➌✎❜❞◗❙❱✜♣◆❣❛❜❞❼◆♣r❥♠❢❙❼❁❢❻♣r✐❦❚✘✈r❷

n̂ν = n̂ν,ζ
∂
∂ζ + n̂ν,θ

∂
∂θ

❜❞♣
∂ωN (ν)

γ̂ν(θ) =
(
Φ2 + (

∂Φ

∂θ
)2

)1/2

n̂ν,ζ =
Φ

(
Φ2 + (

∂Φ

∂θ
)2

)1/2
γ̂ν n̂ν,ζ = Φ.

è❙✐❦♣r❚✥❜❦◗❙❥➉❵❁➊✸❱✴③✭✈①❢ä②❛❱❯②❛❣➟③✑❱ ∃κ > 0
❵❝❣❻③✯◗✡❜❞◗➟✈✚❜ ∀ν ∈ I, ∀θ ∈ [0, 2π] |γεnζ − γ̂ν n̂ν,ζ | < κε2

➛
❳❬❵❞❥♠❢❙❼✹❜❞◗❙❱✜✐❦❱✭❼◆❣❙❷♠✈r✐❞❥❸❜s❴✝♣①➌

V
➢❙➊✸❱✜③✭✈r❢✩✈r❷♠❵❞♣✘❱❯❵❝❜❦✈①➓❻❷❸❥➉❵❝◗✡❜❞◗❻❱✌➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✬❥♠❢❙❼✹✐❞❱❡❵❝❣❙❷❸❜

∃κ > 0
❵❞❣❻③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜ ∀ν ∈ I, ∀θ ∈ [0, 2π] |nθ

nζ

∂V

∂θ
+
nν

nζ

∂V

∂ν
− n̂ν,θ

n̂ν,ζ

∂V̂ν

∂θ
| < κε

è✎❥❸❢➟✈①❷♠❷❸❴❿❢❻♣①❜❞❱✌❜❦◗❻✈✚❜

γε ∂V

∂n
= γεnζ

(∂V
∂ζ

+
nθ

nζ

∂V

∂θ
+
nν

nζ

∂V

∂ν

)
.

❳❬❵❞❥♠❢❙❼✝❜❞◗❻❱✗✇❙✐❦❱❯③✑❱❡②❛❥♠❢❙❼✝❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱❡❵✬❣❙❢❙❥❸➌ç♣r✐❦❚✻➊✬❥➑❜❦◗❇✐❞❱❡❵❝✇▲❱❯③✑❜✵❜❞♣
ν
✈r❢❻②

θ
➢❻➊✸❱✗♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢✩❜❞◗❻❱✗❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱✗♣①➌

κ > 0❥♠❢❻②❛❱✭✇▲❱✭❢➟②❙✈①❢■❜✵♣①➌
ε
✈r❢❻②

ν
❵❞❣❻③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜✬➌ç♣◆✐

ε
❵❞❚✝✈①❷♠❷✿❱✭❢❙♣◆❣❙❼r◗✴✈①❢❻②✧➌ç♣r✐✵✈r❢❉❴

ν ∈ I
➢

∣∣∣
∫ 2π

0

γε(ν, θ)
∂V

∂n
(ν, θ) dθ −

∫ 2π

0

γ̂ν(θ)
∂V̂ν

∂n̂ν
(θ) dθ

∣∣∣ < κε.

ý✬③✭③✭♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼✕❜❦♣✝❷❸❱❯❚✘❚✘✈ ÷ ➛ ⑧❉➢❻➊➠❱✌➨❉❢❙♣✚➊ü❜❦◗❻✈✚❜ ∫ 2π

0 γ̂ν(θ) ∂ bVν

∂bnν
(θ) dθ = 2π

➢❻◗❙❱✭❢❻③✭❱❺❜❞◗❙❱✗②❛❱❡❵❝❥♠✐❦❱❯②✡✐❞❱❡❵❝❣❙❷❸❜❯➛

❿✜✌✼⑩ ➡➢❴✰❭❚❲✍★❚✘✛✓❜✦❂★➄✓✎★✧❘✫❙✜✕✐★✜✕❩✓✎❸✤❙➳➂➋✦③✑✔❙✜✦❯✦✰✯❱✦③✖➼✓❷★✰➟➠★❚✓❢❘➨✥
♦✲⑤⑨♠❩⑤✾❤ ➊☞➵ ➂✚➽➹➃❻➱ ➭ ▲ ❝ ➃✔✽☞➀❆✻ ➵ ✽
➜➐❱✹✈r✐❞❱✗❢❻♣✚➊④❼r♣r❥♠❢❙❼✝❜❦♣✧❷♠♣❉♣r➨✡➌ç♣r✐✌✈①❢➋❱✭↔❉✇➟✈①❢❻❵❞❥❸♣◆❢❇♣①➌

Uε
1,ν

❥❸❢❇❜❦◗❙❱✹❢❙❱✭❥♠❼r◗❉➓▲♣r✐❦◗❙♣❉♣❉②✴♣r➌♦❥❸❢❙➥❻❢❙❥❸❜s❴r➛ ➆ ❜❺❵❞❣✣✞❿③✑❱❡❵✵❜❦♣
♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢✴❵❝❣❻③✯◗✩✈①❢✩❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❝❥♠♣r❢❿➌ç♣r✐

Vν
➛♦❪❉❥♠❢❻③✑❱

Φ
❥➉❵✬✈

C∞ ➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢☎➢❙❥➑❜✬❥➉❵✸❜❞❱❡②❛❥❸♣◆❣❻❵✸➓❙❣❛❜✵❱❡✈r❵❞❴❿③✑♣r❚✘✇❙❣❙❜❦✈✚❜❦❥❸♣◆❢❿❜❦♣
❵❞◗❙♣✚➊ ❜❞◗❻✈①❜

ν 7→ V̂ν
❥➉❵
C∞ ♣◆❢ [−1; +1]

✈◆❵❬✈✘➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢➈➧➤✈r❷❸❣➟✈✚❜❞❱❡②✴❥❸❢
W 1,−1(Ê⊥ \DRN )

➛ ➆ ❢ Ê⊥ \DRN

➢
V̂ν
③❯✈①❢✴➓▲❱✗②❛❱❯③✭♣r❚✘✇➟♣■❵❝❱❡②❿❣❻❵❞❥♠❢❙❼❿❵❝❱❯✇❻✈①✐✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❿♣①➌✲➧✚✈①✐❦❥♠✈r➓❙❷♠❱❯❵✸❥❸❢✩❜❦◗❙❱✌➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✬❥♠❢❙❼✹❚✝✈①❢❙❢❙❱❯✐

V̂ν(ζ) = ln ζ +
+∞∑

p=−∞

Vν,p

ζ|p|
eipθ

❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱✭✐➠➌ç♣r✐✬❱❡✈r③✯◗
p ∈ Z
➢❙❥❸❜✵❥➉❵✺❱❯✈r❵❞❴✝❜❦♣✘❵❞◗❙♣✚➊→❜❞◗❙❱✗③✭♣r❢■❜❞❥♠❢❉❣❙♣r❣❻❵✺②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈r❢❻③✑❴✡♣①➌

Vν,p
➊✬❥❸❜❞◗✴✐❦❱❯❵❞✇➟❱❡③❄❜✬❜❞♣

ν

∫ 2RN

RN

∫ 2π

0

V̂ν(ζ; θ)
e−ipθ

ζ
dζdθ =

1

|p|
1

R
|p|
N

(1 − 1

2|p|
) 2π Vν,p

è❙✐❦♣r❚❃❜❞◗❙❥➉❵✬➊✸❱✌②❙❱❯②❛❣❻③✭❱✌❜❞◗❙❱✜❱✭↔❛❥♠❵❝❜❞❱❯❢❻③✑❱✌♣①➌➷✈✘③✑♣◆❢❻❵s❜✯✈①❢■❜
κ > 0

❥♠❢❻②❛❱✭✇▲❱✭❢➟②❙✈①❢■❜✵♣①➌
ν
❵❝❣➟③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜

∀ν ∈ [−1; +1], ∀p ∈ Z, |Vν,p| 6 κR
|p|
N

å❝é❯❹■æ
➒❨❱✭✐❦❥❸➧✚✈✚❜❦❥❸❢❻❼❺➊✬❥❸❜❞◗✹✐❦❱❯❵❞✇➟❱❡③❄❜✲❜❞♣

ν
❥❸❢❁❜❞◗❻❱✬❥♠②❛❱❯❢■❜❞❥❸❜s❴✧åsé❡❹ræ❄➢◆➊➠❱✸♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢✕❜❦◗❙❱✬❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱➠♣r➌⑥✈r❢❙♣①❜❦◗❙❱✭✐➷③✭♣r❢❻❵❝❜❦✈r❢◆❜

κ > 0❥♠❢❻②❛❱✭✇▲❱✭❢➟②❙✈①❢■❜✵♣①➌
ν
❵❝❣❻③✯◗✩❜❦◗❻✈✚❜

∀ν ∈ [−1; +1], ∀p ∈ Z, | d
dν
Vν,p| 6 κR

|p|
N

✈①❢❻② | d
dν

(1 − ν2)
d

dν
Vν,p| 6 κR

|p|
N

å❝éré➤æ

î➦❱✭❜❺❣➟❵❬➥➟❢❙❥♠❵❞◗➋❜❦◗❙❥➉❵❺❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢➋➓❉❴✴➊✬✐❦❥➑❜❦❥❸❢❙❼✡❜❞◗❻❱✕➥❻✐✯❵❝❜❬❜s➊✸♣❿❜❞❱❯✐❞❚✝❵❺♣①➌➍❜❞◗❙❱✹❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❝❥♠♣r❢❇❥♠❢➋❜❦◗❙❱✘❢❙❱✭❥♠❼r◗❉➓▲♣r✐❦◗❙♣❉♣❛②✴♣①➌
❥♠❢❛➥❻❢❙❥❸❜s❴✡♣r➌✲❜❞◗❙❱✕➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢

Uε
1

➊✸❱✜◗❻✈➤➧r❱✺qs❣❻❵❝❜❺③✭♣r❢❻❵❝❜❞✐❦❣❻③✑❜❞❱❯②➦➛ ➆ ➌➷➊✸❱✕②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱
bε(ν) = bεν

✈r❢❻②
V0 : ν 7→ Vν,0

➢
❜❞◗❻❱✭❢❇✈r③❯③✑♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼❁❜❞♣✹❜❞◗❙❱✜✇❻✐❞❱❡③✑❱❯②❙❥❸❢❙❼✘✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵

Uε
1 ( ▲ ) = bε(ν) ln ζ + bε(ν)V0(ν) + o(1)

➛♦ý❬❵✵✈✘③✑♣◆❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱✭❢➟③✑❱

Uε
1,as( ▲ ) = bε(ν) ln ζ + bε(ν)V0(ν).

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
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♦✲⑤⑨♠❩⑤⑥❦ ⑧ ➂➤➂ ➵ ➂ ➭ ➀❯➁✺✻➴➽➹➃❛➁ ➭ ➀
î➦❥♠➨r❱➍❥❸❢✜❜❦◗❙❱✺❵❝❱❡③❄❜❞❥♠♣r❢✗②❙❱❯②❛❥➉③✭✈①❜❞❱❯②✜❜❞♣✵❜❦◗❙❱♦➌Ô✈r✐➦➥❻❱❯❷♠②➦➢✚➊➠❱➠✇❙✐❞♣✚➧◆❱➷❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱❡❵✿➌ç♣◆✐☎❜❦◗❙❱➍❢❙❱❡✈①✐☎➥❻❱✭❷➉②✿➛✲ý❬❵✎✈✵③✑♣◆❢❻❵❝❱❡❧■❣❙❱✭❢❻③✭❱
➊✸❱❺➊✬❥♠❷♠❷➦✇❙✐❦♣r✇▲♣◆❵❞❱❨❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈✚❜❦❱❯❵✺➌ç♣◆✐✺❜❞◗❙❱✌➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✬❥♠❢❙❼✹❧■❣❻✈r❢■❜❞❥❸❜❞❥♠❱❯❵

‖Uε
1 − Uε

1,as‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε) ‖ ∂
∂ξ

{Uε
1 − Uε

1,as}‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε)
✈①❢➟② ‖∆Uε

1‖L2(Zε
pr)

• ➭ ➀❯➁✺✻➴➽➹➃❛➁ ➭✡➵❄❃ ‖U ε
1 − Uε

1,as‖2
L∞

ξ ⊗L2
ν(T ε)➜➡❱✜♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢✴②❛❥♠✐❞❱❡③❄❜❞❷♠❴

Uε
1 − Uε

1,as = bε(ν)
∑

|p|>1

Vν,p

ζ|p|
eipθ

ý✬③✭③✑♣◆✐❦②❙❥❸❢❙❼✹❜❦♣✝❜❞◗❙❱❁❥❸❢❻❱❯❧■❣❻✈①❷♠❥❸❜s❴➐å❝é❯❹ræ✬✈r❢❻②✩➌ç♣r✐
ε
❵❞❚✝✈①❷♠❷☎❱❯❢❙♣r❣❙❼◆◗➦➢❻➊✸❱✕③❯✈①❢✩➥❻❢❻②

κ > 0
❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈①❢■❜❬♣r➌

ν
✈r❢❻②

p
❵❞❣❻③✯◗✩❜❞◗❻✈①❜❯➢❉➌ç♣◆✐

ζ > RN

∣∣∣
∑

|p|>1

Vν,p

ζ|p|
eipθ

∣∣∣ 6
RN

ζ

∑

|p|>1

|Vν,p|
RN ζ|p|−1

6
κ

ζ
6 κ ε1/2.

➎✵❱✭❢➟③✑❱❺❜❞◗❙❱✜❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈①❜❞❱
‖Uε

1 − Uε
1,as‖2

L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε) 6 κ ‖bε‖E0(I) ε
1/2

• ➭ ➀❯➁✺✻➴➽➹➃❛➁ ➭✡➵❄❃ ‖ ∂
∂ξ{Uε

1 − Uε
1,as}‖2

L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε)➜➡❱✜◗❻✈➤➧◆❱
∂

∂ξ
{Uε

1 − Uε
1,as} =

ξ

ε2ζ
bε(ν)

∑

|p|>1

−|p| Vν,p

ζ|p|+1
eipθ

ý✵❼◆✈r❥❸❢✩❣❻❵❞❥❸❢❻❼✹❥♠❢❙❱❡❧◆❣➟✈①❷♠❥➑❜s❴➈å❝é❯❹ræ✸➊✸❱✌♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢
κ > 0

❥❸❢➟②❛❱✭✇▲❱✭❢❻②❻✈①❢■❜✵♣①➌
ν
❵❝❣❻③✯◗✡❜❞◗➟✈✚❜✬➌ç♣r✐

ε
❵❞❚✝✈①❷♠❷✿❱✭❢❙♣◆❣❙❼r◗

∣∣∣
∑

|p|>1

−|p| Vν,p

ζ|p|+1
eipθ

∣∣∣ 6
RN

ζ2

∑

|p|>1

|p| |Vν,p|
RN ζ|p|−1

6
κ

ζ2
6 κ ε.

P☞✈r➨■❥♠❢❙❼✹❥❸❢■❜❦♣❿✈r③✭③✭♣r❣❙❢■❜✸❜❞◗❙❱✌➌Ô✈◆③❄❜✬❜❦◗❻✈✚❜ | ξ
ε2ζ | < 2

ε3/2

➢❛➊➠❱✗✈r✐❞❱❺❷❸❱❡②✡❜❞♣

‖ ∂
∂ξ

{Uε
1 − Uε

1,as}‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε) 6 κ
1

ε1/2

• ➭ ➀❯➁✺✻➴➽➹➃❛➁ ➭✡➵❄❃ ‖∆U ε
1‖L2(Zε

pr)❳❬❵❞❥❸❢❙❼❿å❝é❯❹■æ➷✈①❢❻②❇å❝éré❯æ✑➢❛❵❝♣◆❚✹❱✵③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵♦❴❉❥♠❱✭❷➉②✹❜❞◗❙❱✵❱✭↔❛❥♠❵❝❜❞❱❯❢❻③✑❱✵♣r➌
κ > 0

❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈r❢◆❜➠♣①➌
ε, ν

✈①❢❻②
θ
❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜

|ζ ∂
∂ζ
ζ
∂Uε

1

∂ζ
|2 6 κ2 |bε(ν)|2

|ζ ∂U
ε
1

∂ζ
|2 6 κ2 |bε(ν)|2 ln2 1

ε

| ∂
∂ν

(1 − ν2)
∂Uε

1

∂ν
|2 6 κ2

(
|bε(ν)|2 + (1 − ν2)|d b

ε

dν
|2 + | d

dν
(1 − ν2)

d bε

dν
|2

)
ln2 1

ε

|k2(1 − ν2)Uε
1 |2 6 κ2 |bε(ν)|2 ln2 1

ε

|k2ε2ζ2Uε
1 |2 6 κ2 |bε(ν)|2

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
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❩❇♣r✐❦❱✭♣✚➧◆❱✭✐❡➢❻✈r③❯③✑♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼✝❜❦♣❿❜❞◗❻❱✹✈◆❵❞❵❞❣❙❚✘✇❛❜❞❥♠♣r❢➋❜❞◗❻✈①❜
Φ(ν; θ) = Φ(ν)

➊✬◗❙❱✭❢ |ν| > ν0
➢✿➊✸❱✕♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢➋❜❞◗❻✈①❜

➌ç♣r✐ |ν| > ν0
➢
Uε

1

❥➉❵✵❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈r❢◆❜❺♣①➌
θ
➛✵ý❬❼◆✈①❥♠❢❇❣❻❵❞❥❸❢❻❼➈åsé❡❹ræ✵✈r❢❻②↕åsé◆é❡æ❄➢▲➊✸❱✗♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢✴❜❞◗❙❱✕❱✑↔❛❥♠❵❝❜❞❱❯❢❻③✑❱✕♣①➌

κ > 0
❥❸❢➟②❛❱✭✇▲❱✭❢❻②❻✈①❢■❜✵♣①➌

ε, ν
✈r❢❻②

θ
❵❝❣❻③✯◗✡❜❞◗➟✈✚❜

| 1

1 − ν2

∂2Uε
1

∂θ2
|2 6 κ2 |bε(ν)|2

è❙✐❦♣r❚ ❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦❱❯③✑❱❡②❛❥♠❢❙❼❁❥♠❢❙❱❡❧◆❣➟✈①❷♠❥➑❜❦❥❸❱❡❵✭➢❙➊✸❱✜③✭✈r❢✩②❛❱❡②❛❣❻③✭❱✌❜❞◗❙❱✌➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✬❥❸❢❻❼❁♣◆❢❙❱❯❵

‖∆Uε
1‖2

L2(Zε
pr)

6 κ2 ‖bε‖E2(I) ln2 1

ε

∫ +1

ν=−1

∫ 2π

θ=0

∫ √
2/ε1/2

ζ=Φ(ν;θ)

ε2
ζ

ξ
dζdνdθ 6 κ2 ‖bε‖2

E4(I) ε ln2 1

ε
.

P☎♣✝❵❞❣❙❚❃❣❙✇✴➊✸❱✜◗❻✈➤➧r❱❨❜❞◗❙❱✜❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈①❜❞❱

‖∆Uε
1‖L2(Zε

pr)
6 κ ‖bε‖2

E2(I) ε
1/2 ln

1

ε

➶ q ✠☞✤✺✞ ➝ t④✆✮✒✌✠☞✏✲✣✩✍✑✔✡❀ ☛✕✙➔✔✩✤✬✒✜✛✻✒✗✔✡á ✙✚✒✜✛✢✽✴✤✬✖✑á✩✁

➜➣❥❸❜❞◗➹åsé❡æ❄➢☎å●⑧ræ❄➢☞åÔû◆æ✸❱✭❜✕åÔÿ■æ✸➊➠❱✜②❛❱✭➥❻❢❙❱❯②✡❜s➊✸♣✹➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻❵✺❜❦◗❻✈✚❜✵❚❁❣❻❵s❜✵✐❦❱✭✇❻✐❞❱❡❵❝❱❯❢◆❜
uε ❥♠❢✩❜s➊➠♣✘➏✭♣◆❢❙❱❯❵❯ê✬å➴⑧◆æ✸❥❸❢✩❜❞◗❻❱

❢❙❱❡✈①✐✵➥➟❱✭❷➉②✴➏✭♣r❢❻❱❁✈①❢➟②↕åsé❡æ✵❥❸❢✴❜❦◗❙❱✗➌Ô✈r✐✵➥❻❱❯❷♠②➋➏✭♣r❢❻❱r➛❬î☎❱✑❜❬❣❻❵❬➌ç♣r✐❦❚✕❣❻❷♠✈①❜❞❱✗✈❿✐❦❱✭❚✝✈r✐❞➨✩③✑♣r❢➟③✑❱✭✐❦❢❙❥♠❢❙❼✘❜❞◗❻❱✗➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵
å➴⑧◆æ✺✈①❢❻②➐åsé❡æ❄➛♦➜➐❱✜②❛❥♠②✩❢❙♣r❜✬➌ç❣❙❷♠❷❸❴✧②❙❱✑➥❻❢❙❱✌❜❦◗❙❱✭❚✴➢❻✈r❢❻②✡❷❸❱✭➌Ü❜❬✈①❢❻②✡❥❸❢➟②❛❱✑❜❦❱✭✐❦❚✹❥♠❢❻✈◆③✑❴❿♣◆❢

aε ✈①❢❻② bε ➛✲➜➐❱✜➊✬❥❸❷♠❷➦❢❙♣✚➊❵❞◗❙♣✚➊ ❜❞◗❻✈①❜✵❜❞◗❙❱❁✇❻✈①❥♠✐
(aε; bε)

◗❻✈r❵✵❜❞♣❿➓▲❱❁✈❿❵❞♣r❷♠❣❛❜❦❥❸♣◆❢❇♣①➌➍✈①❢❇❥♠❢■❜❞❱❯❼r✐✯✈①❷➦❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢❇❥♠❢❇♣r✐✯②❛❱❯✐✬❜❞♣✡❼r❣❻✈r✐❦✈r❢◆❜s❴❿❜❞◗❻✈①❜
å➴⑧◆æ❬✈r❢❻②ãå❝é❡æ❨❵❝❣❻❥➑❜✯✈①➓❙❷♠❴➋②❛❱❯❵❦③✑✐❦❥♠➓➟❱❁❜❞◗❙❱✘❵❦✈①❚✘❱✗➥❻❱❯❷♠②

uε ✐❞❱❡❵❝✇▲❱❯③✑❜❞❥♠➧r❱❯❷❸❴✴❥♠❢ Zε
pr

✈①❢❻② Zε
lo

➛ ➆ ❢❻②❛❱❯❱❯②➈❥➑➌♦❜❦◗❙❥➉❵✌❥♠❵❨❜❞◗❻❱
③✭✈◆❵❝❱◆➢❉❜❞◗❙❱❯❢

u0 + uε
1

◗❻✈r❵✸❜❦♣✝➓➟❱✗③✭❷❸♣■❵❝❱✌❜❦♣
Uε

1

❥❸❢ T ε ➛➠P✺◗❙❥♠❵✵❥♠❵✬➊✬◗➟✈✚❜✵➊✸❱✜➊✬✐❞❥❸❜❞❱✜❢❙♣✚➊➙❥❸❢✴♣◆✐❦②❛❱❯✐✺❜❞♣✝♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢✩❜❞◗❻❱
❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✴❵❞✈①❜❞❥➉❵s➥➟❱❯②✡➓■❴

aε ✈①❢➟② bε ➢

u0( ▲ ) + uε
1( ▲ ) − U ε

1 ( ▲ ) −→
ε→ 0▲ ∈T ε

0

❲✵♣✚➊ ✐❦❱✭✇❙❷➉✈r③✭❥❸❢❻❼✴❜❞◗❙❱✝❜❦❱✭✐❦❚✝❵✗❥♠❢↕❜❞◗❙❱✡✇❙✐❦❱❯③✑❱❡②❛❥♠❢❙❼❇❥♠②❙❱✭❢■❜❞❥❸❜s❴➞➓■❴➡❜❞◗❻❱✭❥♠✐✕✐❦❱❯❵❞✇➟❱❡③❄❜❞❥♠➧r❱✝❱✭↔❛✇❻✈①❢❻❵❞❥♠♣r❢➦➢✲✈①❢❻②➞✐❦❱✭✇❻❷♠✈◆③✑❥♠❢❙❼
■ → 0

❏❺➓■❴✙❏
= 0

❏❄➢❛➊✸❱❺♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢☎ê

u0,as( ▲ ) + uε
1,as( ▲ ) − U ε

1,as( ▲ ) = 0

u0,as(ν) +
aε(ν)

4π
ln

( 2

ξ − 1

)
+

1

4π

∫ +1

−1

aε(z) − aε(ν)

|z − ν| dz +
1

4π

∫ +1

−1

aε(z)
eik|ν−z| − 1

|ν − z| dz

+

∫ +1

−1

aε(z)Greg(ν; z)dz − bε(ν) ln

√
2(ξ − 1)

ε
− bε(ν)V0(ν) = 0

P✺◗❙❥➉❵✸❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢✧❥➉❵✺③✑♣r❚✘✇▲♣◆❵❞❱❯②✧♣①➌➦❜❦❱✭✐❦❚✘❵✺③✭♣r❢❻❵❝❜❦✈r❢◆❜✸♣r✐✺❷♠♣r❼◆✈r✐❞❥❸❜❞◗❻❚✹❥➉③✭✈r❷❸❷♠❴✹➧➤✈r✐❞❴❉❥♠❢❙❼✕➊✬❥❸❜❞◗
ξ
➛♦ý❬❵✺✈✹③✑♣◆❢❻❵❝❱❡❧■❣❙❱✭❢❻③✭❱

❜❞◗❻❱✌➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✬❥♠❢❙❼❁❜s➊➠♣✘❱❯❧■❣❻✈r❷❸❥❸❜❞❥♠❱❯❵✺◗➟✈➤➧r❱❺❜❞♣✘➓▲❱✗❵❞✈①❜❞❥➉❵s➥❻❱❡②

aε(ν)

4π
+
bε(ν)

2
= 0

u0,as(ν) +
aε(ν)

4π
ln(2) +

1

4π

∫ +1

−1

aε(z) − aε(ν)

|z − ν| dz +
1

4π

∫ +1

−1

aε(z)
eik|ν−z| − 1

|ν − z| dz

+

∫ +1

−1

aε(z)Greg(ν; z)dz − bε(ν)

2
ln

( 2

ε2

)
− bε(ν)V0(ν) = 0

P✺◗❙❱❡❵❝❱✗❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵❬✈r✐❞❱✗❚✝✈①❜❦③✯◗❙❥♠❢❙❼✧③✭♣r❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢➟❵✵♣①➌➷❜❦◗❙❱✕❱✭↔❛✇❻✈①❢❻❵❞❥♠♣r❢➦➛✵➜➐❱❁③❯✈①❢➋❵❞❥❸❚✘✇❙❷♠❥❸➌ç❴✴❜❞◗❙❱❯❚✻❣➟❵❝❥♠❢❙❼✝❜❦◗❙❱✗➥❻✐✯❵❝❜
❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢ü✈r❢❻②✼✇❙❣❛❜❞❜❞❥♠❢❙❼ã❥❸❜✧❥♠❢➣❜❞◗❙❱➐❵❝❱❡③✑♣◆❢❻②➔♣r❢❙❱◆➛④➜➡❱➐✈①✐❦❱❇❷❸❱❡②➔❜❞♣ä✈↕❵❞❥♠❢❙❼r❷♠❱➋❥♠❢◆❜❦❱✭❼◆✐❦✈r❷✵❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➦➛➮➒❨❱✑➥❻❢❻❱
1
2 ln c(ν)2 = ln(4) + V0(ν)

✈①❢➟②
v0(ν) = −4π u0,as(ν)

➛➍➜➡❱✜♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢✡❜❞◗❙❱✜❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢ ∀ν ∈ [−1; +1]

ln(
c(ν)2

ε2
) aε(ν) +

∫ +1

−1

aε(z) − aε(ν)

|z − ν| dz

+

∫ +1

−1

aε(z)
eik|ν−z| − 1

|ν − z| dz +

∫ +1

−1

4π aε(z)Greg(ν; z)dz = v0

å❝é❡⑧◆æ

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
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➜➐❱✜➊✬❥❸❷♠❷☎❵❝❜❞❣❻②❛❴❿❜❞◗❙❥➉❵✬❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✩❥❸❢❇②❛❱✭❜❦✈r❥❸❷●➛➷➜➡❱✜✐❦❱✭➊✬✐❦❥❸❜❞❱✌❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➞åsé❡⑧ræ✸❥❸❢✩❜❞◗❻❱✌➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✬❥♠❢❙❼✹❚✘✈r❢❙❢❙❱❯✐

(
ln

1

ε2
.Id+A+B

)
aε = v0

A
➢
B
❱✭❜
Id

✈r✐❞❱❺❷♠❥❸❢❙❱❡✈①✐✬♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐✜å
A
❥♠❵✺❣❙❢❉➓▲♣r❣❙❢➟②❛❱❯②❻æ✸♣r➌

L2(I) → L2(I)
②❙❱✑➥❻❢❙❱❡②✩➓■❴






(
Au

)
(ν) =

∫ +1

−1

u(z) − u(ν)

|z − ν| dz

B = B1 +B2 +B3
✈➤➧◆❱❯③

(
B1u

)
(ν) = u(ν) ln c(ν)2

(
B2u

)
(ν) =

∫ +1

−1

u(z)
eik|ν−z| − 1

|ν − z| dz

(
B3u

)
(ν) =

∫ +1

−1

4π u(z)Greg(ν; z) dz

ý✬③❄❜❦❣❻✈①❷♠❷♠❴↕➊➠❱✴✇❙✐❦♣✚➧r❱✡❥❸❢ã❜❞◗❙❱❇✈①✇❻✇➟❱❯❢❻②❛❥❸↔ã♣①➌❨❜❞◗❙❥➉❵✝②❛♣❛③✑❣❙❚✘❱❯❢◆❜✹❜❞◗➟✈✚❜
B1

➢
B2

✈①❢❻②
B3

✈r✐❞❱✡➓➟♣◆❣❙❢❻②❛❱❡②➙å
L2(I)❵❞❣❙✇❙✇❙❷♠❥❸❱❡②✴➊✬❥➑❜❦◗❇❜❞◗❻❱✕❣❻❵❞❣❻✈①❷☞❵❞③❯✈①❷➉✈①✐✵✇❙✐❦♣❛②❛❣❻③✑❜✯æ❄➢▲➊✬◗❙❱❯✐❞❱❡✈r❵

A
✈r✇❙✇▲❱❯✈①✐✯❵✺❜❦♣❿➓➟❱✕❣❙❢❉➓➟♣◆❣❙❢❻②❛❱❡②✿➛✵ý❬❵❨✈❿③✑♣◆❢❻❵❝❱❡❧■❣❙❱✭❢❻③✭❱

➊✸❱❺➊✬❥♠❷♠❷☎✈r②❙✈r✇❛❜✬♣r❣❙✐✺➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❙❷☎❵❞❱✑❜❝❜❦❥❸❢❻❼✘❜❞♣
A
➛

➹❯✌✎☞ ➘❂❘✫✚❵✯✰✥✧✦✤✖
A

➆ ❢➐♣r✐✯②❛❱✭✐❺❜❞♣❇❵❝❜❞❣❻②❙❴❇❜❞◗❙❱✘♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐
A
➢☞♣r❢❙❱✹✐❦❱✭❷♠❱✭➧✚✈①❢■❜✌❚✘✈r❢❙❢❙❱❯✐✗③✑♣r❢➟❵❝❥➉❵s❜✯❵❺❥❸❢➡➥❻❢❻②❛❥♠❢❙❼❇✈✴②❛❥➉✈①❼r♣◆❢❻✈①❷♠❥♠➏✭❥♠❢❙❼✧➓❻✈◆❵❝❥➉❵❯➛

➜➐❱✗✈①✐❦❱❨❷♠❣❻③✯➨❉❴❶➴➷❪❛❣❻③✯◗✩✈✹➓❻✈◆❵❝❥➉❵✺❱✑↔❛❥➉❵s❜✯❵✬✈①❢❻②✡❥➉❵✺❱✑↔❛✇❙❷♠❥♠③✭❥➑❜❡ê✲❜❞◗❙❱✌➌Ô✈r❚✹❥♠❷♠❴❿♣①➌✲î➦❱✭❼◆❱✭❢❻②❙✐❞❱❺✇➟♣◆❷❸❴❉❢❙♣◆❚✘❥♠✈r❷♠❵✜å✲✈✘②❛❱✑❜✯✈①❥♠❷❸❱❡②
❥♠❢◆❜❦✐❞♣❛②❛❣➟③❄❜❞❥♠♣r❢✘❜❦♣❁î☎❱✭❼r❱❯❢❻②❛✐❦❱✬✇➟♣◆❷❸❴❉❢❙♣◆❚✘❥♠✈r❷♠❵➍❥♠❵➠✈➤➧➤✈r❥❸❷➉✈①➓❻❷❸❱✵❥♠❢✘❜❞◗❻❱❨✈①✇❻✇➟❱❯❢❻②❛❥❸↔✝ý✕➛ ⑧◆æ❄➛➷P✺◗❙❥➉❵➍❥♠❚✘✇❙❷♠❥❸❱❡❵➍❥♠❢✝✇❻✈①✐❞❜❞❥➉③✑❣❻❷♠✈r✐
❜❞◗➟✈✚❜❺î☎❱✭❼◆❱✭❢❻②❛✐❦❱✜✇▲♣r❷♠❴■❢❻♣r❚✘❥♠✈r❷♠❵❬➊✬❥❸❷♠❷✎✇❙❷♠✈➤❴✩✈❿③✑❱❯❢■❜❞✐✯✈①❷☎✐❦♣r❷♠❱✗❥♠❢✴❜❞◗❙❥➉❵❺❵s❜❦❣❻②❛❴r➛❨P✺◗❙❥♠❵❨❥➉❵❬②❛❣❙❱✕❜❞♣✝❜❦◗❙❱✗➌Ô✈◆③❄❜❨❜❞◗❻✈①❜❬❜❞◗❻❱
✇❙✐❦❥❸❢➟③✑❥♠✇❻✈①❷✸✇❻✈①✐❞❜✕♣r➌✵❜❞◗❙❱✩➎✵❱❯❷❸❚✘◗❙♣◆❷➑❜❦➏✡♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐✕❥➴➛ ❱r➛➡❜❞◗❙❱✴î☎✈r✇❙❷➉✈r③✑❱✧♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❞♣◆✐✗❥➉❵❁❵❞♣r❷♠➧✚✈①➓❙❷♠❱✧➓❉❴↕❵❝❱❯✇❻✈①✐✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢➞♣①➌
➧✚✈①✐❦❥♠✈r➓❙❷♠❱❨❥♠❢✴❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷➦③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵➠❣➟❵❝❥♠❢❙❼✝î➦❱❯❼r❱✭❢➟②❛✐❞❱✌✇▲♣r❷♠❴❉❢❙♣r❚✘❥➉✈①❷➉❵✭➛
➌➍➭ ➽➹➽ã➃➬➷ ⑤✼❤
➮ Ù
Pn

Ò➉❐✺Ï ➎ Ý✵Ð①Ú❷➒rÝ✭Ú
n ➱ Ý✃➛◆Ý✭Ö❄➒①Ú❞Ý✎❰❻Ð✚×Ø❒✚Ö⑥Ð✚❮✹ÒÔÕ✚×➟Õ①Ö❄➒ Wn−1

Ò➉❐✰➒◆Ý✾➪➍Ö▲Ý↕➒❐➏✭❒❨Ï ➎ Ý☎Ù✑Ð✚Ú❄❮➆↔❛×❸Õ✈❒✃❮❑❰➅Ï✰➛rÒ✷➧➤Ý✭Ö✝ÒÜÖ✡Õ✯❰r❰❻Ý✑Ö❶➒✚Ò✟➐
✃ ù ❮ ➙ Ï ➎ Ý✭Ö

(APn)(ν) = 2Wn−1(1)Pn(ν).

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
➜➐❱❺❣➟❵❝❱✜❷♠❱✭❚✘❚✝✈✘ý✗➛♠é✜❱❯❵❝❜❦✈①➓❻❷❸❥➉❵❝◗❻❱❯②✡❥❸❢✩❜❞◗❻❱✗✈①✇❙✇▲❱✭❢❻②❙❥➑↔✡ý✕➛ ⑧✘②❙❱❯②❛❥➉③✭✈①❜❞❱❯②✧❜❞♣❿î☎❱✭❼◆❱✭❢❻②❛✐❦❱❺✇➟♣◆❷❸❴❉❢❙♣◆❚✹❥➉✈①❷➉❵❯➛

∫ +1

−1

Pn(z) dz√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

=

∫ +1

−1

Pn(z) − Pn(ν)√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

dz + Pn(ν) ln
(ξ + 1

ξ − 1

)

= 2Pn(ν)Qn(ξ)

= Pn(ν) ln
(ξ + 1

ξ − 1

)
+ 2Wn−1(1)Pn(ν)

+Pn(ν)
(
Pn(ξ) − Pn(1)

)
ln

(ξ + 1

ξ − 1

)

+ 2Pn(ν)
(
Wn−1(ξ) −Wn−1(1)

)

✂✸❱❯❵❞❥♠②❙❱❯❵✺❥❸❜✵❥♠❵✬③✭❷❸❱❡✈①✐✺❜❞◗➟✈✚❜
(
Pn(ξ) − Pn(1)

)
ln

(ξ + 1

ξ − 1

)
→

ξ→1+

0
✈①❢❻②

Wn−1(ξ) −Wn−1(1) →
ξ→1+

0.

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



Þ ⑧ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

➆ ❢❇✈r②❙②❙❥➑❜❦❥❸♣◆❢➦➢❛❢❙♣①❜❦❱✌❜❞◗❻✈①❜
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2 > (ν − z)2

➢❙❵❞♣✝②❛♣r❚✝✈①❥♠❢❻✈①❜❞❱❯②✩③✑♣◆❢❉➧r❱✭✐❦❼r❱❯❢❻③✑❱❨❴❉❥❸❱❯❷♠②❙❵

∫ +1

−1

Pn(z) − Pn(ν)√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

dz →
ξ→1+

(APn)(ν).

P✺◗❙❥➉❵✬❼r❥♠➧r❱❡❵➠❜❞◗❙❱✗②❛❱❡❵❝❥♠✐❦❱❯②✡✐❞❱❡❵❝❣❙❷❸❜❯➛

P✺◗❉❣❻❵✺➌ç♣◆✐
n ∈ N

➢
Pn

❥➉❵❬✈r❢✩❱❯❥❸❼◆❱✭❢❉➧r❱❡③❄❜❦♣r✐
A
✈r❵❦❵❞♣❉③✭❥♠✈①❜❞❱❡②✧➊✬❥❸❜❞◗✩❜❞◗❻❱✗❱✭❥♠❼r❱❯❢■➧✚✈r❷❸❣❙❱

2Wn−1(1)
➛✸î➦❱✭❜

P̃n = CPn➊✬❥❸❜❞◗
C
③✯◗❻♣◆❵❞❱✭❢✼❵❝❣❻③✯◗ä❜❞◗➟✈✚❜ ‖P̃n‖L2(I) = 1

➛→❪❉❥♠❢❻③✑❱
(P̃n)n∈N

❥♠❵✝✈r❢✼♣r✐❞❜❞◗❙♣◆❢❙♣r✐❦❚✝✈①❷✸➓❻✈r❵❞❥♠❵✘➊✬◗❻♣◆❵❞❱✩❷♠❥♠❢❙❱❯✈r✐
③✑♣◆❚✕➓❙❥♠❢❻✈①❜❞❥♠♣r❢✧✈r✐❞❱❬②❙❱✭❢❻❵❞❱❬❥♠❢

L2(I)
➢❛➊✸❱❬◗❻✈➤➧◆❱✵♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢❙❱❡②❿✈✕②❛❥➉✈①❼◆♣r❢❻✈r❷❸❥♠➏✭❥♠❢❙❼✗➓➟✈r❵❞❥♠❵➍➌ç♣r✐

A
➛➷P✺◗❙❱✌❵❝✇▲❱❯③✑❜❞✐❦❣❙❚ ♣①➌

A②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱❯②
σ(A)

❥➉❵✬❼◆❥❸➧◆❱✭❢✩➓■❴

σ(A) = {2Wn−1(1) , n ∈ N} ➊✬❥❸❜❞◗
Wn−1(1) =

n∑

k=1

−1

k

②❙❱✑➥❻❢❙❥♠❢❙❼
W−1(1) = 0.

❲✵♣r❜❞❱✌❜❦◗❻✈✚❜
(Wn−1(1))n∈N

❥♠❵✵➧r❱✭✐❦❴✝➊✸❱✭❷♠❷✿➨■❢❻♣✚➊✬❢➦➛ ➆ ❢✩✇➟✈①✐❞❜❞❥➉③✑❣❙❷➉✈①✐❡➢❉➊➠❱✜◗❻✈➤➧◆❱❬❜❦◗❙❱✗③✑❷➉✈r❵❦❵❞❥♠③❯✈①❷⑥✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜

n∑

k=1

1

k
= lnn+ γ + o(1)

➊✬◗❙❱✭❢
n→+∞

➒❨❱✑➥❻❢❙❱
λn = exp(Wn−1(1))

➛➍❪❉❥♠❚✘✇❙❷❸❱✗③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✺❴❉❥❸❱❯❷♠②❙❵

2Wn−1(1) = lnλ2
n , λ2

n ∼
n→+∞

e−2γ

n2
, λ2

n >
e−2

(n+ 1)2
å❝é Þ æ

P✺◗❙❱❯❢✩➊✸❱✌♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢

D(A) = {u ∈ L2(I) |
+∞∑

n=0

| lnλ2
n|2 |

〈
u; P̃n

〉
|2 < +∞}

Au =

+∞∑

n=0

lnλ2
n

〈
u; P̃n

〉

L2(I)
P̃n , ∀u ∈ D(A)

P✺◗❙❱✗③✭♣r❢❉➧r❱❯✐❞❼◆❱✭❢❻③✭❱❬♣①➌☞❜❞◗❙❱✗❵❞❣❙❚✻✈①➓▲♣✚➧r❱❺◗❙♣r❷➉②❙❵✺❥♠❢
L2(I)

➛

➹❯✌✼❖ ➾✜✚❵★❚❳❄❘✫✓❜✦✤★❚❲✍✱➆✘❑✕❋❘✛❘✫✓✎★❚❸Ð❲✍✯✜❲❛❭❚❘✛✕✲✯❱❘✣✦
A

❪❉❥♠❢❻③✑❱✬➊✸❱✬➨❉❢❙♣✚➊ã❥♠❢❿②❛❱✭❜❦✈①❥♠❷❛❜❦◗❙❱✬♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐
A
➢◆➊➠❱✬❥♠❢■❜❞✐❦♣❛②❛❣❻③✑❱✵✈✌❵❞❣❙❥❸❜❦✈①➓❻❷❸❱✺➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢➟✈①❷➟❵❞❱✑❜❞❜❞❥♠❢❙❼❻➛✎➜➐❱✬➊✬❥❸❷♠❷❻❣❻❵❞❱✺❜❞◗❻❱

❪❉♣◆➓➟♣◆❷❸❱❯➧❿❵❝✇❻✈◆③✑❱❡❵➍♣◆❢❿❜❞◗❻❱❺❣❻❢❙❥➑❜✵❵❞✇❙◗❙❱❯✐❞❱◆➛✲î☎❱✭❼◆❱✭❢❻②❛✐❦❱❬✇▲♣r❷♠❴❉❢❙♣r❚✘❥➉✈①❷➉❵➍❢➟✈✚❜❞❣❻✐❦✈r❷❸❷♠❴❿✈①✇❙✇▲❱❯✈r✐➠❥♠❢❿❜❦◗❻✈✚❜✵❵❞❱✑❜❞❜❞❥♠❢❙❼❻➢❙✈r❢❻②❿❥♠❢
❜❞◗❻❱✗❵s❜❦❣❻②❛❴✧♣r➌☎❜❦◗❙❱✗î➦❱❯❼r❱✭❢➟②❛✐❞❱✌♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐✸➊✬◗❙❥➉③✯◗✴❥♠❵✬✈r❢❙♣①❜❦◗❙❱✭✐✺➌ç♣◆✐❞❚❃♣r➌☞❜❦◗❙❱✗î☎✈r✇❙❷➉✈r③✑❱➠✂✸❱✭❷❸❜❞✐✯✈①❚✘❥✿♣r❢✡❜❞◗❻❱✗❵❝✇❙◗❻❱✭✐❦❱r➛

L : D(L) → L2(I)

u 7→ d

dν
(1 − ν2)

du

dν
➆ ❢❻②❛❱❯❱❯②✴➊✸❱✗✐❦❱❯③✭✈r❷❸❷☎❥❸❢➈✈r✇❙✇▲❱✭❢❻②❛❥❸↔❇ý✗➛ï⑧❛➢➟❜❞◗❻✈①❜❨î➦❱❯❼r❱✭❢➟②❛✐❞❱✜✇▲♣r❷♠❴❉❢❙♣r❚✘❥➉✈①❷➉❵✵②❛❥➉✈①❼◆♣r❢❻✈r❷❸❥♠➏✭❱✌❜❦◗❙❱✗♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐ L ➢ ∂ν(1 −
ν2)∂νPl = −l(l + 1)Pl

➛✘✉✬❱❯③❯✈①❷♠❷❸❥♠❢❙❼✡❜❞◗❻✈①❜✗❪❛♣r➓▲♣r❷♠❱✭➧➈❵❞✇❻✈r③✭❱❯❵❺♣①➌✸❥❸❢■❜❦❱✭❼r✐✯✈①❷✎♣r✐✯②❛❱❯✐❺♣◆❢➋❜❦◗❙❱✝❥❸❢■❜❦❱✭✐❦➧➤✈r❷
I
③✭✈①❢➐➓▲❱

②❛❱✭➥❻❢❙❱❯②➈➓❉❴
Hn(I) = {u ∈ L2(I) |

〈
(− d2

dν2 )ku;u
〉

L2(I)
< +∞ k = 0 . . . n} ➛✌➜➡❱✹❥♠❢◆❜❦✐❞♣❛②❛❣➟③✑❱✕❥♠❢➋❜❦◗❙❱

❵❦✈①❚✘❱✌❚✘✈r❢❙❢❙❱❯✐✺❜❞◗❙❱✗❵❞✇❻✈r③✭❱❯❵

En(I) = {u ∈ L2(I) |
〈
(−L)ku;u

〉
L2(I)

< +∞ k = 0 . . . n}

= {u ∈ L2(I) |
+∞∑

l=0

(1 + l2)n|
〈
u; P̃l

〉

L2(I)
|2 < +∞ }.

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ Þ◆Þ

➜➐❱➡③✭✈r❢✼❼r❱✭❢❻❱✭✐✯✈①❷♠❥❸➏❯❱✴❜❞◗❙❥➉❵✡②❙❱✑➥❻❢❙❥❸❜❞❥♠♣r❢➣❷♠❥♠➨r❱➋❥♠❢✼❜❞◗❙❱➐③✭✈◆❵❝❱❇♣r➌✗❪❛♣r➓▲♣r❷♠❱✭➧✼❵❝✇❻✈◆③✑❱❡❵ ∀s ∈ R, Es(I) = {u ∈
L2(I) | ∑+∞

l=0 (1 + l2)s| 〈u;Pl〉L2(I) |2 < +∞ } ➛➷➜➐❱✗②❛❱✭➥❻❢❙❱✜✈✘❢❻✈✚❜❦❣❙✐✯✈①❷⑥❢❙♣r✐❦❚ ➌ç♣◆✐✺❜❞◗❙❱✗❵❞✇❻✈r③✭❱
Es(I)

➢

∀u ∈ Es(I), ‖u‖2
Es(I) =

+∞∑

l=0

(1 + l2)s|
〈
u; P̃l

〉

L2(I)
|2.

❳❬❵❞❥♠❢❙❼✘❜❞◗❙❱✕❱✑↔❛✇❙✐❦❱❯❵❦❵❝❥♠♣r❢✩♣①➌✎❜❞◗❙❱❁î☎✈①✇❻❷♠✈◆③✑❱✌♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐✬♣r❢✩❜❦◗❙❱✕❵❞✇❙◗❙❱✭✐❦❱✌❼r❥♠➧r❱❯❢✩❥♠❢❇✇❻✈r✐❦✈r❼r✐✯✈①✇❙◗✡⑧❙➛ ⑧❙➛❸ér➢❻➊✸❱✗❵❝❱❯❱✌❜❞◗❻✈①❜
✈✜➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢

u ∈ Es(I)
➧➤✈r❢❿➓▲❱❨❥➉②❛❱✭❢■❜❦❥➑➌ç❴✝➊✬❥❸❜❞◗✩✈✜➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢

ũ ∈ Hs(S2)
❵❝❣❻③✯◗❿❜❞◗❻✈①❜

∂θũ = 0
➛➷ý✬③✭③✭♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼✜❜❞♣

❜❞◗❻❥♠❵✬✐❦❱✭❚✝✈r✐❞➨✝➊✸❱✜③✭✈①❢✡➌ç♣r✐❦❚✕❣❻❷♠✈①❜❞❱❺❜❞◗❙❱✜❷♠❱✭❚✘❚✝✈❙➢
➌➍➭ ➽➹➽ã➃➬➷ ⑤✷❦

➭ Ð✚Ú
n > 1 , En(I) = Hn(S2) ∩Ker ∂

∂θ
.

❲✵♣r❜❞❱✩❜❞◗➟✈✚❜✝❜❞◗❻❱✴❵❝❜❦✈①❜❞❱❯❚✹❱❯❢■❜❿♣①➌❬❜❦◗❙❥➉❵✘❷❸❱❯❚✹❚✝✈➞③✑♣◆❢■❜❦✈①❥♠❢❻❵✝✈r➓❙❣❻❵❞❥❸➧◆❱✡❢❙♣r❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢ä❵❞❥♠❢❻③✑❱❇❥❸❜❿③✑♣r❢■❜✯✈①❥♠❢❻❵✘✈①❢➔❥❸❚✘✇❙❷♠❥♠③✭❥➑❜
③✯◗❻✈r❢❙❼r❱✌♣①➌✲➧✚✈①✐❦❥♠✈r➓❙❷♠❱❯❵✸❜❞◗➟✈✚❜✵❜❦✐❦✈r❢❻❵s➌ç♣◆✐❞❚✝❵

I
❥♠❢■❜❞♣

S2 ê➍➊✸❱✜❥♠②❙❱✭❢■❜❞❥❸➥❻❱❯②✩❜❦◗❙❱✗③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱ ν ✐❞❱❯✇❻✈①❥♠✐❦❥❸❢❙❼✝✈✘✇▲♣r❥♠❢■❜✵♣①➌
I
➊✬❥❸❜❞◗✩❜❞◗❻❱✗③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱

ν
♣r❢

S2 ➛
P✺◗❙❥➉❵✵✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❬③✑❷♠❱❯✈①✐❦❷♠❴✡❵❞❣❙❼r❼◆❱❯❵❝❜✬❜❞♣❿❷♠♣❉♣r➨✴✈✚❜

J
✈r❵✵✈✧❵❝✇❙◗❻❱✭✐❦❱❿å❜➴ïæ❄➛✵P✺◗❙❥➉❵✵❥➉②❛❱❯✈✧✈①❷♠✐❞❱❡✈r②❛❴✩✈①✇❙✇▲❱❯✈r✐❞❱❡②✡❥♠❢❇❷♠❱✭❚✘❚✝✈

⑧❛➛♠é✵➊✬◗❙❥➉③✯◗❿❷♠❱❯②✝❣➟❵♦❜❦♣❁③✭✈r✐❦✈◆③❄❜❦❱✭✐❦❥❸➏❯❱
H1/2(Γε)

➓❉❴✘❚✘✈r✇❙✇❙❥♠❢❙❼
Γε ♣r❢✝❜❦◗❙❱❨❵❞✇❙◗❙❱❯✐❞❱◆➛✎➎❬❱✭✐❦❱❬➊✸❱❨✈r✐❞❱✵❢❻♣①❜➠❥♠❢■❜❞❱❯✐❞❱❡❵s❜❦❱❯②

❥♠❢
Γε å●⑧✹②❛❥❸❚✘❱❯❢❻❵❝❥♠♣r❢➟✈①❷➦❵❞❣❙➓❛➚➶❚✘✈r❢❙❥❸➌ç♣r❷➉②❻æ✸➓❙❣❛❜✵❥♠❢ J åç♣◆❢❙❱✜②❛❥♠❚✹❱❯❢❻❵❞❥❸♣◆❢❻✈①❷❸➚➶❵❞❣❙➓❙❚✝✈r❢❙❥➑➌ç♣◆❷♠②➟æ❄➛➷➎✵♣✚➊✸❱✭➧◆❱✭✐✺➊➠❱✜❵❞❣❙❼r❼◆❱❯❵❝❜

❜❞♣✘➨◆❱✭❱✭✇✴❥♠❢✡❚✘❥♠❢❻②✡❜❞◗❻✈①❜
limε→0 Γε = J

➛

➹❯✌✼⑩ ➡➢❴✜✓✎✘❬❘✣✕❩★❚❳❶✕✭✦③✖➼❲✍★❱❲❛❭❚❭❵✑✫✦❩❴✜✓❷✬❪❲❀❘✣✕✐✘❬✦❂✱✎✚✰❘✫✓✎✦✤★Ñ✖↕✦③✑✡❘✫❙✜✕➻✬✮❲❀❘✣❳❨❙❚✓❷★✜❸Ð✕✲➥➳✚❚❲❀❘✣✓✎✦✤★
➜➐❱✵❢❙♣✚➊➔❷❸♣❉♣r➨✕➌ç♣r✐➍✈✕❵❝♣◆❷❸❣❛❜❦❥❸♣◆❢✹❜❞♣✌❜❞◗❻❱✵❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➋åsé➤⑧①æ❄➛➷P✺◗❙❱❬✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚➝❥➉❵✲❜❦◗❻✈✚❜♦❜❦◗❙❱✵♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐♦✈◆❵❞❵❞♣❛③✑❥➉✈✚❜❦❱❯②✹➊✬❥➑❜❦◗
❜❞◗❻❥♠❵➠❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✘❥♠❵➠❢❙♣r❜➍✇➟♣■❵❝❥❸❜❞❥♠➧r❱❁åç❥♠❢

L2(I)
æ❄➛ ➆ ❢❻②❛❱❯❱❯②✝❥♠❢✘❜❞◗❻❱❨③✭✈◆❵❝❱✬➊✬◗❻❱✭✐❦❱

ε
❥➉❵✸❵❝❣❻③✯◗✘❜❦◗❻✈✚❜➍❜❞◗❙❱❯✐❞❱✵❱✭↔❛❥♠❵❝❜❦❵

n
➊✬❥➑❜❦◗

ε = λn
➢✿❜❞◗❙❱❯❢➲➵✌❱✭✐

(ln 1
ε2 Id + A) 6= {0} ➛❁P✺◗❻❱✹❚✝✈①❜❦③✯◗❙❥♠❢❙❼✴❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➈❥➉❵✌✐✯✈✚❜❞◗❻❱✭✐✌♣①➌➠❜❞◗❙❱✹➌ç♣r✐❦❚✱③✭♣■❱❯✐❦③✭❥❸➧◆❱✈●

③✑♣◆❚✘✇❻✈r③✑❜❬❵❝♣✝❜❦◗❙❥➉❵✵✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✻❵❝◗➟✈①❷♠❷☞✈r②❙❚✹❥❸❜❬✐❦❱❯❵❞♣r❢❙❢➟✈r③✑❱❺➌ç✐❦❱❯❧■❣❙❱❯❢❻③✑❥♠❱❯❵✵②❙❱✭✇▲❱✭❢❻②❛❥♠❢❙❼❿♣◆❢
ε
➛✺P✺◗❻❥♠❵❬❥♠❵✬❢❻♣①❜✵❜❦♣r❷♠❱✭✐✯✈①➓❙❷♠❱

➓▲❱❯③✭✈r❣❻❵❞❱✵➊➠❱❨❢❙❱✭❱❡②✘❜❞♣✹②❛❱✑➥➟❢❙❱❨✈✌➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢
aε ➌ç♣r✐✸✈①❢❉❴✘➧➤✈r❷❸❣❻❱✵♣①➌ ε ➛➷P✺◗❉❣❻❵♦➊✸❱❬➊✬❥♠❷❸❷▲❣❻❵❞❱❨✈✜✐❦❱✭❼◆❣❙❷➉✈①✐❦❥❸➏❡✈✚❜❞❥♠♣r❢✹❜❦✐❞❥➉③✯➨⑥➛➒❨❱✑➥❻❢❙❱

Eε = {u ∈ L2(I) | 〈u;Pq〉L2(I) = 0
➌ç♣◆✐

q > [1/
√
ε] }

πε : L2(I) → Eε

u 7→
[1/

√
ε]∑

q=0

〈
u; P̃q

〉

L2(I)
P̃q

è❙♣◆✐❺✈r❢
n ∈ N

➢
Eε ❥➉❵❺✈✩③✑❷♠♣◆❵❞❱❯②➈❵❝❣❙➓❙➚➶❵❞✇❻✈r③✭❱✕♣r➌ En(I)

åÔ❵❞❣❙✇❙✇❙❷♠❥❸❱❡②➋➊✬❥❸❜❞◗➡❜❞◗❙❱✹❢❙♣◆✐❞❚ ‖ ‖En(I)
æ❨❵❝♣

πε
|En(I)

❥♠❵
③✑♣◆❢■❜❞❥♠❢■❣❻♣r❣❻❵❺✈r❵❺✈①❢➡♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❞♣◆✐❬➌ç✐❦♣r❚

En(I)
❥♠❢◆❜❦♣

En(I)
➛✕è❻♣r✐✌✈①❢❉❴

n ∈ N
➢✿❷❸❱✭❜❺❣❻❵✌②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱ ‖ ‖n

❜❞◗❙❱✘❢❙♣◆✐❞❚
❥♠❢❻②❛❣❻③✭❱❯②✩➓❉❴

En(I)
♣r❢

Eε ➛♦P✺◗❉❣❻❵✺❥❸➌ T : Eε → Eε ❥➉❵✬✈①❷♠❥❸❢❙❱❡✈①✐✬♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐❡➢■❜❞◗❙❱❯❢

‖T ‖n = sup
{
‖Tx‖En(I) | x ∈ Eε ❱✭❜ ‖x‖En(I) = 1

}

❲✵♣r❜❞❱✌❜❦◗❻✈✚❜ ∀ε ➢ A ❚✝✈①✇❻❵
Eε ❥♠❢■❜❞♣✝❥❸❜❦❵❞❱✭❷❸➌s➛♦❲✵♣✚➊➙②❙❱✑➥❻❢❙❱

ln
1

ε2
Id+Aε =

(
ln

1

ε2
Id+A

)

|Eε

➆ ❢❻❵❝❜❞❱❡✈r②✡♣①➌➷❵❝♣◆❷❸➧❉❥♠❢❙❼✩å❝é❡⑧◆æ❄➢❙➊✸❱✌➊✬❥❸❷♠❷➦✐✯✈✚❜❞◗❻❱✭✐✬❵❝♣◆❷❸➧◆❱

(
é❡⑧

)ε :





è✎❥❸❢❻②
aε ∈ Eε ❵❞❣❻③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜

(
ln

1

ε2
Id+ Aε

)
aε + πεBaε = πεv0

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
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❹ ❅ ➭❉➵ ➂ ➭ ➽Ò➷ ⑤✾❤
➭ Ð✚Ú

ε > 0
❐❄❮✘Õ①×Ü×☞Ý✭Ö▲Ð❇↔➨➛ ➎ ➙ Ï ➎ Ý✑Ú❞Ý✹Ý➑➐rÒ➉❐❄Ï➴❐✜Õ✙↔❛Ö❻Ò✾➩Ó↔❻Ý

aε ∈ Eε
❐↕↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ①Ï

(
ln

1

ε2
Id+Aε

)
aε + πεBaε = πεv0.

➮ Ö➐Õ➨➒➨➒①ÒÜÏ➴ÒÔÐ①Ö
aε

❐✭Õ①Ï➴Ò➉❐✵➪➠Ý✑❐

‖aε‖En(I) 6
2‖v0‖En(I)

ln(
e−2γ

ε
)

.

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
➜➐❱❺◗➟✈➤➧r❱❺❜❞◗❙❱✜❱✭↔❛✇❙❷❸❥➉③✑❥❸❜✬➌ç♣r✐❦❚✕❣❻❷♠✈❻ê ∀u ∈ Eε

(
ln

1

ε2
Id+Aε

)
u =

[1/
√

ε]∑

q=0

ln
(λq

ε

)2 〈
u; P̃q

〉

L2(I)
P̃q.

➜➐❱✗③✭✈①❢✴③✑♣◆❢❻❵❞❥♠②❛❱❯✐✬❥➑❜✯❵✺❥❸❢❉➧◆❱✭✐✯❵❝❱✌✈r❵✬✈r❢✩♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣◆✐➠❚✝✈①✇❻✇❙❥❸❢❻❼
Eε ❜❦♣ Eε ê

(
ln

1

ε2
Id+Aε

)−1

u =

[1/
√

ε]∑

q=0

1

ln
(λq

ε

)2

〈
u; P̃q

〉

L2(I)
P̃q.

❳❬❵❞❥♠❢❙❼✹❜❞◗❙❱✗③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❞❥♠♣r❢➟✈①❷✿✐❦❱✭❚✝✈①✐❦➨❛❵❺å❝é Þ æ✑➢❙➊✸❱❺♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢✩➌ç♣◆✐
ε
❵❝❚✝✈r❷❸❷✿❱❯❢❙♣r❣❙❼◆◗➦➢

λq

ε
=

1

e (q + 1) ε
>

1

e ([1/
√
ε] + 1) ε

>
1

2e
√
ε

⇒ 1

ln(
λq

ε )2
6

1

ln( e−2

4 ε )

✈①❢➟②❿❜❦◗❙❥♠❵✵✇❙✐❞♣✚➧❉❥➉②❛❱❯❵✺✈r❢✩❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈①❜❞❱❺➌ç♣r✐✺❜❦◗❙❱✗❵❝✇▲❱❯③✑❜❞✐✯✈①❷✿✐✯✈r②❛❥♠❣❻❵

ρ
(
(ln

1

ε2
Id+Aε)−1

)
6

1

ln(
e−2

4ε
)

.

❪❉❥♠❢❻③✑❱✹➌ç♣◆✐✗✈①❷♠❷✲❜❞◗❙❱❿❵❦③✭✈r❷♠✈r✐❨✇❙✐❦♣❛②❛❣❻③✑❜❦❵✌❥♠❢❻②❛❣❻③✭❱❯②➐➓❉❴ 〈 ; 〉En(I)

♣r❢
Eε ➢ (ln 1

ε2 Id + Aε)−1 ❥➉❵✌❢❙♣r✐❦❚✝✈①❷●➛✹ý❨❵✜✈
③✑♣◆❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱✭❢➟③✑❱r➢ ∀n ∈ N

ê

‖(ln 1

ε2
Id+Aε)−1‖n = ρ

(
(ln

1

ε2
Id+Aε)−1

)
6

1

ln(
e−2

4ε
)

.

P✺◗❙❱✜❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢
(
é➤⑧

)ε
③✭✈r❢✡➓▲❱✜❚✕❣❻❷➑❜❦❥❸✇❙❷♠❥♠❱❯②✴♣r❢✡❜❞◗❻❱✜❷❸❱✭➌Ü❜✵➓■❴

(ln 1
ε2 Id+Aε)−1 ✈r❢❻②✧➊✸❱✜✈①✐❦❱❺❜❞◗❉❣❻❵✬❷♠❱❯②✧❜❞♣

(
Id+ (ln

1

ε2
Id+Aε)−1πεB

)
aε = (ln

1

ε2
Id+Aε)−1πεv0

➊✬❥❸❜❞◗

‖(ln 1

ε2
Id+Aε)−1πεB‖n 6

‖B‖En(I)

ln(
e−2

4ε
)

➊✬◗❙❱❯✐❞❱
‖B‖En(I) = sup

{
‖Bx‖En(I) | x ∈ En(I)

✈①❢❻② ‖x‖En(I) = 1
}

❥➉❵✺❥❸❢❻②❙❱✭✇▲❱✭❢❻②❙✈r❢■❜✺♣r➌
ε
➛♦❪❉♣✹➌ç♣r✐

ε
❵❞❚✘✈r❷❸❷⑥❱❯❢❙♣r❣❙❼◆◗

Id+ (ln 1
ε2 Id+Aε)−1πεB

❥♠❵✺❥♠❢❉➧r❱❯✐❝❜❦❥❸➓❙❷♠❱✌✈①❢❻②✧➌ç♣r✐
n
➥❙↔❛❱❡②

✈①❢➟②
ε
❵❝❚✝✈①❷♠❷✿❱✭❢❻♣r❣❙❼◆◗

‖(Id+ (ln
1

ε2
Id+Aε)−1πεB)−1‖n 6 2.

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ Þ ✠

❪❉❥♠❢❻③✑❱✜❥♠❢✩➥❻❢❙❥❸❜❞❱✗②❛❥♠❚✘❱✭❢❻❵❞❥♠♣r❢➦➢❛❥♠❢❉➧r❱✭✐❞❜❞❥♠➓❙❥♠❷❸❥❸❜s❴❿❥➉❵✺❥❸❢➟②❛❱✭✇▲❱✭❢❻②❻✈①❢■❜✵♣①➌✎❜❞◗❙❱✌❜❦♣r✇▲♣r❷♠♣r❼◆❴r➢

aε =
(
Id+ (ln

1

ε2
Id+Aε)−1πεB

)−1

(ln
1

ε2
Id+Aε)−1πεv0

❥➉❵✺❥❸❢❻②❙❱✭✇▲❱✭❢❻②❙✈r❢■❜✵♣①➌✎❜❞◗❙❱✜❢❙♣◆✐❞❚ ③✯◗❙♣◆❵❞❱✭❢✧➌ç♣r✐
Eε ➛♦P✺◗❉❣❻❵ ∀n ∈ N

➢
aε ∈ Eε(I)

✈①❢➟②

‖aε‖En(I) 6
2‖v0‖En(I)

ln(
e−2

4ε
)

.

❲✵♣✚➊➙➊➠❱✜❵❞◗❙♣✚➊ü❜❦◗❻✈✚❜
aε ③✑♣◆❢❻❵s❜❦✐❞❣➟③❄❜❞❱❡②✧➊✬❥❸❜❞◗✴❷♠❱✭❚✘❚✝✈✁✠❛➛♠é✌❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➥❻❱❡❵✬✈①✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈①❜❞❱✭❷♠❴✘❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➞åsé❡⑧◆æ❄➛

➌➍➭ ➽➹➽ã➃➬➷ ⑤⑥♠
➍❶➎ Ý✭Ú❞Ý✘Ý❷➐◆Ò➉❐❄Ï➴❐

τε ∈ ∩n∈NE
n(I)

❐↕↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ①Ï

(ln
1

ε2
Id+A+B)aε = v0 + τε

Õ✚Ö❶➒ ∀r, s ∈ N, ∃κ > 0
❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ①Ï ‖τε‖Er(I) 6 κ εs ù

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
(ln

1

ε2
Id+A+B)aε = (ln

1

ε2
Id+Aε + πεB)aε + (Id− πε)aε

= πεv0 + (Id− πε)Baε

= v0 + (Id− πε)Baε − (Id− πε)v0︸ ︷︷ ︸
= τε

.

➆ ❜✗❥➉❵✜③✑❷♠❱❯✈①✐❡➢➦✈r③❯③✑♣◆✐❦②❛❥♠❢❙❼✡❜❞♣✩❜❞◗❻❱❿❵❝❚✘♣❉♣①❜❦◗❙❢❙❱❯❵❦❵❺♣①➌
u0
➢➦❜❞◗➟✈✚❜

v0 ∈ ∩n∈NE
n(I)

✈r❢❻②➐❵❝❥♠❢❻③✑❱
aε ∈ ∩n∈NE

n(I)✈①❢➟②
B

❚✝✈①✇❻❵
En(I)

❥♠❢◆❜❦♣ü❥❸❜❦❵❞❱✭❷❸➌✹➌ç♣◆✐➡✈r❢■❴
n ∈ N

➢
Baε − v0 ∈ ∩n∈NE

n(I)
➛ë❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱❯✐✴❵❞❥♠❢■➧✔Ô❺③✭❱

Eε ⊂ ∩n∈NE
n(I)

➢❙❥❸❜✵❥➉❵✵③✑❷♠❱❯✈r✐➠❜❦◗❻✈✚❜
(Id− πε)En(I) ⊂ En(I)

➌ç♣◆✐✵✈①❢❉❴
n
➛

❹✸➵ ➀❯➼✎➽ ➼ ❝ ➅
τε ∈ ∩n∈NE

n(I)

❲✵♣✚➊➙➊➠❱✜③✯◗❙♣❉♣■❵❝❱
r
✈r❢❻②

s ∈ N
✈①❢➟②✩❵❞◗❙♣✚➊→❵❞❱✭✇➟✈①✐✯✈✚❜❞❱❯❷❸❴✘❜❦◗❻✈✚❜✕åÔ➊✬◗❙❥➉③✯◗✩❴❉❥♠❱✭❷➉②❙❵✸❜❞◗❻❱✗③✑♣r❢➟③✑❷♠❣❻❵❝❥♠♣r❢▲æ❄ê

(i) ∃κ1 > 0
❵✭➛ ❜ ‖(Id− πε)u0‖Er(I) 6 κ1ε

s,

(ii) ∃κ2 > 0
❵✭➛ ❜ ‖(Id− πε)Baε‖Er(I) 6 κ2ε

s.

è✎❥❸✐✯❵❝❜✺♣r➌✲✈r❷❸❷●➢

‖(Id− πε)u0‖2
Er(I) =

r∑

q=0

〈(−L)q(Id− πε)u0; (Id− πε)u0〉L2(I)

=
r∑

q=0

+∞∑

l=[1/
√

ε]+1

〈
(−L)qu0; P̃l

〉

L2(I)

〈
u0; P̃l

〉

L2(I)

=
r∑

q=0

+∞∑

l=[1/
√

ε]+1

1

l4s(l + 1)4s

〈
(−L)q+2su0; P̃l

〉

L2(I)

〈
(−L)2su0; P̃l

〉

L2(I)

6

{ +∞∑

l=[1/
√

ε]+1

1

l4s(l + 1)4s

}{ r∑

q=0

‖(−L)q+2su0‖L2(I)‖(−L)2su0‖L2(I)

}

6
ε3s

6s

r∑

q=0

‖(−L)q+2su0‖L2(I)‖(−L)2su0‖L2(I).

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
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➊✬◗❙❥➉③✯◗✡❴❉❥♠❱✭❷➉②❙❵
(i)
➛➷➜➣❥➑❜❦◗✴❵❞❥♠❚✹❥♠❷➉✈①✐✵③✑♣◆❚✘✇❙❣❛❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢✩➊➠❱✌♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢

‖(Id− πε)Baε‖2
Er(I) 6

ε3s

6s

r∑

q=0

‖(−L)q+2sBaε‖L2(I)‖(−L)2sBaε‖L2(I)

6
ε3s

6s

r∑

q=0

‖B‖E2q+4s(I) ‖aε‖E2q+4s(I)‖B‖E4s(I)‖aε‖E4s(I)

6

( 2

ln(
e−2γ

ε
)

)2 ε3s

6s

r∑

q=0

‖B‖E2q+4s(I) ‖v0‖E2q+4s(I)‖B‖E4s(I)‖v0‖E4s(I).

➜➣◗❙❥➉③✯◗❇③✑♣r❢➟③✑❷♠❣❻②❛❱❯❵✸❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦♣❉♣①➌☞➓❉❴✧❵❞◗❙♣✚➊✬❥♠❢❙❼
(ii)

➛

➹❯✌✵❿ ➡❥✑✫✑✫✦③✑✡✕❩✘❬❘✫✓✎✬✮❲❀❘✛✕✭✖↕✦③✑Õ❘✣❙❚✕Ö✬✮❲❀❘✫❳✔❙❵✓✎★✜❸
î➦❥♠➨r❱➍❥❸❢✜❜❦◗❙❱✸✇❙✐❞❱❡③✑❱❡②❛❥❸❢❻❼✬❜s➊➠♣❨❵❝❱❡③❄❜❞❥♠♣r❢➟❵✭➢❡➊➠❱➠➊✬❥❸❷♠❷■❢❙♣✚➊➞✇❙✐❞♣✚➧❉❥➉②❛❱♦❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈✚❜❦❱❯❵☎✐❞❱❯❷♠✈①❜❞❱❯②❺❜❦♣✵❜❦◗❙❱➍❚✝✈✚❜✯③✯◗❙❥♠❢❙❼❬③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢➦➛
➜➐❱✺➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✚❜❦❱✵✈①❢❻②✹✇❙✐❦♣✚➧r❱✺✈✌✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜➷❜❦◗❻✈✚❜➍✈r❷❸❷♠♣✚➊✵❵✎❜❞♣✜➨❉❢❙♣✚➊ä✇❙✐❞❱❡③✑❥➉❵❝❱❯❷❸❴✗❜❞◗❙❱✵➓▲❱✭◗➟✈➤➧■❥♠♣r✐✲♣r➌

aε ➊✬◗❙❱✭❢ ε→ 0
➛ ➆ ❢✘✈

➥❻✐✯❵s❜➍❵❝❜❞❱❯✇✝➊➠❱✬➊✬❥♠❷♠❷❙❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱ ‖u0 +uε
1−Uε

1‖2
L∞

ξ
⊗L2

ν(T ε)

✈r❢❻② ‖ ∂
∂ξ {u0 +uε

1−Uε
1}‖2

L∞
ξ

⊗L2
ν(T ε)

➛✲ý✬③✭③✭♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼
❜❞♣✹❜❦◗❙❱✗③✭✈r❷♠③✭❣❙❷❸❣➟❵✺✇❙✐❞♣✚➧❉❥➉②❛❱❯②✡➓▲❱✑➌ç♣r✐❦❱r➢

u0,as + uε
1,as − Uε

1,as=
(

ln
1

ε2
Id+A+B

)
aε − bε(ν) ln

√
ξ + 1

2
= τε − bε(ν)

2
ln(1 +

ξ − 1

2
).

❳❬❵❞❥♠❢❙❼✹❜❞◗❙❱✜✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵✺♣r❢
τε ➢❛➊✸❱✜♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢✡❜❞◗❙❱✜❱✭↔❉❥➉❵❝❜❞❱✭❢➟③✑❱✌♣①➌ κ > 0

❵❞❣❻③✯◗✩❜❞◗❻✈①❜

‖u0,as + uε
1,as − Uε

1,as‖2
L∞

ξ ⊗L2
ν(T ε) 6 κ ‖aε‖E3(I) ε.

➆ ❢❇③✑♣◆❢❻③✑❷♠❣❻❵❞❥❸♣◆❢✧➊✸❱✜◗❻✈➤➧r❱

‖u0 + uε
1 − Uε

1‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε) 6 ‖u0 − u0,as‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε) + ‖uε
1 − uε

1,as‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε)

+ ‖U ε
1 − Uε

1,as‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε) + ‖u0,as + uε
1,as − Uε

1,as‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε).

‖u0 + uε
1 − Uε

1‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε) 6 κ ‖aε‖E3(I) ε
1/2.

P✺◗❙❱❯❢✴②❙❥➑â⑥❱✭✐❦❱✭❢■❜❞❥➉✈✚❜❦❥❸❢❻❼❁❜❦◗❙❱✜❱✑↔❛✇❙✐❦❱❯❵❦❵❞❥❸♣◆❢✡✈①➓▲♣✚➧r❱

∂

∂ξ
{u0,as + uε

1,as − Uε
1,as} = −b

ε(ν)

2

1

ξ + 1
◗❙❱❯❢❻③✑❱✌❜❦◗❙❱✜❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱❺♣r➌✎✈

κ > 0
❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈r❢◆❜✵♣r➌

ε
❵❝❣❻③✯◗✡❜❞◗➟✈✚❜

‖ ∂
∂ξ

{u0,as + uε
1,as − Uε

1,as}‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε) 6 κ ‖aε‖E3(I).

è✎❥❸❢➟✈①❷♠❷❸❴

‖ ∂
∂ξ

{u0 + uε
1 − Uε

1}‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε) 6 ‖ ∂
∂ξ

{u0 − u0,as}‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε) + ‖ ∂
∂ξ

{uε
1 − uε

1,as}‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε)

+ ‖ ∂
∂ξ

{Uε
1 − Uε

1,as}‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε)

+ ‖ ∂
∂ξ

{u0,as + uε
1,as − Uε

1,as}‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε).

‖ ∂
∂ξ

{u0 + uε
1 − Uε

1}‖L∞
ξ ⊗L2

ν(T ε) 6 κ ‖aε‖E3(I)
1

ε1/2
.

❲✵♣✚➊➔➊✸❱➠➌ç♣◆✐❞❚❁❣❙❷➉✈✚❜❞❱✵✈✌✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜✲❜❞◗❻✈①❜➍❼r❥♠➧r❱❡❵✎❜❞◗❙❱✬➓▲❱✭◗❻✈➤➧❉❥♠♣r✐➷♣r➌
aε ➛✲P✺◗❙❥➉❵➷❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱❬➊✬❥❸❷♠❷❙❷♠❱❯✈r②✹❣❻❵➷❜❞♣✌❜❞◗❻❱✵➓➟❱❯◗❻✈➤➧❉❥❸♣◆✐

♣①➌
p̃ε ❥❸❢❇❵❞❣❙➓❻❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢✴û❙➛ï⑧❉➛

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ Þ ⑨

➌➍➭ ➽➹➽ã➃➬➷ ⑤⑨♦
➍❶➎ Ý✭Ú❞Ý✹Ý❷➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐❺Ï➴Û➍Ð✧Ó❦Ð①Ö❙❐❄ÏÑÕ✚Ö❻Ï➴❐

κ1, κ2 > 0
ÒÜÖ❄➒rÝÑ❰❻Ý✑Ö❶➒rÕ✚Ö➟Ï✺Ð❝Ù

ε ➙ ❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï▲Ù✑Ð✚Ú ε ❐❄❮✝Õ✚×Ü×☎Ý✭Ö▲Ð❇↔➨➛ ➎ ➙ Õ①Ö❄➒✬Ù✑Ð①Ú✕Õ✚Ö➟❒
s ∈ R

κ1

ln 1
ε

6 ‖aε‖Es(I) 6
κ2

ln 1
ε

.

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
➜➐❱❺✐❦❱❯③❯✈①❷♠❷⑥❜❞◗❙❱✗②❙❱✑➥❻❢❙❥❸❜❞❥♠♣r❢✴♣r➌

aε

aε =
(
Id+ (ln

1

ε2
Id+Aε)−1πεB

)−1

(ln
1

ε2
Id+Aε)−1πεv0

➜➐❱✌➥❻✐❦❵❝❜✵❵❝◗❻♣✚➊ü❜❞◗➟✈✚❜❯➢❻➊✬❥➑❜❦◗✩✐❦❱❯❵❞✇▲❱❯③❄❜✺❜❦♣✘❜❞◗❙❱✜❢❙♣◆✐❞❚ ‖ ‖Es(I)
➢❙➊✸❱✌◗❻✈➤➧r❱

aε = (ln
1

ε2
Id+Aε)−1πεv0 +O(

1

ln2 1
ε

)

➆ ❢❻②❛❱❯❱❯②✴✈✹❣❻❵❞❣❻✈①❷➦③❯✈①❷➉③✑❣❙❷♠❣❻❵✺❴❉❥❸❱❯❷♠②❻❵

∥∥∥
(
Id+(ln

1

ε2
Id+Aε)−1πεB

)−1

−
(
Id−(ln

1

ε2
Id+Aε)−1πεB

)∥∥∥
Es(I)

6
‖(ln 1

ε2 Id+Aε)−1πεB‖2
Es(I)

1 − ‖(ln 1
ε2 Id+Aε)−1πεB‖Es(I)

✈①❢➟②➈❣❻❵❞❥♠❢❙❼✩❜❞◗❙❱✝❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈✚❜❦❱❯❵❺➌ç♣◆✐✌❜❞◗❙❱✝♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐✯❵❨♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢❙❱❯②➞②❛❣❙✐❦❥♠❢❙❼✧❜❦◗❙❱✝✇❙✐❦♣❉♣①➌➠♣r➌➠❜❦◗❙❱✭♣◆✐❞❱❯❚×✠❛➛♠é①➢➦➌ç♣◆✐
ε
❵❞❚✘✈r❷❸❷

❱✭❢❻♣r❣❙❼◆◗➦➢
∥∥∥
(
Id+ (ln

1

ε2
Id+Aε)−1πεB

)−1

−
(
Id− (ln

1

ε2
Id+Aε)−1πεB

)∥∥∥
Es(I)

6
2

ln2 1
ε

.

❪❉♣✘➊✬❥❸❜❞◗✴✐❞❱❡❵❝✇▲❱❯③✑❜✬❜❞♣✹❜❞◗❻❱✜♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❞♣◆✐✺❢❙♣r✐❦❚❃♣r❢
Es(I)

➢❙➊➠❱✌◗❻✈➤➧◆❱

(
Id+ (ln

1

ε2
Id+ Aε)−1πεB

)−1

(ln
1

ε2
Id+Aε)−1 =

(
Id− (ln

1

ε2
Id+Aε)−1πεB

)
(ln

1

ε2
Id+Aε)−1

+O(
1

ln3 1
ε

)

= (ln
1

ε2
Id+Aε)−1 +O(

1

ln2 1
ε

).

❪❉❥♠❢❻③✑❱❿❜❞◗❙❱✝➌Ô✈r❚✘❥❸❷♠❴
(πεv0)ε>0

❥♠❵✕➓➟♣◆❣❙❢❻②❛❱❡②➞❥❸❢
Es(I)

➢✎➊✸❱✝♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢➐❜❞◗❙❱✡②❛❱❯❵❞❥❸✐❦❱❯②➐✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❯➛✡❲❬♣✚➊ ➊✸❱❿❢❙❱❯❱❯②➡❜❞♣
❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❦❱

(ln 1
ε2 Id + Aε)−1πεv0

➛✡P✺◗❙❱❯✐❞❱✝❱✭↔❛❥♠❵❝❜❦❵
κ1, κ2 > 0

❥❸❢❻②❙❱✭✇▲❱✭❢❻②❙✈r❢■❜✕♣①➌
ε
❵❞❣❻③✯◗➐❜❞◗❻✈①❜✗➌ç♣r✐

ε
❵❝❚✝✈①❷♠❷

❱✭❢❻♣r❣❙❼◆◗➦➢❙✈①❢❻②✧➌ç♣r✐✵✈r❢❉❴
q = 0 . . . [ 1√

ε
]
➢ κ2

1

ln2 1
ε

6 1

(ln(
λq
ε )2)2

6
κ2
2

ln2 1
ε

➢❛❜❞◗❉❣❻❵✺➊✸❱✜♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢

κ2
1 ‖v0‖2

Es(I)

ln2 1
ε

6 ‖(ln 1

ε2
Id+Aε)−1πεv0‖2

Es(I) =

[ 1√
ε
]∑

q=0

(1 + q2)s

(ln(
λq

ε )2)2
|
〈
v0, P̃q

〉

L2(I)
|2 6

κ2
2 ‖v0‖2

Es(I)

ln2 1
ε

✈①❢➟②❿❜❦◗❙❥♠❵❬③✑♣r❢➟③✑❷♠❣❻②❛❱❯❵✸❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦♣❉♣①➌☞♣r➌☞❜❦◗❙❱✜❷♠❱✭❚✘❚✝✈❙➛

Ø q ✦✴✆ ✆✮✒✜✛☞✄❫☛✗✔❫✠✎✣✡✤✥✏✸☛✗✔✡✁➦✠☎✛✲✦✡✏➍✠☞✍✑☛✗✔✾☛✗✙ä✠☞✣✩✤✥✒✜✞✡✞✩✛✲☛✬✷❿✍✭✆✮✒✌✠☞✤✫✽✴✤✬✖✑á

P✺◗❙❥➉❵✬❵❝❱❡③❄❜❦❥❸♣◆❢✩❵❞❣❙❚✝❵✺❣❙✇✩❜❞◗❙❱✜✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵✸♣①➌☞❜❞◗❙❱✜✇❻✐❞❱❡③✑❱❯②❙❥❸❢❙❼✝❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢❻✈r❢❻②✧②❛❱✭➥❻❢❙❱✌❜❦◗❙❱✜✈①✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈①❜❞❱❨➥❻❱✭❷➉②
ũε ❜❞◗❻✈①❜

❥➉❵❬❵❞❣❙✇❙✇▲♣◆❵❞❱❯②✡❜❞♣❿➓▲❱✕✈✝❼◆♣❉♣❉② ➛r×❸Ð➨➏✯Õ①× ✈①✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈①❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌
uε ➛✬è✎❥❸✐✯❵❝❜❬➊➠❱✜✐❦❱❯③❯✈①❷♠❷✿❜❞◗❻❱✕②❛❱✑➥➟❢❙❥➑❜❦❥❸♣◆❢❻❵✵➊✸❱✕②❛❱✭➥❻❢❙❥❸❜❞❱❯❷❸❴

✈r②❙♣r✇❛❜❁➌ç♣r✐
aε ➢ uε

1

✈r❢❻②
Uε

1

➛➐è❻♣r✐
ε
❵❞❚✝✈①❷♠❷➠❱❯❢❙♣r❣❙❼◆◗➦➢➷➊✸❱✡②❛❱✭➥❻❢❙❱

aε ✈◆❵✗❜❦◗❙❱✧❣❻❢❙❥♠❧■❣❙❱✴❵❞♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢↕❥ Eε ❜❦♣➋❜❞◗❻❱
❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢

(
é❡⑧

)ε : (ln
1

ε2
Id+Aε) aε + πεB aε = πεv0

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
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❺✩➭❬Ù ✽❀✻ç➁✺✻ ➵ ✽ ➵❄❃ ➁✺❅ ➭♥❃ ➃❛➂ Ù✲➭ ➱Ô➸
➜➐❱✗②❛❱✑➥❻❢❻❱

uε
1

✈r❵✸❜❦◗❙❱✜❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✌➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢✴❥♠❢
H1

loc(Ω \ J)
❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➌ç❴❉❥❸❢❻❼





∆uε
1 + k2uε

1 = 0
❥♠❢

Ω \ J,

uε
1 = 0

♣r❢
∂Ω,

uε
1

♣◆❣❛❜❞❼◆♣r❥♠❢❙❼
,

uε
1 −

∫

J

aε( ▲ ′)
eik| ▲ − ▲ ′|

4π| ▲ − ▲ ′| d ▲
′ ∈ H1

loc(Ω).

❺✩➭❬Ù ✽❀✻ç➁✺✻ ➵ ✽ ➵❄❃ ➁✺❅ ➭ ✽ ➭ ➃❙➂ Ù✎➭ ➱➴➸
è❙♣◆✐✵✈①❢❉❴

ν ∈ [−1; +1]
➢❉➊✸❱✗②❛❱✑➥➟❢❙❱

Ûε
1,ν

✈r❵✸❜❦◗❙❱✜❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱❺➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢
H1

loc(ωN (ν))
❵❞✈①❜❞❥➉❵s➌ç❴❉❥♠❢❙❼






∆Ûε
1,ν = 0

❥❸❢
ωN (ν),

Ûε
1,ν = 0

♣r❢
∂ωN (ν),

P✺◗❙❱❯✐❞❱✌❱✑↔❛❥➉❵s❜✯❵
α ∈ C

❵❯➛ ❜
lim

ζ→+∞
‖ Ûε

1,ν(ζ; θ) + α+
aε(ν)

2π
ln ζ‖θ,∞ = 0.

❲✵♣✚➊↕➊✸❱✺②❛❱✑➥❻❢❻❱➍❜❦◗❙❱✸✈r✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈✚❜❦❱➷➥❻❱❯❷♠②
ũε ➛✲è❙♣◆✐☎❜❦◗❙❥♠❵✲✇❻❣❙✐❞✇▲♣◆❵❞❱➍➊✸❱➍❥♠❢■❜❞✐❦♣❛②❛❣❻③✑❱✺✈❬③✭❣❛❜❝➚➶♣①â✘➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢☎➛➷➘➠♣◆❢❻❵❝❥➉②❛❱❯✐

✈
C∞ ➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢

χ : R → [0; 1]
②❛❱❡③✑✐❦❱❯✈r❵❞❥♠❢❙❼✡❵❞❣❻③✯◗➡❜❞◗❻✈①❜

χ(x) = 0
➌ç♣r✐

x > 1
✈①❢➟②

χ(x) = 1
➌ç♣◆✐

x 6 0
➛

❪❉❣❙✇❻✇➟♣■❵❝❱ ▲ ◗❻✈r❵✺❱❯❷❸❷♠❥♠✇❻❵❝♣◆❥♠②❻✈①❷✿③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵
(ξ; ν; θ)

➢❙❜❞◗❻❱✭❢✴➓❉❴✡②❛❱✭➥❻❢❙❥❸❜❞❥♠♣r❢

χε( ▲ ) = χ(
ξ2 − ε− 1

ε
).

➆ ❢✴❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷➦③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✸➊➠❱✌◗❻✈➤➧◆❱

(∇χε)( ▲ ) =
2ξ

ε

ξ2 − 1

ξ2 − ν2

(∂χ
∂ξ

)
(
ξ2 − ε− 1

ε
)

➊✬◗❙❥➉③✯◗✡❷♠❱❯✈◆②❙❵✸❜❞♣✘❜❦◗❙❱✜❥♠❢❙❱❯❧■❣❻✈r❷❸❥❸❜❞❥♠❱❯❵

‖χε‖L∞(T ε) 6 1
❱✑❜ ‖

(ξ2 − ν2

ξ2 − 1

)1/2

∇χε‖L∞(T ε) 6
4‖χ ′‖L∞(R)

ε
.

å❝é ÷ æ

❺✩➭❬Ù ✽❀✻ç➁✺✻ ➵ ✽ ➵❄❃ ➁✺❅ ➭ ➃ ❝❀❝ ➂ ➵ ▲ ✻➴➽➹➃❛➁ ➭♥Ù✎➭ ➱Ô➸
➜➐❱✗②❛❱✑➥❻❢❻❱✌❜❞◗❙❱✗✈r✇❙✇❙✐❦♣➤↔❉❥♠❚✝✈✚❜❦❱✵➥❻❱❯❷♠②

ũε ➓❉❴

ũε(x) = (1 − χε(x))(u0(x) + uε
1(x)) + χε(x)Uε

1 (x) ∀ ▲ ∈ ΩR
ε

➜➐❱✗③✭✈①❢✴❵❞❣❙✇❙✇▲♣◆❵❞❱❬❜❦◗❻✈✚❜
Uε

1

åÜ❜❦◗❉❣❻❵
ũε æ✸❥➉❵✺❱✑↔❉❜❦❱✭❢❻②❛❱❡②✩➓■❴ 0

❥♠❢
Ωi

ε

➢➦➢❙❵❝♣✘➊✸❱✜③✑♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐
ũε ✈◆❵✺✈✕➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢✩♣r➌ H ➛

❲✵♣r❜❞❱✌❜❦◗❻✈✚❜
ũε = u0 + uε

1

❥❸❢ Zε
lo

✈①❢❻②
ũε = Uε

1

❥❸❢ Zε
pr

➛➷➜➐❱✗②❛❱✭❢❻♣①❜❞❱

p̃ε =
∂ũε

∂n
|Γε

➊✬◗❙❱❯✐❞❱
n
❥♠❵✺❜❦◗❙❱✜❢❙♣◆✐❞❚✝✈①❷⑥♣◆❣❛❜❞❼◆♣r❥♠❢❙❼❁➊✬❥❸❜❞◗✴✐❦❱❯❵❞✇➟❱❡③❄❜✬❜❦♣

Ωi
ε

➛

f̃ε ∈ H′ ❵❝❣➟③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜ 〈
f̃ε; v

〉

H′,H
=(Aũε; v)H +

∫

Γε

p̃εv +

∫

ΩR

f v.

P✺◗❙❱❯❢
(ũε; p̃ε) ∈ H×H−1/2(Γε)

❵❞✈①❜❞❥➉❵s➥➟❱❯❵

(P̃ε) :





∫

ΩR

∇ũε · ∇v − k2

∫

ΩR

ũεv +

∫

ΓR

vTRũ
ε +

∫

Γε

p̃εv = −
∫

ΩR

fv +
〈
f̃ε; v

〉

H′,H
∀v ∈ H,

∫

Γε

qũε = 0 ∀q ∈ H−1/2(Γε).

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
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Ú q ✠☞✤✺✞ ➸ tþ✤✺✛☞✛✲☛✜✛✻✤✬✁✿✠☞✍✭✆✮✒✜✠☞✤

❲✵♣✚➊þ➊✸❱✗❵❝◗❻♣✚➊➙❜❦◗❙❱✭♣◆✐❞❱❯❚✂⑨❛➛❸é✜❜❦◗❻✈✚❜❨❚✹❱❡✈①❢❻❵✵❜❞◗❻✈①❜
ũε ❥➉❵❬✈❿❼r♣❉♣❛②❇✈①✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈①❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌ uε ➛✵P✺◗❻❥♠❵❬✇❙✐❞♣❉♣r➌✎➊✬❥♠❷❸❷✎➓▲❱

②❛❱❡③✑♣r❚✘✇▲♣◆❵❞❱❯②✡❥❸❢✩❜s➊✸♣✝❵❝❣❙➓❙➚➶❵❝❜❞❱❯✇➦ê➷❵s❜✯✈①➓❙❥♠❷❸❥❸❜s❴➈å
1
❵s❜➋➈❄æ✸✈①❢❻②✴③✑♣◆❢❻❵❞❥♠❵❝❜❦✈r❢❻③✑❴➋å

2
❢❻②②➈✯æ❄➛

Û ✌✎☞ ➘❂❘✣❲❛➂❵✓❷✱✎✓❜❘➯✥Ü✱❜✕❩✬④✬✮❲
P✺◗❙❱✗✈r❥❸❚❃♣r➌☞❜❦◗❙❥➉❵✺✇❻✈①✐✯✈①❼◆✐❦✈r✇❙◗❿❥➉❵✬❷❸❱❯❚✘❚✘✈❿⑨❛➛ Þ ➛✤☎❺❱❯➧❉❥❸❱❯❢

ε
➢❉➌ç♣◆✐

fε ∈ Hε′

0

➢❙➊✸❱✌③✭♣r❢❻❵❞❥➉②❛❱✭✐✸❜❞◗❻❱✜✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚

è✎❥❸❢➟②
uε

0 ∈ Hε
0

❵❝❣➟③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜
(Aε

0u
ε
0; v)H = 〈f ε; v〉Hε′

0 ,Hε
0

∀v ∈ Hε
τ .

å❝é❆✠◆æ

✉✬❱❡③✭✈①❷♠❷▲❜❞◗❻✈①❜✺❜❞◗❙❱✜❵❞✇❻✈r③✭❱ Hε
0

➊✺✈r❵✸②❛❱✑➥❻❢❻❱❯②✡❥❸❢②➈✯⑧❙➛ ÷ ➛❸é❺✈r❵➠❜❞◗❙❱✜❵❞❱✑❜✺♣①➌☞➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻❵✺♣①➌ H ➊✬❥❸❜❞◗✡❜❞✐✯✈r③✭❱❬♣r❢
Γε ❱❯❧■❣❻✈r❷

❜❞♣✝❹❻➛
➌➍➭ ➽➹➽ã➃➬Ý ⑤✼❤
➭ Ð✚Ú

ε > 0
❐❄❮✘Õ①×Ü×❻Ý✑Ö⑥Ð❇↔➨➛ ➎ Õ✚Ö❶➒✲Ù✑Ð✚Ú✵Õ✚Ö➟❒

f ε ∈ Hε′

0 ➙ Ï ➎ Ý✎❰▲Ú❞Ð❬➏✑×❸Ý✭❮Ü❒❜Þ➨ß❍Ï✌Õ❬➒✚❮✹ÒÜÏÔ❐✬Õ➃↔❛Ö❻Ò✾➩Ó↔❻Ý➠❐✭Ð✚×➫↔❛Ï●ÒÔÐ✚Ö ù❯à Ð✚Ú❞Ý✯Ð➯➧➤Ý✭Ú
Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý❁Ý➑➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐

κ1 > 0
Õ✚Ö❶➒

κ2 > 0
ÒÜÖ❄➒rÝÑ❰❻Ý✑Ö❶➒rÕ✚Ö➟Ï✵ÐsÙ

ε
❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï

∀ǫ > 0 ∀u ∈ Hε
0 , κ1‖u‖H 6 ‖Aε

0u‖H 6 κ2‖u‖H.
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅

➘➠♣r❢➟③✑❱✭✐❦❢❙❥♠❢❙❼✴③✑♣r❢■❜❦❥❸❢❉❣❙❥❸❜s❴r➢➦❥❸❜✗❥➉❵✜❱❯✈◆❵❝❴❇❜❦♣❇❵❝❱❯❱❁❜❦◗❙❱✝❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱✝♣①➌
κ2

❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈①❢■❜✗♣r➌
ε
❵❞❣❻③✯◗➐❜❞◗➟✈✚❜ ∀u ∈

Hε
0, ‖Aε

0u‖H 6 κ2‖u‖H
➛↕è❙♣r✐❁❜❞◗❻❱✡✐❦❱❯❵❝❜❁♣r➌✵❜❞◗❙❱✩✇❙✐❦♣❉♣①➌✵➊✸❱✡❵❞◗❻✈①❷♠❷➠✇❻✐❞♣❛③✑❱❯❱❯②↕➓❉❴↕③✑♣◆❢■❜❞✐✯✈r②❛❥➉③❄❜❦❥❸♣◆❢➦➛➞❪❛❣❙✇❙✇▲♣◆❵❞❱

❜❞◗❻❱✭✐❦❱✧❱✑↔❛❥➉❵s❜
εn → 0

✈r❢❻②
wn ∈ Hεn

0

❵❞❣❻③✯◗↕❜❞◗➟✈✚❜✕➌ç♣◆✐✹✈r❢❉❴
n
➢ ‖wn‖H = 1

✈r❢❻② ‖Aεn
0 wn‖H → 0

➛➡➜➡❱
③✭✈r❢❇❵❝❣❙✇❻✇➟♣■❵❝❱◆➢❻❱✑↔❉❜❦✐❦✈◆③❄❜❞❥♠❢❙❼❿✈✝❵❞❣❙➓❛➚Ñ❵❝❱❡❧■❣❙❱✭❢❻③✭❱✜❥➑➌➷❢❙❱❡③✑❱❡❵❞❵❦✈①✐❦❴r➢❛❜❦◗❻✈✚❜

(wn)
❵❝❜❞✐❦♣r❢❙❼◆❷❸❴✡③✑♣r❢❉➧◆❱✭✐❦❼r❱❯❵✺❥♠❢

L2(ΩR)
✈r❢❻②

➊✸❱❯✈①➨❉❷♠❴➋③✑♣◆❢■➧◆❱✭✐❦❼r❱❡❵✵❥♠❢
H1(ΩR)

❜❦♣✚➊✸✈r✐❦②
w0 ∈ H1(ΩR)

➛✝P✎✈①➨◆❱
v ∈ H1

00(ΩR)
➥❙↔❛❱❡②✿➛✹ý✬③❯③✑♣◆✐❦②❛❥♠❢❙❼✡❜❞♣✴♣r❣❻✐

❥♠❢❙❥➑❜❦❥♠✈r❷☞✈◆❵❞❵❞❣❙❚✘✇❛❜❞❥♠♣r❢✴➊✸❱✜◗❻✈➤➧r❱
(Aεn

0 wn; v)H 6 ‖Aεn
0 wn‖H ‖v‖H1(ΩR) → 0

➊✬◗❙❱✭❢
n → +∞ ➛✸♥➷✈r❵❦❵❝❥♠❢❙❼✹❜❞♣

❜❞◗❻❱❿❷❸❥♠❚✘❥➑❜❁➓■❴➡➊➠❱❡✈①➨➈③✭♣r❢❉➧r❱❯✐❞❼◆❱✭❢❻③✭❱
(Aw0; v)H = 0

➛✴❪❉❥♠❢❻③✑❱
v
❥♠❵✗✈r❢↕✈①✐❦➓❙❥➑❜❦✐❦✈r✐❞❴✴➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢

H1
00(ΩR \ J) =

{ v ∈ H1(ΩR) | v = 0
❵❞❣❙✐✬❣❙❢✴➧r♣◆❥♠❵❞❥❸❢➟✈①❼r❱✌②❛❱

J } ❱✑❜✧❵❞❥♠❢❻③✑❱
H1

00(ΩR \ J)
❥♠❵✝②❙❱✭❢❻❵❞❱❇❥❸❢

H1(ΩR)
å➴❵❝❱❯❱

❷♠❱✭❚✘❚✝✈➋ý✗➛ û➋❥♠❢➹✈①✇❙✇▲❱✭❢➟②❛❥➑↔❻æ✑➢✲❜❞◗❙❱❯✐❞❱❿◗❻♣r❷➉②❙❵ ∀v ∈ H1(ΩR)
➢
(Aw0; v)H = 0

➛➋P✺◗❙❱✭❢➹✈➈③✑❷➉✈r❵❦❵❝❥➉③✭✈r❷♦✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜✕♣r➌
❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✭❢❻❱❯❵❦❵☎❼◆❥❸➧◆❱❯❵

w0 = 0
➛✎❩❇♣r✐❦❱✭♣✚➧◆❱✭✐✿❜❦◗❙❱➠✇▲♣◆❵❞❥❸❜❞❥♠➧■❥❸❜s❴✌✇❙✐❦♣r✇▲❱✭✐❞❜s❴❺♣r➌❛❜❞◗❙❱✺➒❨❥❸✐❦❥♠③✯◗❻❷❸❱✭❜❝➚●❜❞♣①➚Ñ❲✵❱❯❣❙❚✝✈①❢❙❢✕❚✘✈r✇❁❵❝❜❦✈①❜❞❱❯❵

ℜe{
∫
ΓR
vTRv} > 0

❵❝♣

‖∇wn‖2
L2(ΩR) 6 ‖∇wn‖2

L2(ΩR) + ℜe{
∫

ΓR

wn TRwn} = k2‖wn‖2
L2(ΩR) + (Aεn

0 wn; v)H → 0

➊✬◗❙❥➉③✯◗➹❥➉❵❁❥♠❢ã③✭♣r❢■❜❞✐✯✈r②❛❥➉③❄❜❦❥❸♣◆❢↕➊✬❥➑❜❦◗ã♣◆❣❙✐❁❥♠❢■❜❞❥➉✈①❷✺✈r❵❦❵❝❣❻❚✹✇❙❜❞❥♠♣r❢➦➛ ➆ ❢ä③✭♣r❢❻③✭❷❸❣❻❵❞❥♠♣r❢↕➊✸❱✧◗❻✈➤➧◆❱✧✇❙✐❦♣✚➧r❱❡②➐❜❞◗❻✈①❜✕❜❞◗❻❱✭✐❦❱
❱✑↔❛❥➉❵s❜✯❵

κ1 > 0
❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈①❢■❜❿♣r➌

ε
❵❞❣❻③✯◗ä❜❞◗❻✈①❜✝➌ç♣r✐

ε
❵❞❚✘✈r❷❸❷✬❱❯❢❙♣r❣❻❼r◗ ∀u ∈ Hε

0 , κ1‖u‖H 6 ‖Aε
0u‖H

➛
➜➐❱✝◗❻✈➤➧r❱✝❵❞◗❙♣✚➊✬❢➈❜❦◗❙❱❿❥♠❢✚qs❱❯③✑❜❞❥♠➧❉❥➑❜s❴➡♣①➌✸❜❞◗❙❥➉❵✜♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐❺➌ç♣r✐

ε
❵❝❚✝✈r❷❸❷ ➆ ❢↕✈◆②❙②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢➦➢✎❵❝❥♠❢❻③✑❱ Aε

0

❥♠❵✌♣r➌✺è❻✐❞❱❡②❛◗❙♣◆❷❸❚
❜s❴❉✇➟❱✡è❙✐❦❱❯②❛◗❙♣◆❷❸❚✫✈①❷❸❜❞❱❯✐❞❢❻✈①❜❞❥♠➧r❱✘❴❉❥❸❱❯❷♠②❻❵✜❜❞◗❻❱❿➓❙❥ qs❱❯③❄❜❦❥❸➧❉❥❸❜s❴➈♣r➌✸❜❦◗❙❱❿♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐ Aε

0

➢✲➊✬◗❙❥➉③✯◗➐❚✘❱❡✈①❢❻❵✜❱✭↔❛❥♠❵❝❜❞❱❯❢❻③✑❱❿✈r❢❻②
❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✭❢❻❱❯❵❦❵✺♣①➌✎❜❞◗❙❱✗❵❞♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢✡❜❞♣✹❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚❃➊✸❱✜✈①✐❦❱✌❥❸❢■❜❞❱❯✐❞❱❡❵s❜❦❱❯②✡❥❸❢☎➛

☎❺❥♠➧r❱✭❢
ε > 0

➢❉➌ç♣◆✐
f ε ∈ H′ ✈r❢❻② gε ∈ H1/2(Γε)

➊➠❱✜③✑♣◆❢❻❵❞❥♠②❛❱❯✐✺❜❞◗❙❱✜✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚






è✎❥❸❢➟②
(vε; qε) ∈ H×H−1/2(Γε)

❵❞❣❻③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜
∫

ΩR

∇vε · ∇v − k2

∫

ΩR

vε v +

∫

ΓR

v TRv
ε +

∫

Γε

qε v = 〈f ε; v〉H′,H ∀v ∈ H,
∫

Γε

q vε = 〈gε; v〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε) ∀q ∈ H−1/2(Γε).

å❝é❯⑦■æ

➆ ❢➋♣◆✐❦②❛❱❯✐✵❜❦♣✧♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢❇❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱❁✈r❢❻②❇❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✭❢❻❱❯❵❦❵❬✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵❬✈r❢❻②➋✈r❷♠❵❞♣✧③✑♣◆❢■❜❞❥♠❢■❣❻❥➑❜s❴✩❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱❡❵❨③✭♣r❢❻③✭❱✭✐❦❢❙❥♠❢❙❼✝❜❞◗❻❱
✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✓åsé❯⑦◆æ❄➢❙➊✸❱✌➊✬❥❸❷♠❷☎✈①✇❻✇❙❷❸❴✧❜❞◗❙❱❺❜❦◗❙❱✭♣◆✐❞❴❿♣r➌❛✂✸✐❦❱✭➏❯➏✭❥✿✈①❢❻②✴è❻♣r✐❞❜❞❥♠❢➐å➴③①➛ ➌✸ì ⑦ í æ❄➛

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



÷ ❹ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

➌➍➭ ➽➹➽ã➃➬Ý ⑤✷❦
➍❶➎ Ý✭Ú❞Ý✘Ý❷➐◆Ò➉❐❄Ï➴❐

κ > 0
ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✭Ö❄➒rÕ①Ö❻Ï✬ÐsÙ

ε
❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï✸Ï ➎ Ý✗Ï●Ú❞Õ◆Ó❦Ý❁Ð❦❰❻Ý✑Ú❦Õ✚ÏÑÐ✚Ú

τε
❐✑Õ①Ï➴Ò➉❐✵➪✸Ý❄❐✌Ï ➎ Ý✗ÒÜÖ❡Ù ➓ ❐➅↔❡❰↕Ó✯Ð✚Ö❶➒✚ÒÜÏ●ÒÔÐ✚Ö

sup
v∈H

〈q, τεv〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε)

‖v‖H
= sup

v∈H

∫
Γε qv

‖v‖H
> κ ‖q‖H−1/2(Γε)

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
P✎✈①➨r❱

w ∈ H1/2(Γε)
❵❝❣❻③✯◗➋❜❞◗❻✈①❜ 〈q, τεw〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε)

‖w‖H
>

1

2
‖q‖H−1/2(Γε)

➛✌P✺◗❙❱❯❢➡✈r③❯③✑♣◆✐❦②❛❥♠❢❙❼✘❜❦♣
❷♠❱✭❚✘❚✝✈↕å➴⑧❛➛ï⑧①æ✑➢☎❜❦◗❙❱✭✐❦❱✝❱✑↔❛❥➉❵s❜✯❵

u ∈ H1(ΩR)
❵❞❣❻③✯◗➐❜❞◗❻✈①❜

u|Γε = w
✈①❢➟② ‖u‖H1(ΩR) 6 κ‖w‖H1/2(Γε)

➊✬❥➑❜❦◗
κ > 0

➛➷è❙✐❦♣r❚ ❜❦◗❙❥➉❵✬➊➠❱✜②❛❱❡②❛❣❻③✭❱

sup
v∈H

〈q, τεv〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε)

‖v‖H
>

〈q, τεw〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε)

‖w‖H

>
〈q, τεw〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε)

‖w‖H1/2(Γε)

‖w‖H1/2(Γε)

‖w‖H1(ΩR)
>

1

2κ
‖q‖H−1/2(Γε).

➌➍➭ ➽➹➽ã➃➬Ý ⑤⑥♠
➭ Ð✚Ú

ε
❐❄❮✝Õ✚×Ü×➟Ý✭Ö▲Ð➯↔➨➛ ➎ Õ✚Ö❶➒♦Ù✑Ð✚Ú❬Õ①Ö❻❒

fε ∈ H′ ➙ gε ∈ H1/2(Γε) ➙ Ï ➎ Ý✎❰⑥Ú❞Ð➨➏✭×❸Ý✭❮✪❒❜Þ❑á➑Ï✕Õ➨➒①❮❁ÒÜÏ➴❐✬Õ❐↔❛Ö❻Ò✾➩Ó↔❻Ý✺❐✭Ð✚×✟↔❛Ï➴ÒÔÐ①Ö
(vε; qε) ∈ H ×H−1/2(Γε)

Ï ➎ Õ✚Ï➠❐✑Õ①Ï➴Ò➉❐✵➪✸Ý❄❐✜ÒÜÖ➐Õ❬➒➨➒①ÒÜÏ➴ÒÔÐ①Ö

‖vε‖H 6
1

κ1
‖fε‖H′ + (1 +

κ2

κ1
)‖gε‖H1/2(Γε)

‖qε‖H−1/2(Γε) 6 (1 +
κ2

κ1
)‖f ε‖H′ + κ2(1 +

κ2

κ1
)‖gε‖H1/2(Γε)

Û ➎ Ý✭Ú❞Ý
κ1, κ2

Õ①Ú❞Ý✗Ï ➎ Ý✹Ó✯Ð✚Ö❻❐✯ÏÑÕ✚Ö➟ÏÔ❐✗Õ❦❰◆❰❙Ý✯Õ①Ú❄ÒÜÖ❑➛✡ÒÜÖ➈×❸Ý✭❮✹❮✘Õ♥â ù Þ ù
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅

ã ✽✲✻✼ä✿➼ ➭ ✽ ➭ ➀❡➀
❪❉❣❙✇❻✇➟♣■❵❝❱✹➊➠❱✹③✭✈r❢➋➥❻❢❻②➡✈✡❵❞❱❯❧■❣❙❱❯❢❻③✑❱

εn > 0
❵❞❣❻③✯◗❇❜❦◗❻✈✚❜

εn → 0
➊✬◗❙❱✭❢

n → +∞ ➢➦✈①❢➟②➈❵❞❣❻③✯◗❇❜❞◗➟✈✚❜✌➌ç♣r✐
✈①❢❉❴

n ∈ N
❜❞◗❻❱✭✐❦❱❺❱✭↔❛❥♠❵❝❜❦❵

(wn; pn) ∈ H×H−1/2(Γεn)
❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜

∫

ΩR

∇wn · ∇v − k2

∫

ΩR

wn v +

∫

ΓR

v TRwn +

∫

Γε

pn v = 0 ∀v ∈ H1(ΩR),

∫

Γε

q wn = 0 ∀q ∈ H−1/2(Γεn).

➜➣❥❸❜❞◗❙♣◆❣❛❜➍✐❦❱❯❵❝❜❞✐❦❥♠③✑❜❞❥♠❢❙❼✜❼r❱❯❢❙❱✭✐✯✈①❷♠❥➑❜s❴✜➊✸❱✵③✭✈r❢✝❵❝❣❙✇❻✇➟♣■❵❝❱✺❜❦◗❻✈✚❜ ∀n, ‖wn‖H = ‖wn‖H1(ΩR) = 1
➢◆✈①❢➟②❁❱✭↔❉❜❞✐✯✈r③❄❜❦❥❸❢❻❼

✈✴❵❝❣❻➓❻❵❝❱❡❧■❣❙❱✭❢❻③✭❱✝❥➑➌✺❢❙❱❡③✑❱❯❵❦❵❦✈①✐❦❴r➢✿➊✸❱❿③✭✈①❢➞❵❞❣❙✇❙✇▲♣◆❵❞❱❁❜❦◗❻✈✚❜✜❜❦◗❙❱✭✐❦❱✝❱✑↔❛❥➉❵s❜✯❵
w0 ∈ H1(ΩR)

❵❞❣❻③✯◗➈❜❦◗❻✈✚❜
wn → w0➊✬◗❙❱❯❢

n → +∞ ❥♠❢ä✈➡➊✸❱❯✈①➨➹❵❞❱✭❢➟❵❝❱✡❥❸❢
H1(ΩR)

✈①❢❻②ä❥❸❢➔✈➡❵❝❜❞✐❦♣r❢❻❼➡❵❞❱✭❢❻❵❞❱✡❥♠❢
L2(ΩR)

➛✼➘➠◗❻♣■♣■❵❝❱✩✈➋➥❻↔❉❱❡②
v ∈ H1

00(ΩR)
➛ è❙♣◆✐

n
❷➉✈①✐❦❼r❱➋❱❯❢❙♣r❣❻❼r◗➦➢✬➊✸❱➈◗❻✈➤➧◆❱ ∫

ΩR
∇wn · ∇v − k2

∫
ΩR

wn v +
∫
ΓR
v TRwn = 0

➛
♥➷✈r❵❦❵❝❥♠❢❙❼➈❜❞♣➡❜❞◗❙❱✩❷❸❥♠❚✘❥➑❜✝➊✬◗❙❱❯❢

n → +∞ ➊✸❱✩♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢ ∫
ΩR

∇w0 · ∇v − k2
∫
ΩR

w0 v +
∫
ΓR
v TRw0 = 0

➛
❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱✭✐❺❵❝❥♠❢❻③✭❱

H1
00(ΩR \ J)

❥➉❵✜②❛❱✭❢❻❵❞❱✘❥❸❢
H1(ΩR)

åÔ❵❞❱✭❱✘❷♠❱✭❚✘❚✝✈✴ý✗➛ û◆æ✌✈①❢➟②
v
❥➉❵✜✈①✐❦➓❙❥❸❜❞✐✯✈①✐❦❴r➢⑥➊➠❱✝✈r✐❞❱✹❷❸❱❡②

❜❞♣➟ê ∫
ΩR

∇w0 · ∇v− k2
∫
ΩR

w0 v+
∫
ΓR
v TRw0 = 0 , ∀v ∈ H1(ΩR)

➛♦P✺◗❙❱✌✉✬❱✭❷♠❷♠❥♠③✯◗❿❷♠❱✭❚✘❚✝✈❁❥❸❚✘✇❙❷♠❥❸❱❡❵➠❜❞◗❻✈①❜
w0 = 0

➛♦P✺◗■❣➟❵✺➊➠❱✌♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢ ‖wn‖L2(ΩR) → 0
➛➷❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱✭✐ ∀n ê

‖∇wn‖2
L2(ΩR) 6 ‖∇wn‖2

L2(ΩR) + ℜe{
∫

ΓR

wn TRun} = k2‖wn‖2
L2(ΩR) → 0.

è❙✐❦♣r❚➙❜❞◗❻❥♠❵☎➊➠❱➍②❙❱❯②❛❣❻③✭❱➷❜❞◗➟✈✚❜ ‖wn‖H1(ΩR) → 0
➊✬◗❙❥➉③✯◗✗③✑♣◆❢◆❜❦✐❦✈◆②❛❥➉③❄❜❦❵✿❜❞◗❙❱➍✈◆❵❞❵❞❣❙❚✘✇❛❜❦❥❸♣◆❢✌❜❞◗❻✈①❜ ‖wn‖H1(ΩR) = 1

➛
P✺◗❙❥➉❵✵③✑♣◆❢■❜❞✐✯✈r②❛❥➉③❄❜❦❥❸♣◆❢✧❴❉❥❸❱❯❷♠②❻❵✸❜❞◗❙❱✗②❛❱❡❵❝❥♠✐❦❱❯②✡✐❞❱❡❵❝❣❙❷❸❜❯➛

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ÷ é

⑧ ▲ ✻Ô➀❯➁ ➭ ✽☞➄ ➭➜➐❱➋➨❉❢❙♣✚➊✻❜❞◗❻✈①❜❿❜❞◗❙❱➋❜❞✐✯✈r③✑❱➈♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❞♣◆✐
τε : H → H1/2(Γε)

❥➉❵❿♣◆❢■❜❞♣❻➛④❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱❯✐✹➊✸❱➋◗❻✈➤➧◆❱❇➧r❱❯✐❞❥❸➥❻❱❯②➔❥♠❢
❷♠❱✭❚✘❚✝✈✡⑨❉➛ï⑧✝✈①❢❇❥♠❢❛➌Ü➚Ñ❵❝❣❻✇➈③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢✴➌ç♣r✐

τε ➛✵➜➐❱❁③❯✈①❢✴➥❻❢❻② vε
gε ∈ H ❵❝❣❻③✯◗✴❜❦◗❻✈✚❜

τεvε
gε = gε ✈r❢❻② ‖vε

gε‖H 6

‖gε‖H1/2(Γε)

➛♦ý✬③✭③✭♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼✜❜❞♣✹❷♠❱✭❚✘❚✝✈✹⑨❉➛♠ér➢■➌ç♣◆✐✸✈r❢■❴
ε
❵❞❚✝✈①❷♠❷➟❱❯❢❙♣r❣❙❼◆◗➦➢■❜❞◗❙❱❯✐❞❱❨❱✑↔❛❥➉❵s❜✯❵✸✈✕❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱

vε
0 ∈ Hε

0

❵❞❣❻③✯◗
❜❞◗➟✈✚❜

(Aε
0v

ε
0; v)H = (Avε

0; v)H = 〈f ε; v〉H′,H − (Avε
gε ; v)H , ∀v ∈ Hε

τ

➛♦ý✵❼■✈①❥♠❢✡❣➟❵❝❥♠❢❙❼✘❷❸❱❯❚✘❚✘✈❿⑨❛➛❸é◆➢

κ1 ‖vε
0‖H 6 ‖Aε

0v
ε
0‖H 6 ‖f ε‖H′ + sup

v∈Hε
0

(Avε
gε ; v)H

‖v‖H
6 ‖f ε‖H′ + ‖Avε

gε‖H 6 ‖f ε‖H′ + κ2‖vε
gε‖H

‖vε
0‖H 6

1

κ1
‖fε‖H′ +

κ2

κ1
‖gε‖H1/2(Γε).

❲✵♣r❜❞❱✡❜❞◗❻✈①❜
vε
0 ∈ Hε

0

❥❸➌✲✈r❢❻②✡♣r❢❙❷♠❴✧❥❸➌
vε
0 ∈ H ✈①❢❻② ∫

Γε q vε
0 = 0 , ∀ q ∈ H−1/2(Γε)

➛➔➘➠♣r❢❻❵❞❥➉②❛❱✭✐
vε =

vε
0 + vε

gε

➛♦P✺◗❙❱❯❢

vε ∈ H ✈①❢❻② ∫
Γε q vε = 〈q; gε〉H−1/2(Γε), H1/2(Γε) , ∀ q ∈ H−1/2(Γε)

✈r❢❻② ‖vε‖H 6 1
κ1
‖fε‖H′ + (1 + κ2

κ1
)‖gε‖H1/2(Γε).

➒❨❱✑➥❻❢❙❱
L : H → C

➓❉❴ã❜❞◗❙❱➋❥➉②❛❱❯❢◆❜❦❥➑❜s❴
L(v) = 〈f ε; v〉H′,H − (Avε; v)H , ∀v ∈ Hε ➛ è❻♣r✐✡✈r❢❉❴

v ∈
Hε

0, L(v) = 0
➢♦❜❦◗❉❣❻❵✝✈r③❯③✑♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼➡❜❞♣➞✇❙✐❦♣r✇▲♣◆❵❞❥➑❜❦❥❸♣◆❢→ér➛ï⑧➡♣①➌✹ì ⑦ í ➢✸❵❞❥❸❢➟③✑❱✩❜❞◗❙❱❇❥♠❢❛➌Ü➚Ñ❵❝❣❻✇➔③✭♣r❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢➔❥➉❵❿❵❞✈①❜❞❥➉❵s➥➟❱❯②

❜❞◗❻❱✭✐❦❱✹❱✭↔❛❥♠❵❝❜❦❵
qε ∈ H−1/2(Γε)

❵❝❣❻③✯◗➈❜❞◗❻✈①❜
L(v) = 〈qε; τεv〉 ✈①❢➟② ‖qε‖H−1/2(Γε) 6 ‖L‖H′

➛✹P☞♣❇❵❝❣❙❚✱❣❙✇

(vε; qε) ∈ H ×H−1/2(Γε)
❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➥❻❱❯❵

(Avε; v)H +

∫

Γε

qε v = 〈f ε; v〉H′,H ∀v ∈ H,
∫

Γε

q vε = 〈q; gε〉H−1/2(Γε), H1/2(Γε) ∀q ∈ H−1/2(Γε).

❜❞◗❉❣❻❵✵❥♠❵✸❜❦◗❙❱✜❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✗❵❝♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌☞✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚✱åsé❡⑦◆æ✑➛♦❩❇♣r✐❦❱✭♣✚➧◆❱✭✐➠❜❞◗❙❱✌➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✬❥❸❢❻❼❁❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈✚❜❦❱✌◗❙♣r❷➉②❙❵

‖qε‖H−1/2(Γε) 6 ‖L‖H′ 6 ‖f ε‖H′ + κ2‖vε‖H 6 (1 +
κ2

κ1
)‖f ε‖H′ + κ2(1 +

κ2

κ1
)‖gε‖H1/2(Γε).

Û ✌✼❖ ①②✦✤★❵✘✛✓✎✘❬❘✣❲❛★❵❳❄✥✧✑✫✕✲✘❑✚❵✱❢❘
❹ ❅ ➭❉➵ ➂ ➭ ➽ÒÝ ⑤✾❤
ú Ð✚Ö❻❐✯Ò✾➒◆Ý✑Ú

(ũε, p̃ε) ∈ H×H−1/2(Γε)
➒◆Ý✾➪➍Ö▲Ý↕➒✹ÒÜÖ✴❐✭Ý❦Ó✭Ï●ÒÔÐ✚Ö②á ù ➍❶➎ Ý✭Ú❞Ý✗Ý➑➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐

κ > 0
ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✭Ö❄➒rÕ①Ö❻Ï✺ÐsÙ

ε
❐➅↔❻Ó ➎

Ï ➎ Õ✚Ï
‖uε − ũε‖H 6 κ ε1/2 ln 1/ε

Ý✭Ï ‖pε − p̃ε‖H−1/2(Γε) 6 κ ε1/2 ln 1/ε.

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
➜➐❱❺➊✬❥♠❷♠❷☎②❛❱❯③✭♣r❚✘✇▲♣◆❵❞❱❨❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦♣❉♣①➌☞❥♠❢♥✠✹❵s❜❦❱✭✇❻❵❯ê

• �➷↔❛✇❙✐❞❱❡❵❞❵➠❜❦◗❙❱✜❼r❷♠♣r➓❻✈r❷✿❱✭✐❦✐❞♣◆✐❯ê☞❜❞◗❻❥♠❵✺❱❯✐❞✐❦♣r✐✺❥➉❵✺❥➑❜✯❵❝❱❯❷➑➌➷②❛❱❯③✭♣r❚✘✇▲♣◆❵❞❱❯②✡❥❸❢✩❜❞◗❻✐❞❱❯❱❺✇➟✈①✐❞❜❦❵✬③✑♣◆✐❞✐❦❱❯❵❞✇▲♣r❢❻②❛❥♠❢❙❼✕❜❞♣✘❜❞◗❻❱
♣①❜❞◗❻❱✭✐✵❵❝❜❞❱✭✇➟❵✭➛

• �➍❵s❜❦❥❸❚✝✈①❜❞❱✌❜❞◗❻❱✜❱✭✐❦✐❞♣◆✐➍➌ç♣◆✐✺❜❞◗❙❱✌➌Ô✈r✐✺➥❻❱✭❷➉②✿ê✲❜❞◗❻❥♠❵✬➊✬❥♠❷♠❷➦➓➟❱✜➧◆❱✭✐❦❴✝❱❯✈◆❵❝❴◆➛

• �➍❵s❜❦❥❸❚✝✈①❜❞❱✵❜❦◗❙❱✵❱❯✐❞✐❦♣r✐➷➌ç♣◆✐♦❜❦◗❙❱❬❢❙❱❡✈①✐➷➥➟❱✭❷➉②✿ê✲➊➠❱✵➊✬❥♠❷♠❷➟❣❻❵❞❱❬✈✗②❙❥❸✐❦❱❯③✑❜✸③✑♣◆❚✘✇❙❣❛❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢❿✈r❢❻②✹❜❦✈r➨r❱✵❥♠❢■❜❞♣✕✈◆③✭③✑♣◆❣❙❢■❜
❜❞◗❙❱✜✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵✸❱❯❵❝❜❦✈r➓❙❷❸❥➉❵❞◗❙❱❯②✩❥♠❢✩❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢ ÷ ➛ Þ ➛ï⑧✕✈r❢❻②✡❥❸❢✩❜❞◗❻❱✜❷♠✈◆❵s❜✵❵❝❜❞❱✭✇☎➛

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



÷ ⑧ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

• �➍❵s❜❦❥❸❚✝✈①❜❞❱✵❜❦◗❙❱❺❱✭✐❦✐❞♣◆✐➷➌ç♣r✐➠❜❞◗❙❱❨❚✝✈✚❜❦③✯◗❻❥❸❢❙❼✹③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢➦ê✎➊➠❱❨➊✬❥❸❷♠❷✿✈①❷➉❵❝♣✕❣❻❵❝❱❺②❛❥♠✐❞❱❡③❄❜✸③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢✧✈①❢❻②✝❜❦✈①➨◆❱
❥❸❢■❜❞♣✝✈◆③✭③✑♣◆❣❙❢■❜✺❜❞◗❙❱✌✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜✯❵✺♣①➌➷❵❝❱❡③❄❜❦❥❸♣◆❢❥✠❙➛ ÷ ✈①❢➟②✧❷➉✈r❵❝❜✵❵s❜❦❱✭✇➦➛

• P☎❱❡③✯◗❙❢❙❥➉③✭✈①❷◆✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜✯❵✿➌ç♣r✐☞❱✭✐❦✐❞♣◆✐➦❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❦❱❬ê➦✇❙✐❦♣❉♣①➌❛♣①➌❛❜❦❱❯③✯◗❙❢❻❥♠③❯✈①❷r✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵☎✐❞❱❡❧◆❣❻❥❸✐❦❱❯②✌❥♠❢✜❜❞◗❻❱➍✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼❬❵❝❜❞❱✭✇➟❵✭➛

Ý ⑤⑥❦✗⑤✾❤ å ➱ ➵ ❾✲➃❙➱ ➭ ➂❡➂ ➵ ➂
➆ ❢➹♣◆✐❦②❛❱❯✐✜❜❞♣➈❱❯❵❝❜❞❥♠❚✘✈①❜❞❱✧❜❞◗❙❱✡❼r❷♠♣r➓❻✈r❷♦❱✭✐❦✐❞♣◆✐❯➢☎❜❞◗❙❱✩❵s❜✯✈①➓❙❥♠❷♠❥➑❜s❴➞❷♠❱✭❚✘❚✝✈❇❷❸❱❡✈r②❙❵✕❣❻❵✕❜❞♣➋❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈✚❜❦❱ ‖f̃ε‖H′

➛ ➆ ❢❻②❛❱✭❱❡②
❷♠❱✑❜✗❣❻❵✗③✭♣r❢❻❵❞❥➉②❛❱✭✐✌❜❦◗❙❱✧②❛❥❸â▲❱❯✐❞❱❯❢❻③✑❱✝➓▲❱✑❜s➊✸❱✭❱❯❢➞✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚

(Pε
ex)

✈①❢➟②
(P̃ε)

➛ ➆ ➌✺➊✸❱✝②❛❱✑➥➟❢❙❱
vε

ap = ũε − uε ✈r❢❻②
qε
ap = p̃ε − pε ➢❛❜❞◗❙❱❯❢ (vε

ap; q
ε
ap) ∈ H×H−1/2(Γε)

❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➥❻❱❯❵





∫

ΩR

∇vε
ap · ∇v − k2

∫

ΩR

vε
apv +

∫

ΓR

vTRv
ε
ap +

∫

Γε

qε
apv =

〈
f̃ε; v

〉

H′,H
∀v ∈ H,

∫

Γε

qvε
ap = 0 ∀q ∈ H−1/2(Γε).

ý✵✇❻✇❙❷❸❴❉❥♠❢❙❼✝❷♠❱✭❚✘❚✝✈✝⑨❛➛ Þ ➊✸❱✌♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢
κ > 0

❥❸❢❻②❙❱✭✇▲❱✭❢❻②❙✈r❢■❜✵♣①➌
ε
❵❝❣➟③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜

‖vε
ap‖H = ‖ũε − uε‖H 6 κ ‖f̃ε‖H′ ‖qε

ap‖H−1/2(Γε) = ‖p̃ε − pε‖H−1/2(Γε) 6 κ ‖f̃ε‖H′ .

ý④②❛❥♠✐❞❱❡③❄❜✵③✭✈r❷♠③✭❣❙❷♠❣❻❵✺❷❸❱❡✈r②❙❵✸❜❦♣

‖f̃ε‖H′ = sup
v∈H

〈
f̃ε; v

〉

H′,H
‖v‖H

〈
f̃ε; v

〉

H′,H
=

∫

ΩR

∇ũε · ∇v − k2

∫

ΩR

ũεv +

∫

ΓR

vTRũ
ε +

∫

Γε

p̃εv −
∫

ΩR

fv

=

∫

ΩR

fv +

∫

ΩR
ε

∇
{

(1 − χε)(u0 + uε
1) + χεUε

1

}
· ∇v +

∫

Γε

p̃εv

−k2

∫

ΩR
ε

{
(1 − χε)(u0 + uε

1) + χεUε
1

}
v +

∫

ΓR

vTR(u0 + uε
1)

=

∫

ΩR

fv +

∫

ΩR
ε

{
(1 − χε)∇(u0 + uε

1) + χε∇Uε
1

}
· ∇v −

∫

ΩR
ε

(u0 + uε
1 − Uε

1 )∇χε · ∇v

−k2

∫

ΩR
ε

{
(1 − χε)(u0 + uε

1) + χεUε
1

}
v +

∫

ΓR

vTR(u0 + uε
1) +

∫

Γε

p̃εv

❃ ➃❛➂ Ù✲➭ ➱Ô➸ ➭ ➂➤➂ ➵ ➂





=

∫

ΩR

fv +

∫

ΩR

∇(u0 + uε
1) · ∇{(1 − χε)v}

−k2

∫

ΩR

(u0 + uε
1){(1 − χε)v} +

∫

ΓR

{(1 − χε)v}TR(u0 + uε
1)

✽ ➭ ➃❙➂ Ù✲➭ ➱➴➸ ➭ ➂➤➂ ➵ ➂
+

∫

ΩR
ε

∇Uε
1 · ∇{χεv} − k2

∫

ΩR
ε

χεUε
1v +

∫

Γε

p̃εv

➽➹➃❛➁❡➄❉❅✲✻✼✽✲✿ ➭ ➂➤➂ ➵ ➂
+

∫

T ε

∇χε · ∇(u0 + uε
1 − Uε

1 )v −
∫

T ε

(u0 + uε
1 − Uε

1 )∇χε · ∇v

î➦♣❉♣◆➨■❥♠❢❙❼❇✈✚❜✕❜❞◗❙❱❿✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚✝❵✗❵s❜✯✈✚❜❦❥♠❵❝➥❻❱❯②➐➓❉❴
u0

✈r❢❻②
uε

1

➢☞➊✸❱❿❵❞❱✭❱✝❜❦◗❻✈✚❜✗❜❦◗❙❱✝➌Ô✈r✐✜➥❻❱✭❷➉②➞❱✭✐❦✐❦♣r✐✌❥♠❵✕➧r❱❯✐❞❴➡❱❯✈r❵❞❴❇❜❦♣
③✑♣◆❚✘✇❙❣❛❜❞❱
∫

ΩR
ε

fv+

∫

ΩR
ε

∇(u0+u
ε
1)·∇{(1−χε)v}−k2

∫

ΩR
ε

(u0+u
ε
1){(1−χε)v}+

∫

ΓR

{(1−χε)v}TR(u0+u
ε
1) = 0.

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ÷ Þ

Ý ⑤⑥❦✗⑤⑥❦ ➽❇➭ ➃❛➂ Ù✎➭ ➱Ô➸ ➭ ➂➤➂ ➵ ➂
➜➐❱✜◗❻✈➤➧r❱✌③✑♣◆❢❻❵s❜❦✐❞❣➟③❄❜❞❱❡②❿❜❦◗❙❱✜❢❙❱❡✈①✐✺➥❻❱❯❷♠②✩❥♠❢✴❵❞❣❻③✯◗✴✈✹❚✘✈r❢❙❢❙❱❯✐✺❜❞◗❻✈①❜✬❜❞◗❙❥➉❵✬❱✭✐❦✐❦♣r✐✸❥♠❵✬➧◆❱✭✐❦❴❿❵❝❚✝✈r❷❸❷

∫

ΩR
ε

∇Uε
1 · ∇{χεv} − k2

∫

ΩR
ε

Uε
1χ

εv +

∫

Γε

p̃εv = −
∫

ΩR
ε

∆Uε
1χ

εv − k2

∫

ΩR
ε

Uε
1χ

εv.

➜➐❱✜❱❯❵❝❜❞❥♠❚✘✈①❜❞❱❺❜❞◗❻❱✜❷❸❱✭➌Ü❜❬◗❻✈①❢➟②✡❵❞❥♠②❙❱✜➓■❴✧❚✹❱❡✈①❢❻❵✺♣r➌✤➈ ÷ ➛ Þ ➛ï⑧❁✈r❢❻②✡❷❸❱❯❚✹❚✝✈❿⑨❉➛☛✠❛➢
∫

ΩR
ε

∆Uε
1χ

εv 6 ‖∆U ε
1‖L2(Zε

pr)
‖v‖L2(Zε

pr)
6 κ ‖aε‖E4(I) ε

1/2 ln 1/ε . ε1/2 ln 1/ε = κ ε ln 1/ε,

∫

ΩR
ε

χεUε
1v 6 ‖U ε

1‖L2(Zε
pr)

‖v‖L2(Zε
pr)

6 κ ε1/2 ‖V0‖L∞(Zε
pr)

‖aε‖L2(I)‖v‖L2(Zε
pr)

6 κ ε ln2 1/ε.

Ý ⑤⑥❦✗⑤⑨♠ ➬ ➃❛➁❯➄❉❅❀✻✾✽❀✿ ➭ ➂➤➂ ➵ ➂
❲✵♣✚➊➙➊➠❱❺❜✯✈r③✯➨❉❷❸❱❺❜❦◗❙❱✜❚✝✈✚❜❦③✯◗❻❥❸❢❙❼✘❱❯✐❞✐❦♣r✐❡➛☞➜➐❱✜◗❻✈➤➧◆❱❺③✯◗❙♣■❵❝❱❯❢

aε ➌ç♣r✐✺❜❦◗❙❥♠❵✵❱✭✐❦✐❞♣◆✐➍❜❦♣✝➓➟❱✗❵❞❚✝✈①❷♠❷
∫

ΩR
ε

(u0 + uε
1 − Uε

1 )∇χε · ∇v =

∫

T ε

(u0 + uε
1 − Uε

1 )
∂χε

∂ξ

∂v

∂ξ
(ξ2 − 1) dξdνdθ

6

(∫

T ε

∣∣∣(u0 + uε
1 − Uε

1 )
∂χε

∂ξ

∣∣∣
2

(ξ2 − 1) dξdνdθ
)1/2

‖v‖H

6
κ

ε

(∫

T ε

∣∣∣u0 + uε
1 − Uε

1

∣∣∣
2

(ξ2 − 1) dξdνdθ
)1/2

‖v‖H

6
κ

ε1/2

(∫ √
1+2ε

ξ=
√

1+ε

(ξ2 − 1) dξ
)1/2 ∥∥∥u0 + uε

1 − Uε
1

∥∥∥
L∞

ξ ⊗L2
ν(T ε)

‖v‖H

6 κ ε1/2
√

ln 1/ε ‖v‖H.

è❙♣◆✐✺❜❞◗❙❱✗❵❞❱❯③✭♣r❢❻②✧❜❞❱❯✐❞❚✴➢❛❣❻❵❞❥♠❢❙❼❿③✑♣◆✐❞♣◆❷❸❷➉✈①✐❦❴✧⑨❉➛♠é❨➊✸❱✜✈①❷➉❵❝♣✘◗❻✈➤➧◆❱
∫

ΩR
ε

∇χε · ∇(u0 + uε
1 − Uε

1 )v =

∫

T ε

v
∂χε

∂ξ

∂

∂ξ
(u0 + uε

1 − Uε
1 ) (ξ2 − 1) dξ dν dθ

6

(∫

T ε

∣∣∣
∂

∂ξ
(u0 + uε

1 − Uε
1 )

∣∣∣
2

(ξ2 − 1) dξdνdθ
)1/2

‖v∇χε‖L2(T ε)

6 κ ln 1/ε
(∫ √

1+2ε

ξ=
√

1+ε

(ξ2 − 1) dξ
)1/2 ∥∥∥

∂

∂ξ
{u0 + uε

1 − Uε
1}

∥∥∥
L∞

ξ ⊗L2
ν(T ε)

‖v‖H

6 κ ε1/2 ln 1/ε ‖v‖H.
Ý ⑤⑥❦✗⑤➇♦ ⑧ ➀❯➁✺✻Ô➽ã➃❛➁✺✻ ➵ ✽ã➂ ➭ ➀❡➼☞➱Ô➁❯➀
➌➍➭ ➽➹➽ã➃➬Ý ⑤⑨♦
➭ Ð✚Ú✕Õ✚Ö➟❒

ε > 0
Õ✚Ö❶➒✵Ù✑Ð✚Ú✕Õ①Ö❻❒

v ∈ H ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✹Ý❷➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐ κ > 0
❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï ‖χεv‖H 6 κ ‖v‖H ln 1/ε

ù

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
ý✬③✭③✭♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼✕❜❦♣✘❜❞◗❙❱✗②❙❱✭❢❻❵❞❥➑❜s❴✡♣①➌

C∞(ΩR)
❥♠❢ H ❥➑❜✵❥➉❵✵❵❞❣✣✞❿③✑❥♠❱✭❢■❜✬❜❞♣❿❵❞◗❙♣✚➊ü❜❦◗❻✈✚❜

v
❥♠❵✬➧◆❱✭✐❦❴❿❵❝❚✘♣❉♣①❜❦◗➦➛➍P✎✈①➨◆❱

O ✈①❢❻②
ξ0

❷♠❥❸➨◆❱➋❥❸❢✐➈❄⑧❛➛ Þ ➛ Þ ➛➮➜➐❱➡③❯✈①❢ü✈r❵❦❵❞❣❙❚✘❱❇❜❞◗❻✈①❜
ξ0

❥♠❵✡❵❝❣✫✞✝③✭❥❸❱❯❢■❜❞❷♠❴➔③✭❷❸♣■❵❝❱❇❜❦♣
1
➢✺❜❞◗❙❱❯❢→❵❝❣❻✇❙✇➟♣■❵❝❱➋❜❞◗❻✈①❜

Ωi
ε ⊂ O ⊂ ΩR

➌ç♣◆✐
ε
❵❝❚✝✈r❷❸❷✎❱✭❢❙♣◆❣❙❼r◗☎➛❬P☞✈r➨r❱✕✈

C∞ ③✑❣❛❜❞➚●♣râ➡➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢
χ̃
❵❞❣❻③✯◗❇❜❦◗❻✈✚❜

χ̃( ▲ ) = 1
❥➑➌
ξ < ξ0/2✈①❢➟②

χ̃( ▲ ) = 0
❥➑➌
ξ > ξ0

➛✲❵❝❥♠❢❻③✭❱✺❜❞◗❙❱
v 7→ χ̃v

❚✝✈r✇❻❵♦③✑♣◆❢■❜❞❥♠❢■❣❻♣r❣❻❵❞❷❸❴ H ❥♠❢■❜❞♣✜❥❸❜❦❵❞❱✭❷❸➌s➢◆➊✸❱✵③✭✈r❢✘✐❞❱❡❵s❜❦✐❞❥➉③❄❜➷♣r❣❻✐❦❵❞❱✭❷♠➧r❱❡❵

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



÷r÷ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

❜❞♣✹➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢➟❵
v ∈ H ❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜

v( ▲ ) = 0
❥❸➌
ξ > ξ0

➛♦❳❨❵❝❥♠❢❙❼✹❜❞◗❻❱✜❱❯❵❝❜❞❥♠❚✘✈①❜❞❱❡❵✜åsé ÷ æ❄➢❙➊✸❱✜③✭✈r❢✡➓▲♣r❣❙❢➟② ‖χε v‖H❥♠❢✡❜❦◗❙❱✌➌ç♣r❷♠❷♠♣✚➊✬❥❸❢❙❼✹❚✝✈①❢❙❢❻❱✭✐❡➛

‖χεv‖2
H = ‖χεv‖2

L2(ΩR)+‖∇(χεv)‖2
L2(ΩR) 6 ‖v‖2

L2(ΩR) + 2‖∇v‖2
L2(ΩR) + 2

κ1

ε2
‖ v

( ξ2 − 1

ξ2 − ν2

)1/2

‖2
L2(T ε).

ý❬❵❬✈✹③✭♣r❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱❯❢❻③✑❱❺❥❸❜✵❥♠❵✵❵❞❣✣✞❿③✑❥♠❱✭❢■❜✺❜❞♣❿❵❞❣❙❥❸❜❦✈r➓❙❷❸❴✧❱❯❵❝❜❞❥♠❚✘✈①❜❞❱✌❜❦◗❙❱✜✐❞❥♠❼r◗■❜✺◗❻✈①❢➟②✩❵❞❥➉②❛❱✌❥❸❢✩❜❞◗❻❱✗✈①➓▲♣✚➧r❱❺❥♠②❛❱❯❢■❜❞❥❸❜s❴r➛

|v(ξ; ν; θ)| =
∣∣∣
∫ ξ0

ξ

∂v

∂ξ
(τ ; ν; θ)dτdνdθ

∣∣∣

6

(∫ ξ0

ξ

∣∣∣
∂v

∂ξ
(τ ; ν; θ)

∣∣∣
2

(τ2 − 1)dτdνdθ
)1/2

∫ ξ0

ξ

dτ

τ2 − 1

6 κ2 ln
(ξ + 1

ξ − 1

) (∫ ξ0

ξ

∣∣∣
∂v

∂ξ
(τ ; ν; θ)

∣∣∣
2

(τ2 − 1)dτdνdθ
)1/2

.

‖ v
( ξ2 − 1

ξ2 − ν2

)1/2

‖2
L2(T ε) =

∫ 2π

θ=0

∫ +1

ν=−1

∫ √
1+2ε

ξ=
√

1+ε

|v(ξ; ν; θ)|2(ξ2 − 1)dξdνdθ

6 κ2 ‖v‖H
∫ √

1+2ε

ξ=
√

1+ε

(ξ2 − 1) ln2
(ξ + 1

ξ − 1

)
dξ.

ý④❵❞❥❸❚✘✇❙❷♠❱✗③✑♣◆❚✹✇❻❣❛❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢✴❵❝◗❙♣✚➊✵❵➠❜❦◗❻✈✚❜✬❜❦◗❙❱✭✐❦❱✌❱✑↔❛❥♠❵❝❜❦❵
κ3 > 0

❵❞❣❻③✯◗✩❜❞◗❻✈①❜

∫ √
1+2ε

ξ=
√

1+ε

(ξ2 − 1) ln2
(ξ + 1

ξ − 1

)
dξ 6 κ3 ε

2 ln2 1/ε

➊✬◗❙❥➉③✯◗✩③✭♣r❢❻③✭❷❸❣➟②❛❱❯❵✸❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦♣■♣r➌s➛

➜➐❱✗③✭✈①❢✩❣❻❵❞❱✗✈✹✇❻✈①✐❞❜✬♣①➌☎❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼✘✇❙✐❦♣■♣r➌☎❜❦♣✹♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢✩❜❦◗❙❱✜❢❙❱✑↔❉❜✵③✑♣◆✐❞♣◆❷❸❷➉✈①✐❦❴
→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯ Ý ⑤✾❤
➭ Ð✚Ú✕Õ✚Ö➟❒

ε > 0
Õ✚Ö❶➒✵Ù✑Ð✚Ú✕Õ①Ö❻❒

v ∈ H ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✹Ý❷➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐ κ > 0
❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï ‖v∇χε‖L2(T ε) 6 κ ‖v‖H ln 1/ε

➜➐❱✗✈①❷➉❵❝♣✹✇❙✐❦♣✚➧r❱✌✈①❢❙♣r❜❞◗❙❱❯✐✺❜❞❱❯③✯◗❻❢❙❥♠③❯✈①❷✿❷♠❱✭❚✘❚✝✈
➌➍➭ ➽➹➽ã➃➬Ý ⑤ ➷
➭ Ð✚Ú✕Õ✚Ö➟❒

ε > 0
Õ✚Ö❶➒✵Ù✑Ð✚Ú✕Õ①Ö❻❒

v ∈ H ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✹Ý❷➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐ κ > 0
❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï ‖χεv‖L2(ΩR) 6 κ ‖v‖H ε1/2 ln 1/ε

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
î➦❥♠➨r❱✕❥❸❢❇❜❦◗❙❱✕✇❻✐❞❱❯➧■❥♠♣r❣➟❵✬❷❸❱❯❚✘❚✘✈➈➢➟❥❸❜❨❥➉❵❺❵❝❣✣✞❿③✭❥❸❱❯❢◆❜❨❜❞♣❿✇❻✐❞♣✚➧◆❱✌❜❞◗❙❥➉❵❬✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❬➌ç♣◆✐

C∞ ➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵
v
❵❝❣❻③✯◗➋❜❞◗❻✈①❜

v( ▲ ) = 0
➊✬◗❙❱❯❢

ξ > ξ0
➌ç♣◆✐

ξ0
➥❙↔❛❱❯②➦➛♦❳❬❵❞❥❸❢❙❼✹❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦♣■♣r➌☞♣r➌✎❷♠❱✭❚✘❚✝✈❿⑨❉➛ ÷ ➢

‖v‖2
L2(Zε

pr)
=

∫ 2π

θ=0

∫ +1

ν=−1

∫ √
1+2ε

ξ=
√

1+ε

|v(ξ; ν; θ)|2(ξ2 − ν2)dξdνdθ

6 κ ‖v‖2
H

∫ √
1+2ε

ξ=
√

1+ε

(ξ2 − ν2) ln
(ξ + 1

ξ − 1

)
dξ.

ý✵❼■✈①❥♠❢✡➊✸❱✌♣r➓❻✈①❜❞❥♠❢✩❜❞◗❙❱✌❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱✜♣①➌✲✈
κ > 0

❵❝❣➟③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜

∫ √
1+2ε

ξ=
√

1+ε

(ξ2 − ν2) ln2
(ξ + 1

ξ − 1

)
dξ 6 κ ε ln2 1/ε.

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ÷ ✠

Ý ⑤⑥❦✗⑤ ➷ → ➵ ✽☞➄◆➱Ô➼✎➀✺✻ ➵ ✽
☎✌✈✚❜❦◗❙❱✭✐❦❥♠❢❙❼✹❜❞◗❙❱✜✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵✬✈①➓▲♣✚➧r❱◆➢❉➊➠❱✌♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢✡❜❞◗❙❱✜❱✭↔❉❥➉❵❝❜❞❱✭❢➟③✑❱✜♣①➌

κ > 0
❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈①❢■❜✵♣r➌

ε
❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜

‖f̃ε‖H′ 6 κ ε1/2 ln 1/ε.

❜❞◗❻❥♠❵✵③✭♣r❢❻③✭❷❸❣➟②❛❱❯❵✸❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦♣■♣r➌☞♣r➌☎❜❞◗❻❱✭♣r✐❦❱✭❚✂⑨❉➛♠é①➛

æ ç ✣✡✤✫❂❃✍❄✛✲✤ë✆✮☛✝á✡✤✬✖

è❯✌✎☞ é➼✢✤✕✗✑✫❲❛❸✤✓❷★✜❸✮✦✤★❱✘❬✕✲❳❄❘✣✓✎✦✤★❚✘➉✦③✖✁❘✫❙✜✕Ö✩✡✓✎✑✫✕
➜➣❥❸❜❞◗

ũε ➊➠❱✬③✭♣r❢❻❵❝❜❞✐❦❣❻③❄❜❦❱❯②❁✈❨❼◆♣❉♣❉②❁✈①✇❙✇❻✐❞♣➤↔❛❥♠❚✘✈①❜❞❥♠♣r❢✗♣r➌ uε ➛✲❪❛❣❻③✯◗✹✈r❢✹✈r✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈✚❜❦❥❸♣◆❢✗❥➉❵☞❥♠❢■❜❞❱❯✐❞❱❡❵s❜❦❥❸❢❙❼✌➓▲❱❯③❯✈①❣❻❵❞❱
❥❸❜➍❥♠❵♦❱❯✈r❵❞❥♠❱✭✐✲❜❞♣✕❥❸➓❻✈①❜❞❥♠❢✘❥❸❢❛➌ç♣◆✐❞❚✝✈①❜❞❥♠♣r❢✝✈①➓▲♣r❣❛❜

ũε ➛ ➆ ❢✝✇❻✈①✐❞❜❞❥➉③✑❣❻❷♠✈r✐♦③✑❷♠♣◆❵❞❱✺❜❞♣ Γε ➢■➓▲❱✭◗❻✈➤➧◆❱❯❵✲❷♠❥❸➨◆❱✺❜❞◗❙❱❬❵❞♣r❷♠❣❛❜❦❥❸♣◆❢✹♣r➌⑥✈r❢
❱✭❷♠❱❯③✑❜❞✐❦♣◆❵❝❜❦✈①❜❞❥➉③✬✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✴➛✎➜➡❱❨➊✬❥❸❷♠❷➟❣➟❵❝❱❬❜❞◗❙❥➉❵➍❥♠❢❛➌ç♣◆✐❞❚✝✈✚❜❦❥❸♣◆❢➦➛✎➜➡❱❨❥❸❢■❜❞✐❦♣❛②❛❣❻③✭❱❬✈✜❢❙❱❯➊✼➌ç❣❙❢❻❵❝❜❞❥♠♣r❢❻✈r❷▲❵❞❱✑❜❞❜❞❥♠❢❙❼✗➌ç✐❦♣✜❜❞◗❻❱
➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵➍❜❞◗➟✈✚❜③■s❷♠❥❸➧◆❱➅❏✵♣r❢❿❜❞◗❙❱❨➊✬❥❸✐❦❱

Γε ➛✲î☎❱✑❜✺❣❻❵➠✐❞❱❡③✭✈①❷♠❷❙❜❦◗❻✈✚❜✸➊➠❱❨◗❻✈➤➧r❱❨❵❝❣❙✇❻✇➟♣■❵❝❱❡②✘❜❞◗❻✈①❜➍❜❦◗❙❱❺❵❞❣❙✐❞➌Ô✈r③✭❱✵❚✘❱❯✈r❵❞❣❙✐❦❱
♣r❢

Γε ❥➉❵ γε(θ, ν)dθdν
➛ ➆ ➌

u ∈ C∞(Γε)
➊✸❱✜②❛❱✑➥➟❢❙❱✌❜❞◗❙❱✌➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢

µεu
➓■❴

(µεu)(ν) =

∫ 2π

0

u ◦ (φΓε

el )−1(ν; θ)
∂V

∂n
◦ (φΓε

el )−1(ν; θ) γε(ν; θ) dθ

∫ 2π

0

∂V

∂n
◦ (φΓε

el )−1(ν; θ) γε(ν; θ) dθ

.

P✺◗❙❱✜✈①➓▲♣✚➧r❱❨❱✑↔❛✇❙✐❦❱❯❵❦❵❝❥♠♣r❢✧❥♠❵✺➊✸❱✭❷♠❷✿②❛❱✑➥❻❢❻❱❯②✡➓➟❱❡③✭✈①❣➟❵❝❱✌✈r③❯③✑♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼✗❜❦♣✘❷❸❱❯❚✹❚✝✈ ÷ ➛ Þ ❜❦◗❙❱✜②❛❱✭❢❻♣r❚✘❥❸❢➟✈✚❜❞♣◆✐➠❥➉❵✬②❛❥❸â▲❱❯✐❞❱❯❢■❜
➌ç✐❦♣r❚

0
➌ç♣r✐

ε
❵❞❚✘✈r❷❸❷☞❱✭❢❙♣◆❣❙❼r◗☎➛✺❲❬♣①❜❦❱✕✈①❷➉❵❝♣❿❜❞◗❻✈①❜✵➌ç♣r✐

u ∈ C∞(Γε)
❵❞❣❻③✯◗✴❜❞◗➟✈✚❜ ∂u

∂θ = 0
å
u
②❛♣❉❱❯❵❬❢❙♣①❜❺②❛❱✭✇▲❱✭❢❻②

♣r❢➡❜❞◗❻❱✝➧➤✈r✐❞❥➉✈①➓❻❷❸❱
θ
æ❄➢☞➊➠❱✘◗❻✈➤➧◆❱

µε(u) = u
➛✹❩➋♣r✐❦❱✭♣✚➧r❱❯✐❨❥❸➌✺➊➠❱✝❵❞❣❙✇❙✇▲♣◆❵❞❱❁❜❦◗❻✈✚❜

u ∈ C∞(Γε)
❜❦◗❙❱✭❢

µε(u) ∈
L2(I)

➛➋P✺◗❙❱❯✐❞❱✝❱✭↔❉❥➉❵❝❜❦❵
κ > 0

❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈r❢◆❜❁♣①➌
u ∈ C∞(Γε)

å✬➓❙❣❛❜✘✈①❷➉❵❝♣❇❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈r❢◆❜❁♣①➌
ε
æ✗❵❝❣❻③✯◗➞❜❦◗❻✈✚❜

‖µεu‖L2(I) 6 κ‖u‖H1/2(Γε)

åç❜❞◗❙❥➉❵✗❥➉❵✜✈✴❵❝❥♠❚✘✇❙❷❸❱❿③✭♣r❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱❯❢❻③✑❱✹♣①➌❬➘✸✈①❣➟③✯◗■❴■➚s❪❛③✯◗❉➊✸✈r✐❝❜❦➏✗❥♠❢❙❱❯❧■❣❻✈r❷❸❥❸❜s❴❙æ❄➛✝❳❬❵❞❥❸❢❻❼
②❛❱❯❢❻❵❝❥❸❜s❴➋➊✸❱❿②❛❱✑➥➟❢❙❱❿✈✴③✑♣r❢■❜❦❥❸❢❉❣❙♣◆❣❻❵❺❚✘✈r✇

µε : H1/2(Γε) → L2(I)
➛✧➜➡❱❿②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱✝❥➑❜✯❵✜✐✯✈①❢❙❼◆❱ Mε = Imµε

✈①❢➟②ü❥❸❜❦❵✴➨r❱❯✐❞❢❻❱✭❷
H

1/2
µ (Γε) = Ker µε ➛❃➜➐❱➐◗❻✈➤➧r❱➐❵s❜❦✐❦✈r❥❸❼◆◗◆❜❞➌ç♣r✐❦➊✸✈r✐❦②❙❷❸❴

H
1/2
µ (Γε) ⊂ Ker p̃ε åç❥●➛ ❱◆➛❃➌ç♣◆✐

v ∈ H
1/2
µ (Γε)

➢ 〈p̃ε; v〉 = 0
æ❄➛➈P✺◗❉❣❻❵

µε ❥♠❢❻②❛❣❻③✭❱❯❵✹✈①❢↕❥➉❵❝♣◆❚✘♣r✐❦✇❙◗❙❥➉❵❝❚ µε : H1/2(Γε)/H
1/2
µ (Γε) → Mε ➛

➘➠♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐❦❥♠❢❙❼➋❜❦◗❙❱❇❧◆❣❻♣①❜❞❥♠❱✭❢■❜✹❜❞♣◆✇➟♣◆❷❸♣◆❼r❴➞♣r❢
H1/2(Γε)/H

1/2
µ (Γε)

➢➍➊✸❱✩③❯✈①❢ä❵❞❣❙✇❙✇❻❷❸❴ Mε ➊✬❥➑❜❦◗ã❜❦◗❙❱✴❣❙❢❙❥➉❧◆❣❻❱
❜❞♣◆✇➟♣◆❷❸♣◆❼r❴✘➌ç♣◆✐✬➊✬◗❙❥♠③✯◗

µε ❥♠❵✬✈r❢✴◗❙♣r❚✘❱✭♣◆❚✘♣r✐❦✇❙◗❙❥➉❵❝❚✴➛✲P✺◗❙❱✭❢✴➊✸❱❺◗➟✈➤➧r❱

‖u‖Mε = inf
v0∈H

1/2
µ (Γε)

‖v + v0‖H1/2(Γε)

➌ç♣r✐
u ∈ Mε , v ∈ H1/2(Γε)

➊✬❥❸❜❞◗
µεv = u.

➒❨❱✭❢❙♣r❜❞❱ Mε′ ❜❞◗❙❱✜❜❦♣r✇▲♣r❷♠♣r❼◆❥♠③❯✈①❷➦②❛❣❻✈r❷ Mε ➛✺ý④❢❻✈①❜❞❣❙✐✯✈①❷☎❧■❣❙❱❡❵s❜❦❥❸♣◆❢➋③✑♣◆❢❻❵❝❥➉❵❝❜✵❥❸❢➋✈◆❵❝➨❉❥♠❢❙❼✝➊✬◗❙❱✑❜❦◗❙❱✭✐❨✈✝❷❸❥♠❢❙➨✡❱✑↔❛❥♠❵❝❜❦❵
➓▲❱✑❜s➊✸❱✭❱✭❢ Mε ✈①❢❻②➡❜❞◗❻❱❿❵❝✇❻✈◆③✑❱❡❵ En(I)

➓➟♣r❜❞◗➞❣❻❵❞❱❯②➈➌ç♣r✐✌❜❞◗❻❱❿②❛❱❯❵❦③✑✐❦❥❸✇❙❜❞❥♠♣r❢➐♣①➌✸➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻❵✌♣r❢➐❜❦◗❙❱✝➊✬❥❸✐❦❱r➛✝P✺◗❙❱
✈①❢➟❵❝➊✸❱✭✐✺❥➉❵✬❼r❥♠➧r❱❯❢✧❥♠❢✡❜❦◗❙❱✜❢❙❱✭↔■❜✵❷♠❱✭❚✘❚✝✈❙➛
❹ ❅ ➭❉➵ ➂ ➭ ➽ëê ⑤✾❤

Mε = E1/2(I)
Õ①Ö❄➒ Mε′

= E−1/2(I).

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
ý✬③✭③✭♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼❺❜❞♣✗❷♠❱✭❚✘❚✝✈✕⑧❛➛♠é①➢◆❜❞◗❙❱❬❚✘✈r✇

(φΓε

el )−1 ◦φS2

sp

❥♠❵
C1− ②❛❥❸â▲❤❯♣r❚✘♣r✐❦✇❙◗❙❥➉❵❝❚ ✈①❢➟②❁❥❸❜➠❥♠❢❻②❛❣➟③✑❱❯❵♦❜❞◗❙❱❬❚✘✈r✇

(
(φΓε

el )−1◦φS2

sp

)∗ ②❛❱✑➥➟❢❙❱❯②✕➓■❴ (
(φΓε

el )−1◦φS2

sp

)∗
u = u◦(φΓε

el )−1◦φS2

sp

➊✬◗❙❱✭❢
u ∈ L2(Γε)

➛ (
(φΓε

el )−1◦φS2

sp

)∗
❥➉❵➦✈✬③✑♣◆❢◆❜❦❥❸❢❉❣❙♣◆❣❻❵✿❥➉❵❝♣◆❚✘♣r✐❦✇❙◗❙❥➉❵❝❚➣➌ç✐❦♣r❚

L2(Γε)
♣r❢■❜❞♣

L2(S2)
➢➤✈①❢➟②❺➌ç✐❞♣◆❚

H1(Γε)
♣r❢■❜❞♣

H1(S2)
➛✎ý✬③✭③✑♣◆✐❦②❙❥❸❢❙❼✸❜❦♣

③✑❷➉✈r❵❦❵❞❥♠③❯✈①❷r❥♠❢■❜❞❱❯✐❞✇▲♣r❷➉✈✚❜❦❥❸♣◆❢✗✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜❡➢❡➊✸❱➍♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢✗❜❞◗❻✈①❜ (
(φΓε

el )−1◦φS2

sp

)∗ ❥➉❵✎✈①❷➉❵❝♣❬✈r❢✕❥➉❵❝♣◆❚✘♣r✐❦✇❙◗❙❥➉❵❝❚➙➌ç✐❞♣◆❚
H1/2(Γε)♣r❢■❜❦♣

H1/2(S2)
➛➐P✺◗❙❱❿➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢

γε ∂V
∂n

❥♠❵
C∞ ♣r❢

Γε ❵❝♣➈❥➑➌ u ∈ H1/2(Γε)
❜❦◗❙❱✭❢

u γε ∂V
∂n ∈ H1/2(Γε)

➛
❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱✭✐♦✈◆③✭③✭♣r✐✯②❛❥❸❢❻❼✌❜❞♣❁③✭❷♠✈◆❵❞❵❞❥➉③✭✈①❷➟✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜✯❵➍✐❦❱✭❷➉✈✚❜❦❱❯②✹❜❞♣✕❜❞◗❙❱❺②❛❱❯③✭♣r❚✘✇▲♣◆❵❞❥➑❜❦❥❸♣◆❢❿❥❸❢✡❵❝✇❙◗❻❱✭✐❦❥♠③❯✈①❷❻◗➟✈①✐❦❚✹♣◆❢❙❥➉③✭❵❯➢r❥❸➌

u ∈
H1/2(S2)

❜❦◗❙❱✭❢
ν 7→

∫ 2π

0 u ◦ (φΓε

sp )−1(ν, θ) dθ
➓➟❱❯❷❸♣◆❢❙❼◆❵♦❜❞♣

E1/2(I)
➛♦è❙♣◆✐➍✈①❢❉❴

u ∈ H1/2(Γε)
➢
µε(u)(ν) =

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



÷ ⑦ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

∫ 2π

0
(u ∂V

∂n ) ◦ (φΓε

el )−1(ν, θ)γε(ν, θ) dθ =
∫ 2π

0
(u ∂V

∂n ) ◦
(
(φΓε

el )−1 ◦ φS2

sp

)
◦ (φS2

sp )−1(ν, θ)γε(ν, θ) dθ
❵❝♣

µε(u) ∈ E1/2(I)
➛

❹✸➵ ➀❯➼✎➽ ➼ ❝ ➜➡❱✗③✭♣r❢❻③✭❷❸❣➟②❛❱❺❜❞◗❻✈①❜
µε(H1/2(Γε)) = Mε ⊂ E1/2(I)

❲✵♣✚➊④➊✸❱✕➊✸♣r❣❻❷♠②❇❷♠❥♠➨r❱✗❜❦♣✧✇❙✐❦♣✚➧r❱✗❜❞◗❙❱✹❥❸❢❉➧◆❱✭✐✯❵❝❱✜❥♠❢❻③✑❷♠❣❻❵❞❥❸♣◆❢➦➛✗➘➠♣r❢❻❵❞❥♠②❙❱✭✐❨❜❞◗❙❱✹❥❸❢①qs❱❯③❄❜❦❥❸➧◆❱✕❚✝✈①✇
σε =

(
(φΓε

el )−1
)∗

:

E1/2(I) → H1/2(Γε)
➢✕❥♠❢❻②❛❱❯❱❯②➮✈◆③✭③✑♣◆✐❦②❙❥❸❢❙❼➔❜❦♣ü❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢❃å ÷ æ❇♣①➌✝✇❻✈r✐❦✈r❼r✐✯✈①✇❙◗④⑧❛➛ ÷ ➛ Þ ➢✕❥❸➌

u ∈ E1/2(I)
➢

❜❞◗❻❱✭❢ (
(φΓε

el )−1
)∗
u ∈ H1/2(Γε)

➛✫✉✵♣r❣❛❜❦❥❸❢❙❱ä③✑♣r❚✘✇❙❣❙❜❦✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵➋❵❞◗❙♣✚➊✓❜❞◗❻✈①❜
µε ◦ σε = IdE1/2(I)

◗❻❱✭❢❻③✭❱

E1/2(I) ⊂ Mε = Imµε ➛

→ ➵ ✽✎➄r➱➴➼☞➀❆✻ ➵ ✽
E1/2(I) ⊂ Mε ❵❞♣

E1/2(I) = Mε

❲✵♣r❜❞❱✡❜❞◗❻✈①❜✝➊➠❱✩◗❻✈➤➧r❱✧❜s➊➠♣➞✈➤➧✚✈①❥♠❷♠✈r➓❙❷♠❱❿❜❞♣◆✇➟♣◆❷❸♣◆❼r❥♠❱❯❵❁♣r❢
E1/2(I) = Mε ê✧❜❞◗❙❱✴♣r❢❻❱✩②❛❱✭➥❻❢❙❱❡②➹➌ç♣◆✐ E1/2(I)

❥♠❢
✇❻✈r✐❦✈r❼r✐✯✈①✇❙◗◆✠❛➛ï⑧❉➢⑥✈①❢❻②✩❜❦◗❙❱✕♣◆❢❙❱✕②❛❱✭➥❻❢❙❱❯②➈✈✚❜❬❜❦◗❙❱✗➓▲❱✭❼◆❥❸❢❙❢❻❥❸❢❙❼✡♣①➌✲❜❞◗❻❥♠❵❺③✑❣❙✐❦✐❦✐❞❱❯❢◆❜✵✇➟✈①✐✯✈①❼r✐✯✈①✇❻◗✧➌ç♣◆✐ Mε ➛✵➜➐❱✕➊✬❥♠❷❸❷
✇❙✐❦♣✚➧r❱✸❜❞◗➟✈✚❜♦❜❦◗❙❱❯❵❞❱✬❜s➊✸♣✌❜❞♣r✇▲♣r❷♠♣r❼◆❥❸❱❡❵➷③✑♣◆❥❸❢❻③✭❥♠②❙❱✵➊✬◗❙❥➉③✯◗✝➊✬❥❸❷♠❷❻❥♠❚✘✇❙❷❸❴ Mε′

= E−1/2(I)
➛ ➆ ❢❿♣r✐✯②❛❱✭✐✲❜❦♣✗✇❙✐❦♣✚➧r❱✸❜❞◗❻❥♠❵

❥❸❜❺❥➉❵❨❵❞❣✣✞❿③✑❥♠❱✭❢■❜❨❜❞♣✧✇❻✐❞♣✚➧◆❱✌❜❞◗❻✈①❜
IdE1/2(I)

❥➉❵❨③✭♣r❢■❜❞❥♠❢❉❣❙♣r❣❻❵✵➌ç✐❞♣◆❚
(E1/2(I), ‖ ‖E1/2(I))

❥♠❢■❜❞♣
(Mε, ‖ ‖Mε)

➛
❲✵♣r❜❞❱❁❜❞◗❻✈①❜

IdE1/2(I) = µε ◦ σε ✈①❢❻② µε ✈r✐❞❱✹③✑♣r❢■❜❦❥❸❢❉❣❙♣◆❣❻❵✵➌ç✐❦♣r❚ H1/2(Γε)
❥❸❢

(Mε, ‖ ‖Mε)
➛✕❪❉♣✩❥➑❜✜♣◆❢❙❷❸❴

✐❦❱✭❚✝✈①❥♠❢❻❵✺❜❦♣❿✇❙✐❦♣✚➧r❱✌❜❞◗➟✈✚❜
σε ❥➉❵❬③✭♣r❢■❜❞❥♠❢❉❣❙♣r❣➟❵✺➌ç✐❞♣◆❚ (E1/2(I), ‖ ‖E1/2(I))

❥❸❢■❜❞♣
H1/2(Γε)

➛✵P✺◗❙❥➉❵❬❥➉❵✬❜❦◗❙❱✕✈r❥❸❚
♣①➌✲❢❙❱✭↔■❜✬❷♠❱✭❚✘❚✝✈❙➛

→ ➵ ✽✎➄r➱➴➼☞➀❆✻ ➵ ✽➠➅ Mε′
= E−1/2(I)

P✺◗❙❥➉❵✬❱✭❢➟②❙❵✸❜❞◗❙❱✜✇❻✐❞♣❉♣①➌✎♣①➌☞❜❞◗❙❱❯♣r✐❦❱✭❚✢û❻➛❸é◆➛

➺✧➭ ➽➹➃❙➂❆✹ P✺◗❻❱❁✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼✩③✑♣r❢➟❵s❜❦✐❞❣❻③✑❜❞❥♠♣r❢➈❵❞◗❙♣✚➊✸❱❯②✴❜❦◗❻✈✚❜❺❜❞◗❻❱✹❚✝✈r✇
σε ❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➥❻❱❯❵❬❜❞◗❻❱❁➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✬❥♠❢❙❼✧✐❦❱✭❚✝✈①✐❦➨✚✈①➓❙❷♠❱

✇❙✐❦♣r✇▲❱✭✐❞❜s❴r➢
µε ◦ σε = IdE1/2(I)

✈r❢❻②✴✈①❷➉❵❝♣ tσε ◦ tµε = IdH−1/2(Γε).

è❙✐❦♣r❚✱❢❙♣✚➊➮♣r❢➐➊✸❱❁➊✬❥♠❷❸❷♦✈r❷❸➊✺✈➤❴❛❵❺❣❻❵❝❱❁❜❞◗❻❱✝❢❙♣r✐❦❚ ②❛❱✑➥➟❢❙❱❯②➈➌ç♣r✐
E1/2(I)

❥♠❢➡✇❻✈r✐❦✈r❼r✐✯✈①✇❙◗➺✠❛➛ï⑧✝❜❦◗❻✈✚❜✜❥➉❵✜②❛❱✭❢❻♣①❜❞❱❡②
‖ ‖E1/2(I)

➛❇➜➡❱✡➊✬❥❸❷♠❷➠❢❻♣✚➊ ❼◆❥❸➧◆❱✧❵❝♣◆❚✘❱✧③✑♣◆❢◆❜❦❥❸❢❉❣❙❥❸❜s❴➈❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈①❜❞❱❯❵✗➌ç♣r✐✕❜❞◗❙❱✡❢❙❱✭➊ ♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐✯❵✌➊✸❱❿◗❻✈➤➧r❱✌qs❣➟❵s❜✹❥❸❢❛➚
❜❞✐❦♣❛②❛❣❻③✭❱❯②✿➛➈t❨❢❙❱❿❥♠❢■❜❞❱❯✐❞❱❡❵s❜❦❥❸❢❙❼❇✇❻✐❞♣◆✇➟❱❯✐❝❜s❴➡❥♠❵✗❜❞◗❻✈①❜✕❜❞◗❻❱✭❥♠✐✕❢❙♣◆✐❞❚✓❥♠❵✕➓➟♣◆❣❙❢❻②❛❱❡②↕❣❙❢❙❥❸➌ç♣r✐❦❚✘❷❸❴➐➊✬❥➑❜❦◗↕✐❞❱❡❵❝✇▲❱❯③✑❜✗❜❞♣

ε
➛

➌➍➭ ➽➹➽ã➃♥ê ⑤✼❤
➍❶➎ Ý✭Ú❞Ý✘Ý❷➐◆Ò➉❐❄Ï➴❐

κ > 0
ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✭Ö❄➒rÕ①Ö❻Ï✬ÐsÙ

ε ➙ Õ①Ö❄➒ ε0 > 0
❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï ∀ε ∈]0, ε0[ ➙

(i) ∀u ∈ H1/2(Γε), ‖µε(u)‖E1/2(I) 6 κ‖u‖H1/2(Γε)

(ii) ∀u ∈ E1/2(I), ‖u‖E1/2(I) = ‖σε(u)‖H1/2(Γε),

(iii) ∀u ∈ H−1/2(Γε), ‖ tσε(u)‖E−1/2(I) 6 ‖u‖H−1/2(Γε),

(iv) ∀u ∈ E−1/2(I), ‖u‖E−1/2(I) 6 ‖ tµε(u)‖H−1/2(Γε) 6 κ‖u‖E−1/2(I).

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
➆ ❢✩♣r✐✯②❛❱✭✐✸❜❞♣✝❚✝✈r➨r❱✜③✑♣◆❚✹✇❻❣❛❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢✩❚✹♣◆✐❞❱✜③✭♣r❚✘✇❻✈r③✑❜✬➊➠❱✌❥♠❢◆❜❦✐❞♣❛②❛❣➟③✑❱✜✈✹❢❙❱✭➊ ❢❙♣①❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢➦➢

αε =

∫ 2π

0

∂V

∂n
γε(ν, θ) dθ.

➜➐❱➍✐❦❱❯③✭✈r❷❸❷①❜❞◗❻✈①❜✎✈r③❯③✑♣◆✐❦②❛❥♠❢❙❼✺❜❦♣✵❷❸❱❯❚✘❚✘✈ ÷ ➛ Þ ➢
limε→0 αε = 2π

➢➤❵❞♣✵❥❸❜☞❥➉❵☎✈r❣❛❜❞◗❙♣◆✐❞❥♠➏✭❱❡②❺❜❞♣❬②❙❥❸➧❉❥➉②❛❱♦➓❉❴❺❜❞◗❙❥➉❵➦❢❉❣❙❚❁➓➟❱❯✐❯➛

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ÷ ⑨

(i)
➆ ❢✴♣r✐✯②❛❱✭✐✸❜❦♣✹✇❻✐❞♣✚➧◆❱❬❜❦◗❙❥♠❵✵✇➟♣◆❥❸❢■❜❯➢❻➊➠❱✌➓▲❱✭❼r❥♠❢✴➓❉❴❿❱✑↔❛✇❙❷♠❥♠③✭❥➑❜❦❷❸❴✡➊✬✐❞❥❸❜❞❱ ‖µε(u)‖E1/2(I)

➢

‖µε(u)‖2
E1/2(I) =

1

α2
ε

+∞∑

n=0

(1 + n2)1/2
(∫ +1

−1

∫ 2π

0

(
(φΓε

el )−1
)∗(

u
∂V

∂n
γε

)
(ν, θ) P̃n(ν) dθ dν

)2

.

❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱✭✐✸❢❙♣r❜❞❥➉③✑❱❺❜❞◗❻✈①❜✬❜❞◗❙❥➉❵✬❱✭↔❉✇❻✐❞❱❡❵❞❵❞❥❸♣◆❢✧❷♠❥❸➨◆❱✜✈
H1/2 ❢❙♣◆✐❞❚❃♣◆❢✧❜❦◗❙❱✗❵❞✇❙◗❙❱✭✐❦❱

S2 ➢❻❥❸❢❻②❙❱✭❱❯②

‖
(
(φΓε

el )−1 ◦ φS2

sp

)∗(
u
∂V

∂n
γε

)
‖2

H1/2(S2)

=
+∞∑

n=0

n∑

m=−n

(1 + n2)1/2
(∫ +1

−1

∫ 2π

0

(
(φΓε

el )−1
)∗(

u
∂V

∂n
γε

)
(ν, θ) P̃n(ν) dθ dν

)2

.

P✺◗❉❣❻❵✺➓❉❴❿❜✯✈①➨❉❥❸❢❻❼
π
✈r❵✬✈✘❷♠♣✚➊➠❱❯✐➠➓▲♣r❣❻❢❻②✡➌ç♣r✐

αε
åç➌ç♣r✐

ε
❵❞❚✝✈①❷♠❷➦❱✭❢❻♣r❣❙❼◆◗➟æ❄➢❛➊✸❱✌♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢

‖µε(u)‖2
E1/2(I) 6

1

π
‖
(
(φΓε

el )−1 ◦ φS2

sp

)∗(
u
∂V

∂n
γε

)
‖2

H1/2(S2).

❪❉❥♠❢❻③✑❱ (
(φΓε

el )−1 ◦ φS2

sp

)∗(∂V
∂n γ

ε
) ❥♠❵✺➧◆❱✭✐❦❴❿❵❝❚✘♣❉♣①❜❦◗➦➢❙❥♠❢◆❜❦❱✭✐❦✇➟♣◆❷♠✈①❜❞❥♠♣r❢✡❼r❥♠➧r❱❯❵➠❜❦◗❙❱✜❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱❺♣r➌

κ > 0
❥❸❢❻②❙❱✭✇▲❱✭❢❛➚

②❙✈r❢◆❜✬♣r➌
ε
❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜

‖
(
(φΓε

el )−1 ◦ φS2

sp

)∗(
u
∂V

∂n
γε

)
‖2

H1/2(S2) 6 κ ‖
(
(φΓε

el )−1 ◦ φS2

sp

)∗
u‖2

H1/2(S2) = κ ‖u‖2
H1/2(Γε).

P✺◗❙❱✜❷➉✈r❵❝❜✺❜❞◗❙✐❦❱✭❱✌❥♠❢❙❱❯❧■❣❻✈r❷❸❥❸❜❞❥♠❱❯❵✬✈r✐❞❱✌❚✘♣r✐❦❱✌❱❯✈r❵❞❴✘❜❞♣✝✇❻✐❞♣✚➧◆❱r➛

(ii)
P✺◗❙❥➉❵✘❥❸❢❙❱❡❧■❣❻✈①❷♠❥➑❜s❴ä❥♠❵✝✈↕❵❝❜❞✐✯✈①❥♠❼r◗■❜❞➌ç♣r✐❦➊✸✈r✐❦②↕③✭♣r❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱❯❢❻③✑❱✴♣①➌❺❜❞◗❻❱➋②❛❱✑➥❻❢❻❥➑❜❦❥❸♣◆❢➔♣r➌❬❜❦◗❙❱➋❢❙♣◆✐❞❚ ‖ ‖H1/2(Γε)✈①❢➟②❿❜❦◗❙❱✗②❛❱✑➥➟❢◆❜❦❥❸♣◆❢✴♣①➌

σε ➛

(iii)
P✺◗❻❥♠❵✬❥♠❢❙❱❡❧◆❣➟✈①❷♠❥➑❜s❴❿❥➉❵✬②❛❣❙❱✌❜❦♣

‖ tσε(p)‖E−1/2(I) = sup
v∈E1/2(I)

〈 tσε(p), v〉E−1/2(I),E1/2(I)

‖v‖E1/2(I)

= sup
v∈E1/2(I)

〈p, σε(v)〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε)

‖σε(v)‖H1/2(Γε)

6 sup
v∈H1/2(Γε)

〈p, v〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε)

‖v‖H1/2(Γε)

= ‖p‖H−1/2(Γε).

(iv)
P✺◗❙❥♠❵✵❥❸❢❙❱❡❧■❣❻✈①❷♠❥➑❜s❴✧❥♠❵✺✇❻✈r✐❝❜❦❥♠✈r❷❸❷♠❴✧✈✘③✑♣◆❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱✭❢➟③✑❱❺♣①➌

(i)
➛♦è❙♣◆✐✺❜❞◗❙❱✜✐❦❱❯❵❝❜✬♣①➌☞❜❞◗❙❱✜✇❙✐❦♣❉♣①➌s➢

‖p‖E−1/2(I) = sup
v∈E1/2(I)

〈p, v〉E−1/2(I),E1/2(I)

‖v‖E1/2(I)

= sup
v∈E1/2(I)

〈p, µε ◦ σε(v)〉E−1/2(I),E1/2(I)

‖σε(v)‖H1/2(Γε)

= sup
v∈E1/2(I)

〈 tµε(p), σε(v)〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε)

‖σε(v)‖H1/2(Γε)

6 sup
v∈H1/2(Γε)

〈 tµε(p), v〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε)

‖v‖H1/2(Γε)

= ‖ tµε(p)‖H−1/2(Γε).

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
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❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱✭✐✸❣❻❵❞❥❸❢❻❼
(i)
✈r❢❻②✧❜❞◗❙❱✌➌Ô✈◆③❄❜✬❜❞◗➟✈✚❜

µε ❥♠❵✺♣◆❢■❜❞♣❻➢

‖ tµε(p)‖H−1/2(Γε) = sup
v∈H1/2(Γε)

〈 tµε(p), v〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε)

‖v‖H1/2(Γε)

= sup
v∈H1/2(Γε)

〈p, µε(v)〉E−1/2(I),E1/2(I)

‖µε(v)‖E1/2(I)

‖µε(v)‖E1/2(I)

‖v‖H1/2(Γε)

6 κ sup
v∈E1/2(I)

〈p, v〉E−1/2(I),E1/2(I)

‖v‖E1/2(I)

= ‖p‖E−1/2(I).

è❯✌✼❖ ➡◆✘❬❘✣✓❷✬✮❲✲❘✫✓✎✦✤★Ü✖↕✦③✑✡❘✫❙✜✕➻ì❐❲❛❸③✑✫❲✍★❚❸③✕➻✬í✚❚✱❜❘✣✓✎❭❵✱❷✓❜✕✗✑
➜➐❱❁➊✬❥♠❷❸❷➷❢❻♣✚➊④❣❻❵❝❱❁❜❞◗❻❱✹✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❨♣r➌♦❜❞◗❙❱❯♣r✐❦❱✭❚✓⑨❛➛❸é①➛✗P✺◗❻❱❁❚✘❱❯✈r❢❙❥♠❢❙❼✡♣r➌♦❜❞◗❻❥♠❵❺✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜✌❥➉❵❺③✭❷❸❱❡✈①✐✌③✑♣◆❢❻③✑❱❯✐❞❢❙❥♠❢❙❼✩②❛❱

uε
✈①❢➟②

ũε ➛ ➆ ❢❻②❛❱❯❱❯② ũε → u0 6= 0
❵❞♣✹➊✸❱✌◗❻✈➤➧r❱

uε = ũε +O(ε1/2) = ũε + o(ũε)
➌ç♣r✐✺❜❦◗❙❱✜❢❙♣◆✐❞❚ ‖ ‖H1(ΩR).

➎✵♣✚➊✸❱✭➧◆❱✭✐✧③✭♣r❢❻③✭❱✭✐❦❢❙❥♠❢❙❼
pε ➢ p̃ε ➊✸❱➡②❛♣◆❢➦➩ ❜✩➨❉❢❙♣✚➊✻❜❞◗❙❱❯❥❸✐✩➓➟❱❯◗❻✈➤➧❉❥❸♣◆✐✧✈✚❜✡➥❻✐✯❵s❜✩♣r✐✯②❛❱✭✐✧❵❞♣➹➊✸❱➡③❯✈①❢❙❢❙♣r❜✡②❛❥♠✐❞❱❡③❄❜❦❷❸❴

③✑♣◆❢❻③✑❷♠❣❻②❛❱✕❥❸❢✴❜❦◗❙❱✕❵❦✈①❚✘❱✗❚✝✈①❢❙❢❻❱✭✐❡➛✸➎❬♣✚➊➠❱❯➧r❱✭✐✬♣◆❣❙✐❨②❙❥♠❵❦③✑❣❻❵❦❵❞❥❸♣◆❢✴③✭♣r❢❻③✭❱✭✐❦❢❙❥♠❢❙❼
E−1/2(I)

➊✬❥♠❷♠❷☞✈①❷♠❷♠♣✚➊→❜❦♣❿✐❞❱❯❚✘❱❯②❛❴
❜❞♣✹❜❦◗❙❥♠❵❬❵❝❥❸❜❞❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➦➛ ➆ ❢➟②❛❱✭❱❡②✡❢❻♣①❜❞❱❺❜❦◗❻✈✚❜

p̃ε = tµε(−αε

2π
aε)
➊✬❥❸❜❞◗

αε =

∫ 2π

0

∂V

∂n
γε(ν, θ) dθ →

ε→0
2π

å❝é➤⑨ræ

✈①❢➟②✧✈①✇❻✇❙❷❸❴❉❥♠❢❙❼✕❷♠❱✭❚✘❚✝✈r❵❯✠❛➛ ÷ ✈r❢❻②✧û❻➛❸ér➢■➊✸❱❨③❯✈①❢✧➥❻❢❻②✝➌ç♣◆❣❙✐✺③✑♣r❢➟❵s❜✯✈①❢■❜❦❵
κi > 0 , i = 1 . . . 4

❥♠❢❻②❛❱✭✇▲❱✭❢➟②❙✈①❢■❜✬♣①➌
ε
➢

❵❦✈✚❜❞❥➉❵❝➌ç❴■❥♠❢❙❼

κ1

ln 1
ε

6 κ2 ‖aε‖E−1/2(I) 6 ‖p̃ε‖H−1/2(Γε) = ‖ tµε(−αε

2π
aε)‖H−1/2(Γε) 6 κ3 ‖aε‖E−1/2(I) 6

κ4

ln 1
ε

,

➊✬◗❙❱❯✐❞❱
p̃ε = O( 1

ln 1/ε )
❥♠❢✩❜❞◗❙❱✜❢❙♣◆✐❞❚ ‖ ‖H−1/2(Γε)

➛♦P✺◗❉❣❻❵✺➊✸❱❺➥❻❢❻✈r❷❸❷♠❴❿♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢✩❜❞◗❙❱✜②❛❱❡❵❝❥♠✐❦❱❯②✩③✑♣r❢➟③✑❷♠❣❻❵❝❥♠♣r❢

pε = p̃ε +O(ε1/2) = p̃ε + o(p̃ε)
➌ç♣◆✐✺❜❞◗❙❱✜❢❻♣r✐❦❚ ‖ ‖H−1/2(Γε).

➜➐❱✡➊✬❥♠❷❸❷✬✈r✇❙✇❙❷♠❴➡❜❦◗❙❥➉❵❁✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❁➌ç♣◆✐✕❜❦◗❙❱✩✐❞❱❡❵❝♣◆❷❸❣❛❜❦❥❸♣◆❢↕♣①➌✵❜❦◗❙❱✴➎✵❱✭❷♠❚✘◗❙♣r❷❸❜❞➏✩✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✥➊✬❥❸❜❞◗➔➒❬❥♠✐❞❥➉③✯◗❙❷♠❱✑❜✘➓➟♣◆❣❙❢❻②❙✈r✐❞❴
③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢✡➓■❴✝❚✘❱❡✈①❢❻❵✸♣①➌✎❵❝❥♠❢❙❼r❷♠❱❺❷♠✈➤❴◆❱✭✐✸❥❸❢■❜❞❱❯❼r✐✯✈①❷▲❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢❿♣◆❢❿❜❞◗❻❱❺➊✬❥♠✐❦❱r➛➷î➦❱✭❜✺❣➟❵➍➥➟✐❦❵❝❜✸✐❦❱❯③❯✈①❷♠❷❻❜❦◗❻✈✚❜

(uε, pε)
❥♠❵

②❛❱✭➥❻❢❙❱❯②✴✈◆❵✸❜❞◗❙❱✜❣❙❢❻❥♠❧■❣❙❱✜✇❻✈r❥❸✐✬③✯◗❙♣■❵❝❱❯❢✡❥♠❢
H1(ΩR) ×H−1/2(Γε)

❵❝♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌☎❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚

(Pε) :





∫

ΩR

∇uε · ∇v − k2

∫

ΩR

uεv +

∫

ΓR

vTRu
ε +

∫

Γε

pεv = −
∫

ΩR

fv ∀v ∈ H ,

∫

Γε

quε = 0 ∀q ∈ H−1/2(Γε).

î➦❱✭❜✵❣❻❵✬❵❞❣❙➓❻❵❝❜❞✐✯✈r③❄❜✺❜❦♣✘❜❞◗❙❱❡❵❝❱✌❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵✸❜❦◗❙❱✜❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵✺❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➥❻❱❯②✡➓❉❴
u0
➢❛➊✸❱✌♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢






∫

ΩR

∇(uε − u0) · ∇v − k2

∫

ΩR

(uε − u0)v +

∫

ΓR

vTR(uε − u0) +

∫

Γε

pεv = 0 ∀v ∈ H ,

∫

Γε

q(uε − u0) = −
∫

Γε

qu0 ∀q ∈ H−1/2(Γε) .

❪❉❣❻③❯③✑❱❡❵❞❵❞❥❸➧◆❱✭❷♠❴✡③✯◗❙♣❉♣■❵❝❥♠❢❙❼
v ∈ D(Ωi

ε)
✈①❢➟②

v ∈ D(ΩR
ε )
✈r✐❞➓❻❥➑❜❦✐❦✈r✐❞❴◆➢❙➊➠❱✕♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢✡❜❦◗❻✈✚❜

∆(uε − u0) + k2(uε −
u0) = 0

❥♠❢
Ωi

ε

✈①❢❻②ã❥❸❢
ΩR

ε

✈r❢❻②
uε − u0

❥♠❵✘♣◆❣❛❜❞❼◆♣r❥♠❢❙❼❻➛➹❲❬♣✚➊✢③✯◗❙♣❉♣◆❵❞❥♠❢❙❼
v ∈ D(ΩR)

✈①✐❦➓❙❥➑❜❦✐❦✈r✐❞❥♠❷♠❴➐✈r❢❻②
✈①✇❻✇❙❷❸❴❉❥♠❢❙❼✙☎❺✐❞❱❯❱✭❢➦➩ ❵✸➌ç♣r✐❦❚✕❣❻❷♠✈❻➢❛➊➠❱✌♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢

[
∂(uε − u0)

∂n
]|Γε = pε

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
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➊✬◗❙❱❯✐❞❱
[ ∂v
∂n ]|Γε = ∂v

∂ne
+ ∂v

∂ni

➊✬❥➑❜❦◗
ne

✈r❢❻②
ni

❜❞◗❙❱✹❢❙♣r✐❦❚✝✈①❷☞➧r❱❯③✑❜❞♣◆✐✬➥❻❱✭❷➉②❙❵
Γε ✐❦❱❯❵❞✇▲❱❯③❄❜❦❥❸➧◆❱✭❷♠❴✡♣◆❣❛❜❞❼◆♣r❥♠❢❙❼✧✈r❢❻②

❥♠❢❙❼r♣◆❥❸❢❙❼❁➊✬❥➑❜❦◗✧✐❦❱❯❵❞✇➟❱❡③❄❜✸❜❞♣
Ωi

ε

➛➷ý✵✇❙✇❻❷❸❴❉❥♠❢❙❼✕❜❦◗❙❱❺➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✗♣r➌☎❥♠❢◆❜❦❱✭❼◆✐❦✈r❷❻✐❦❱✭✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢➋å➴❵❝❱❯❱❬➌ç♣◆✐✸❥♠❢❻❵❝❜❦✈r❢❻③✑❱✹ì❸é❡⑦ í æ
➊✸❱❺♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢

uε(x) − u0(x) =

∫

Γε

pε(x′)G(x,x′) dσ(x′)
➌ç♣r✐✵✈r❢■❴

x ∈ ΩR.

♥♦❣❛❜❞❜❞❥♠❢❙❼✝❜❦◗❙❥♠❵✬➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✹❥❸❢■❜❞♣✹❜❦◗❙❱✜❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢❇③✑♣◆✐❞✐❦❱❯❵❞✇➟♣◆❢❻②❛❥♠❢❙❼✗❜❦♣✝➓➟♣◆❣❙❢❻②❙✈r✐❞❴✡③✑♣r❢➟②❛❥➑❜❦❥❸♣◆❢✩❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➥❻❱❡②✡➓❉❴
uε − u0

➢
➊✸❱❺♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢

∫

Γε

∫

Γε

q(x) pε(x′)G(x,x′) dσ(x′) dσ(x) = −
∫

Γε

q(x)u0(x) dσ(x) ∀q ∈ H−1/2(Γε).

➜➐❱✜❥❸❢■❜❞✐❦♣❛②❛❣❻③✭❱❨❜❦◗❙❱✗❵❞❥❸❢❙❼◆❷❸❱✌❷➉✈➤❴r❱❯✐✸♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣◆✐
Kε

sc : H−1/2(Γε) → H1/2(Γε)
②❛❱✑➥➟❢❙❱❯②✩➓❉❴

∀ p, q ∈ H−1/2(Γε), 〈q , Kε
sc p〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε) =

∫

Γε

∫

Γε

q(x) p(x′)G(x,x′) dσ(x′) dσ(x).

➜➐❱✗③✭✈①❢✩➊✬✐❦❥➑❜❦❱❨❜❦◗❙❱✗✈①➓▲♣✚➧r❱✌❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢✩❥♠❢✡♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐✸➌ç♣◆✐❞❚✴➢

Kε
sc p

ε = −u0.

❲✵♣r❜❞❱✴❜❦◗❻✈✚❜❿❣❻❵❞❥♠❢❙❼➹P☞✈➤❴❉❷♠♣r✐✘❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❞❥❸♣◆❢ä❥❸❜❿❥♠❵❿✇➟♣■❵❞❵❞❥❸➓❻❷❸❱✴❜❦♣↕✇❙✐❞♣✚➧◆❱✧❜❦◗❻✈✚❜❡➢✺❥➑➌ O ❥➉❵✘❜❞◗❙❱❇♣◆✇➟❱❯❢➣❵❝❱✭❜✧②❛❱✑➥❻❢❻❱❯②✼❥♠❢
➈✯⑧❙➛ Þ ➛ Þ ➢❙❜❞◗❻❱✭❢❇❜❦◗❙❱✭✐❦❱✗❱✑↔❛❥➉❵s❜✯❵

κ > 0
❥❸❢➟②❛❱✭✇▲❱✭❢❻②❻✈①❢■❜❨♣r➌

ε > 0
❵❞❣❻③✯◗✴❜❦◗❻✈✚❜✵➌ç♣◆✐❨✈r❢■❴

v ∈ C∞(O)
➢➟❜❦◗❙❱✜➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✬❥❸❢❻❼

❥♠❢❙❱❯❧■❣❻✈r❷❸❥❸❜❞❥♠❱❯❵✺◗❙♣◆❷♠②

‖v − σε ◦ µε(v)‖H1/2(Γε) 6 κε‖v‖H2(O)
❱✑❜ ‖v|J − σε ◦ µε(v)‖E1/2(I) 6 κε‖v‖H2(O)

➆ ❢✴✇❻✈①✐❞❜❞❥➉③✑❣❻❷♠✈r✐➠❜❦◗❙❥➉❵✬✐❞❱❯❚✝✈①✐❦➨❿③✭✈①❢✩➓▲❱✗✈①✇❙✇❙❷♠❥♠❱❯②✧❜❞♣
u0
➛♦P✺◗❉❣❻❵✺➊✸❱✌✈r✐❞❱✌❷♠❱❯②✧❜❞♣

−u0 = −σε ◦ µε(u0) +O(ε) = σε. (ln 1
ε2 Id+A+B). tσε(p̃ε) +O(ε)

= σε. (ln 1
ε2 Id+A+B). tσε(pε) +O(ε1/2)

➎✵❱❯✐❞❱✸❜❦◗❙❱✺❢❙♣①❜✯✈✚❜❞❥♠♣r❢
O(ε)

✐❞❱✭➌ç❱✭✐✯❵☞❜❞♣❺❜❞◗❙❱✺❜❦♣r✇▲♣r❷♠♣r❼◆❴❺♣r➌
H1/2(Γε)

②❛❱✭➥❻❢❙❱❡②❁❥♠❢✹✇❻✈①✐✯✈①❼◆✐❦✈r✇❙◗✕⑧❛➛ ÷ ➛ Þ ➛➷❪❉♣✌➊➠❱✸♣r➓❻✈①❜❞❥♠❢

Kε
sc p

ε = σε. (ln
1

ε2
Id+A+B). tσε pε +O(ε1/2).

è❯✌✼⑩ î✭✕❋✩ï❲❛❭❵❭❚✑✫✦✲❴✜✓✎✬✮❲❀❘✛✕✐✬✮✦✰✯✜✕❩✱
➜➐❱✗❥❸❢■❜❦✐❞♣❛②❛❣❻③✭❱✜✈✘❢❙❱✭➊þ❵❝✇➟✈r③✑❱✌❜❦◗❻✈✚❜❬③✭♣r✐❦✐❞❱❡❵❝✇▲♣r❢➟②❙❵➠❜❞♣✘❜❞◗❻❱✕❵❝❱✭❜✵♣①➌✎➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵✬➊✬❥❸❜❞◗➋✈r❢❇✈➤➧r❱✭✐✯✈①❼◆❱❬❱❡❧◆❣➟✈①❷✿❜❦♣❿❹❁♣◆❢
❱❯✈◆③✯◗✩❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌

Γε ➛♦❲❬♣①❜❞❱✌❜❦◗❻✈✚❜ Hε
µ = {v ∈ H | µε(v|Γε) = 0} ➛ ➆ ❜✵❥♠❵✬✈✘③✭❷❸♣■❵❝❱❡②✡❵❞❣❙➓❛➚Ñ❵❝✇➟✈r③✑❱✌♣r➌ H ❵❝❥♠❢❻③✭❱

µε
❥➉❵✵③✑♣◆❢◆❜❦❥❸❢❉❣❙♣◆❣❻❵❯➛➍❪❉❣❙✇❙✇▲♣◆❵❞❱✌❜❞◗❻✈①❜✵❥♠❵❬❵❝❣❙✇❻✇❙❷❸❥♠❱❯②✴➊✬❥❸❜❞◗✩❜❦◗❙❱✜◗❙❱✭✐❦❚✘❥➑❜❦❥♠✈r❢❇❵s❜❦✐❞❣❻③✑❜❞❣❙✐❦❱✜❥♠❢❙◗❙❱✭✐❦❥❸❜❞❱❯②✡➌ç✐❦♣r❚ H ➛✸❪❉❥♠❚✘❥❸❷➉✈①✐❦❷❸❴
❜❞♣✘➊✬◗❻✈①❜✵✇❙✐❦❱❯③✑❱❡②❛❱❯❵❯➢❛➊✸❱✌✈r✐❞❱❺❷♠❱❯②✡❜❞♣❿③✭♣r❢❻❵❞❥♠②❙❱✭✐✸❜❞◗❙❱✜✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚

(Pε) :





è✎❥❸❢➟②
(uε; pε) ∈ H×Mε ′ ❵❞❣❻③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜

∫

ΩR

∇uε · ∇v − k2

∫

ΩR

uε v +

∫

ΓR

v TRuε +

∫

Γε

tµε(pε) v = −
∫

ΩR

f v ∀v ∈ H,
∫

Γε

tµε(q) uε = 0 ∀q ∈ Mε ′

.

➜➐❱✘③✭♣r❢✚qs❱❡③❄❜❦❣❙✐❞❱✹❜❦◗❻✈✚❜
uε ❥➉❵✜✈✩❼r♣❉♣❛②➈✈①✇❻✇❙✐❞♣➤↔❛❥♠❚✝✈✚❜❞❥♠♣r❢➈♣①➌ uε ➛ ➆ ❢❻②❛❱❯❱❯②➡➊➠❱✝❵❝❜❦✈✚❜❦❱✕❜❦◗❙❱✭♣◆✐❞❱❯❚✱û❙➛ï⑧❿❜❞◗❻✈①❜✌➊✸❱✝✈①✐❦❱

❼r♣◆❥❸❢❻❼✕❜❦♣✝✇❙✐❞♣✚➧◆❱❨➊✬❥❸❜❞◗✩❜❦◗❙❱✗❵❞✈r❚✘❱❨❜❦❱❯③✯◗❙❢❻❥♠③❯❵✬✈r❵✸➌ç♣r✐✺❜❦◗❙❱✭♣◆✐❞❱❯❚✻⑨❉➛♠é①➛
❹ ❅ ➭❉➵ ➂ ➭ ➽ëê ⑤⑥❦
➱ Ý✑Ï (uε, pε) ∈ H×Mε′ ➏❦Ý❺Ï ➎ Ý➃↔❛Ö➟Ò✾➩❍↔❻Ý❨❐✭Ð①×➫↔❛Ï➴ÒÔÐ①Ö✴Ï➶Ð✵❰▲Ú❦Ð➨➏✭×❸Ý✑❮

(Pε)
ù ➍❶➎ Ý✭Ö✴Ï ➎ Ý✑Ú❦Ý✜Ý❷➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐✌Õ✹Ó✯Ð①Ö❙❐❄Ï➶Õ①Ö❻Ï

κ > 0ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✭Ö❄➒rÕ①Ö❻Ï✵ÐsÙ
ε
❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï⑥Ù✑Ð✚Ú

ε
❐❄❮✘Õ①×Ü×✎Ý✭Ö▲Ð❇↔➨➛ ➎ ➙

‖uε − uε‖H 6 κ ε1/2 ln 1/ε
Õ✚Ö❶➒ ‖pε − tµε(pε)‖H−1/2(Γε) 6 κ ε1/2 ln 1/ε.

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



✠①❹ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

P✺◗❙❥➉❵✲❜❞◗❻❱✭♣r✐❦❱✭❚ ❥♠❵♦❥❸❢■❜❞❱❯✐❞❱❡❵s❜❦❥❸❢❻❼❨➌ç♣◆✐✲❜s➊➠♣✜✐❦❱❯✈◆❵❝♣◆❢❻❵❯➛☎è✎❥❸✐✯❵s❜♦❥❸❜➠❵❝❜❦✈①❜❞❱❯❵✎❜❦◗❻✈✚❜✸❵❝♣◆❷❸➧❉❥♠❢❙❼
(Pε)
❴❉❥❸❱❯❷♠②❻❵➷❢❙❱❯✈r✐❞❷♠❴✜❜❦◗❙❱❬❵❦✈①❚✘❱

✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜❺✈r❵❺❵❝♣◆❷❸➧❉❥♠❢❙❼
(Pε)
➊✬◗❙❱❯✐❞❱❡✈r❵✬❥➉❵❬✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚

(Pε)
❜❦◗❙❱✕➓▲♣r❣❻❢❻②❙✈①✐❦❴✴③✑♣r❢➟②❛❥➑❜❦❥❸♣◆❢➋♣r❢✴❜❦◗❙❱✹➊✬❥❸✐❦❱✗❥➉❵❨❵❞❥❸❚✘✇❙❷♠❥❸➥❻❱❯②✿➢

❜❞◗❻❱✹❵❞✇❻✈r③✭❱✗♣①➌➍î☞✈①❼◆✐❦✈r❢❙❼r❱✜❚❁❣❙❷➑❜❦❥❸✇❻❷❸❥♠❱✭✐✯❵❬❥➉❵❨✐❞❱❡②❛❣❻③✑❱❡②✿➛❨P✺◗❻❥♠❵❺❥➉❵❬❥♠❢■❜❞❱✭✐❦❱❯❵❝❜❞❥♠❢❙❼✝➌ç♣◆✐❨❢❉❣❙❚✘❱❯✐❞❥➉③✭✈r❷☞✈①✇❻✇❙❷❸❥➉③✭✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵❨❵❝❥♠❢❻③✭❱
❜❞◗❻❱✹③✭♣r❢❻❵❝❜❞✐✯✈①❥♠❢■❜❬③✑♣r✐❦✐❦❱❯❵❞✇➟♣◆❢❻②❛❥♠❢❙❼✝❜❞♣✧❜❞◗❙❱❁➓➟♣◆❣❙❢❻②❙✈r✐❞❴✴③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢➋❥➉❵❨❢❙♣✚➊④♣r❢❙❱❁②❛❥❸❚✘❱❯❢❻❵❝❥♠♣r❢➟✈①❷✎❥❸❢❻❵❝❜❞❱❡✈r②❇♣r➌♦➓➟❱❯❥❸❢❻❼
❜s➊✸♣➞②❙❥❸❚✘❱✭❢➟❵❝❥♠♣r❢❻✈r❷➴➛➙❩❇♣r✐❦❱✴♣✚➧r❱✭✐✝➊✸❱❇➊✬❥♠❷❸❷❬❵❞❱✭❱➋✈①❜✝❜❞◗❙❱❇❱❯❢❻②➔♣①➌✜✇❻✈r✐❦✈r❼r✐✯✈①✇❙◗ãû❻➛ ÷ ➢➠❜❦◗❻✈✚❜✧❜❞◗❙❱❇❱❯✐❞✐❦♣r✐✘❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❦❱
‖pε − tµε(pε)‖H−1/2(Γε)

❥➉❵❬✈✘➧✚✈r❷❸❥➉②❙✈✚❜❦❥❸♣◆❢✴➌ç♣r✐✬❜❦◗❙❱✕✈◆③✑♣r❣➟❵s❜❦❥♠③✌➧◆❱✭✐✯❵❝❥♠♣r❢✩♣①➌✲❜❞◗❻❱✗♥✲♣❉③✯➨❉❷♠❥❸❢❻❼①❜❞♣◆❢✴❚✹♣❛②❛❱❯❷➴➛✬P☞♣✝❜❞◗❻❱
➓▲❱❯❵❝❜✵♣①➌✲♣r❣❙✐✺➨❉❢❙♣✚➊✬❷♠❱❯②❛❼◆❱r➢❉❜❞◗❻❥♠❵✺✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜✵❥♠❵✺❢❙❱❯➊✜➛
è✎❥❸✐✯❵❝❜✵♣①➌➷✈①❷♠❷➦➊➠❱✗❵❝❜❦✈①❜❞❱✗✈✝❵❝❜❦✈r➓❙❥❸❷♠❥❸❜s❴✧✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜✜➛✺➎✵♣✚➊✸❱✭➧◆❱✭✐✬❵❝❥♠❢❻③✭❱✌❜❞◗❙❱✜✇❙✐❦♣❉♣①➌✲❥♠❵✵➧r❱✭✐❦❴✧❵❞❥❸❚✘❥♠❷♠✈r✐✬❜❞♣✘❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦♣❉♣①➌✲♣①➌

❷♠❱✭❚✘❚✝✈❇⑨❛➛ Þ ➢☎➊✸❱✹②❛♣✴❢❙♣r❜✜➊✬✐❞❥❸❜❞❱✘❥❸❜❯➛➼☎❺❥♠➧r❱✭❢➞✈✧➥❙↔❛❱❯②
ε > 0

➌ç♣◆✐
f ε ∈ H′ ✈r❢❻② gε ∈ Mε ➢☎➊✸❱✘③✭♣r❢❻❵❞❥➉②❛❱✭✐❺❜❞◗❻❱

✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚






è✎❥❸❢➟②
(vε; qε) ∈ H×Mε ′ ❵❝❣➟③✯◗✡❜❦◗❻✈✚❜

∫

ΩR

∇vε · ∇v − k2

∫

ΩR

vε v +

∫

ΓR

v TRv
ε +

∫

Γε

tµε(qε) v = 〈f ε; v〉H′,H ∀v ∈ H
∫

Γε

tµε(q) vε = 〈gε; v〉Mε′ ,Mε ∀q ∈ Mε ′

å❝é❯û■æ

P✺◗❙❱✗③✭♣r✐❦✐❞❱❡❵❝✇▲♣r❢❻②❙❥❸❢❙❼✹❵s❜✯✈①➓❙❥♠❷♠❥➑❜s❴❿❷♠❱✭❚✘❚✝✈✘❥➉❵
➌➍➭ ➽➹➽ã➃♥ê ⑤✷❦
➭ Ð✚Ú

ε
❐❄❮✘Õ①×Ü×➠Ý✑Ö⑥Ð❇↔➨➛ ➎ Õ①Ö❄➒❁Ù✑Ð✚Ú✧Õ✚Ö➟❒

fε ∈ H′ ➙ gε ∈ Mε ➙ Ï ➎ Ý✜❰▲Ú❞Ð❬➏✑×❸Ý✭❮ð❒❜Þ➯ñÓÏ➋Õ❬➒✚❮✹ÒÜÏÔ❐✧Õ♥↔❛Ö❻Ò✾➩Ó↔❻Ý✝❐✭Ð✚×✟↔❛Ï➴ÒÔÐ①Ö
(vε; qε) ∈ H ×Mε ′ Ï ➎ Õ✚Ï➠❐✑Õ①Ï➴Ò➉❐✵➪✸Ý❄❐✜ÒÜÖ➐Õ❬➒➨➒①ÒÜÏ➴ÒÔÐ①Ö

‖vε‖H 6
1

κ1
‖fε‖H′ + (1 +

κ2

κ1
)‖gε‖Mε ,

‖qε‖Mε′ 6 (1 +
κ2

κ1
)‖f ε‖H′ + κ2(1 +

κ2

κ1
)‖gε‖Mε .

ý④③✑♣◆❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱✭❢➟③✑❱❺♣①➌✎❜❞◗❙❥➉❵✬❷♠❱✭❚✘❚✝✈❁❥➉❵✺❜❦◗❻✈✚❜
(Pε)
❥♠❵✺➊✸❱✭❷♠❷✿✇▲♣◆❵❞❱❯②✴❵❝♣

(uε, pε)
❥➉❵✬➊➠❱❯❷❸❷➦②❙❱✑➥❻❢❙❱❡②✿➛

è❯✌✵❿ ①②✦✤★❵✘✛✓✎✘❬❘✣❲❛★❵❳❄✥✧✦③✖✙❘✣❙❚✕Ö★❚✕❋✩s✩✡✓❜✑✔✕✭✬✮✦✰✯✜✕❩✱
➜➐❱✧➊✬❥♠❷❸❷➠❢❙♣✚➊ ✇❙✐❞♣✚➧◆❱✹❜❞◗❙❱❯♣r✐❦❱✭❚✥û❙➛ï⑧❉➛❇➜➡❱✡◗❻✈➤➧r❱❿✈r❷❸✐❦❱❯✈◆②❛❴➈✇▲♣r❥♠❢■❜❞❱❡②➞♣r❣❛❜❁❜❞◗❻✈①❜

H
1/2
µ (Γε) ⊂ Ker p̃ε ➛➈❪❉♣ p̃ε

❥♠❢❻②❛❣❻③✭❱❯❵✵✈✹❷♠❥❸❢❙❱❡✈①✐✺➌ç♣◆✐❞❚❃♣◆❢ Mε ❜❞◗➟✈✚❜✵❥➉❵✬②❛❥➑â⑥❱✭✐❦❱✭❢■❜✬➌ç✐❦♣r❚ aε ➛ ➆ ❢❻②❙❱✭❱❯②➦➢

〈p̃ε, v〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε) = −αε

2π

〈
tµε(aε), v

〉
H−1/2(Γε),H1/2(Γε)

= −αε

2π
〈aε, µε(v)〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε) , ∀v ∈ H1/2(Γε).

P✺◗❉❣❻❵✺➊✸❱✌③❯✈①❢❇❵❦✈➤❴✘❜❞◗❻✈①❜
(ũε, aε)

❵❞✈①❜❞❥➉❵s➥➟❱❯❵





(ũε;−αε

2π
aε) ∈ H×Mε ′ ❵❞❣❻③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜

∫

ΩR

∇ũε · ∇v − k2

∫

ΩR

ũε v +

∫

ΓR

v TRũ
ε +

∫

Γε

tµε(−αε

2π
aε) v = −

∫

ΩR

f v +
〈
f̃ε, v

〉

H′,H
∀v ∈ H

∫

Γε

tµε(q) ũε = 0 ∀q ∈ Mε ′

.

❲✵♣r❜❞❱✌❜❦◗❻✈✚❜
ũε

δ = ũε − uε ✈r❢❻② p̃ε
δ = −αε

2π
aε − pε ➛♦P✺◗❙❥➉❵✬❢❙❱✭➊➙✇❻✈①❥♠✐✬♣①➌✎➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵✬❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➥❻❱❡❵






(ũε
δ; p̃

ε
δ) ∈ H×Mε ′ ❵❞❣❻③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜

∫

ΩR

∇ũε
δ · ∇v − k2

∫

ΩR

ũε
δ v +

∫

ΓR

v TRũ
ε
δ +

∫

Γε

tµε(p̃ε
δ) v =

〈
f̃ε, v

〉

H′,H
∀v ∈ H,

∫

Γε

tµε(q) ũε
δ = 0 ∀q ∈ Mε ′

.

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ✠❙é

ý✵✇❻✇❙❷❸❴❉❥♠❢❙❼✗❷♠❱✭❚✘❚✝✈✗û❙➛ï⑧❨❜❞♣✗❜❞◗❙❱❺✈①➓▲♣✚➧r❱✺✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✴➢■➊➠❱✬♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢✘❜❦◗❙❱✵❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱✵♣①➌
κ > 0

❥❸❢➟②❛❱✭✇▲❱✭❢❻②❻✈①❢■❜➠♣r➌
ε
❵❝❣➟③✯◗

❜❞◗➟✈✚❜✬➌ç♣r✐
ε
❵❝❚✝✈①❷♠❷✿❱✭❢❻♣r❣❙❼◆◗

‖ũε − uε‖H 6 κ ‖f̃ε‖H′
❱✭❜ ‖−αε

2π
aε − pε‖Mε′ 6 κ ‖f̃ε‖H′ .

å❝é❯ÿ■æ

❳❬❵❞❥♠❢❙❼✩❜❞◗❙❱✝✇❙✐❦♣❉♣①➌✸♣①➌✸❜❞◗❙❱❯♣r✐❦❱✭❚✫⑨❛➛❸é①➢☞➊➠❱✝③❯✈①❢➐✇❙✐❞♣✚➧◆❱✕❜❦◗❙❱✝❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱✘♣①➌
κ
❥❸❢❻②❙❱✭✇▲❱✭❢❻②❙✈r❢■❜✗♣①➌

ε
❵❝❣➟③✯◗➈❜❦◗❻✈✚❜✜➌ç♣◆✐

ε
❵❝❚✝✈①❷♠❷☎❱❯❢❙♣r❣❻❼r◗ ‖f̃ε‖H′ 6 κ ε1/2 ln 1/ε

➛✸➜➣❥➑❜❦◗❇❜❞✐❦❥♠✈r❢❙❼r❣❻❷♠✈r✐✬❥❸❢❙❱❡❧■❣❻✈①❷♠❥➑❜s❴✴✈①❢➟②✴❷❸❱❯❚✹❚✝✈✧û❙➛♠é①➢❻❜❦◗❙❥➉❵✵❴❉❥❸❱❯❷♠②❻❵✬❜❞◗❻❱
✇❙✐❦♣❉♣①➌✲♣①➌✲❜❞◗❙❱❯♣r✐❦❱✭❚✻û❙➛ï⑧❉➛➠➜➐❱✗➊✬❥♠❷❸❷✎✈①✇❙✇❻❷❸❴✧❜❞◗❙❥➉❵✵✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜✬❜❞♣✝❜❦◗❙❱✗♥✲♣❛③✯➨■❷♠❥♠❢❙❼①❜❦♣r❢✩❚✹♣❛②❛❱❯❷➴➛✬î☎❱✑❜✵❣❻❵✵➥❻✐❦❵❝❜✵✐❦❱❯③✭✈r❷❸❷➦❜❞◗❻✈①❜
(uε, pε) ∈ H1(ΩR) ×Mε′ ❥➉❵✵②❛❱✭➥❻❢❙❱❡②✩✈◆❵✸❜❞◗❙❱✌❣❙❢❻❥♠❧■❣❙❱✗❵❞♣r❷♠❣❛❜❞❥♠♣r❢✡❜❞♣✘❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚

(Pε) :





∫

ΩR

∇uε · ∇v − k2

∫

ΩR

uεv +

∫

ΓR

vTRuε +

∫

Γε

tµε(pε)v = −
∫

ΩR

fv ∀v ∈ H,
∫

Γε

tµε(q)uε = 0 ∀q ∈ Fε′

.

î➦❱✭❜✵❣❻❵✬❵❞❣❙➓❻❵❝❜❞✐✯✈r③❄❜✺❜❦♣✘❜❞◗❙❱❡❵❝❱✌❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵✸❜❦◗❙❱✜❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵✺❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➥❻❱❯②✡➓❉❴
u0
➢❉❜❦◗❙❥♠❵✵❼r❥♠➧r❱❯❵





∫

ΩR

∇(uε − u0) · ∇v − k2

∫

ΩR

(uε − u0)v +

∫

ΓR

vTR(uε − u0) +

∫

Γε

tµε(pε)v = 0 ∀v ∈ H,
∫

Γε

tµε(q)(uε − u0) = −
∫

Γε

tµε(q)u0 ∀q ∈ H−1/2(Γε).

❪❉❣❻③❯③✑❱❡❵❞❵❞❥❸➧◆❱✭❷♠❴❁③✯◗❙♣❉♣■❵❝❥♠❢❙❼
v ∈ D(Ωi

ε)
✈①❢❻②

v ∈ D(ΩR
ε )

✈r✐❞➓❙❥❸❜❞✐✯✈①✐❦❥♠❷❸❴◆➢➤❜❞◗❙❥➉❵♦❥♠❚✘✇❙❷❸❥♠❱❯❵♦❜❞◗❻✈①❜
∆(uε−u0)+k2(uε−

u0) = 0
❥♠❢

Ωi
ε

✈①❢❻②❇❥♠❢
ΩR

ε

➢✿✈①❢➟②
uε − u0

♣◆❣❛❜❞❼◆♣r❥♠❢❙❼❻➛✌➘➠◗❙♣❉♣◆❵❞❥❸❢❙❼
v ∈ D(ΩR)

✈r✐❞➓❻❥➑❜❦✐❦✈r✐❞❥♠❷❸❴✩✈①❢❻②➈✈①✇❙✇❙✇❻❷❸❴❉❥♠❢❙❼
☎❺✐❦❱✭❱✭❢☎➩ ❵✸➌ç♣◆✐❞❚❁❣❙❷♠✈❻➢❛➊➠❱✌♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢

[
∂(uε − u0)

∂n
]|Γε = tµε(pε)

➊✬◗❙❱❯✐❞❱
[ ∂v
∂n ]|Γε = ∂v

∂ne
+ ∂v

∂ni

➢
ne

➓▲❱✭❥♠❢❙❼
ni

✐❦❱❯❵❞✇▲❱❯③❄❜❦❥❸➧◆❱✭❷♠❴✩❜❞◗❙❱✹♣r❣❛❜❦❼r♣◆❥❸❢❙❼✡✈①❢❻②➈❥❸❢❙❼◆♣r❥♠❢❙❼✧❢❻♣r✐❦❚✘✈r❷☎➧◆❱❯③❄❜❦♣r✐✯❵✬❜❦♣
Γε ➛♦ý❬✇❙✇❙❷♠❴❉❥❸❢❙❼✝❥♠❢■❜❞❱❯❼r✐✯✈①❷⑥✐❞❱❯✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢❿➌ç♣◆✐❞❚❁❣❙❷➉✈❁❴❉❥♠❱✭❷➉②❙❵

uε(x) − u0(x) = −
∫

Γε

tµε(pε)(x′)G(x,x′) dσ(x′)
✇▲♣r❣❙✐✺❜❦♣r❣❛❜

x ∈ ΩR.

♥♦❣❛❜❞❜❞❥♠❢❙❼✩❜❞◗❙❥➉❵❺➌ç♣r✐❦❚✕❣❻❷♠✈✡❥❸❢■❜❦♣✧❜❦◗❙❱✘❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢➡③✭♣r✐❦✐❞❱❡❵❝✇▲♣r❢❻②❙❥❸❢❙❼❿❜❞♣✡❜❞◗❙❱✘➓▲♣r❣❙❢❻②❻✈①✐❦❴➋③✑♣r❢➟②❛❥➑❜❦❥❸♣◆❢➡❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➥❻❱❯②➈➓❉❴
uε ➢

➊✸❱❺♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢
∫

Γε

∫

Γε

tµε(q)(x) tµε(pε)(x′)G(x,x′) dσ(x′) dσ(x) =

∫

Γε

tµε(q)(x)u0(x) dσ(x) ∀q ∈ H−1/2(Γε)

➒❨❱✑➥❻❢❙❱✌❜❦◗❙❱✜♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐
Kε

pk : E−1/2(I) → E1/2(I)
➓❉❴

∀p, q ∈ E−1/2(I),
〈
q , Kε

pk p
〉

E−1/2(I),E1/2(I)
=

∫

Γε

∫

Γε

tµε(q)(x) tµε(p)(x′)G(x,x′) dσ(x′) dσ(x)

P✺◗❉❣❻❵✺➊✸❱✌③❯✈①❢✴➊✬✐❦❥➑❜❦❱❨❜❦◗❙❱✗✈①➓▲♣✚➧r❱❺❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✩❥❸❢✴♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐✸➌ç♣◆✐❞❚

Kε
pk pε = µε(u0)

µε(u0) = (ln 1
ε2 Id+A+B). tσε(p̃ε) +O(ε)

= (ln 1
ε2 Id+A+B).pε +O(ε1/2).

P✺◗❙❥➉❵✬❥♠❚✹✇❻❷❸❥♠❱❯❵

Kε
pk pε = (ln

1

ε2
Id+A+B) pε +O(ε1/2).

➂ ➭ ➽➣➅ ❲❬♣①❜❦❱✘❜❞◗❻✈①❜✕✈r③✭③✭♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼✧❜❦♣✴❜❞◗❙❱✧✇❙✐❞❱❡③✑❱❡②❛❥❸❢❻❼✩❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✭➢➦❜❞◗❙❱❯✐❞❱✝❱✭↔❉❥➉❵❝❜❦❵✗✈r❢➡❱✭↔❉✇❻❷❸❥➉③✑❥❸❜✕❷♠❥❸❢❙➨➡➓➟❱✭❜s➊➠❱❯❱✭❢➐❜❞◗❻❱
❣❻❵❞❣❻✈①❷➦❵❞❥♠❢❙❼r❷♠❱✌❷♠✈➤❴◆❱✭✐✺♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐

Kε
sc

✈r❢❻②✧❜❞◗❙❱✜♥✲♣❛③✯➨❉❷❸❥♠❢❙❼①❜❦♣r❢✩♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐
Kε

pk

➢

Kε
pk = µε ◦Kε

sc ◦ tµε.

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
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❣❻❵❞❱❯②✩❥♠❢✡✇❙✐✯✈r③✑❜❞❥➉③✑❱❺➌ç♣r✐✺❜❦◗❙❱✌❜❞✐❦❱❯✈①❜❞❚✘❱✭❢■❜✬♣①➌➷➎✵❱❯❷❸❚✘◗❙♣◆❷➑❜❦➏✜❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✩❥❸❢✩❜❞◗❻❱❺❱✭↔❉❜❞❱✭✐❦❥♠♣r✐✬♣①➌✲✈✹➓➟♣◆❣❙❢❻②❛❱❡②✡♣◆➓❻❵❝❜❦✈r③✭❷❸❱✌❥♠❢
❜❞◗❻✐❞❱❯❱✕②❛❥♠❚✹❱❯❢❻❵❞❥❸♣◆❢❻❵✭➛✬è❻♣r✐✵❚✘♣r✐❦❱✕②❛❱✭❜❦✈r❥❸❷➉❵✬♣r❢✴❜❦◗❙❥➉❵❬❵❞❣❙➓❛qs❱❯③✑❜❨➊✸❱✜✐❞❱✭➌ç❱✭✐❬❜❞◗❙❱✗✐❦❱❯✈◆②❛❱✭✐✵❜❞♣➋ì♠é❆✠ í ➛❬➘➠♣r❢❻❵❞❥➉②❛❱✭✐❬✈❿✐❦✈◆②❛❥❸❣➟❵
R > 0

✈①❢❻②✕❜❞◗❙❱✵✈◆❵❞❵❞♣❛③✑❥➉✈✚❜❦❱❯②✕❵❞✇❙◗❙❱❯✐❞❱
∂BR

➛➷t❨❢✹❜❞◗❻❥♠❵♦❵❞❣❙✐❞➌Ô✈r③✭❱➠➊✸❱✬③✑♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐✲❜❦◗❙❱✵❵❞✇❙◗❙❱✭✐❦❥➉③✭✈①❷❛③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵
(ν, θ)

➛
P✺◗❙❱❯❢✴✈◆③✭③✭♣r✐✯②❛❥❸❢❻❼✗❜❞♣❿③✭❷♠✈◆❵❞❵❞❥➉③✭✈①❷⑥✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵✺♣r❢✴❵❞✇❙◗❙❱✭✐❦❥➉③✭✈①❷✿◗➟✈①✐❦❚✹♣◆❢❙❥➉③✭❵❯➢

u ∈ H1/2(∂BR)
❥❸➌➷✈①❢❻②✩♣r❢❻❷❸❴❿❥❸➌✎❜❞◗❙❱❯✐❞❱✌❱✑↔❛❥➉❵s❜✯❵

(um
l )

❵❞❣❻③✯◗✩❜❞◗➟✈✚❜

+∞∑

l=0

+l∑

m=−l

(1 + l2)1/2|um
l |2 < +∞ ✈r❢❻②

u(θ;ϕ) =

+∞∑

l=0

+l∑

m=−l

um
l P̃m

l (ν)eimθ

❜❞◗❻❱✵③✑♣r❢❉➧◆❱✭✐❦❼r❱✭❢➟③✑❱➍♣r➌➟❜❦◗❙❱✵❵❞❱❯③✑♣◆❢❻②✹❵❝❣❙❚ ✈①➓▲♣✚➧r❱✸◗❙♣r❷➉②❙❵✲❥♠❢
L2(∂BR)

➛➷P✺◗❙❱❯❢✹❜❞◗❙❱✬❣❻❵❞❣❻✈r❷❙➒❬❥♠✐❞❥➉③✯◗❙❷♠❱✑❜❞➚➴❜❦♣①➚Ñ❲✵❱✭❣❻❚✘✈r❢❙❢
❚✝✈①✇✩❥♠❵✵❼r❥♠➧r❱✭❢✩➓❉❴✝❜❞◗❻❱✜❱✑↔❛✇❙❷♠❥♠③✭❥➑❜✬➌ç♣◆✐❞❚❁❣❙❷♠✈❻➢

(TRu)(ν, θ) =

+∞∑

l=0

+l∑

m=−l

um
l Pm

l (ν)eimθ k
h

(1)′

m (kR)

h
(1)
m (kR)

.

P✺◗❙❥➉❵❨➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✧②❛❱✭➥❻❢❙❱❡❵
TR

✈◆❵❺✈✩③✑♣◆❢■❜❞❥♠❢■❣❻♣r❣❻❵❨❚✝✈①✇➋➌ç✐❦♣r❚
H1/2(∂BR)

♣r❢■❜❞♣
H−1/2(∂BR)

➛✕❩➋♣r✐❦❱✭♣✚➧r❱❯✐✵➊✸❱
◗❻✈➤➧◆❱❬❜❦◗❙❱✜✐❞❱❯❚✝✈①✐❦➨➤✈r➓❙❷♠❱❨❥♠❢❙❱❯❧■❣❻✈r❷❸❥❸❜s❴r➢

ℜe{
∫

∂BR

vTRv} > 0 , ∀v ∈ H1/2(∂BR).
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➎✵❱❯✐❞❱❨➊➠❱✵➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✚❜❦❱❨❵❞❱✭➧r❱❯✐❦✈r❷❙✐❦❱✭❚✝✈①✐❦➨❛❵➷♣r❢✝❜❦◗❙❱❨❵❞❱✭✇➟✈①✐✯✈✚❜❞❥♠♣r❢✝♣r➌➦➧✚✈①✐❦❥♠✈r➓❙❷❸❱❡❵➷➌ç♣◆✐♦❜❞◗❻❱❺î☞✈①✇❙❷➉✈r③✭❱✵❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➋åÔ✈r❢❿❢❙♣r❜
➌ç♣r✐➍❜❞◗❙❱❺➎✵❱❯❷❸❚✘◗❙♣◆❷➑❜❦➏❬❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➟æ➷❥❸❢❿❱❯❷❸❷♠❥♠✇❻❵❝♣◆❥♠②❻✈①❷➟③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✭➛ ➆ ❢❻②❛❱❯❱❯②✘❜❦◗❙❱❨✈◆❵❝❴❉❚✘✇❛❜❦♣①❜❞❥➉③✵✈r❢❻✈①❷♠❴❛❵❝❥➉❵✲➌ç♣r✐✸✈✗②❛❥❸â▲❱❯✐❝➚
❱✭❢■❜❦❥♠✈r❷❻♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐➷❥♠❢❿✈✜❵❝❥♠❚✘✇❙❷♠❱✵❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❴❁❷❸❱❡✈r②❙❵✲❜❦♣✕③✑♣◆❢❻❵❞❥♠②❛❱❯✐➍❵❞✇➟❱❡③✑❥➉✈①❷❛➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢➟❵➍✈r❵❦❵❞♣❉③✭❥♠✈①❜❞❱❡②✕❜❦♣✜❜❞◗❻❥♠❵➍♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❞♣◆✐
✈①❢➟②➐❜❞♣❇❜❦◗❙❱✧③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❿❵❞❴❉❵❝❜❞❱❯❚✓✈◆②❙✈①✇❛❜❦❱❯②➐❜❦♣❇❜❞◗❙❱✧❼r❱✭♣◆❚✘❱✑❜❞✐❦❴r➛✴P✺◗❙❱❿❢➟✈✚❜❞❣❻✐❦✈r❷➍✈①✇❙✇❻✐❞♣■✈r③✯◗➞③✑♣r❢➟❵❝❥➉❵s❜✯❵✌❜❞◗❻❱✭❢➹❥♠❢
❵❝❜❞❣❻②❛❴❉❥♠❢❙❼✩❜❞◗❙❱✘❱✭↔❉✇➟✈①❢❻❵❞❥❸♣◆❢❻❵❺♣①➌♦❜❦◗❙❱❯❵❞❱✝❵❝✇▲❱❯③✭❥♠✈r❷✲➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵❯➢➦✇▲♣◆❵❦❵❝❥♠➓❙❷♠❱✹✐❦❱✭✇❻✐❞❱❡❵❝❱❯❢◆❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✕åÔ❥❸❢■❜❞❱❯❼r✐✯✈①❷✲✐❦❱✭✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜❦✈①➚
❜❞❥♠♣r❢☎➢☎❵❝❱❯✐❞❥♠❱❯❵❺✐❦❱✭✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜✯✈✚❜❞❥♠♣r❢☎➢➦✈①❢❻②➐❵❝♣✩♣r❢➔➛✭➛❯➛❦æ✑➛✹ý❨❵✜✈✩③✭♣r❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱❯❢❻③✑❱◆➢⑥❜❞◗❙❱✝➓▲❱✑❜❞❜❞❱❯✐✌❜❞◗❙❱❡❵❝❱✝❵❞✇➟❱❡③✑❥➉✈①❷✲➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵
✈①✐❦❱✬➨❉❢❙♣✚➊✬❢➦➢◆❜❞◗❙❱❨❚✘♣r✐❦❱✬➊➠❱✵➨❉❢❙♣✚➊➣✈r➓➟♣◆❣❛❜♦❜❞◗❻❱❨✈r❵❞❴❉❚✘✇❛❜❞♣r❜❞❥➉③✵✈①❢❻✈r❷❸❴❛❵❞❥♠❵❯➛ ➆ ❢✝♣◆❣❙✐➠③❯✈r❵❞❱r➢r❜❞◗❙❱❺➎✵❱✭❷♠❚✘◗❙♣r❷❸❜❞➏❨❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢
③✭✈r❢✘➓➟❱❬❵❞♣r❷♠➧r❱❡②✕❥♠❢✝❱✭❷♠❷♠❥❸✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈r❷❻③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵✎❣❻❵❞❥❸❢❻❼✗❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷❛➊✺✈➤➧r❱✸➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢➟❵✭➛➷P✺◗❙❱✬✇❙✐❦♣r➓❻❷❸❱❯❚➝❥➉❵✲❜❞◗❻✈①❜♦❜❞◗❻❱❯❵❞❱
➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵✜✈r✐❞❱❁❢❙♣①❜✗❵❞♣✧➊✸❱✭❷♠❷➷➨❉❢❙♣✚➊✬❢➦➛✜➜➐❱✹✇❻✐❞❱✭➌ç❱✭✐❦❱❯②❇❜❦♣✡❷♠♣❉♣r➨➋✈①❜❨❜❦◗❙❱✝➎✵❱✭❷♠❚✘◗❙♣r❷❸❜❞➏✘♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐✌✈r❵❬❜❞◗❻❱✘î☞✈①✇❙❷➉✈r③✭❱
♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐✺➊✬❥❸❜❞◗❇✈✝③✑♣◆❚✹✇➟✈r③❄❜✬✇▲❱✭✐❞❜❞❣❙✐❦➓❻✈①❜❞❥♠♣r❢➦➛♦P✺◗❙❱✗î☞✈①✇❙❷➉✈r③✭❱✌♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❞♣◆✐✬③✭✈①❢❇✈r❷♠❵❞♣❁➓▲❱✕❵❞♣r❷♠➧r❱❡②❿➓❉❴✡❵❞❱✭✇❻✈r✐❦✈①❜❞❥♠♣r❢✡♣①➌
➧✚✈①✐❦❥♠✈r➓❙❷♠❱❯❵✜✈①❢➟②➋❜❦◗❙❱❿③✑♣◆✐❞✐❦❱❯❵❞✇➟♣◆❢❻②❛❥♠❢❙❼✴❵❝✇▲❱❯③✭❥♠✈r❷➷➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵✗✈r✐❞❱✹❜❦◗❙❱❿î➦❱❯❼r❱✭❢➟②❛✐❞❱✹➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢➟❵✌➌ç♣r✐✜➊✬◗❙❥➉③✯◗➞➊➠❱✘◗❻✈➤➧◆❱
➌Ô✈①✐❨❚✘♣r✐❦❱✗❥❸❢❙➌ç♣r✐❦❚✘✈①❜❞❥♠♣r❢➦➛❨î➦❱✭❼◆❱✭❢❻②❙✐❞❱✌➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢➟❵❨✈r✐❞❱✗➧◆❱✭✐❦❴✡➊✸❱✭❷♠❷☎➨❉❢❙♣✚➊✬❢☎➛❵☎❺❥❸➧◆❱✭❢➈✈r❢❇❥❸❢■❜❦❱✭❼r❱❯✐

n ∈ N
③✑♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐

❜❞◗❻❱✗î➦❱✭❼◆❱✭❢❻②❙✐❞❱❺❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌✲♣r✐✯②❛❱✭✐
n
ê

d

dz
(1 − z2)

d

dz
u(z) + n(n+ 1)u(z) = 0

➆ ❢➋ì♠é❯ÿ í ➢ ③✯◗❻✈①✇➦➛Ø⑨❺❥❸❜➠❥➉❵➍✇❻✐❞♣✚➧◆❱❯②❁❜❞◗❻✈①❜➠❜❦◗❙❥➉❵➍❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢❿✈◆②❛❚✘❥➑❜✯❵♦❜s➊✸♣✗❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈①❢■❜✺❵❝♣◆❷❸❣❛❜❦❥❸♣◆❢❻❵➷❜❦◗❻✈✚❜✺➊✸❱❬②❛❱✭❢❻♣①❜❞❱◆➢◆♣◆❢
❜❞◗❻❱✹♣◆❢❙❱✘◗❻✈①❢➟②

Pn
❜❦◗❙❱✝î➦❱✭❼◆❱✭❢❻②❙✐❞❱❁➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢➐♣①➌➠♣◆✐❦②❙❱✭✐

n
♣①➌➍❜❞◗❙❱✘➥❻✐✯❵❝❜❺➨❉❥♠❢❻②✿➢☎✈r❢❻②➋❜❦◗❙❱✘♣①❜❦◗❙❱✭✐✌◗❻✈r❢❻②

Qn
❜❞◗❻❱

î➦❱❯❼r❱❯❢❻②❛✐❦❱❁➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻❵✗♣r➌✸♣◆✐❦②❛❱❯✐
n
♣①➌✸❜❞◗❙❱✧❵❞❱❯③✭♣r❢❻②➐➨❉❥♠❢❻②✿➛ ➆ ❜✕③✭✈①❢↕➓▲❱✝✇❙✐❦♣✚➧r❱❡②➋❜❦◗❻✈✚❜

Pn
❥♠❵✕✈✴✇➟♣◆❷❸❴❉❢❙♣◆❚✹❥➉✈①❷➍♣①➌

♣r✐✯②❛❱❯✐
n
③✭✈r❷❸❷♠❱❯②✩î➦❱❯❼r❱❯❢❻②❛✐❦❱❨✇▲♣r❷♠❴❉❢❙♣r❚✘❥➉✈①❷✿❢❻②✩❼r❥♠➧r❱❯❢✡❱✭↔❛✇❙❷❸❥➉③✑❥❸❜❞❷♠❴❿➓❉❴❿❜❦◗❙❱✗✉✬♣❛②❛✐❦❥❸❼◆❣❙❱❯❵➠➌ç♣◆✐❞❚❁❣❙❷♠✈

Pn(z) =
1

2nn!

dn

dzn
(z2 − 1)n

➆ ❢➞ì❸é❡ÿ í ➢❙❥➑❜✵❥➉❵✬✈①❷➉❵❞♣✹✇❻✐❞♣✚➧◆❱❯②✝❜❦◗❻✈✚❜

Qn(z) =
Pn(z)

2
ln

(z + 1

z − 1

)
+Wn−1(z)

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ✠ Þ

➊✬◗❙❱❯✐❞❱
Wn−1

❥➉❵➠✈✕✇➟♣◆❷❸❴❉❢❙♣◆❚✘❥♠✈r❷➟♣r➌➦♣r✐✯②❛❱✭✐
n− 1

➛♠➛✎✉✵♣r➓❙❥♠❢➦➢■❥❸❢➡ì❸é✚⑨ í ➊✬✐❞♣r❜❞❱❨✈✗➧r❱✭✐❦❴✘❵❝❥♠❚✘✇❙❷❸❱❺❥➉②❛❱✭❢■❜❞❥❸❜s❴✹➌ç♣r✐
Wn−1

➢
❱✑↔❛✇❙✐❦❱❯❵❦❵❞❱❯②❿➊✬❥❸❜❞◗❇î☎❱✭❼r❱❯❢❻②❛✐❦❱✌✇➟♣◆❷❸❴❉❢❙♣◆❚✹❥➉✈①❷➉❵

Wn−1(z) = −
n−1∑

k=0

Pk(z)Pn−1−k(z)

k + 1

å●⑧①❹■æ

❲✵♣✚➊ ➊✸❱✝✐❞❱❡③✭✈r❷❸❷➍❵❞♣r❚✘❱✝➌ç❣❻✐❝❜❦◗❙❱✭✐❁✇❙✐❞♣◆✇➟❱❯✐❝❜❦❥❸❱❡❵✗✈①❢➟②➞❱❯❵❝❜❞❥♠❚✘✈①❜❞❱❡❵✗♣r❢
Pn
➛➋P✺◗❙❱❿✇❻✐❞♣❉♣①➌✺♣①➌✺❜❦◗❙❱❯❵❞❱❿✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜✯❵✕③❯✈①❢↕➓▲❱

➌ç♣r❣❻❢❻②✧❥♠❢➐ì❸é❡ÿ í ♣r✐✺❥♠❢➡ì♠éré í ➛ ➆ ❢✩➊✬◗❻✈✚❜✸➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✵❵✸➊✸❱❺②❙❱✭❢❙♣r❜❞❱
I = [−1; +1]

➛♦➘➠♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐
L2(I)

❵❞❣❙✇❙✇❙❷♠❥♠❱❯②✡➊✬❥➑❜❦◗✡❥❸❜❦❵
❣❻❵❞❣❻✈①❷✿❵❦③✭✈r❷♠✈r✐➠✇❙✐❦♣❛②❛❣❻③✑❜ 〈u; v〉L2(I) =

∫
I
u v

➛ ➆ ❜❬③✭✈①❢✡➓➟❱✌✇❙✐❦♣✚➧r❱❡②✘❜❞◗➟✈✚❜
(Pn)n∈N

❥➉❵✬✈①❢✡♣r✐❞❜❞◗❙♣◆❢❙♣r✐❦❚✝✈①❷➟➌Ô✈①❚✘❥❸❷♠❴r➢
✈①❢➟②✧❜❦◗❙❱✗❵❞❱✑❜✵♣①➌✲❷♠❥❸❢❙❱❡✈①✐✵③✭♣r❚✕➓❻❥❸❢❻✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵✺♣r➌☎❜❦◗❙❱❯❵❞❱✜✇➟♣◆❷❸❴❉❢❙♣◆❚✘❥♠✈r❷♠❵✺❥➉❵✵②❛❱❯❢❻❵❝❱✜❥♠❢

L2(I)
➛➍P✺◗❙❱

L2 ❢❙♣r✐❦❚❃♣r➌
Pn

♣◆❢
I
❥➉❵✺❼r❥♠➧r❱❯❢✡➓❉❴

∫ +1

−1

|Pn(x)|2 dx =
1

n+ 1/2

➆ ❢✗➊✬◗❻✈①❜☞➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✵❵➦➊✸❱➠③✭♣r❢❻❵❞❥➉②❛❱✭✐☎❜❞◗❙❱➠❢❙♣r✐❦❚✝✈①❷♠❥❸➏❯❱❯②✜î➦❱❯❼r❱❯❢❻②❛✐❦❱♦✇➟♣◆❷❸❴❉❢❙♣◆❚✘❥♠✈r❷♠❵
P̃n =

√
n+ 1/2Pn

➛☞P✺◗❙❱❯❴✗❵❞✈①❜❞❥➉❵s➌ç❴
❜❞◗❻❱✜❥♠②❛❱❯❢■❜❞❥❸❜s❴

xPn(x) =
n+ 1

2n+ 1
Pn+1(x) +

n

2n+ 1
Pn−1(x) n > 1

(1 − x2)
dPn

dx
= −n(n+ 1)

2n+ 1
Pn+1(x) +

n(n+ 1)

2n+ 1
Pn−1(x) n > 1.

P✺◗❙❱✜➧✚✈①❷♠❣❙❱✌♣①➌✎❜❞◗❻❱✗î➦❱✭❼◆❱✭❢❻②❙✐❞❱❺✇➟♣◆❷❸❴❉❢❙♣◆❚✘❥♠✈r❷➦✈✚❜
1
❥♠❵
Pn(1) = 1 ∀n ∈ N

➛♦❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱❯✐➍➊✸❱✜◗❻✈➤➧r❱❨❜❞◗❙❱✜❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈①❜❞❱

|Pn(x)| 6 1
❱✭❜ |dPn

dx
(x)| 6

n(n+ 1)

2
∀x ∈ [−1; +1].

❲✵♣✚➊➙➊➠❱✜❵❞◗❙♣✚➊ü❜s➊✸♣✘✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜✯❵✭➛➷P✺◗❙❱✌➥❻✐✯❵❝❜✺♣◆❢❙❱✌❥♠❵✬➌ç❣❙❢❻②❙✈r❚✹❱❯❢■❜❦✈①❷⑥➌ç♣◆✐✬♣r❣❙✐✵✈r❢❻✈①❷♠❴❛❵❝❥➉❵
➌➍➭ ➽➹➽ã➃❇❽ ⑤✾❤

∫ +1

−1

Pn(z) dz√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

= 2Pn(ν)Qn(ξ)

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
è❙♣◆✐

x ∈ R
3 \ {0} ②❛❱✭➥❻❢❙❱ G(x) =

1

4π|x|
➛
G
❥➉❵✗✈♥☎❺✐❦❱✭❱❯❢➐➨◆❱✭✐❦❢❙❱✭❷➷♣r➌➠❜❦◗❙❱✧î☞✈①✇❙❷➉✈r③✭❱✹❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢➐❥♠❢

R
3 ➛

P✺◗❉❣❻❵♦❥❸➌
x
′ ◗➟✈r❵➷❜❦◗❙❱❬③❯✈①✐❞❜❞❱❯❵❞❥➉✈①❢✝③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵ (0; 0; z)

✈①❢❻②
x
◗❻✈◆❵➷❜❞◗❻❱✵❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷▲③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵

(ξ; ν; θ)
❜❦◗❙❱✭❢

G(x − x
′) =

1

4π|x − x′| =
1

4π
√

(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

ý❬❵❬✈✹③✭♣r❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱❯❢❻③✑❱❺❥❸➌
u
❥➉❵✬②❛❱✭➥❻❢❙❱❯②✩➓❉❴

u(ξ; ν) =

∫ +1

−1

Pn(z) dz√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

, ξ ∈]1; +∞[ ν ∈ [−1; +1]

❜❞◗❻❱✭❢
u
❵❞✈①❜❞❥➉❵s➥➟❱❯❵✸❜❞◗❻❱✗î☎✈①✇❻❷♠✈◆③✑❱❺❱❯❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢✡❥♠❢✴❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷➦③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✭➢❛✈r❢❻②✡❵❞❥♠❢❻③✑❱

u
❥➉❵✺❥❸❢➟②❛❱✭✇▲❱✭❢❻②❻✈①❢■❜✵♣①➌

θ
➢

∂

∂ξ
(ξ2 − 1)

∂u

∂ξ
+

∂

∂ν
(1 − ν2)

∂u

∂ν
= 0 , ξ ∈]1; +∞[ ν ∈ [−1; +1].

î➦❱✭❜✵❣❻❵✬②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱
ul(ξ) =

∫
I u(ξ; ν)P̃l(ν) dν

➛✸P☞✈r➨❉❥❸❢❙❼❁❜❞◗❻❱✜✇❙✐❞♣rqs❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌☎❜❦◗❙❥➉❵✬❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✩♣r❢
Pl
➢❙➊✸❱❺♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢

∫

I

∂

∂ξ
(ξ2 − 1)

∂u

∂ξ
P̃l(ν) dν +

∫

I

∂

∂ν
(1 − ν2)

∂u

∂ν
P̃l(ν) dν = 0 , ξ ∈]1; +∞[.

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



✠ ÷ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

è❙♣◆✐✘➥❙↔❛❱❯②
ξ
➢✺❵❝❥♠❢❻③✭❱

u
❥♠❵✧✈

C∞ ➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢➣❥❸❜❿❥➉❵✝✇➟♣■❵❞❵❞❥♠➓❙❷❸❱✴❜❦♣➹❵❝➊✬❥❸❜❦③✯◗➔❜❦◗❙❱❇❥❸❢■❜❦❱✭❼r✐✯✈①❷✵✈r❢❻②ä❜❞◗❙❱➋②❙❥➑â⑥❱✭✐❦❱✭❢■❜❞❥➉✈①❷
♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐✗❥♠❢↕❜❦◗❙❱❿➥❻✐✯❵❝❜❁❥♠❢◆❜❦❱✭❼◆✐❦✈r❷➴➛➈❩➋♣r✐❦❱✭♣✚➧r❱❯✐

P̃l
❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➥❻❱❡❵✜❜❞◗❻❱✩î☎❱✭❼r❱❯❢❻②❛✐❦❱✝❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢ã✈◆❵❞❵❞♣❛③✑❥➉✈✚❜❞❱❡②➐➊✬❥➑❜❦◗

l
❵❞♣

❥♠❢◆❜❦❱✭❼◆✐❦✈①❜❞❥♠❢❙❼❁➓❉❴❿✇➟✈①✐❞❜❦❵✺❥♠❢✡❜❦◗❙❱✗❵❞❱❯③✑♣◆❢❻②✡❥❸❢■❜❞❱❯❼r✐✯✈①❷⑥➊✸❱❺♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢

∂

∂ξ
(ξ2 − 1)

∂ul

∂ξ
+ l(l+ 1)ul(ξ) = 0

ý❬❵✸✈✕③✭♣r❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱❯❢❻③✑❱
ul
❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➥❻❱❯❵✸✈✕î☎❱✭❼◆❱✭❢❻②❛✐❦❱❬✈◆❵❞❵❞♣❛③✑❥➉✈✚❜❞❱❡②❁❜❞♣

l
♣r❢

]1; +∞[
❵❝♣✕❜❞◗❙❱❯✐❞❱❨❱✑↔❛❥♠❵❝❜❦❵

Al, Bl ∈ C
❵❝❣➟③✯◗

❜❞◗➟✈✚❜
ul(ξ) = AlPl(ξ) +BlQl(ξ)

➛➷➜➡❱✗③❯✈①❢✩✐❞❱❯➊✬✐❞❥❸❜❞❱❺❜❦◗❙❥♠❵✵❥♠②❛❱❯❢■❜❞❥❸❜s❴✧❥♠❢◆❜✬◗❙❱✌➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✬❥♠❢❙❼❁❚✝✈r❢❙❢❙❱✭✐

AlPl(ξ) =

∫

I

u(ξ; ν)P̃l(ν) dν −BlQl(ξ)

P✎✈①➨❉❥❸❢❻❼✹❥♠❢■❜❞♣✝✈r③❯③✑♣◆❣❙❢■❜✸❜❦◗❙❱✜❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❦❱❺➊✸❱✌❼◆✈➤➧◆❱❨✇❙✐❦❱✭➧❉❥♠♣r❣❻❵❞❷♠❴✘➌ç♣r✐
Pn
➢❙➊✸❱❺◗➟✈➤➧r❱

∣∣∣
∫

I

u(ξ; ν)P̃l(ν) dν
∣∣∣ =

∣∣∣
∫

I

∫

I

Pn(z)P̃l(ν) dzdν√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

∣∣∣ 6

√
l + 1/2

ξ2 − 1

∫

I

dν√
1 − ν2

= π

√
l + 1/2

ξ2 − 1
→

ξ→+∞
0

❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱✭✐✺✈r③❯③✑♣◆✐❦②❛❥♠❢❙❼✕❜❞♣✘❜❞◗❻❱✌➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✬❥♠❢❙❼✹❥❸❢■❜❞❱❯❼r✐✯✈①❷✿✐❦❱✭✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜✯✈✚❜❞❥♠♣r❢➡åsì♠é❯ÿ í ➌ç♣◆✐❞❚❁❣❙❷➉✈✝⑨❛➛ ÷ ➛ ÿ■æ❄ê

Ql(coshα) =

∫ +∞

0

dx

(coshα+ sinhα coshα)l+1
6

1

(sinhα)l+1

∫ +∞

0

dx

(coshx)l+1

◗❙❱❯❢❻③✑❱✌❜❦◗❙❱✭✐❦❱✌❱✑↔❛❥♠❵❝❜❦❵
C > 0

❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜ ∀ξ ∈ [2; +∞], ∀l ∈ N
ê

|Ql(ξ)| <
C

(ξ2 − 1)
l+1
2

→
ξ→+∞

0.

P☞♣✘❵❞❣❙❚ ❣❙✇
ul(ξ) = AlPl(ξ) +BlQl(ξ)

➊✬❥❸❜❞◗ |ul(ξ)| →
ξ→+∞

0
➢ |Ql(ξ)| →

ξ→+∞
0
✈①❢❻② |Pl(ξ)| →

ξ→+∞
+ ∞ ➛

❹✸➵ ➀❯➼✎➽ ➼ ❝ ➅
Al = 0

➜➐❱✜➊✬❥❸❷♠❷➦❢❙♣✚➊ ③✑♣r❚✘✇❙❣❙❜❞❱
Bl
➛♦è❙♣r✐✺❜❦◗❙❥➉❵✺✇❙❣❙✐❦✇➟♣■❵❝❱✌➊✸❱✜❷❸♣❉♣r➨✘➌ç♣◆✐✺❜❞◗❙❱✜➓▲❱✭◗➟✈➤➧■❥♠♣r✐✬♣r➌

ul
➊✬◗❻❱✭❢

ξ → 1+
➛

ul(ξ) =

∫

I×I

Pn(z)P̃l(ν) dzdν√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

=

∫

I

Pn(ν)P̃l(ν)

∫

I

dz√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

dν +

∫

I

P̃l(ν)

∫

I

Pn(z) − Pn(ν)√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

dzdν.

➎✵❱❯✐❞❱✌❥➉❵✵✈①❢✩❱✑↔❛✇❙❷♠❥➉③✑❥❸❜❬③✑♣r❚✘✇❙❣❙❜❦✈✚❜❦❥❸♣◆❢✧➌ç♣◆✐✺❜❞◗❙❱✌➥➟✐❦❵❝❜✬❥❸❢■❜❞❱❯❼r✐✯✈①❷

∫ +1

−1

dz√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

=

∫ (1−ξν)/
√

(ξ2−1)(1−ν2)

(−1−ξν)/
√

(ξ2−1)(1−ν2)

dz√
1 + z2

= ln
( 1 − ξν +

√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (1 − ξν)2

−1 − ξν +
√

(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (−1 − ξν)2

)

➘➠♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐❦❥♠❢❙❼
ξ = 1 + u

➢❛❷♠❱✑❜✵❣➟❵✵❵❝❥♠❚✘✇❙❷♠❥➑➌ç❴

(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (1 − ξν)2 = u(2 + u)(1 − ν2) + (1 − ν − νu)2

= u2(1 − ν2) + 2u(1 − ν2) + ν2u2 − 2uν(1 − ν) + (1 − ν)2

= u2 + 2u(1 − ν) + (1 − ν)2 = (1 + u− ν)2 = (ξ − ν)2.

➜➣❥❸❜❞◗↕❜❦◗❙❱✡❵❦✈①❚✘❱✧③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❞❥♠♣r❢↕➊✸❱❿♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (1 + ξν)2 = (ξ + ν)2

➛❇♥♦❣❛❜❝❜❦❥❸❢❻❼➋❜❞◗❻❱❯❵❞❱
❥➉②❛❱✭❢■❜❞❥❸❜❞❥♠❱❯❵✵❥❸❢✩❜❞◗❻❱✜❷❸♣◆❼◆✈①✐❦❥❸❜❞◗❙❚✘❥➉③✵❜❦❱✭✐❦❚✢✈①➓▲♣✚➧r❱◆➢

∫ +1

−1

dz√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

= ln
( 1 − ξν + ξ − ν

−1 − ξν + ξ + ν

)
= ln

(ξ + 1

ξ − 1

) å●⑧❛é➤æ

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ✠❬✠

❹✸➵ ➀❯➼✎➽ ➼ ❝ ➅ ∫

I

Pn(ν)P̃l(ν)

∫

I

dz√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

dν =
δl
n√

n+ 1/2
ln

(ξ + 1

ξ − 1

) ➛

✂✸❱❯❵❞❥♠②❙❱❯❵❯➢❉➌ç♣r✐✬❼r❥♠➧r❱❯❢
ν
✈r❢❻②

z
➢❛➊➠❱✌◗❻✈➤➧◆❱

Pn(z) − Pn(ν)√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

→
ξ→1+

Pn(z) − Pn(ν)

|z − ν| .

❪❉❥♠❢❻③✑❱
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2 = (ξ − 1) (ξ − νz + 1 − νz)︸ ︷︷ ︸

> 0

+(ν − z)2 > (ν − z)2
❥♠❷✿➧❉❥❸❱❯❢■❜❯ê

|Pn(z) − Pn(ν)|√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

6

∣∣∣
Pn(z) − Pn(ν)

z − ν

∣∣∣ 6 max
Ī

|P ′
n|

P✺◗❙❱✗②❛♣◆❚✘❥❸❢❻✈①❜❞❱❡②✡③✭♣r❢❉➧r❱❯✐❞❼◆❱✭❢❻③✭❱✵❜❞◗❻❱✭♣r✐❦❱✭❚✢❴■❥♠❱✭❷➉②❙❵
∫

I

P̃l(ν)

∫

I

Pn(z) − Pn(ν)√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

dzdν →
ξ→1+

∫

I

P̃l(ν)

∫

I

Pn(z) − Pn(ν)

|z − ν| dzdν.

è✎❥❸❢➟✈①❷♠❷❸❴❿➊✸❱✜◗❻✈➤➧◆❱❨♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢❙❱❡②

ul(ξ) =
δl
n√

n+ 1/2
ln

(ξ + 1

ξ − 1

)
+

∫

I

P̃l(ν)

∫

I

Pn(z) − Pn(ν)

|z − ν| dzdν + o(1)

= Bl

(
Pl(ξ)

1

2
ln(

ξ + 1

ξ − 1
) +Wl−1(ξ)

)
.

Pl
✈①❢❻②

Wl−1
✈①✐❦❱✧✇▲♣r❷♠❴■❢❻♣r❚✘❥♠✈r❷♠❵❁✈①❢❻②

Pl(1) = 1
➛➞P✺◗❉❣❻❵✹❥♠②❛❱❯❢■❜❞❥❸➌ç❴■❥♠❢❙❼➈❜❞◗❙❱✩✐❞❱❡❵❝✇▲❱❯③✑❜❞❥♠➧r❱✡➓➟❱❯◗❻✈➤➧❉❥❸♣◆✐❦❵✕❥❸❢ã❜❞◗❙❱

❢❙❱❯❥❸❼◆◗■➓▲♣r✐❦◗❙♣❉♣❛②❿♣r➌
1+

➊✸❱❺♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢
→ ➵ ✽✎➄r➱➴➼☞➀❆✻ ➵ ✽➠➅

Bl =
2δl

n√
n+ 1/2

➛

❲✵♣✚➊ ➊✸❱✴③✑♣r❢➟③✑❷♠❣❻②❛❱❿❜❦◗❙❱✩✇❙✐❞♣❉♣r➌✵♣①➌✵❜❦◗❙❱✡❷♠❱✭❚✘❚✝✈❙➛➹è❻♣r✐
ξ > 1

➥❙↔❛❱❯②✿➢➍✈r❢❻②
ν 7→ u(ξ; ν)

❥♠❵✘③✭♣r❢■❜❞❥♠❢❉❣❙♣r❣❻❵✕♣r❢
[−1; +1]

➢■❜❞◗❙❱❯♣r✐❦❱✭❚ é✌✇➦➛☛✠➨✠❁♣r➌➠ì♠é❯ÿ í ✇❙✐❦♣✚➧■❥➉②❛❱❡❵

u(ξ; ν) =

+∞∑

l=0

ul(ξ)P̃l(ν) =

+∞∑

l=0

BlP̃l(ν)Ql(ξ) =
2√

n+ 1/2
P̃n(ν)Qn(ξ) = 2Pn(ν)Qn(ξ).

→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯ ❽ ⑤✼❤
➭ Ð✚Ú✕Õ✚Ö➟❒

ξ > 1, ν ∈ [−1; +1], z ∈ [−1; +1]
➚

1√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2

=
+∞∑

n=0

2P̃n(z)P̃n(ν)Qn(ξ)

Ó✯Ð✚Ö❨➧➤Ý✭Ú✼➛■Ý✑Ö⑥Ó❦Ý➆➏✯Ý✑ÒÜÖ✛➛✌❰❻Ð✚ÒÜÖ➟Ï➴Û➷Ò➉❐✭Ý ù
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅

è❙♣◆✐
ξ > 1, ν ∈ [−1; +1]

➥❙↔❛❱❯②✿➢■❜❞◗❻❱❬➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢
z 7→ ((ξ2 − 1)(1− ν2)+ (ξν− z)2)−1/2 ❥➉❵➠③✭♣r❢■❜❞❥♠❢❉❣❙♣r❣➟❵

♣r❢
[−1; +1]

➛➦➜➐❱✺③✭♣r❢❻③✭❷❸❣➟②❛❱➍❜❦◗❙❱✸✇❙✐❞♣❉♣r➌➟✈①✇❙✇❻❷❸❴❉❥♠❢❙❼❨❷♠❱✭❚✘❚✝✈❺ý✗➛♠é✺✈①❢❻②✗❜❞◗❙❱❯♣r✐❦❱✭❚ ➆ ❷❛❵❝❣✫✞✹❜♦➾❨✇❙✐❦❤❯❵❞❱✭❢■❜✲②➦➩ ✈r✇❙✇❙❷♠❥♠❧■❣❙❱❯✐
❷♠❱✜❷❸❱❯❚✹❚✘❱✘é✜✇➦➛☛✠➨✠✕♣①➌✺ì❸é❡ÿ í ➛

❳❬❵❞❥♠❢❙❼❇❷❸❱❯❚✘❚✘✈❇ý✕➛❸é◆➢☞➊✸❱❿③✭✈r❢➐②❙❱❯❵❦③✑✐❦❥❸➓▲❱✝✇❙✐❦❱❯③✑❥➉❵❞❱✭❷♠❴➋❜❞◗❻❱➼☎❺✐❞❱❯❱✭❢➞➨r❱❯✐❞❢❙❱❯❷♦♣①➌✸❜❞◗❻❱✧î☎✈r✇❙❷♠✈◆③✑❱✘❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➞❥♠❢➐❱❯❷➑➚
❷♠❥❸✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈r❷✎③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵✭➛❨➜➡❱✹❱✭❢❻②➋❜❞◗❙❥➉❵✌❵❝❱❡③❄❜❦❥❸♣◆❢➋➊✬❥➑❜❦◗➋❜❦❱❯③✯◗❙❢❙❥➉③✭✈r❷☞❷♠❱✭❚✘❚✝✈r❵❨✇❙✐❦♣✚➧❉❥♠②❛❥♠❢❙❼✡❱❯❵❝❜❞❥♠❚✘✈①❜❞❱❡❵❬♣◆❢

Qn
➛ ➆ ❢

➊✬◗❻✈①❜✬➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✵❵
[x]

✐❦❱✑➌ç❱❯✐❦❵✸❜❦♣❁❜❦◗❙❱✜❼r✐❦❱❯✈①❜❞❱❯✐✸❥♠❢■❜❞❱❯❼r❱✭✐✵❵❦✈✚❜❦❥♠❵❝➌ç❴❉❥❸❢❻❼
[x] 6 x

➛

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
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➌➍➭ ➽➹➽ã➃❇❽ ⑤⑥❦
➭ Ð✚Ú

ε0 > 0
❐❄❮✝Õ✚×☞Ý✭Ö▲Ð➯↔➨➛ ➎ ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý❁Ý➑➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐ C > 0

ÒÜÖ❶➒rÝÑ❰❙Ý✭Ö❄➒◆Õ✚Ö❻Ï✬ÐsÙ
ε ∈]0; ε0[, ξ ∈ [1; +∞[

Õ✚Ö❻❐
n ∈ N

❐↕↔❻Ó ➎
Ï ➎ Õ✚Ï

|Pn(ξ) − 1| 6 C n
√
ξ2 − 1

➒➨ó✑❐❐➩Ó↔❻Ý
n 6 [

1√
ε
]

Ý✑Ï
ε 6 ξ2 − 1 6 2ε

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
➜➐❱❺➊✬❥♠❷♠❷➦❣❻❵❞❱✗✈❁✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜✬❼r❥♠➧r❱✭❢✩❥♠❢➐ìï⑧①❹ í ③✯◗❻✈①✇➦➛♠é❡⑧✙➈❯é➤⑧❛➛ Þ ➛➷P✺◗❙❥➉❵✺✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜❬❵❝❜❦✈①❜❞❱❯❵✸❜❦◗❻✈✚❜

Pn(coshx) =
( x

sinhx

)1/2(
I0(x(n +

1

2
)) + η1,1(n+

1

2
;x2)

)

➊✬❥❸❜❞◗

|η1,1(n+
1

2
;x2)| 6 I0(x(n+

1

2
))

λ1(0)

n+ 1
2

V0,x(τB0
0 (τ2)) exp

( λ1(0)

n+ 1
2

V0,x(τB0
0 (τ2))

)

➊✬◗❙❱❯✐❞❱





I0(x) = J0(ix)
✈①❢❻②

J0
✐❦❱✑➌ç❱❯✐❦❵✸❜❦♣✹❜❞◗❙❱❐✂✸❱❯❵❦❵❞❱✭❷⑥➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢✴♣①➌☞❜❞◗❙❱✌➥➟✐❦❵❝❜✵➨❉❥❸❢❻②✡♣①➌✲♣r✐✯②❛❱❯✐

0

λ1(0) = sup
x∈]0;+∞[

|2xI0(x)K0(x)|

V0,x(f)
✐❦❱✑➌ç❱❯✐❦❵➠❜❞♣✘❜❦◗❙❱✌❜❞♣r❜❦✈r❷✿➧➤✈r✐❞❥➉✈✚❜❦❥❸♣◆❢✧♣r➌

f
♣r❢

]0;x[

B0
0(x) = −1

16
√

x

∫ x

0
1√
v
{ 1

sinh2(
√

v)
− 1

v} dv

❪❉❥♠❢❻③✑❱ V0,x(f) =
∫ x

0
|f ′| ➊✬◗❙❱❯❢ f ′ ∈ L1(]0;x[)

✈r❢❻② d
dx(xB0

0(x)) = 1
8 ( 1

x2 − 1
sinh2(x)

) = B̃(x)
➢➠P☞✈r➨◆➚

❥♠❢❙❼
C1 = max

[0;1]
|B̃| ➊✸❱❺♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢

V0,x(τB0
0(τ2)) 6 x

∫ 1

0

|B̃(tx)|dt 6 C1x

P✺◗❉❣❻❵✺➊✸❱✌✈r✐❞❱✌❷♠❱❯②✡❜❞♣✹❜❦◗❙❱✜❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱❺♣r➌
C2 > 0

❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈r❢◆❜✵♣r➌
x
✈r❢❻②

n
❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜

|η1,1(n+
1

2
;x2)| 6

C2

n+ 1
2

I0(x(n+
1

2
))x.

ý❬❵❬✈✹③✭♣r❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱❯❢❻③✑❱

Pn(coshx)− 1 =
[( x

sinhx

)1/2

− 1
]
I0(x(n+

1

2
)) + I0(x(n+

1

2
))− 1 +

( x

sinhx

)1/2

η1,1(n+
1

2
;x2).

❪❉❥♠❢❻③✑❱✗❜❞◗❙❱✜➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢
x 7→ ( x

sinh x)1/2 ❥➉❵❬✈①❢➟✈①❷♠❴◆❜❦❥♠③✌❥♠❢✴❜❞◗❻❱✗❢❙❱✭❥♠❼r◗❉➓▲♣r✐❦◗❙♣❉♣❛②✡♣r➌♦❹✝✈①❢❻②✩❜✯✈①➨r❱✌❜❦◗❙❱✗➧✚✈①❷♠❣❙❱❿é✜❥♠❢➋❹❙➢
❜❞◗❻❱✭✐❦❱❺❱✭↔❛❥♠❵❝❜❦❵

C3 > 0
❵❞❣❻③✯◗❿❜❦◗❻✈✚❜ |( x

sinhx )1/2 − 1| 6 C3x
➛♦è❙♣r✐

ε 6 ξ2 − 1 6 2ε
✈①❢❻②

x = arcosh(ξ)
➢❻✈r❢❻②

n 6 [ 1√
ε
]
➊✸❱❺◗➟✈➤➧r❱

(n+
1

2
)x 6

1√
ε

ln(1 + ξ − 1 +
√
ξ2 − 1) 6

2
√

2
√
ξ − 1√
ε

6 4.

P✎✈①➨r❱
C4 = max

[0;4]
|I0| + |I ′0|

➛♦P✺◗❻❱✭❢✴➊➠❱✌♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢✩❜❞◗❻❱❺❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈①❜❞❱❯❵

|
[( x

sinhx

)1/2

− 1
]
I0(x(n +

1

2
))| 6 C3C4 x,

|I0(x(n +
1

2
)) − 1| 6 C4(n+

1

2
)x,

|
( x

sinhx

)1/2

η1,1(n+
1

2
;x2)| 6 C2C4

x

n+ 1
2

.

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ✠■⑨

P☞♣✘❵❞❣❙❚ ❣❙✇✩❜❞◗❙❱❯✐❞❱✌❱✑↔❛❥➉❵s❜✯❵
C5 > 0

❥♠❢❻②❛❱✭✇▲❱✭❢➟②❙✈①❢■❜✵♣①➌
x
✈①❢❻②

n
❵❝❣❻③✯◗✡❜❞◗➟✈✚❜

|Pn(coshx) − 1| 6 C5 (n+
1

2
)x

➌ç♣◆✐
n 6 [

1√
ε
]

✈①❢➟②
ε 6 (coshx)2 − 1 6 2ε.

❪❉❥♠❢❻③✑❱❬➌ç♣r✐
ξ = coshx

❜❞◗❻❱✭✐❦❱❬◗❙♣◆❷♠②❙❵
x 6 2

√
ξ2 − 1

➢r❜❦◗❙❱✭✐❦❱❬❱✭↔❉❥➉❵❝❜❦❵
C6 > 0

❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈①❢■❜✸♣①➌
ε
➢
ξ
✈①❢➟②

n
❵❝❣❻③✯◗

❜❞◗➟✈✚❜

|Pn(ξ) − 1| 6 C6 n
√
ξ2 − 1

➊✬◗❙❱✭❢
n 6 [

1√
ε
]

✈①❢❻②
ε 6 ξ2 − 1 6 2ε.

→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯ ❽ ⑤✷❦
➭ Ð✚Ú

ε0 > 0
❐❄❮✘Õ①×Ü×☞Ý✑Ö⑥Ð❇↔➨➛ ➎ ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✕Ý➑➐◆Ò➉❐✯Ï➴❐ κ > 0

ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✑Ö❶➒rÕ①Ö❻Ï✸Ð❝Ù
ε ∈]0; ε0[, ξ ∈ [1; +∞[

Õ✚Ö❶➒
n ∈ N

❐↕↔❻Ó ➎
Ï ➎ Õ✚Ï

|∂Pn

∂ξ
(ξ)| 6 κ

n√
ξ2 − 1

Û ➎ Ý✭Ö
n 6 [

1√
ε
]

Õ①Ö❄➒
ε 6 ξ2 − 1 6 2ε.

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
❲✵♣r❜❞❱❺❜❞◗➟✈✚❜

∂Pn

∂ξ
=

1

ξ2 − 1
{nPn−1(ξ) − nξPn(ξ)}

=
n

ξ2 − 1
(Pn−1(ξ) − 1) − n

ξ2 − 1
(ξ − 1)(Pn(ξ) − 1) − n

ξ2 − 1
(ξ − 1) − n

ξ2 − 1
(Pn(ξ) − 1).

➜➐❱✗③✑♣r❢➟③✑❷♠❣❻②❛❱❺❜❞◗❙❱✜✇❻✐❞♣❉♣①➌✎♣①➌✎❜❞◗❙❥➉❵✺❷♠❱✭❚✘❚✝✈✘❣❻❵❝❥♠❢❙❼✘❷♠❱✭❚✘❚✝✈✝ý✗➛ï⑧❉➛

→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯ ❽ ⑤⑥♠
➭ Ð✚Ú

ε0 > 0
❐❄❮✘Õ①×Ü×☞Ý✑Ö⑥Ð❇↔➨➛ ➎ ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✕Ý➑➐◆Ò➉❐✯Ï➴❐ κ > 0

ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✑Ö❶➒rÕ①Ö❻Ï✸Ð❝Ù
ε ∈]0; ε0[, ξ ∈ [1; +∞[

Õ✚Ö❶➒
n ∈ N

❐↕↔❻Ó ➎
Ï ➎ Õ✚Ï

|Wn−1(ξ) −Wn−1(1)| 6 κn lnn
√
ξ2 − 1

Û ➎ Ý✭Ö
n 6 [

1√
ε
]

Õ✚Ö❄➒
ε 6 ξ2 − 1 6 2ε.

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
➜➐❱❺➓▲❱✭❼◆❥❸❢✴➊✬❥❸❜❞◗❇✈①❢✩❥➉②❛❱✭❢■❜❞❥❸❜s❴✧➊✸❱✌❼◆✈➤➧◆❱❨➓▲❱✑➌ç♣◆✐❞❱

Wn−1(z) =

n−1∑

q=0

Pq(z)Pn−1−q(z)

q + 1
.

ý❬❵❬✈✹③✭♣r❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱❯❢❻③✑❱

Wn−1(ξ) −Wn−1(1) =
∑n−1

q=0
1

q+1{Pq(ξ) − 1}{Pn−1−q(ξ) − 1}

+
∑n−1

q=0
1

q+1{Pq(ξ) − 1} +
∑n−1

q=0
1

q+1{Pn−1−q(ξ) − 1}.
➌ç✐❦♣r❚❃➊✬◗❙❥➉③✯◗✴➊➠❱✜③✭♣r❢❻③✭❷❸❣❻②❙❱❺❣➟❵❝❥♠❢❙❼✹❜❞◗❙❱✜✇❻✐❞❱❡③✑❱❯②❙❥❸❢❙❼✘❷♠❱✭❚✘❚✝✈✘✈①❢❻②✡❜❞◗❻❱✜❱✑↔❛✇❻✈①❢➟❵❝❥♠♣r❢

n−1∑

q=0

1

q + 1
= ln q + γ + o(1)

➊✬◗❙❱❯✐❞❱
γ
❥➉❵✺❜❞◗❙❱➋�➍❣❙❷❸❱❯✐✵③✑♣◆❢❻❵s❜✯✈①❢■❜❯➛

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



✠①û ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯ ❽ ⑤⑨♦
➭ Ð✚Ú

ε0 > 0
❐❄❮✘Õ①×Ü×☞Ý✑Ö⑥Ð❇↔➨➛ ➎ ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✕Ý➑➐◆Ò➉❐✯Ï➴❐ κ > 0

ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✑Ö❶➒rÕ①Ö❻Ï✸Ð❝Ù
ε ∈]0; ε0[, ξ ∈ [1; +∞[

Õ✚Ö❶➒
n ∈ N

❐↕↔❻Ó ➎
Ï ➎ Õ✚Ï

|∂Wn−1

∂ξ
(ξ)| 6 κ

n lnn√
ξ2 − 1

Û ➎ Ý✭Ö
n 6 [

1√
ε
]

Õ✚Ö❶➒
ε 6 ξ2 − 1 6 2ε

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
❪■❜❦✐❦✈r❥❸❼◆◗◆❜❞➌ç♣r✐❦➊✸✈r✐❦②❙❷❸❴

∂Wn−1

∂ξ
=

n−1∑

l=0

1

l + 1
{∂Pl

∂ξ
Pn−1−l +

∂Pn−1−l

∂ξ
Pl}.

❪❉❥♠❢❻③✑❱✌❜❦◗❙❱✭✐❦❱✌❱✑↔❛❥➉❵s❜✯❵
κ > 0

❵❞❣❻③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜

|Pl(ξ)| 6 κ
✈①❢❻② |∂Pl

∂ξ
(ξ)| 6 κ

n√
ξ2 − 1

➊✬◗❙❱✭❢
l 6 n 6 [

1√
ε
]

✈①❢➟②
ε 6 ξ2 − 1 6 2ε.

è❙✐❦♣r❚❃❜❞◗❙❥➉❵✬➊✸❱✌③✭♣r❢❻③✭❷❸❣➟②❛❱

|∂Wn−1

∂ξ
| 6 κ

n√
ξ2 − 1

n−1∑

l=0

1

l + 1
6 κ

n lnn√
ξ2 − 1

➊✬◗❙❱❯❢
l 6 n 6 [

1√
ε
]

✈r❢❻②
ε 6 ξ2 − 1 6 2ε.

❳❬❵❞❥♠❢❙❼✝❵❝❥♠❚✘✇❙❷❸❱✗③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✺➊➠❱✜✈r❷♠❵❞♣✘◗❻✈➤➧r❱
→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯ ❽ ⑤ ➷
➭ Ð✚Ú

ε0 > 0
❐❄❮✘Õ①×Ü×☞Ý✑Ö⑥Ð❇↔➨➛ ➎ ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✕Ý➑➐◆Ò➉❐✯Ï➴❐ κ > 0

ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✑Ö❶➒rÕ①Ö❻Ï✸Ð❝Ù
ε ∈]0; ε0[, ξ ∈ [1; +∞[

Õ✚Ö❶➒
n ∈ N

❐↕↔❻Ó ➎
Ï ➎ Õ✚Ï

|Qn(ξ) − 1

2
ln

( 2

ξ − 1

)
−Wn−1(1)| 6 κn lnn

√
ξ2 − 1 ln

1

ξ − 1

Û ➎ Ý✭Ö
n 6 [

1√
ε
]
Õ①Ö❄➒

ε 6 ξ2 − 1 6 2ε
ù

→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯ ❽ ⑤⑥ô
➭ Ð✚Ú

ε0 > 0
❐❄❮✘Õ①×Ü×☞Ý✑Ö⑥Ð❇↔➨➛ ➎ ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✕Ý➑➐◆Ò➉❐✯Ï➴❐ κ > 0

ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✑Ö❶➒rÕ①Ö❻Ï✸Ð❝Ù
ε ∈]0; ε0[, ξ ∈ [1; +∞[

Õ✚Ö❶➒
n ∈ N

❐↕↔❻Ó ➎
Ï ➎ Õ✚Ï

|∂Qn

∂ξ
(ξ) − 1

2

∂

∂ξ
ln

( 2

ξ − 1

)
| 6 κ

n lnn√
ξ2 − 1

ln
1

ξ − 1

Û ➎ Ý✭Ö
n 6 [

1√
ε
]
Õ①Ö❄➒

ε 6 ξ2 − 1 6 2ε
ù

é✐✌✼⑩ ①②✦✤★❂❘✫✓✎★❯✚❚✓❜❘➯✥õ✦③✖
B1 ö B2

❲✍★❚✯
B3

❳❬❵❞❥♠❢❙❼ã✈ã❵❝❜❞✐✯✈①❥♠❼r◗■❜❞➌ç♣r✐❦➊✸✈r✐❦②ä③✑♣r❚✘✇❙❣❙❜❦✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻✈①❷❨❚✘❱✑❜❞◗❻♣❉②➦➢✵➊➠❱➡➊✬❥❸❷♠❷❨❵❞◗❙♣✚➊✻❜❞◗➟✈✚❜✧➌ç♣◆✐✡✈r❢■❴
n
➢
B1

✈r❢❻②
B2

✈①✐❦❱
③✑♣◆❢■❜❞❥♠❢■❣❻♣r❣❻❵

En(I)
❥♠❢■❜❞♣

En(I)
➛ü➜➐❱✴➥❻✐❦❵❝❜❿❼r❥♠➧r❱✩❜❦◗❙❱❇✇❙✐❦♣■♣r➌❬➌ç♣◆✐

B1
➢✬✈①❢❻②ã❜❞◗❻❱✭❢✼➌ç♣r✐

B2
❜❞◗❻❱➋✇❙✐❦♣■♣r➌❨➊✬❥♠❷❸❷

➓▲❱❿➧r❱❯✐❞❴➈❵❞❥♠❚✹❥♠❷➉✈①✐❡➛✧➜➐❱❿➊✬❥❸❷♠❷➍✇❻✐❞♣❛③✑❱❯❱❯②➐❥♠❢➞❜s➊➠♣➋❵❝❜❞❱❯✇❻❵✭➢✎❣❻❵❞❥❸❢❻❼❇✐❞❱❡③✑❣❙✐❦✐❞❱❯❢❻③✑❱✝✈r✐❞❼◆❣❙❚✘❱✭❢■❜❦❵❯➛✧è✎❥❸✐✯❵❝❜✕➊➠❱✝✐❦❱❯③❯✈①❷♠❷➷❜❞◗❻❱
②❛❱✭➥❻❢■❜❞❥♠♣r❢✴♣①➌

B1 B2
✈①❢❻②

B3
➢

(
B1u

)
(ν) = u(ν) ln c(ν)2,

(
B2u

)
(ν) =

∫ +1

−1

u(z)
eik|ν−z| − 1

|ν − z| dz,

(
B3u

)
(ν) =

∫ +1

−1

u(z)Greg(ν; z) dz.

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ✠rÿ

❽ ⑤⑥♠✗⑤✼❤ → ➵ ✽⑥➁✺✻✾✽✿➼❀✻ç➁ ➯➔➵❨❃
B1

➌➍➭ ➽➹➽ã➃❇❽ ⑤⑨♠
➭ Ð✚Ú

q = 0 . . .N
❐➅↔❡❰r❰❻Ð➤❐✭Ý✕Ï ➎ Ý✑Ú❦Ý❁Ý➑➐◆Ò➉❐✯Ï➴❐

fq, gq ∈ C∞(I)
Õ✚Ö❄➒

u ∈ E2N (I)
❐↕↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ①Ï

v =

N∑

q=0

fq(ν)
( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)q

u+

N−1∑

q=0

gq(ν)(1 − ν2)
d

dν

( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)q

u,

Ï ➎ Ý✭Ö➈Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✕Ý➑➐◆Ò➉❐✯Ï➴❐
Fq, Gq ∈ C∞(I), q = 0 . . .N

❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï

d

dν
(1 − ν2)

dv

dν
=

N+1∑

q=0

Fs(ν)
( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)q

u+

N∑

q=0

Gq(ν)(1 − ν2)
d

dν

( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)q

u.

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
➜➐❱❺❱❡❵s❜✯✈①➓❙❷♠❥➉❵❝◗✩❜❞◗❻❥♠❵✺✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜✵❣❻❵❝❥♠❢❙❼✘✐❦❱❯③✑❣❻✐❞✐❦❱✭❢❻③✭❱❨♣◆❢

N
➛♦è❙♣r✐

N = 0
➢❛❥➑➌

v = f0(ν)u
❜❦◗❙❱✭❢

d

dν
(1 − ν2)

dv

dν
=

d

dν
(1 − ν2)

df0
dν

. u+ 2
df0
dν

. (1 − ν2)
du

dν
+ f0(ν) .

d

dν
(1 − ν2)

du

dν
❵❞♣✌❜❞◗❙❱❨✐❞❱❡❵❝❣❙❷❸❜♦❥➉❵➷❜❞✐❦❣❙❱✬➌ç♣◆✐

N = 0
➛♦❪❉❣❻✇❙✇➟♣■❵❝❱❬❢❙♣✚➊ã❜❦◗❻✈✚❜➍❜❞◗❙❱✵✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜➍❥➉❵➷❜❞✐❦❣❙❱✺➌ç♣◆✐

q = 0 . . .N
➛❛✂✸❴✹✈◆❵❞❵❞❣❙❚✘✇❛❜❦❥❸♣◆❢

♣①➌✲✐❦❱❯③✑❣❻✐❞✐❦❱✭❢❻③✭❱r➢■❥➑❜✵❥➉❵✵❵❞❣✣✞❿③✑❥♠❱✭❢■❜✬❜❞♣✘✇❙✐❦♣✚➧r❱❨❜❞◗➟✈✚❜

(i)
d

dν
(1 − ν2)

d

dν

{
fN(ν)

( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)N

u
}

(ii)
d

dν
(1 − ν2)

d

dν

{
gN (ν) (1 − ν2)

d

dν

( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)N−1

u
}

◗❻✈➤➧◆❱❬❜❦◗❙❱✜❱✑↔❛✇▲❱❯③❄❜❦❱❯②✡➌ç♣r✐❦❚✴➛♦P✺◗❙❥➉❵✺❥♠❵✵✈✘❵❞❥❸❚✘✇❙❷♠❱✜③✑♣◆❚✹✇❻❣❛❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢❻✈r❷✿❱✑↔❛❱✭✐✯③✑❥➉③✑❱◆➛✎➜➐❱✜➊✬✐❦❥➑❜❦❱❺❥❸❜✬➌ç♣r✐
(i)
➛

d

dν
(1 − ν2)

d

dν

{
fN(ν)

( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)N

u
}

=

( d

dν
(1 − ν2)

dfN

dν

)
.
( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)N

u+ 2
dfN

dν
.
{

(1 − ν2)
d

dν

( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)N

u
}

+ fN(ν)
( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)N+1

u

➊✬◗❙❥➉③✯◗✡❥➉❵✺❜❦◗❙❱✗②❛❱❯❵❞❥♠✐❞❱❡②✧✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❯➛

➌➍➭ ➽➹➽ã➃❇❽ ⑤➇♦ ∀n ∈ N, B1 : En(I) → En(I)
Ò➉❐✕Ó✯Ð✚Ö➟Ï➴ÒÜÖ❨↔❻Ð❇↔❉❐ ù

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
➘➠♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐

N ∈ N
✈①❢➟②

n ∈ {0 . . .N} ➛ ➆ ➌ n ❥➉❵✬❱✭➧◆❱✭❢➦➢
n = 2m

➛✺ý✬③✭③✭♣r✐✯②❛❥❸❢❻❼❁❜❦♣✘❜❞◗❙❱✕✇❙✐❞❱❡③✑❱❡②❛❥❸❢❻❼✝❷❸❱❯❚✹❚✝✈❻➢
❜❞◗❻❱✭✐❦❱❺❱✭↔❛❥♠❵❝❜❦❵

fq, gq ∈ C∞(I), q = 0 . . .m
❵❝❣➟③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜

( d

dν
(1−ν2)

d

dν

)m

(u(ν) ln c(ν)) =

m∑

q=0

fq(ν)
( d

dν
(1−ν2)

d

dν

)q

u+

m−1∑

q=0

gq(ν)(1−ν2)
d

dν

( d

dν
(1−ν2)

d

dν

)q

u

➓▲❱❯③✭✈r❣❻❵❞❱
ln c(ν) = ln 2 + v0(ν) ∈ C∞(I)

➛➍P✺◗❙❱❯❢

∣∣∣
〈
(−L)2mu(ν) ln c(ν);u(ν) ln c(ν)

〉 ∣∣∣
1/2

6

m∑

q=0

‖fq‖L∞(I)|
〈
(−L)2qu;u

〉
|1/2

+

m−1∑

q=0

‖(1 − ν2)1/2gq‖L∞(I)|
〈
(−L)2q+1u;u

〉
|1/2.

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



⑦r❹ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

➆ ➌
n
❥➉❵✌♣❛②❙②✿➢

n = 2m + 1
➛❿P✺◗❻❱✭✐❦❱✹❱✭↔❛❥♠❵❝❜❦❵

fq, gq ∈ C∞(I), q = 0 . . .m
❷❸❥♠➨r❱✘❥♠❢➐❜❞◗❙❱✝✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼✴❷♠❱✭❚✘❚✝✈❙➛

P✺◗❙❱❯❢

〈
(−L)2m+1u;u

〉
L2(I)

6 22m−2
{ m∑

q=0

∫

I

(1 − ν2)
∣∣∣
d

dν

(
fq(

d

dν
(1 − ν2)

d

dν
)qu

)∣∣∣
2

dν

+

m−1∑

q=0

∫

I

(1 − ν2)
∣∣∣
d

dν

(
(1 − ν2)gq

d

dν
(
d

dν
(1 − ν2)

d

dν
)qu

)∣∣∣
2

dν
}
.

❳❬❵❞❥♠❢❙❼✹❜❞◗❙❱✜❥♠❢❙❱❯❧■❣❻✈r❷❸❥❸❜❞❥♠❱❯❵
∫

I

(1 − ν2)
∣∣∣
d

dν

(
fq(

d

dν
(1 − ν2)

d

dν
)qu

)∣∣∣
2

dν 6 2‖(1 − ν2)|dfq

dν
|2‖L∞(I)

∫

I

∣∣∣(
d

dν
(1 − ν2)

d

dν
)qu

∣∣∣
2

dν

2‖f2
q ‖L∞(I)

∫

I

(1 − ν2)
∣∣∣(
d

dν

d

dν
(1 − ν2)

d

dν
)qu

∣∣∣
2

dν

✈①❢➟②
∫

I

(1 − ν2)
∣∣∣
d

dν

(
(1 − ν2)gq

d

dν
(
d

dν
(1 − ν2)

d

dν
)qu

)∣∣∣
2

dν 6

2‖(1 − ν2)| d
dν

(1 − ν2)gq|2‖L∞(I)

∫

I

∣∣∣(
d

dν
(1 − ν2)

d

dν
)qu

∣∣∣
2

dν

2‖|(1 − ν2)gq|2‖L∞(I)

∫

I

(1 − ν2)
∣∣∣
d

dν
(
d

dν
(1 − ν2)

d

dν
)qu

∣∣∣
2

dν

➊✸❱❺♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢✡❜❞◗❻❱✗②❛❱❯❵❞❥❸✐❦❱❯②✡✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜❡➛

❽ ⑤⑥♠✗⑤✷❦ → ➵ ✽⑥➁✺✻✾✽✿➼❀✻ç➁ ➯➔➵❨❃
B2

❪❉❥♠❢❻③✑❱✸➊✸❱➠❣❻❵❞❱✸❜❞◗❙❱✺❵❦✈①❚✘❱✸✈r✐❞❼◆❣❙❚✘❱✭❢■❜❦❵☎➌ç♣r✐✲✇❙✐❦♣✚➧❉❥❸❢❻❼✬❜❞◗❙❱✬③✭♣r❢■❜❞❥♠❢❉❣❙❥➑❜s❴✜♣r➌
B2

➢①➊✸❱➠➊✸♣r❢☎➩ ❜✲❼r❥♠➧r❱✸✈r❵✎❚✕❣❻③✯◗✹③✑♣◆❚✹✇❻❣❛❜❦✈①➚
❜❞❥♠♣r❢➟✈①❷➟②❙❱✑❜❦✈r❥❸❷▲✈r❵➷❥♠❢✘❜❞◗❻❱❬✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼✜✇❙✐❦♣❉♣①➌s➛✲➎✵♣✚➊✸❱✭➧r❱❯✐➷➊➠❱❬➓➟❱❯❼r❥♠❢✝➊✬❥➑❜❦◗✧✈✌✇❙✐❦❱✭❷♠❥❸❚✘❥♠❢❻✈①✐❦❴✕✐❦❱✭❚✝✈①✐❦➨⑥➛ ➆ ➌

u ∈ C0(I)❜❞◗❻❱✭❢

d

dν

{∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2nu(z)eikt|ν−z| dz dt
}

=

∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2n+1 ❵❝❥♠❼r❢ (ν − z)u(z)eikt|ν−z| dz dt,

✈①❢➟②

d

dν

{∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2n+1 ❵❝❥♠❼r❢ (ν − z)u(z)eikt|ν−z| dz dt
}

=

∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2n+2u(z)eikt|ν−z| dz dt

+ 2u(ν)

∫ 1

0

(ikt)2n+1dt.

➌➍➭ ➽➹➽ã➃❇❽ ⑤ ➷
➭ Ð✚Ú

q = 0 . . .N
❐➅↔❡❰r❰❻Ð➤❐✭Ý✕Ï ➎ Ý✑Ú❦Ý❁Ý➑➐◆Ò➉❐✯Ï

fq, gq, h
1
q, h

2
q ∈ C∞(I)

Õ✚Ö❄➒
u ∈ E2N (I)

❐↕↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ①Ï

v(ν) =

N∑

q=0

fq(ν)

∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2qu(z)eikt|ν−z| dtdz

+
N−1∑

q=0

gq(ν)

∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2q+1u(z)
❐❄Ò✟➛①Ö

(ν − z)eikt|ν−z| dtdz

+

N−1∑

q=0

h1
q(ν)

( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)q

u +

N−2∑

q=0

h2
q(ν)(1 − ν2)

d

dν

( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)q

u.

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ⑦❻é

➍❶➎ Ý✭Ö➈Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✹Ý❷➐◆Ò➉❐❄Ï
Fq, Gq, H

1
q , H

2
q ∈ C∞(I) q = 0 . . .N

❐↕↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ①Ï

d

dν
(1 − ν2)

d

dν
v(ν) =

N+1∑

q=0

Fq(ν)

∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2qu(z)eikt|ν−z| dtdz

+

N∑

q=0

Gq(ν)

∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2q+1u(z)
❐❄Ò✟➛①Ö

(ν − z)eikt|ν−z| dtdz

+

N∑

q=0

H1
q (ν)

( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)q

u +

N−1∑

q=0

H2
q (ν)(1 − ν2)

d

dν

( d

dν
(1 − ν2)

d

dν

)q

u.

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
ý✵❼■✈①❥♠❢➦➢❛➊✸❱❺❣➟❵❝❱✌✐❦❱❯③✑❣❻✐❞✐❦❱✭❢❻③✭❱❺✈r✐❞❼◆❣❙❚✘❱✭❢■❜❦❵❯➛➷è❙♣◆✐

N = 0
➢

d

dν
(1 − ν2)

d

dν

{
f0(ν)

∫ +1

−1

∫ 1

0

u(z)eikt|ν−z| dtdz
}

=

( d

dν
(1 − ν2)

df0
dν

)∫ +1

−1

∫ 1

0

u(z)eikt|ν−z| dtdz

+ 2
d

dν

(
(1 − ν2)f0

) ∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)
❵❝❥♠❼r❢

(ν − z)u(z) eikt|ν−z| dtdz

+ (1 − ν2)f0(ν)

∫ 1

0

(ikt)2 u(z) eikt|ν−z| dtdz

+ (1 − ν2)f0(ν) ik u(ν).

❵❞♣✘❜❞◗❙❱✜✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜✵❥♠❵✺❜❦✐❞❣❻❱✌➌ç♣r✐
N = 0

➛➠❪❛❣❙✇❙✇▲♣◆❵❞❱✜❢❙♣✚➊→❜❦◗❻✈✚❜✬❜❦◗❙❱✗✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜✵❥♠❵✺❜❦✐❞❣❻❱✌➌ç♣r✐
q = 0 . . .N

➛➍ý✬③❯③✑♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼✹❜❞♣
❜❞◗❻❱✜✐❞❱❡③✑❣❙✐❦✐❞❱❯❢❻③✑❱✌✈r❵❦❵❞❣❙❚✘✇❛❜❞❥♠♣r❢➦➢❙✈r❢❻②✡❣❻❵❝❥♠❢❙❼✹❜❞◗❻❱✜✇❙✐❞❱❡③✑❱❡②❛❥❸❢❻❼✹❷♠❱✭❚✘❚✝✈❙➢❻❥➑❜✵❥➉❵✬❵❝❣✫✞✝③✭❥❸❱❯❢■❜✬❜❞♣✘✇❙✐❦♣✚➧r❱❨❜❞◗❻✈①❜

(i)
d

dν
(1 − ν2)

d

dν

{
fN(ν)

∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2Nu(z)eikt|ν−z| dtdz
}

(ii)
d

dν
(1 − ν2)

d

dν

{
gN (ν)

∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2N−1u(z)
❵❞❥❸❼◆❢

(ν − z) eikt|ν−z| dtdz
}

◗❻✈➤➧◆❱✬❜❞◗❙❱❨❱✑↔❛✇▲❱❯③❄❜❦❱❯②✘➌ç♣◆✐❞❚✴➛✲➜➐❱❬➊✬❥♠❷❸❷⑥❵❝◗❻♣✚➊➔❥❸❜✺♣r❢❙❷♠❴✕➌ç♣◆✐
(ii)

➢■❵❞❥❸❢➟③✑❱✵❜❦◗❙❱❬✇❻✐❞♣❉♣①➌✿➌ç♣◆✐
(i)

➊➠♣◆❣❙❷➉②✝➓➟❱❨➧r❱❯✐❞❴✘❵❝❥♠❚✘❥❸❷➉✈①✐
❜❞♣✹❜❦◗❙❱✗③✭✈◆❵❝❱

N = 0
➛

d

dν
(1 − ν2)

d

dν

{
gN(ν)

∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2N−1u(z)
❵❞❥❸❼◆❢

(ν − z) eikt|ν−z| dtdz
}

=

( d

dν
(1 − ν2)

dgN

dν

) ∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2N−1u(z)
❵❞❥❸❼◆❢

(ν − z) eikt|ν−z| dtdz

+ 2
d

dν

(
(1 − ν2)gN

) ∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2Nu(z) eikt|ν−z| dtdz

+ 4
d

dν

(
(1 − ν2)gN

) ∫ 1

0

(ikt)2N−1dt u(ν)

(1 − ν2)gN (ν)

∫ +1

−1

∫ 1

0

(ikt)2N+1u(z)
❵❝❥♠❼r❢

(ν − z) eikt|ν−z| dtdz

+ 2 gN(ν)

∫ 1

0

(ikt)2N−1dt (1 − ν2)
du

dν

➜➐❱✜♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢✧❜❦◗❙❱✗②❛❱❯❵❞❥♠✐❞❱❡②❿➌ç♣◆✐❞❚✴➛

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



⑦◆⑧ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

➌➍➭ ➽➹➽ã➃❇❽ ⑤⑨ô ∀n ∈ N, B2 : En(I) → En(I)
Ò➉❐✕Ó✯Ð✚Ö➟Ï➴ÒÜÖ❨↔❻Ð❇↔❉❐ ù

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
❲✵♣r❜❞❱❺❜❞◗➟✈✚❜

∫ +1

−1

u(z)
eik|ν−z| − 1

|ν − z| dz =

∫ +1

−1

∫ 1

0

u(z)eikt|ν−z| dzdt.

ý✵✇❻✇❙❷❸❴❉❥♠❢❙❼✘❜❞◗❻❱✜✇❙✐❞❱❡③✑❱❡②❛❥❸❢❻❼❁❷♠❱✭❚✘❚✝✈❙➢❙➊✸❱✜③✑♣◆❢❻③✑❷♠❣❻②❛❱✌❷♠❥❸➨◆❱❺❥♠❢✩❜❞◗❙❱✜✇❻✐❞♣❉♣①➌✎♣①➌✎❜❞◗❙❱✗③✭♣r❢■❜❞❥♠❢❉❣❙❥❸❜s❴❿♣①➌
B1
➛

❽ ⑤⑥♠✗⑤⑥♠ → ➵ ✽⑥➁✺✻✾✽✿➼❀✻ç➁ ➯➔➵❨❃
B3

P✺◗❙❱✗③✭♣r❢■❜❞❥♠❢❉❣❙❥➑❜s❴✧♣①➌
B3

➊✬❥♠❷❸❷➦➓▲❱✌➌Ô✈①✐✬❚✘♣◆✐❞❱✌❱❯✈◆❵❝❴✘❜❦♣✝➧r❱❯✐❞❥❸➌ç❴r➛
➌➍➭ ➽➹➽ã➃❇❽ ⑤ Ý ∀n ∈ N ➙ B3 : En(I) 7→ En(I)

Ò➉❐✕Ó❦Ð①Ö❻Ï●ÒÜÖ✔↔❻Ð➯↔❉❐ ù
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅

î➦❱✭❜➈❣❻❵➡③✑♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐➋❜s➊➠♣ü✇▲♣r❥♠❢■❜❦❵
x,x′ ∈ J

➊✬❥➑❜❦◗➮✐❦❱❯❵❞✇➟❱❡③❄❜❞❥♠➧r❱↕❱❯❷❸❷♠❥♠✇❻❵❝♣◆❥♠②❻✈①❷❁③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵
(1; ν; θ)

✈①❢❻②
(1; ν′; θ′)

➛♦P✺◗❙❱✭❢✴➊✸❱✜②❛❱✭❢❙♣r❜❞❱ Lx = ∂
∂ν (1 − ν2) ∂

∂ν

➛➷➜➐❱✜◗❻✈➤➧r❱

‖B3u‖2
En(I) = 〈(−L)nB3u;B3u〉L2(I) 6 ‖(−L)nB3u‖L2(I) ‖B3u‖L2(I).

❩❇♣◆✐❞❱❯♣✚➧r❱✭✐

(L)qB3u =

∫

J

u(x′) (Lx)qGreg(x;x′) dx′.

❪❉♣✹❜❞◗❻❱❁➘✸✈①❣❻③✯◗❉❴■➚Ñ❪❙③✯◗■➊✺✈①✐❞❜❞➏❨❥❸❢❻❱❯❧■❣❻✈①❷♠❥❸❜s❴❿❴❉❥❸❱❯❷♠②❙❵

‖(L)qB3u‖2
L2(I) 6

∫

J×J

|(L)qGreg(x;x′)|2 d ▲ d ▲ ′ ‖u‖2
L2(I).

◗❙❱❯❢❻③✑❱✌❜❦◗❙❱✗②❛❱❯❵❞❥♠✐❞❱❡②❿✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜❬③✯◗❻♣■♣■❵❝❥♠❢❙❼
q = 0

✈①❢❻②
q = n

➛

é✐✌✵❿ ➞❫✕❩★❵✘❑✓❜❘➯✥Ñ✱❜✕✲✬✮✬✮❲
➌➍➭ ➽➹➽ã➃❇❽ ⑤ ê
H1

00(ΩR \ J)
Ò➉❐❣➒rÝ✭Ö❙❐✭Ý✕ÒÜÖ

H1(ΩR)
Ù✑Ð①Ú✗Ï ➎ Ý✕Ö▲Ð✚Ú❄❮ ‖ ‖H1(ΩR)

ù

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
❪❉❥♠❢❻③✑❱

C∞(ΩR)
❥♠❵✸②❛❱✭❢➟❵❝❱✵❥♠❢

H1(ΩR)
➢■❥❸❜➠❥➉❵➍❵❞❣✣✞❿③✑❥♠❱✭❢■❜➠❜❞♣❁❵❞◗❙♣✚➊➔❜❞◗➟✈✚❜✸✈r❢❉❴

v ∈ C∞(ΩR)
❥➉❵➷❜❞◗❻❱❬❷♠❥❸❚✘❥❸❜✸❥♠❢

H1(ΩR)
♣①➌➷✈✘❵❝❱❡❧◆❣❻❱✭❢❻③✭❱❨➓▲❱✭❷♠♣r❢❙❼◆❥❸❢❻❼❁❜❦♣

H1
00(ΩR \ J)

➛➠➘➠♣◆❢❻❵❞❥♠②❛❱❯✐✬❵❝❣❻③✯◗✴✈
v
➛➷➜➐❱✗②❛❱✭➥❻❢❙❱✜✈✹✐❦✈◆②❛❥♠✈r❷❸❷⑥➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢

å ▲ ✐❦❱✑➌ç❱✭✐✯❵✸❜❞♣✹❜❦◗❙❱✜✇➟♣◆❥❸❢■❜✵➊✬❥❸❜❞◗✴❱✭❷♠❷♠❥❸✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈r❷➦③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵ (ξ; ν; θ)
æ

χn( ▲ ) =






0
❵❞❥
ξ2 < 1 + 1/n

ln(n(ξ2 − 1))

lnn

❵❞❥
1 + 1/n < ξ2 < 2

1
❵❞❥
ξ2 > 2.

➜➐❱✧②❛❱✑➥➟❢❙❱
vn = χn v

➛✴P✺◗❙❱✭❢➞➌ç♣◆✐✕✈①❢❉❴
n
➢
vn ∈ H1

00(ΩR)
➛✴î➦❱✑❜❁❣❻❵✗❵❞◗❙♣✚➊➝❜❦◗❻✈✚❜✕❜❞◗❙❥➉❵✕❵❞❱❯❧■❣❙❱❯❢❻③✑❱✝◗❻✈◆❵✌❜❞◗❻❱

②❛❱❡❵❝❥♠✐❞❱❡②✧✇❻✐❞♣◆✇➟❱❯✐❝❜s❴◆➛

‖v − vn‖H1(ΩR) 6 ‖v − vn‖L2(ΩR) + ‖∇(v − vn)‖L2(ΩR)

6 ‖v‖L∞(ΩR)

(
‖1 − χn‖L2(ΩR) + ‖∇χn‖L2(ΩR)

)
+ ‖∇v‖L∞(ΩR)‖1 − χn‖L2(ΩR).

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ⑦ Þ

➆ ❜✌❥♠❵✌❵❞❣✣✞❿③✑❥♠❱✭❢■❜❨❜❦♣✡✇❻✐❞♣✚➧◆❱✗❜❞◗➟✈✚❜
lim

n→+∞
‖1 − χn‖L2(ΩR) = 0

✈①❢❻②
lim

n→+∞
‖∇χn‖L2(ΩR) = 0

➛✗➒❬♣◆❚✘❥❸❢❻✈①❜❞❱❡②
③✑♣◆❢❉➧r❱✭✐❦❼r❱❯❢❻③✑❱❬❜❞◗❙❱❯♣r✐❦❱✭❚✢❵❞◗❙♣✚➊✵❵➠❜❞◗➟✈✚❜

lim
n→+∞

‖1 − χn‖L2(ΩR) = 0
➛✲❩➋♣r✐❦❱✭♣✚➧r❱❯✐

∂χn

∂ξ
=

1

lnn

2ξ

ξ2 − 1
.

◗❙❱❯❢❻③✑❱✌❜❦◗❙❱✜❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱❺♣r➌✎✈✘③✑♣◆❢❻❵❝❜❦✈①❢■❜
κ > 0

❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜

‖∇χn‖2
L2(ΩR) =

∫ √
2

ξ=
√

1+1/n

∫ +1

ν=−1

∫ 2π

θ=0

(ξ2 − 1)|∂χn

∂ξ
|2dξdνdθ 6

64π

ln2 n

∫ √
2

√
1+1/n

dξ

ξ2 − 1
6

κ

lnn
.

P✺◗❙❥➉❵✵③✑♣◆❢❻③✑❷♠❣❻②❛❱❡❵➠❜❞◗❙❱✜✇❙✐❦♣❉♣①➌✲❵❝❥♠❢❻③✑❱✌❜❦◗❙❱✜✐❦❥❸❼◆◗◆❜✬◗❻✈r❢❻②✩❵❝❥➉②❛❱✌♣①➌✎❜❞◗❙❱✜❥♠❢❙❱❡❧◆❣➟✈①❷♠❥➑❜s❴❿❼◆♣❉❱❯❵✸❜❞♣
0
➊✬◗❙❱❯❢

n→ ∞ ➛

é✐✌✼➹ ÷➆✕❩❳✔❙❵★❚✓✎❳❶❲✍✱❣✑✫✕❩✘✛✚❚✱❜❘➉✦③✖✆✯❵✓❢ø❐✕✗✑✔✕❩★❂❘✣✓✎❲✍✱❐❸③✕✗✦❂✬❪✕✗❘✛✑✫✥
➌➍➭ ➽➹➽ã➃❇❽ ⑤⑨ù
ú Ð✚Ö❻❐✯Ò✾➒◆Ý✑Ú S Õ

C∞ ❐➅↔✔➏✭❮✘Õ①Ö❻Ò Ù✑Ð①×➇➒➞ÐsÙ
R3

Ð❝Ù➼➒✚ÒÜ❮✝Ý✭Ö❙❐❄ÒÔÐ✚ÖÕ❮ ù ➱ Ý✑Ï U ➏✯Ý✡Õ①Ö➔Ð❦❰❻Ý✭Ö➹❐➅↔✔➏❄❐✭Ý✭Ï❺Ð❝Ù
R3

❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï
(U, φ)

Ò➉❐✗Ó ➎ Õ✚Ú❄Ï✬ÐsÙ
R3

Ó❦Ð①Ú❄Ú❞Ý✑❐➴❰❻Ð✚Ö❶➒✚ÒÜÖ✛➛❿ÏÑÐ✝Ï ➎ Ý❁Ó❦Ð❡Ð✚Ú➑➒✚ÒÜÖ▲Õ①Ï➶Ý✑❐
(x1, x2, x3)

ù❚ú ↔❡❰◆❰❙Ð✚❐✭Ý✜Ï ➎ Õ✚Ï▲Ù✑Ð✚Ú✕Õ✌❰❙Ð①ÒÜÖ❻Ï
x ∈ UÛ➷ÒÜÏ ➎ Ó✯Ð❯Ð①Ú❷➒✚ÒÜÖ⑥Õ✚ÏÑÝ❄❐

(x1, x2, x3) ➙ x ∈ S ⇔ x1 = F (x2, x3) ➙ Û ➎ Ý✑Ú❞Ý F Ò➉❐✬Õ
C∞ Ù↕↔❛Ö⑥Ó✑Ï●ÒÔÐ✚Ö◆❒➶Û ➎ ÒÔÓ ➎ Ò➉❐✵Õ✚Ö⑥Ð✚Ï ➎ Ý✭Ú

❮✝Õ✚Ö❻Ö⑥Ý✑Ú✕Ï➶Ð❿❐✭Õ✚❒✧Ï ➎ Õ①Ï S Ò➉❐
C∞ Ï ù ➭ ÒÜÖ▲Õ✚×➑❒✧❐➅↔❡❰r❰❻Ð➤❐✭Ý✹Ï ➎ Õ①Ï✸Ï ➎ Ý❁❮✝Ý✑Ï●Ú❄ÒÔÓ✹ÏÑÝ✑Ö❻❐✑Ð①Ú❁ÐsÙ R3

ÒÜÖ➞Ï ➎ Ý✘Ó ➎ Õ✚Ú❄Ï
(U, φ)

Ò➉❐
➛rÒ✷➧➤Ý✭Ö❥➏✭❒

h2
1d

2x1 +h2
2d

2x2 +h2
3d

2x3
ù Õ✚Ö❄➒✈➒◆Ý✑Ö⑥Ð✚ÏÑÝ

n = n1
∂

∂x1
+n2

∂
∂x2

+n3
∂

∂x3

Ï ➎ Ý❵➧➤Ý✯Ó✭Ï➶Ð①Ú❩➪➠Ý✭×➇➒✕Ö▲Ð①Ú❄❮✘Õ①×
ÏÑÐ S ❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï

n1 > 0
Õ①Ö❄➒

γdx1dx2dx3
Ï ➎ Ý✜❐↕↔❛ÚçÙ✑Õ◆Ó✯Ý✕❮✝Ý✯Õ➤❐➅↔❛Ú❞Ý❁Ð✚Ö S ù ➍❶➎ Ý✑Ö

γ n1 =
h2h3

h1
.

✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
P✺◗❙❱✝✇❙✐❦♣❉♣①➌✺③✑♣r❢➟❵❝❥➉❵s❜✯❵✜❥♠❢➞❵❝❜❞✐✯✈①❥♠❼r◗■❜❞➌ç♣r✐❦➊✸✈r✐❦②➋③❯✈①❷➉③✑❣❙❷♠❣❻❵❯➛❿➜➐❱❿❱✑↔❛✇❙❷♠❥♠③✭❥➑❜❦❷❸❴➐③✑♣◆❚✹✇❻❣❛❜❞❱

n
✈①❢❻②

γ
➛✡ý ➓❻✈◆❵❝❥➉❵✌➌ç♣r✐

❜❞◗❻❱❨❜✯✈①❢❙❼◆❱✭❢■❜✬❵❝✇❻✈◆③✑❱❨♣①➌ S ❥♠❵✺❼◆❥❸➧◆❱✭❢❿➓❉❴✘❜❦◗❙❱❺❜s➊➠♣✹➧r❱❡③❄❜❞♣◆✐➍➥➟❱✭❷➉②❙❵ ∂F
∂x2

∂
∂x1

+ ∂
∂x2

✈①❢❻② ∂F
∂x3

∂
∂x1

+ ∂
∂x3

➛➷P✺◗❉❣❻❵✸➊✸❱
❥♠❚✹❚✘❱❡②❛❥♠✈①❜❞❷♠❴✡③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜❦❱❨❜❦◗❙❱✜❱✑↔❛✇❙✐❦❱❯❵❦❵❞❥❸♣◆❢✧♣①➌✎❜❞◗❻❱✜❚✹❱✭❜❞✐❦❥♠③❨❜❦❱✭❢❻❵❞♣r✐✬♣◆❢ S ❥♠❢✡❜❦◗❙❱✗③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵

(x2, x3)
➢

[ g ]Sφ =



h2

1(
∂F
∂x2

)2 + h2
2 h2

1(
∂F
∂x2

∂F
∂x3

)

h2
1(

∂F
∂x2

∂F
∂x3

) h2
1(

∂F
∂x2

)2 + h2
3


 .

➜➐❱✗②❛❱❯②❛❣➟③✑❱

γ2 =
(
h2

1(
∂F

∂x2
)2 + h2

2

)(
h2

1(
∂F

∂x3
)2 + h2

3

)
−

(
h2

1(
∂F

∂x2

∂F

∂x3
)
)2

= h2
2h

2
3 + h2

2h
2
1(
∂F

∂x3
)2 + h2

3h
2
1(
∂F

∂x2
)2

= h2
2h

2
3

(
1 + (

∂F

∂x2
)2
h2

1

h2
2

+ (
∂F

∂x3
)2
h2

1

h2
3

)
.

✂✸❱❯❵❞❥♠②❙❱❯❵❯➢❉❜❞◗❙❱✜❢❙♣◆✐❞❚✝✈r❷➟➥➟❱✭❷➉②
n
❥➉❵✬②❛❱✑➥❻❢❻❱❯②✩➓❉❴✝❜❞◗❙❱✜❱❡❧■❣❻✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵

n1
∂F

∂x2
h2

1 + n2h
2
2 = 0 n1

∂F

∂x3
h2

1 + n3h
2
3 = 0 n2

1h
2
1 + n2

2h
2
2 + n2

3h
2
3 = 1

➊✬◗❙❥➉③✯◗✡❴❉❥♠❱✭❷➉②❙❵

n2
1h

2
1 + n2

1(
∂F

∂x2
)2
h4

1

h2
2

+ n2
1(
∂F

∂x3
)2
h4

1

h2
3

= 1 ⇒ n2
1 =

1

h2
1

1

1 + (
∂F

∂x2
)2
h2

1

h2
2

+ (
∂F

∂x3
)2
h2

1

h2
3

.

ý④③✑♣◆❚✕➓❙❥♠❢❻✈①❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌☎❜❦◗❙❱✜✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼✘❥♠②❙❱✭❢■❜❞❥❸❜❞❥♠❱❯❵✬✇❻✐❞♣✚➧❉❥➉②❛❱❯❵➠❜❞◗❻❱✗③✑♣r❢➟③✑❷♠❣❻❵❝❥♠♣r❢✡♣①➌✎❜❞◗❙❱✜❷♠❱✭❚✘❚✝✈

n2
1 =

1

h2
1

h2
2h

2
3

γ2
⇒ γ2n2

1 =
h2

2h
2
3

h2
1

⇒ γn1 =
h2h3

h1

❵❞❥❸❢➟③✑❱
n1 > 0.

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



⑦ ÷ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

û ☛✗✔❁✠☞✤✬✔❁✠☞✁

❤ü➜ ✽⑥➁❯➂ ➵ ➸☞➼✎➄①➁❆✻ ➵ ✽ ♠
ér➛♠éü✂✸✐❞❥♠❱✑➌➷❵❞❣❙✐❞➧◆❱✭❴✝♣◆❢✡➊✬❥♠✐❞❱✌❚✘♣❛②❛❱✭❷➉❵ü➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷
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⑧❛➛ ÷ ➛ï⑧ è❻❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻✈①❷☞❵❝✇❻✈◆③✑❱❺♣r❢✩❜❞◗❻❱✜➊✬❥❸✐❦❱✶➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ é➤⑧
⑧❛➛ ÷ ➛ Þ P☞✐❦✈◆③✑❱✌❵❝✇➟✈r③✑❱ ➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ é➤⑧
⑧❛➛ ÷ ➛ ÷ ➆ ❢❙❥❸❜❞❥➉✈①❷☎♥♦✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚ ➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ é✚⑨

♠ ⑦ ➁ ➭❑❝✐❤ ➅ ❃ ➃❛➂ Ù✲➭ ➱Ô➸ ❤ ê
Þ ➛♠é ➒❨❱✑➥❻❢❙❥❸❜❞❥♠♣r❢✮➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ é❡ÿ
Þ ➛ï⑧ÿ�➷↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱✗✈①❢❻②✩❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✭❢❻❱❯❵❦❵✺❷❸❱❯❚✹❚✝✈✟➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ é❡ÿ
Þ ➛ Þ �➷↔❛✇❻✈r❢❻❵❝❥♠♣r❢✴❥♠❢✧❜❦◗❙❱✜❢❙❱❯❥❸❼◆◗■➓▲♣r✐❦◗❙♣❉♣❛②✧♣r➌

J
➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑧❙é

Þ ➛ Þ ➛♠é è❻♣r✐❦❚✘✈r❷✿❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❝❥♠♣r❢➈➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑧❙é
Þ ➛ Þ ➛ï⑧ �♦✐❦✐❦♣r✐✺❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱ ➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑧❙é

♦ ⑦ ➁ ➭❑❝✭❦ ➅➠✽ ➭ ➃❛➂ Ù✲➭ ➱Ô➸ ❦✔♦
÷ ➛♠é ➘➠◗❻✈r❢❙❼r❱✌♣①➌➷③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱✹➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑧ ÷

÷ ➛♠ér➛♠é ❲❬♣r✐❦❚✘✈r❷❸❥♠➏✭❱❡②✧❼◆❱✭♣◆❚✹❱✭❜❞✐❦❥♠③❯✈①❷✿❵❞✇❻✈r③✭❱➹➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑧ ÷
÷ ➛♠ér➛ï⑧ P☞✐❦✈r❢❻❵❞➧r❱✭✐✯❵❞❱❬❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❥➉③✭✈r❷✿❵❝✇❻✈◆③✑❱✟➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑧ ÷

÷ ➛ï⑧ è❙♣◆✐❞❚✝✈r❷➦③✭✈①❷➉③✑❣❻❷❸❣❻❵✬✈r❢❻②✩②❛❱✑➥❻❢❻❥➑❜❦❥❸♣◆❢➡➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑧❬✠
÷ ➛ Þ �➷↔❛✇❻✈r❢❻❵❝❥♠♣r❢✴❥♠❢✧❜❦◗❙❱✜❢❙❱❯❥❸❼◆◗■➓▲♣r✐❦◗❙♣❉♣❛②✧♣r➌☞❥♠❢❛➥❻❢❙❥❸❜s❴✟➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑧rû

÷ ➛ Þ ➛♠é è❻♣r✐❦❚✘✈r❷✿❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❝❥♠♣r❢➈➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑧rû
÷ ➛ Þ ➛ï⑧ �♦✐❦✐❦♣r✐✺❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱❡❵➐➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑧rÿ

➷ ⑦ ➁ ➭❑❝❡♠ ➅✜➽➹➃❛➁❡➄❉❅✲✻✼✽✲✿ ➵❄❃ ✽ ➭ ➃❛➂✡➃✫✽☞➸ ❃ ➃❛➂ Ù✎➭ ➱➴➸☞➀ ♠❄❞
✠❛➛♠é ❪■❜❦❣❻②❛❴✧♣r➌

A
➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ Þ é

✠❛➛ï⑧ è❙❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻✈①❷☎❵❞❱✑❜❞❜❞❥♠❢❙❼✝✈r②❙✈r✇❛❜❞❱❡②✡❜❞♣
A
➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ Þ ⑧

✠❛➛ Þ �➷↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱✜♣①➌➷✈①❢✴✈①✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈①❜❞❱✌❵❝♣◆❷❸❣❛❜❦❥❸♣◆❢✧➌ç♣◆✐✺❜❞◗❙❱✜❚✝✈①❜❦③✯◗❙❥♠❢❙❼✘❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➔➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ Þ◆Þ
✠❛➛ ÷ �♦✐❦✐❞♣◆✐✬❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱❺➌ç♣◆✐✺❜❞◗❙❱✜❚✝✈✚❜✯③✯◗❙❥♠❢❙❼➈➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ Þ ⑦

ô ⑦ ➼☞➽➹➽ã➃❛➂ ➯➹➵ ✽➔➁✺❅ ➭ ➄ ➵ ✽✎➀✭➁❯➂✚➼☞➄r➁✺✻ ➵ ✽ ➵❄❃ ➁✺❅ ➭ ➃ ❝❀❝ ➂ ➵ ▲ ✻Ô➽ã➃❛➁ ➭◆Ù✲➭ ➱Ô➸ ♠ Ý
Ý ⑦ ➁ ➭❑❝❫♦ ➅ ➭ ➂➤➂ ➵ ➂ ➭ ➀❯➁✺✻Ô➽ã➃❛➁ ➭ ♠❄ù

⑨❉➛♠é ❪■❜✯✈①➓❙❥♠❷❸❥❸❜s❴✧❷♠❱✭❚✘❚✝✈➞➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ Þ ÿ
⑨❉➛ï⑧ ➘➠♣r❢➟❵❝❥➉❵s❜✯✈①❢❻③✭❴❿✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜✟➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ é

⑨❉➛ï⑧❛➛♠é ☎❺❷♠♣r➓❻✈r❷✿❱✭✐❦✐❞♣◆✐✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ ⑧
⑨❉➛ï⑧❛➛ï⑧ ❲❬❱❯✈①✐✺➥➟❱✭❷➉②✡❱❯✐❞✐❦♣r✐ã➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ Þ
⑨❉➛ï⑧❛➛ Þ ❩➋✈①❜❦③✯◗❙❥♠❢❙❼✘❱✭✐❦✐❦♣r✐ ➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ Þ
⑨❉➛ï⑧❛➛ ÷ �➍❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❦❥❸♣◆❢✩✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵ ➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ Þ
⑨❉➛ï⑧❛➛☛✠ ➘➠♣◆❢❻③✑❷♠❣❻❵❞❥❸♣◆❢ ➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ ✠

✳✵✴✎ñ✗✳✷✶



✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ⑦❑✠

ê ❹ ❅ ➭✴➳ ✻ç➂ ➭ ➽ ➵ ➸ ➭ ➱ ♦ ➷
û❙➛♠é ý☞➧r❱✭✐✯✈①❼◆❥❸❢❻❼❁♣◆❢✩❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵✺♣r➌☎❜❞◗❻❱✜➊✬❥❸✐❦❱❃➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ ✠
û❙➛ï⑧ÿ�➍❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❥♠♣r❢✩➌ç♣◆✐✺❜❞◗❙❱✗î☞✈①❼r✐✯✈①❢❻❼r❱❬❚❁❣❙❷❸❜❞❥♠✇❙❷❸❥♠❱✭✐➡➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ û
û❙➛ Þ ❲✵❱❯➊ ✈r✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈✚❜❦❱❨❚✘♣❛②❛❱❯❷❇➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ ÿ
û❙➛ ÷ ➘➠♣r❢➟❵❝❥➉❵s❜✯✈①❢❻③✭❴❿♣①➌☞❜❞◗❙❱✜❢❻❱✭➊ ➊✬❥❸✐❦❱✌❚✹♣❛②❛❱❯❷➋➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ✠r❹

❽ ❽ ❝❀❝➍➭ ✽✎➸✲✻ ▲ ➷ ❦
ý✗➛♠é ➒❨❥❸✐❦❥♠③✯◗❻❷❸❱✭❜❝➚●❜❞♣①➚Ñ❲✵❱❯❣❙❚✝✈①❢❙❢✩❚✝✈①✇ ➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ✠◆⑧
ý✗➛ï⑧✥î➦❱❯❼r❱❯❢❻②❛✐❦❱❨➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻❵þ➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ✠◆⑧
ý✗➛ Þ ➘➠♣r❢■❜❦❥❸❢❉❣❙❥❸❜s❴❿♣①➌

B1
➢
B2
✈①❢❻②

B3
➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ✠rû

ý✗➛ Þ ➛♠é ➘➠♣◆❢◆❜❦❥❸❢❉❣❙❥❸❜s❴❿♣r➌
B1
➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ✠rÿ

ý✗➛ Þ ➛ï⑧ ➘➠♣◆❢◆❜❦❥❸❢❉❣❙❥❸❜s❴❿♣r➌
B2
➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑦◆❹

ý✗➛ Þ ➛ Þ ➘➠♣◆❢◆❜❦❥❸❢❉❣❙❥❸❜s❴❿♣r➌
B3
➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑦■⑧

ý✗➛ ÷ ➒❨❱✭❢❻❵❞❥➑❜s❴✡❷❸❱❯❚✘❚✘✈❶➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑦■⑧
ý✗➛☛✠✥P☞❱❯③✯◗❙❢❙❥➉③✭✈r❷✿✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜✵♣r➌✎②❛❥❸â▲❱❯✐❞❱❯❢■❜❞❥➉✈①❷✿❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❴ ➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑦ Þ

✁ ✤✬✙✚✤✺✛✎✤✬✔✩✏➠✤✬✁

ì♠é í ý✕➛ ❩➋✈r➏❯✈r✐❞❥●➛✄✂✆☎ ÏÑÝ✑Ú❄❮✹ÒÜÖ▲Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö✜❰❻Õ✚Ú✰↔❛Ö▲Ý❬❮ ☎ Ï ➎ Ð❆➒rÝ➃➒✞✝ ☎ ➩Ó↔❻Õ✚Ï●ÒÔÐ✚Ö❙❐✵ÒÜÖ➟Ï ☎ ➛rÚ❞Õ✚×♠Ý❄❐❚➒❇↔✧Ó ➎ Õ①❮✵❰ ☎ ×❸Ý✯Ó✑Ï●Ú❞Ð✚❮✝ÕÓ➛rÖ ☎ Ï●Ò✾➩❍↔❻Ý
Ú❞Õ①❒rÐ✚Ö➟Ö ☎ ❰❙Õ①Ú➋↔❛Ö▲Ý✌❐❄Ï●Ú➅↔❻Ó✑Ï ↔❛Ú❞Ý✍➪➍×ØÒ Ù✑Ð✚Ú❄❮✝Ý ➛♦♥♦◗❻➒➮❜❞◗❙❱❡❵❝❥➉❵✭➢❙❳❬❢❙❥♠➧r❱✭✐✯❵❞❥➑❜❡➩ ❱✌♥➷✈①✐❦❥♠❵❯✝ ➆ ➢➦é❯ÿ◆ÿ❙é◆➛

ìï⑧ í ý✕➛ P✎✈✚ð❻♣✚➧◆❱r➛ ú Ð✚❮❬❰❄↔❛ÏÑÕ✚Ï●ÒÔÐ✚Ö▲Õ①×✎Ý✭×❸Ý✯Ó✑Ï●Ú❞Ð❆➒✚❒✚Ö⑥Õ✚❮✹ÒÔÓ❄❐ ➛➍ý❬✐❝❜❦❱❯③✯◗❇➎✵♣◆❣❻❵❝❱ ➆ ❢❻③r➛❸➢✿é❡ÿrÿ❑✠❛➛
ì Þ✚í ➒❁➛ ❪✿➛ ⑩◆♣r❢❙❱❡❵✭➛ à Ý✑Ï ➎ Ð❆➒➤❐✺ÒÜÖ✆✟✸×❸Ý✯Ó✭Ï➴Ú❞Ð①❮✘Õ✺➛①Ö⑥Ý✑Ï●ÒÔÓ✡✠✘Õ❇➧✚Ý☞☛✸Ú❞Ð✯❰❙Õ✺➛◆Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö ➛➟t❬↔❉➌ç♣r✐✯②➠�♦❢❙❼◆❥❸❢❻❱✭❱✭✐❦❥♠❢❙❼❺❪❛③✭❥❸❱❯❢❻③✑❱✺❪❉❱✭✐❦❥♠❱❯❵❯➛
t❬↔❉➌ç♣r✐✯②✡❪❙③✑❥♠❱✭❢❻③✭❱✜♥♦❣❙➓❙❷♠❥♠③❯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✭➢✿é❡ÿrÿ ÷ ➛

ì ÷ í ⑩➟➛ ❪❙✈①❢❻③✯◗❙❱❯➏✑➚Ñ➎✵❣❙➓▲❱✭✐❞❜➈❱✭❜➺�✵➛ï❪❛✈r❢❻③✯◗❙❱✭➏✭➚●♥➷✈r❷❸❱❯❢❻③✑❥➉✈❙➛ ➮ Ö➟Ï➴Ú❞Ð❆➒❇↔❻Ó✭Ï●ÒÔÐ✚Ö Õ➯↔➨➐ ❮ ☎ Ï ➎ Ð❆➒rÝ✑❐➔Õ➤❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●Ò✾➩❍↔❻Ý✑❐➔Ý✭Ï➈Õ
×✌✝ ➎ Ð✚❮✝Ð❷➛ ☎ Ö ☎ Ò➉❐✑Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö ➛✸❩➋✈r❵❦❵❝♣◆❢➦➢✿é❯ÿ◆ÿ◆⑧❙➛

ì☛✠ í è✸➛Ø➘➠♣r❷♠❷❸❥♠❢❙♣❇❱✑❜✕è✸➛ ❩❇❥♠❷❸❷♠♣①❜❡➛✩è✎❥♠❷♠❵✜❱✭❜✕❚✘❤✑❜❦◗❙♣❛②❛❱❯❵✗②➦➩☎❤✭❷♠❤✭❚✘❱❯❢◆❜✯❵✌➥❻❢❙❥➉❵✜✇▲♣r❣❙✐✕❷❸❱❡❵✗❤❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵✜②❙❱✝❚✘✈①↔❛➊➠❱❯❷❸❷●➛➦❷♠❱
❚✘♣❛②❛❘✭❷♠❱✜②❛❱✜◗❙♣◆❷❸❷➉✈①❢❻②✡✐❦❱✭➧❉❥♠❵❞❥❸❜❯➩ ❱r➛➷P☎❱❡③✯◗❙❢❙❥➉③✭✈r❷➦✉✬❱✭✇▲♣r✐❞❜ Þ ÷ ⑨r⑧❛➢ ➆ ❢❙✐❦❥♠✈❻➢✿é❯ÿ◆ÿrû❙➛

ì ⑦ í è✸➛ ✂➠✐❦❱✭➏❯➏✭❥✿❱✭❜✬❩➹➛ è❻♣r✐❞❜❞❥♠❢➦➛ à Ò✟➐■Ý↕➒✩Õ✚Ö❶➒ ➭ ÒÜÖ❻ÒÜÏÑÝ✍✟✺×❸Ý✑❮✝Ý✭Ö❻Ï à Ý✭Ï ➎ Ð❆➒➤❐ ➛➠❪❉✇❙✐❦❥♠❢❙❼r❱❯✐❝➚✃✝➷❱✭✐❦❷♠✈r❼❻➢▲é❯ÿ◆ÿ❙ér➛
ìØ⑨ í ☎✹➛ ✝❬❥➉✈①❷♦❱✭❜✹❪⑥➛ P☎♣◆✐❦②❙❱✭❣❛↔✿➛✧❩➋✈①❜❦③✯◗❙❥♠❢❙❼❇♣r➌✺✈◆❵❝❴❉❚✘✇❛❜❞♣r❜❞❥➉③✘❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❝❥♠♣r❢➟❵✜✈①❢❻②➐❚✕❣❻❷➑❜❦❥♠❵❦③✭✈r❷❸❱✝❱✭↔❉✇➟✈①❢❻❵❞❥❸♣◆❢➈➌ç♣◆✐✜❜❞◗❻❱
✐❦♣r❣❙❢➟②❛❱❯②✩③✑♣◆✐❞❢❙❱❯✐✺✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚✴➛➷P☎❱❡③✯◗❙❢❙❥➉③✭✈①❷✿✐❦❱✭✇▲♣r✐❞❜❯➢❻❪❙ý❬❩↕➢✫�➠P✬➎✗➢✏✎✏✑❻✐❞❥➉③✯◗➦➢❻⑧①❹◆❹r⑦❻➛

ì û í ❩↕➛ ✝✕➛➠è❙❱❯②❙♣r✐❦❴■❣❻➨▲➛➔ý❬❵❞❴❉❚✹✇❙❜❞♣①❜❦❥♠③❯❵✝♣①➌❨❜❞◗❙❱➋❵❞♣r❷♠❣❛❜❦❥❸♣◆❢ã♣①➌❺❜❞◗❻❱✴②❙❥❸✐❦❥♠③✯◗❻❷❸❱✭❜❿✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚✥➌ç♣r✐✘❜❦◗❙❱❇❷➉✈①✇❙❷➉✈r③✭❱✩✈r❢❻②
◗❙❱❯❷❸❚✘◗❙♣◆❷➑❜❦➏✕❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢➟❵❬❥♠❢➋❜❦◗❙❱❁❱✭↔❉❜❞❱✭✐❦❥♠♣r✐❬♣r➌➠✈✧❵❞❷♠❱✭❢❻②❛❱❯✐❺③✭❴❉❷❸❥♠❢❻②❛❱❯✐❯➛➋➮✓✒ ➧ ù ✃✕✔◆Õ➨➒ ù✗✖ Õ❇↔✘✔ ú❨ú✔ú✚✙õú Ý✭Ú ù✍à Õ①Ï ù ➢
é❡ÿrû❙é◆➛

ì ÿ í è✸➛ ✉✬♣r❼◆❥❸❱❯✐❯➛ ☛✸Ú❞Ð➨➏✭×➇ó✭❮✘Ý✑❐✬❮✘Õ①Ï ➎✄☎ ❮✝Õ✚Ï●Ò✾➩Ó↔❻Ý❄❐✵Ý✑Ï☎Ö✔↔❛❮ ☎ Ú❄Ò✾➩Ó↔❻Ý❄❐✸×ØÒÔÝ✑❐✜✛❺×✓✝ Õ❦❰r❰⑥Ú❞ÐÓ➐◆ÒÜ❮✝Õ✚Ï●ÒÔÐ✚Ö◆➒rÝ✵×❸Õ❚➛ ☎ Ð✚❮ ☎ Ï●Ú❄ÒÔÝ❚➒✢✝ ↔❛Ö
Ó✯Ð✚Ú●❰▲❐➁➒✚Ò ➔✬Ú❞Õ◆Ó✑ÏÑÕ✚Ö➟Ï❯➒◆Õ✚Ö❻❐✌×♠Ý❄❐ ☎ ➩❍↔❻Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö❙❐➁➒rÝ✕×✌✝ ☎ ×❸Ý✯Ó✑Ï●Ú❞Ð①❮✘Õ✺➛①Ö ☎ Ï●Ò➉❐❄❮✘Ý ➛➍♥♦◗➟➒þ❜❞◗❙❱❡❵❝❥➉❵❯➢❙♥➷✈①✐❦❥♠❵➳✝ ➆ ➢☎é❯ÿrû◆ÿ❙➛

ì♠é❯❹ í ☎✹➛ è✸➛ ❩➋✈◆❵❝❷♠❱✭❢❻❢❙❥❸➨◆♣✚➧✚✈❙➛➍ý④❢❻❱✭❣❙❚✝✈①❢❻❢❇✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚❃➌ç♣◆✐✬❜❞◗❻❱✗◗❙❱✭❷♠❚✘◗❙♣r❷❸❜❞➏✕♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❞♣◆✐✬❥❸❢✴❜❦◗❙❱✗❱✭↔■❜❦❱✭✐❦❥❸♣◆✐✬❜❞♣❿✈✹❜❦◗❙❥♠❢
➓▲♣❛②❛❴❿♣①➌✲✐❦❱✭➧r♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢➦➛✣✂ Ò ➔❨Ý✑Ú❞Ý✭Ö❻Ï●ÒÔÕ✚×✲Ý↕➩❍↔❻Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö❙❐ ➢❻⑧①❹✴å➴⑧◆æ❄ê Þ é❡⑦✥✤ Þ ⑧ ÷ ➢❻é❯ÿ◆û ÷ ➛

ì♠éré í ☎✹➛ï❪❉➏✭❱❯❼✧✦➟➛✍★ Ú❄Ï ➎ Ð➑➛◆Ð①Ö▲Õ①×✏☛✬Ð✚×➑❒✚Ö▲Ð✚❮✹ÒÔÕ✚×Ø❐ ➛✸ý✵❚✘❱✭✐❦❥➉③✭✈①❢✴❩➋✈①❜❞◗❙❱❯❚✘✈①❜❞❥➉③✭✈r❷☎❪❉♣❛③✑❥♠❱✑❜s❴r➢✿é❡ÿ Þ ÿ❙➛
ì♠é❡⑧ í ☎✹➛ ✝✕➛✩✎▲◗❻②❙✈r❢❙♣✚➧✚✈❙➛✌➒❬❥♠✐❦❥♠③✯◗❙❷♠❱✑❜✌✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✂➌ç♣◆✐❬❜❦◗❙❱✹◗❙❱✭❷♠❚✘◗❙♣r❷❸❜❞➏✹♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐❬❥♠❢➋❜❦◗❙❱✘❱✑↔❉❜❞❱❯✐❞❥♠♣r✐❨♣①➌➠✈❿❜❞◗❙❥♠❢➐➓➟♣❛②❛❴
♣r➌☞✐❦❱✭➧r♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢➦➛✪✂ Ò ➔❬Ý✑Ú❦Ý✑Ö➟Ï➴ÒÔÕ①×✏✟✰➩Ó↔❻Õ✚Ï●ÒÔÐ✚Ö❙❐ ➢➟⑧r❹✴åÔû◆æ✑ê❸é ÷ ❹ Þ ✤▲é ÷ é◆ér➢❙é❡ÿrû ÷ ➛

ì♠é Þ✚í ➎✕➛ï➘❨➛ ♥✲♣❉③✯➨❉❷♠❥❸❢❻❼①❜❞♣◆❢➦➛✣�♦❷♠❱❯③✑❜❞✐❦❥♠③❯✈①❷❛♣◆❵❦③✑❥♠❷♠❷♠✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵✎❥♠❢✹➊✬❥♠✐❦❱❯❵❯➛ ☛✸Ú❞Ð ù ÐsÙ✬Ï ➎ Ý ú Õ✚❮✁➏✑Ú❄Ò✾➒✺➛◆Ý✜☛ ➎ ÒÜ×❸Ð➤❐✭Ð✯❰ ➎ ÒÔÓ✯Õ①× ú Ð❯Ó✭ÒÔÝ✭Ï➴❒ ➢
é❡ûrÿ■⑨❛➛

ì♠é ÷ í ➆ ❷●➩ ❥♠❢➦➛ à Õ①Ï➶Ó ➎ ÒÜÖ✛➛✴ÐsÙ❺✃✌❐❄❒✚❮✵❰⑥Ï➶Ð①Ï➴ÒÔÓ✫✟✍➐✑❰❙Õ①Ö❙❐❄ÒÔÐ✚Ö❻❐❁ÐsÙ ú Ð✚×➫↔❛Ï●ÒÔÐ✚Ö❻❐❁ÐsÙ✭✬❨Ð❇↔❛Ö❶➒rÕ①Ú❄❒✯✮➟Õ✚×✟↔❻Ý✍☛✸Ú❦Ð➨➏✭×❸Ý✑❮❁❐ ➢➟➧◆♣r❷♠❣❙❚✘❱
é❡❹◆⑧✕♣①➌➋➍ Ú❞Õ①Ö❙❐❄×❸Õ✚Ï●ÒÔÐ✚Ö↕ÐsÙ à Õ①Ï ➎ Ý✑❮✝Õ✚Ï●ÒÔÓ✯Õ✚× à Ð①Ö▲Ð➑➛①Ú❦Õ❦❰ ➎ ❐ ➛➍ý✵❚✘❱✭✐❦❥➉③✭✈①❢❇❩➋✈①❜❞◗❙❱❯❚✝✈✚❜❞❥➉③✭✈r❷☎❪❉♣❛③✑❥♠❱✑❜s❴◆➢✿é❯ÿrÿ■⑧❛➛

ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö



⑦r⑦ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

ì♠é❆✠ í ⑩r➚s➘❨➛ ❲✵❱❡②❛❱✭❷♠❱❯③r➛ ✃❬Ó✯Ð❇↔❉❐❄Ï●ÒÔÓ✕Õ①Ö❄➒✆✟✺×❸Ý✯Ó✑Ï●Ú❞Ð✚❮✝ÕÓ➛rÖ▲Ý✭Ï●ÒÔÓ✫✟✜➩❍↔❻Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö❙❐ ➛➍❪❉✇❙✐❦❥❸❢❻❼r❱✭✐❡➢❻⑧①❹◆❹❙é◆➛
ì♠é❯⑦ í ❩➋✈r✐❦③❺î➦❱❯❢❙♣r❥♠✐❡➛❀�➠❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢➟❵✺❥❸❢■❜❞❤❯❼r✐✯✈①❷♠❱❯❵✸❱✑❜✵✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❘❯❚✘❱❯❵✬②❛❱✜②❛❥❸â▲✐✯✈r③✑❜❞❥♠♣r❢➦➢⑥➘➠♣r❣❙✐✯❵➳�➍❲❨❪❛P✎ý✗➢⑥⑧①❹◆❹ ÷ ➚s⑧①❹◆❹❬✠❙➛
ì♠é➤⑨ í î➍➛ ✉✬♣◆➓❙❥♠❢➦➛❛➭ Ð✚Ö⑥Ó✑Ï●ÒÔÐ✚Ö❻❐❬❐●❰ ➎✄☎ Ú❄Ò✾➩Ó↔❻Ý❄❐➁➒◆Ý ➱ Ý ➛■Ý✭Ö❄➒✚Ú❦Ý✗Ý✑Ï▲Ù✑Ð✚Ö⑥Ó✑Ï●ÒÔÐ✚Ö❻❐❨❐●❰ ➎✄☎ Ú❦Ð✱✰✾➒rÕ①×❸Ý✑❐ ➛✤☎✌✈r❣❛❜❞◗❻❥❸❱❯✐❝➚✃✝❬❥♠❷❸❷➉✈①✐✯❵❯➢➟é❡ÿ❬✠◆⑨❛➛
ì♠é❯û í ❩↕➛ ✝✕➛ è❙❱❡②❛♣r✐❦❴❉❣❙➨⑥➛♦P✺◗❙❱✜②❛❥♠✐❞❥➉③✯◗❙❷♠❱✑❜✵✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚❃➌ç♣r✐✬❜❦◗❙❱✜❷♠✈r✇❙❷➉✈r③✑❱✌♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐✺❥♠❢✩❜❞◗❙❱✜❱✭↔■❜❦❱✭✐❦❥❸♣◆✐✺♣①➌➷✈✕❜❦◗❙❥♠❢❇➓➟♣❛②❛❴

♣r➌➠✐❦❱✭➧r♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢➦➛ ➆ ❢➻➍❶➎ Ý❦Ð①Ú❄❒➡ÐsÙ ú ↔✔➏✯Õ✚Ï ↔❛Ú❞Ý ➭ Ð✚Ú❄❮➆↔❛×❸Õ✚❐❿Õ①Ö❄➒✴Ï ➎ Ý✘✃➠❰◆❰▲×ØÒÔÓ✯Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö❙❐✧ÐsÙ ➭ ↔❛Ö▲Ó✭Ï➴ÒÔÐ①Ö❻Ö⑥Õ✚×☞✃❨Ö▲Õ①×Ø❒ ➓
❐❄Ò➉❐✕ÏÑÐ✡☛✸Ú❞Ð➨➏✭×❸Ý✭❮✕❐✝ÐsÙ à Õ✚Ï ➎ Ý✭❮✘Õ①Ï➴ÒÔÓ✯Õ✚×✲☛ ➎ ❒➤❐❄ÒÔÓ❄❐ ➢✿❢❉❣❙❚❁➓➟❱❯✐✌⑧❿❥❸❢➹é➤⑧①⑦❻➛➟ý✵❚✘❱❯✐❞❥➉③✭✈r❢➈❩➋✈✚❜❦◗❙❱✭❚✝✈①❜❞❥➉③✭✈①❷✲❪❉♣❛③✑❥♠❱✑❜s❴
P☞✐❦✈r❢❻❵❞❷♠✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵❯➢➟é❡ÿrû❑✠❛➛

ì♠é❯ÿ í ❲✕➛ ❲✕➛ î☎❱✭➓▲❱❯②❛❱❯➧▲➛ ú ❰❙Ý✯Ó✭ÒÔÕ✚× ➭ ↔❛Ö⑥Ó✑Ï●ÒÔÐ✚Ö❻❐✜Õ①Ö❄➒✝Ï ➎ Ý✭ÒÜÚ✕Õ❦❰◆❰▲×ØÒÔÓ✯Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö❙❐ ➛➠➒❨♣✚➧r❱❯✐✬♥♦❣❙➓❙❷♠❥♠③❯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✭➢✿é❡ÿ■⑨r⑧❛➛
ìï⑧①❹ í è✸➛ ➜④➛ ⑩✜t❨❷❸➧◆❱✭✐❡➛ ✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❄❐✬Õ✚Ö❄➒❬❐●❰❻Ý❦Ó✭ÒÔÕ✚×✑Ù↕↔❛Ö⑥Ó✑Ï●ÒÔÐ✚Ö❻❐ ➛❉➘➠♣r❚✘✇❙❣❙❜❞❱✭✐✲❪❛③✑❥♠❱✭❢➟③✑❱➍✈r❢❻②✗ý✵✇❻✇❙❷❸❥♠❱❯②✕❩❇❱✑❜❦◗❙❱✭❚✝✈✚❜❦❥♠③❯❵✭➛
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