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¡7y6{�|HxCx0~7�7�¦{���t���|}�,�}{�tw� ¶ 
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Í �Æ�}~ft�|Hx8|�t�� ¶ y¨�}��¡Æ� ¶ ��|}�7�¦{�s^�}�7�7����{z�\t���|}��s º t�¢7y"� � |}���}�H�\tw�§|H�@|}£	�§�f£©| � x���t���|}��£ � |}xÈ|}�7y¨yz��¡�t�|
tw¢7y�|�tw¢7y � |}£��"£©~7��{�t���|}�����W{$¢��}�§���¦s5tuqr�7��{z�����§qÊ�§x8�7��y�x8y��Etwyz¡��rqÊ�¾s�y�t^|�£���y � ��|f¡f�¦{�������qÊ�}{�t�� ¶ ��t�yU¡
t$�}s�Àfs	����¡,x8yzswsw���}yUs�ª�«�¢7y�y�»fyU{�~ftw�§|H�3������t¤£©| � x*�¦s[��¡f�¦s¤t � �§�7~7t�yz¡¾� � {$¢��twyz{�tw~ � y�{�|}��s¤�¦sutw�§���C|}£&s¤y ¶ Á
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{�|}x8�7~ft$�\tw�§|H�@����¡Ê{�|Hx8x6~7�7�¦{���t���|}�Å�¦�\twy���{��§yUs�ª   y��}¡7¡ � yUs�slt�¢7yC� � |}�7��y�x |}£Wx����7���§�7�"t�¢�y0£©~���{�Á
tw�§|H����� � yU½E~7� � y�x8yz�Ht$s&|H�Htw|����¨��x8�7��y�x8y��Etw��t���|}�¨������t¤£©| � x´s¤|^tw¢��\t�sut � yU��x´s¤yzx����Et��¦{�sW� � yUs¤y ��¶ ��t���|}�
{�|}��s¤t � �����Etws	� � y�sw�\tw��s¤·�yz¡ º t���x8�§�7�"{�|}��sut � �}�§�Etws	� � y^x8y�t º ����¡,����� � |H� � ����t�y^{�|Esut	£©~7��{�t���|}��sl{��}�¾��y
|H�ft���x8�§²zyz¡Gª
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�§��x8�twyz¡¾¡ � �§£ûtl����¡6�u�t�t�y � ª   y�{��}�§�ns�~�{$¢¾{���|f{$Àrs � ������	
 $���� � ��#��ª

•
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£¯�H{�t º tw¢7y5Âf«	«(¬ x8yz{$¢��}�7�¦s¤x�s4{�������y5y��§t�¢�y � �§x8�7��y�x8y��Etwyz¡"�§�3{�~�s¤t�|HxC��²�yU¡�¢�� � ¡f¥�� � y º | � �7~7���§t4|H�
tw|}��|�£�y�»f�¦sutw�§�7�,¡f�¦sut � ���7~ftwyz¡�y�»fyU{�~ftw�§|H�@���f£ � �}s¤t � ~�{�tw~ � yUsl�-£©| � y�»f�}x8�7�§y º Ô4¬��´���}s�yz¡@�7y�tu¥4| � Àfs
�Hs	s¤¢�|\¥	������) ��� * ª
«�¢7y�Âf«	«%¬ x8yz{$¢��}�7��s�x¿¢��Hs4�7|�t[�dy�yz��£©~7����q"{$¢�� � �H{�t�y � ��²�yU¡��7| � �8{�|}x8�7��y�t�y^¡fyUs¤���}� É |\¥¼¥	�§t�¢

�d|�twy��Et��¦���4¡fyzs����}�Ãs¤���}{�y�y�»f�7��| � �\t���|}��¢��Hs��dy�y��Ã|}µdy � yU¡Gª Í � ) � � º ��� º � � º � * � � |}t�|f{�|H��si£©| � t���x8y�Á
s�y���s¤�§t�� ¶ y	����¡0Âf«	« � � {$¢7�§t�yz{�t�~ � yzs%¥4y � y�� � |H��|Es¤yU¡^t�|�{�|}x8�dy���sw�\twy�£©| � �5{$¢����7�Hy����8����t�yz��{���yzs º £ � |}x
s��dyz{��§·�{z�\t���|}�itw|[�§x8�7��y�x8yz�Ht$�\tw�§|H�nª Í � ) 8 * º s�~fÑ¨{���y��Et�{�|}��¡f�§t���|}��sG¥�y � yb�H� ¶ y��it�|ly���s�~ � yb� � yUs¤y ��¶ ��t���|}�
|}£�sut � yU��x�s�y�x����Et��¦{�szª(¸l|\¥�y ¶ y �zº t�¢7y � yzs�~7�t$s�|}£ ) 8 * � � y4s¤�dyz{��·d{&tw|Qs��§�7�H�§y�ÁK~�s¤y � {��Hs¤y4����¡�� � | ¶ �¦¡fy&�7|
���}s���s�£©| � �8s�qfsutwy�x��\tw��{iy�»rtwy���s��§|H��tw|8x6~7�§t��§ÁK~�s¤y �zº x0~7�tw�Áæ�7~�s º {�|}x8x6~7����{z�\t���|}��ª�6	yU{�yz�Ht[¥4| � À2) ��� *
y�»rt�y���¡7sQt�¢7yC¥�| � À,|}£ ) 8 * �rqÅs�¢7|\¥	���7��¢7|\¥ {z�}sw{��H¡fy6Âf«	« {�|}x8x6~7����{z�\t���|}�@{����@��yC��xC���§yzxCyz�Et�yz¡
|H��tw|}�,|�£��¨Ô4¬�� ���Hs¤yU¡"� � {$¢7�§t�yU{�tw~ � yHª
Í �0t�¢7�¦s����}��y �zº ¥4y�� � |H��|Es¤y4�Q{�|}x8� � y�¢7yz��s¤� ¶ y4¡fyzs����}� É |\¥Ãt�¢���tbx8�}��s(£©~7��{�t���|}���}� � yz½E~7� � y�x8y��Etws

|H�Et�|����¨Âf«	«%¬¼¥	�§t�¢"� � �7�t � � � q�t�|}�d|}��|}�Hq�tw¢��\t�{������dyl��x8�7��y�x8y��Et�yU¡����¨� ¶ � � �§y�tuq0|}£:¥��Mqfsb����{���~�¡rÁ
���7�Ê�Ês¤y�t0|�£[Âf«	«´�7~�s¤yUs�ªÅ«�¢7y"¡fyzs��§�H� É |\¥´��s0�}~�� � ���Et�yzyz¡Êt�|Ê� � |f¡f~�{�y��Ås�y�x����Etw��{�� � yUs¤y ��¶ ���7�
��x8�7��y�x8y��Etw��t���|}�3�£b����� � |H� � ����t�y5�}sws¤~7x8�ftw�§|H��s	� � y5s���t��¦su·�yU¡Gª
�l��¡fy � t�¢7y	£ � ��x8yz¥�| � À^|}£ � �¦�\t�£©| � xCÁK���Hs¤yU¡0¡7yzs��§�H� º ¥4y[¡fy�·���y[�Q� � |f{�yUs�s����8¥	¢7�¦{$¢8�i£©~���{�tw�§|H�����

x8|f¡fyz�H�¦snx�������yU¡^�§�Etw|Q�[¡f�¦s¤t � �§�7~7t�yz¡6Âf«	«(¬Î� � {$¢7�twyz{�t�~ � y&�rqQx8yU����s(|�£f���Htwy � x8yz¡f�¦�\twy�����sut � �H{�t���|}��s
®`s¤yzy '%�§�H~ � y � °�ªQ«�¢7y6£©~7��{�tw�§|H�����%x8|f¡fy��(��si{$¢�� � �}{�t�y � ��²�yU¡"�rq � yU½E~7� � y�x8yz�Ht$s[|}£ É |\¥�� � yUs¤y ��¶ ��t���|}�
|H�3{�|}x8x6~��7��{z�\tw�§|H��s�����¡"y�»fyz{�~ft���|}� � �\t�yUs4|}�3��|}t�¢¾{�|HxC��~ftw��t���|}��s�����¡"{�|}x8x6~7����{z�\t���|}��si®©t�|H�3|}£
tw¢7y '(���}~ � yM°�ª Í ��tw¢7y^Âf«	«(¬Ð�7¢rqfs¤�¦{��}�:�7����t¤£©| � x º �7|f¡fyzs�� � yi{$¢�� � �}{�t�y � ��²�yz¡8�rq¨{��§|f{$ÀfsW¥	�§t�¢3���§x8�§t�yz¡
�u�§t¤twy � �}��¡C¡ � �§£ûtzª '�~ � tw¢7y � x8| � y º tw¢7y	y�»fyU{�~ftw�§|H�0�7�¦�\t�£©| � x¹¡f|ryzs&�7|�t&� � | ¶ ��¡7y4{��§|f{$À6s�qr��{$¢ � |}�7��²z��t���|}�
®¯��|}t¤tw|}x*|}£�tw¢7y('%�§�H~ � yM°�ª
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£©~���{�tw�§|H�����	�¦�Mq}y � �}��¡ � � t�¢�yÅÂf«	«(¬ � � {$¢7�§t�yU{�tw~ � yHª «�¢�y3������t¤£©| � x�s�� � y3¡7y�·��7yU¡ ���}s�yz¡Î|}�Ît�¢7y
� � � � � ��#� ���, � ����� ���!� $ �  � �3| �	� ��
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Distributed Architecture with Shared Buses 
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���f·����twy�s¤yU½H~�y���{�yzs
e = (en)n∈N

|}£ 	���������� ���&� � � �"��� ��	������ �$ª
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ten = min{t | ce
t = n}

®¯�E°
«(|^��yQ���7��y	t�| � y�£©y � t�|�6ut�¢�yl¡7�\twy	|�£dt�¢7y
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����{��§~�¡7�§�7�
t
ª

Í t6¥	�����&��y"�\t^t���x8yzs6�7y�yU¡fyz¡@t�| � yU�}s�|}�@�}��|H~ft6¡fyz���MqHyz¡ É |\¥[szª '%�§|\¥[s^{z������y"¡fy��¦�Mq}yU¡ º �d|�tw¢
��|}�H��{z�����§q�®©�rqÅ���}sws¤���7��tw¢7y�x tw¢ � |}~7�H¢Ê�

k
Áæs¤t�yz�@s�¢7�£ût � y��H��s¤t�y � °[�}��¡¾�7¢rqfs���{z�����§qÆ®¯�EqÅ¡7y��¦�MqE���7��t�¢7y

¡��\t�y¾|}£^y ¶ yz�Et¨|r{z{�~ �w� y���{�yzs$°�ª : y��¦�Mqr�§��� É |\¥
e
�§|H�}�¦{��}�§��qÆ�rqÎ�}�¼��x8|}~7�Et¨|}£

k
�¦s�x8|r¡7y���yz¡a�rq

{�|}��s��¦¡fy � �§����t�¢��\t	¡7�\twy
ten
|�£ntw¢7y

n
tw¢"|f{z{�~ �w� yz��{�yQ|�£

e
�¦s4�§�"£¯�}{�t�tw¢7y^¡7�\twyQ|}£nt�¢7y

(n− k)
tw¢�y ¶ y��Et

|}£Wtw¢7y�¡fy��¦�Mq}yU¡ É |\¥
e′
.ntw¢��\t^�¦s º

e′
�¦s5{$¢�� � �}{�t�y � ��²�yz¡Å�Eq,tw¢7y¨¡fyz���MqHyz¡Å¡7��t�y �

te
′

= te ◦ (Id + k)
º

¥	¢�y � y
Id
�¦sltw¢7y��¦¡fy��Et��§tuq,£©~7��{�t���|}�Ã����¡¾t�¢�y8{�|}�Et�y�»rt^�}�§��|\¥[slt�|¾¡fy�twy � x8�§�7yC¥	¢7y�t�¢7y � �t^|}�dy � �\twyzs

|H��tw�§x8yUs	| � |H�"����¡f�¦{�yUs�ª&«�¢r~�s º
te

′

n = ten+k

ª
pr��x8�§�¦� � ��q º ¡fyz���Mqr���7� É |\¥

e
��¢Eqfs���{z�����§q��rq

t
x8yz����s�tw¢��\tCt�¢7y,�7yz¥ É |\¥

e′
��s8{$¢�� � �H{�twy � �§²zyz¡

�rqÎt�¢7y@¡7�\twy �
te

′

n = ten + t
ª «�¢7�¦s�{z���Ï�dyÊx8|f¡fy���yz¡a�rqa{�|H��s¤�¦¡fy � ���7��t�¢��\t¨tw¢7yÊ�r~7x0��y �

ce
s

|}£
|f{z{�~ �w� yz��{�yUs4|�£

e
�dy�£©| � y5tw�§x8y

s
�¦s	���3£¯�}{�tlt�¢7y��r~7x0��y � |�£�y ¶ y��Etws�|}£

e′
�\t	tw�§x8y

s + t
.�t�¢���t[��s º

e′{z���3��y�{$¢�� � �}{�twy � �§²zyz¡��rq�t�¢7y�¡fyz���MqHyz¡"{�|}~��Htwy �
ce′

= ce ◦ (Id − t)
ª

pr|@£¯� � ¥4y3¡7��sw{�~�sws�yz¡Æ|H�7��qÆ¡7�\twy � sC�}��¡O{�|}~7�Etwy � s�ªÆ«�¢7y3£©|H�§��|\¥	�§���Êx��}{ � |Es0� � y"~�s¤y�£©~7�	¥	¢7yz�
{�|}��s��¦¡fy � �§��� ¶ ����~7yUs�ª

� � � Ö ��� Ú �`�f�
� �<��� ÚrÙ ��� Í t6¥	�§���W�dy¨~�s�y�£©~��Wtw|Å�§�Etwy � ��|H����t�y ¶ ����~7yzs���y�tu¥�yzy���t�¢�y�|f{�{�~ ��� y���{�yzs5|}£
s�~�{z{�yzsws�� ¶ yQy ¶ y��Et$s�ªb«�¢7�¦s���sls¤��x8�7�§q3�}{$¢7��y ¶ yz¡��Eq�| ¶ y � ��|H�}¡7�§�7�6t�¢7y�6 ¶ ����~7y 8 |}�dy � �\t�| � νe

n

+

∀t ∈ R+ : νe
t =def νe ◦ ce

t

«�¢�y�£©|}���§|\¥	���7� ����  ���
�5|}�dy � �\t�| � � �¦s�� ¶ � � �¦���Et^|�£�t�¢7y¨£©| � xCy � |}��y}ª Í t0s¤~�sut$������s5t�¢�y¨���Hsut ¶ �}�§~7y
s�y�yz�"���3t�¢7y�s¤t � �¦{�t	���}s¤t�+

∀t ∈ R+ : νe−

t =def νe ◦ ce−

t� ÝnÞMã�í\ä$ò	ãuà��`åuèMâ¯â`ãuí�ë	�bä$íMì
�¯ç�ÞMãuí�� � èMà`ã¤ì � äwë`ã¤ânßáí	ë`ÞMßáà:ëKã�	�ë��Gä$â¯ã�ëæä���ãuí2��â¯ê�òOàKßáò	ß� ä$â�ê�é}ãuâ`äwëKê�â¯à �§ê�èMíMìlßáí	ëKÞUã
7rèMà`ë`â¯ã�� ä$í9��è\ä���ã� ù¤÷ � �

'�ô:íEù¤ý��$ü



�U� ���������
	�������������������

'�| �
t = ten

º ¥4y^�}y�t
νe−

t = νe
n−1

����¡
νe

t = νe
n

º ¥	¢7y � yz�Hs º £©| �
t 6∈ T e

º
νe−

t = νe
t

¢7|H��¡�s�ª   ¢7y��¾�7|
{�|}�f£©~�s¤��|}�,{��}� � yzs�~7�§t º ¥4y�s¤¢��}�§�n�}�H�}�§�"~�s¤yitw¢7y

s���xC���§�§·�yz¡3�7|}tw��t���|}��s
et

�}��¡
e−t
º �§��s¤t�yU�}¡"|�£

νe
t

����¡
νe−

t .
6[y��H� � ¡7�§�7�^¡7��t�yUs º t�¢7yl|}�dy � �\t�| � � �����b� � | ¶ ��¡7yzs&��t����rq�tw�§x8y	tw¢7yl�¦�}s¤t&|f{�{�~ ��� y���{�y�t���x8y[|�£:tw¢7y É |\¥,+

let =def te ◦ ce
t

®`�}°

� Ú �Ê�=� � � ��� � ÚrÙ ��� «�¢�y^|}�dy � �\t�| � ��� ���Å·��§t�y � s	t�¢7y�|f{z{�~ �w� yz��{�y5|}£ É |\¥
e
�H{�{�| � ¡f�§���6tw|�s¤|Hx8y

� � yU¡f��{z�\twy
b
� � | ¶ ��¡fyU¡�s�qr��{$¢ � |}�7|H~�s¤��q�¥	�§t�¢

e
®©�Kª yHª º

T b = T e
° +

e when b = ê,
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ôûâ¯ßáàæä



����� ��������� 	� ��
�������� �� ��� ������  ���������� ��� � �

y�»f� � yzsws¤���7�"t�¢���t5t�¢7y � y8� � y0x8| � yC¥ � �§t�yUsQt�¢��}� � yz�H¡7si�§�@t�¢7y�{�|}��s���¡7y � yz¡Å���Et�y ��¶ ���Kª Í ��s¤~�{$¢
���,���Htwy �w¶ ��� º ¥�y5¢�� ¶ y

∀t ∈ T r ∩ (t`m−1, t
`
m] : cw.r

t − cw.r
t`
m−1

= cr
t − cr

t`
m−1

¸[yz��{�y^¥4y^s��Mq�tw¢��\t[s�~�{$¢¾���3�§�Etwy �w¶ �}�G��s � � ����$ �  � � � �

•
| � Ô�|H��¡f�§t���|}��® ��� °4��s	sw�\tw��s¤·�yU¡¨£©| � y ¶ y � q����Et�y ��¶ ���

(twk , tr ◦ cr ◦ twk+1] ⊆ (t`m−1, t
`
m],

y�»f� � yzsws¤���7��tw¢��\tQt�¢7y � yC� � y6x8| � y � yz�H¡7s	tw¢����Å¥ � �§t�yzsQ���¾t�¢7y8{�|H��s���¡fy � yU¡,�§�Etwy �w¶ �}�`ª � q,¡7y�·7Á
�7�§t���|}�,|�£%£©~7��{�t���|}�¾{�|HxC�d|Hs��§t���|}� º ¥4y5¢�� ¶ y

tr ◦ cr ◦ twk+1 = trcr
tw
k+1

= max{trm | t
r
m ≤ twk+1}.

®¤�U�}°

Í �¾s¤~�{$¢,���,���Et�y �w¶ ��� º ¥�y5¢�� ¶ y

∀t ∈ T r ∩ (t`m−1, t
`
m] : cw.r

t − cw.r
t`
m−1

= cw
t − cw

t`
m−1

¸[yz��{�y^¥4y^s��Mq�tw¢��\t[s�~�{$¢¾���3�§�Etwy �w¶ �}�G��s � � ����$ � � � �"� �

Í �Etwy �w¶ �}��sl|�£btuqr�dy � yz�}¡¾�}��¡¾|}£btuqE�dyC¥ � �§t�y6�}�twy � ���\twy º ����¡¾t�¢7yCy ¶ ����~���t���|}�¾|�£
cw.r
t

��sQ�dy � £©| � xCyU¡
�H{�{�| � ¡f�§���}��q}ª(«�¢���s4x8yz{$¢��}�7�¦s¤x �¦s4�§���§~�sut � ��t�yz¡�|}� '(���}~ � y � ªb«�¢7y^s¤¥	�§tw{$¢�£ � |Hx³tuqE�dy5¥ � �§t�yQt�|0tuqr��y

ç�â¯ß ëKãuà
â`ã¤ä$ìMà

â`ã¤ä$ì ç�â¯ß ëKã â¯ã¤ä$ì
'%���}~ � y � + Í ���§~�s¤t � �\tw�§���¨t�¢�y0y ¶ �}�§~��\t���|}�Ê|�£

cw.r
t

ª^«�¢7y8s�¥	�t${$¢7�§���¨t���x8yzsi�dy�tu¥4y�y��Êt�¢7y0tu¥4|�x8|f¡fyzs
� � y5s�¢7|\¥	�"��� � yU¡Gª
� yz�H¡8��s4¡f�¦s�{�| ¶ y � yU¡C��t�y ¶ y��Et$s&|�£

w
ª&¸[|\¥4y ¶ y � �§t�x6~�sut4��yi�§x8�7��y�x8yz�Htwyz¡¨��t4�}�¨y ¶ y��Et�|}£

r
º ¥	¢7yz��{�y

tw¢7y����}{$ÀEt � �H{$ÀE���7�ls�¢7|\¥	���rq^tw¢7y4���}{$Àr¥�� � ¡^��|H�§�Etw�§�7�5� �w� |\¥����0t�¢7y4·��H~ � y º ¥	¢7�¦{$¢C�H{�t�~������§q � yz������²�yzs
£©| � x0~7�¦�"® �U� °�ª
' � |Hx t�¢7�¦s[�}������qfs¤�¦s º �C�r~7x0��y � |�£%{�|}��s�yz½E~7yz��{�yUs	{��}�"�dy�¡ � �M¥	� +

0 � Ú � Ö �M� × � * � Ú � � � � �¯�}�7�
� Ú � � × �z�����	� � ���%,
� ��� �

cw.r
t = cw

t

� � � ����� � � ���
w . r

� �� � �!� $  �������	����
w
� � � � �� � � � � � �

νw.r = νw
�

� ��� � � � �"��� �  � � �  � �� � � ������� � � � �  � � ����� � �  � ��� � �����-��$��  � � � � � � �!��� � � � ��� "�� � � ������� � 
��	��� �

t ∈ T r
�
cw.r
t = cr

t

� � � �����  � �$��� � �  � � � �� � ��$��� 5 � � � ���
	 ��� �  � � ��� �  � � �  � �� � � ������� �	����� � � ����� � � �  � � � � �����-��$�� � � �"� ��� � �!��� � � � ����"�� �	�����
� � � 

��	��� �
t ∈ T r

�
cw.r
t = cw

t

� � � ����� �&� � ���  � � � �� � �������
w . r

� �� � �!� $  �������	����
w

�

'�ô:íEù¤ý��$ü



�z� ���������
	�������������������

� ��������� � � ��� � � 	��
cw.r
t ≤ min(cw

t , cr
t )

��� ���� � �� � �  ��� �	� ��(� � � �� �, � �� � 9 � ��������� � � � � � ���

∀t ∈ T r : cw.r
t

= max
0=t0<t1<···<tm−1<tm=t

m∑

k=1

min
(
cw
tk
− cw

tk−1
, cr

tk
− cr

tk−1

)
,

®¤� 5 °

��� �� �%� � � � ��� 	� ���  ��� � ��� � 	��� � � �%����� � �%��� � 9 �� ��� $ � ��  �, � ��� � �  �
�"���	�� �
(0, t]

�	� � ��� �  �-�
��  � � �������  �

0 = t0 < t1 < · · · < tm−1 < tm = t
�! � � � � ��� ��� ��� �� 	�� � ������� � ���	����� �  � ���

5%� � � �
w . r

�


 ����� � � 	��

inf
k>0

(trk − trk−1) ≤ inf
k>0

(tw.r
k − tw.r

k−1) ≤ sup
k>0

(tw.r
k − tw.r

k−1)
®¤�M��°

≤ 2 sup
(
sup
k>0

(twk − twk−1) , sup
k>0

(trk − trk−1)
)

prtw�\twy�x8y��Et � y�»f� � yUs�s�yzs�t�¢���t¨t�¢7yÊ� � yUs¤y ��¶ ��t���|}� |�£�{�|H~7�Et�y � s��H~�� � ���Et�yzyzs8s¤t � yz��x<� � yzs�y �w¶ �\t���|}��ª
prtw�\twy�x8y��Et$s � �}��¡ � ¡7yzsw{ � �§�dy&tw¢7yW�dy�¢�� ¶ ��|}~ � |�£�{�|Hx8x6~7�7�¦{���t���|}�^�rq^s��}x8�7�§���7�[���6{z�}s�y&|�£�s��§|\¥�/M£¯�}s¤t
�}��¡0£¯�}s¤t /�s¤��|\¥Ox8|f¡fyzsb£©| � tw¢7y	���}� � ;U¥ � �§t�y �zº�� yU�}¡fy � <Eª '7| � x0~7����® � 5 °b� � | ¶ �¦¡fyzs�y�»7�}{�t&y ¶ ����~��\tw�§|H�C|}£
w.r

ª '%�§���}�§��q º £©| � x6~7�¦�C® �\� °�s¤¢�|\¥[s�¢7|\¥O��|\¥�y � ����¡0~7�7�dy � �d|}~���¡7s%£©| � ¡7y��¦�Mqrs��dy�tu¥4y�yz�Cs�~�{z{�yzsws�� ¶ y
y ¶ yz�Ht$s	� � yQ� � yUs¤y ��¶ yz¡¨�rq�{�|}x8x6~��7��{z�\tw�§|H�"�rq�sw��x8�7���§����ª

0 � ÚnÚ�� � pEtw��t�y�x8yz�Ht$s �
�
� � � y0�§x8x8yz¡7����t�y}ª8pr|3¥�y0£©|f{�~�si|}��sut$�\twy�x8y��Et � ª6¬Qs�s�~7x8y6tw¢��\t^s�~�{�Á

{�yzsws¤� ¶ yC¥ � �twyzs5����¡�s�~�{�{�yzsws¤� ¶ y � yU�}¡7s5� � y8s¤yz��� � �\twyz¡Å�rqÊ��ti��yz�Hsut�¡f~ � ��t���|}�
δ
ª8«�¢7yz� ºnÉ |\¥

w . r{z���7��|�t	¢�� ¶ yQtu¥4|8s�~�{z{�yzsws�� ¶ yQy ¶ y��Et$s��§�,��yzsws4t�¢��}�
δ
ª&«�¢7�¦s[s�¢7|\¥[s�t�¢7y5· � s¤t[�§��yz½E~������§tuq¨|�£�® �M� °�ª

«(|,� � | ¶ y6tw¢7y�s¤yU{�|H��¡Ê���7yU½H~������tuq¾|}£i® �\� ° º �}sws¤~�xCyCtw¢��\t5tu¥4|,s�~�{z{�yzsws�� ¶ y � yz�}¡�si�}�§¥��Mqfsi|r{z{�~ �
¥	�§t�¢��§�¾��yzsws�t�¢����

∆
º �}��¡"t�¢7y6sw��x8y^¢7|H��¡�s�£©| � tu¥4|¨s�~�{�{�yzsws¤� ¶ y5¥ � �twyzszª�«�¢7yz� º �Hs�s�~7x8yit�¢���t[t�¢7y � y

y�»f��s¤tws	s�|}x8y
k > 0

s�~�{$¢�tw¢��\t
tw.r
k − tw.r

k−1 > 2∆
ª � q3�}sws¤~7x8�ftw�§|H�"|H�

w
º ¥4yix0~�s¤t[¢�� ¶ y^�\t	��yz�Hsut

tu¥4|6¥ � �§t�yzs��}��¡�tu¥4| � yz�H¡7sW���"t�¢7yi|}�dy��"�§�Et�y ��¶ �}�
(tw.r

k−1, t
w.r
k )

ªWpr~7�7�d|Hs�yQt�¢���t4|H�7yQ|}£nt�¢�yzs�yQ¥ � �twyzs
|f{z{�~ � s��dy�£©| � y3|}�7y"|�£	tw¢7yzs�y � yz�H¡7szª�«�¢7yz� º tw¢7��sC¥4|}~7�¦¡Ã¢�� ¶ y � yzs�~7�twyz¡Ã���Î�}�Oy�»Et � �Å|r{z{�~ �w� y���{�y
|}£ É |\¥

w . r
���Ãt�¢7y3{�|H��s¤�¦¡fy � yU¡@���Et�y ��¶ ����.&�Å{�|}�Et � �}¡f�¦{�tw�§|H�nª¾«�¢7y � y�£©| � y º ��| � yU�}¡Ã{z����£©|}����|\¥³�

¥ � �§t�y6���@t�¢7y8{�|H��s¤�¦¡fy � yU¡¾|}�dy��Å���Et�y ��¶ ���Kª�Âny�t
wmk

�dyCt�¢7y0· � sut5¥ � �§t�yC����¡
rnk

��y0t�¢�y0�¦�}s¤t � yz�H¡
���Ætw¢7y3�§�Et�y ��¶ �}�

(tw.r
k−1, t

w.r
k )

ªÆ«�¢7y�� º |}�7y"|�£[tw¢7y"tu¥�|@�§�7yU½E~������tw�§yUs6x0~�s¤tC¢7|H��¡ º ����x8yz�§q&+¨yz�tw¢7y �
trnk+1 − trnk

> ∆
º | �

twmk
− twmk−1 > ∆

ª@«�¢���sC{�|H�Ht � �H¡f�¦{�tws�t�¢7y3�}sws¤~�xC�7t���|}�Æ����¡Ã� � | ¶ yzs^t�¢7y
s�yz{�|}��¡"���7yz½E~��}�§�§tuq¨|�£�® �\� °�ª

��� �  ��� ��
�� ��� )+�!
2. ���!" � 
3)4����. .0��1�
3)
pf|¨£¯� � ¥4y6¢�� ¶ y6���}�7| � yU¡¾¡fy��¦�Mq,�§�Êt�¢7yC|}�dy � �\tw| �

.
+[¥4yC¢�� ¶ y6�Hs�s�~7x8yz¡Åt�¢���ti¥	¢��\tQ�¦si¥ � �§t¤twy��@��s

��x8x8yz¡f�¦�\twy���q"� ¶ �������}�7��yl£©| �	� yU�}¡f���7��ªWÔ���yz� � ��q º tw¢7��s[��s � � � y���q8t�¢7y�{z�}s�y5�§�,� � �}{�t��¦{�y º ¥	¢�y � y ¶ � � ��|}~�s
tuqr�dyzs8|}£i�¦�\twy���{��§yUs�� � y3���Et � |f¡f~�{�yU¡O�dy�tu¥4y�yz�Ï�@¥ � �§t�y � �}��¡a� � yU�}¡fy �zº �§��{��§~�¡f�§���Ã� � |H� � ��x2����¡

ôûâ¯ßáàæä



����� ��������� 	� ��
�������� �� ��� ������  ���������� ��� �M�

|H��y � ��t����7�¨s�qrs¤t�yzx y�»fyz{�~7t���|}� º {�|}x8x0~7�7�¦{��\tw�§|H� º y�tw{}ª�«(|��H{�{�|H~7�Et	£©| � ����t�y���{���yzs º ¥4y6{�|H��s¤�¦¡fy � t�¢7y
��¢Eqfs���{z�����§qEÁÄ¡fy��¦�Mq}yU¡ É |\¥

w′ ºf� yz����t�yz¡�t�| w
�rq
∀n : νw′

n = νw
n

�}��¡

tw
′

k = twk + δk,
®¤�z�H°

¥	¢�y � y
δk

�¦s[�,®©�d|Hsws��§�7��q ¶ � � �¦���7��yU°��d|Hs��tw� ¶ y5����t�y���{�q}ªWpf�§��{�y^����t�yz��{���yzs
δk

¶ � � q º �t[�¦s���|Es�s����7�§y5tw¢��\t
tw¢7y8| � ¡fy � |�£�y ¶ yz�Etwsi��s � y ¶ y � t�yU¡¾�§�

w′ +l£©| � �§��s¤tw�}��{�y º �§£ δk − δk+1 > twk+1 − twk
º tw¢7y���¥�yC¢�� ¶ y

tw
′

k = twk + δk > twk+1 + δk+1 = tw
′

k+1

ª   yl¥	�¦s¤¢¨t�|�£©| � ����¡8tw¢7�¦s º t�¢�y � y�£©| � y[¥4ylx���ÀHy[tw¢7y[£©|H�§��|\¥	�§���
�Hs�s�~7x8�ftw�§|H�nª
�"�z� �	���(��� Ú ��� � �������&�� ���

δk

� � � � �  ��	����� � � �"� �

∀k ∈ N : tw
′

k+1 ≥ tw
′

k

®¤�
8H°
�Qs¤���7�¾® ��8 ° º ® �z� °�{��}�"�dy � yz¥ � �§t¤twy��,�}s

∀t ∈ R+ : cw′

t+δcw
t

= cw
t

º ���¦s¤|8¥ � �t�t�y��,�}s

cw′

◦ (Id + δcw) = cw ®K���H°
  y�¡fyz�7|�twyi�rq

δ
t�¢�y É |\¥Ë|}£%�¦�\twy���{��§yUs

δk, k ∈ N
º ����¡3�rq

δ [w]
®`�7�U°

tw¢7y É |\¥
w′ � y��¦�\twyz¡Ct�| w

¶ ����® �z� °b| � ® �}� °�ª   ¢7yz�7y ¶ y � �7y�yU¡fyz¡ º �����7tw¢7y � yzs�~7�§twsW¥�y[� � | ¶ �¦¡fy[����t�¢7y
s�yz½E~7yz�b{����@��y��H¡7���ftwyz¡Åt�|,¢�����¡f�§yC�¦�\t�yz��{���yzs º �rq � y��7�¦�}{��§�7�3�"{�|}��s��¦¡fy � yz¡ É |\¥

e
�rq¾�t$s^¡fy��¦�Mq}yU¡

¶ y � s¤��|}�
δ [e]

ª

��� � � 1 � �����!&�� � � � 1�
 ��.0�*)�����
 ��� � � � �2� � 
(�
�l��t�|6�7|\¥ º ¥4y[¢�� ¶ yl{�|H��s���¡fy � yU¡C���}s���{iÔ���p º ¥	¢7y � y[tw¢7yQ{�|}x8x6~7����{z�\t���|}�8x8yz¡7�§~7x �dy�¢�� ¶ yzs&�§��À}yl�
s�¢�� � yU¡�x8y�x8| � q}ª Í t	��s4|�£(�§�Et�y � yUsut�t�|Cy�»rt�yz��¡�tw¢7�¦s�xCyU{$¢�������s�x´¥	�tw¢"�d|}~7��¡fyz¡��7~fµ:y � s º �Hs&£©|H�§��|\¥[s�ª
  y6�Hs�s�~7x8y5t�¢���t[t�¢�y � yz�}¡7y � �¦s[yz½E~7���7�dyz¡¾¥	�§t�¢Å�8��~fµdy � |}£�s���²�y

M
ª	«�¢7y���~fµdy � ���7��x8yz{$¢����7�¦s¤x º

�����§~�s¤t � �\twyz¡"�§�2'%���}~ � y � º �¦s	�}s4£©|}����|\¥[s�+

•
  ¢7y��Ot�¢7y3�7~fµ:y � �¦s�£©~7��� º ���O�H¡7¡f�§t���|}���}��¥ � �§t����7�Ê�7~7tws0t�¢7y�£ � yUs¤¢Î¡7�\t$�Å���O�7�¦�}{�y

1
|�£lt�¢7y

�7~fµ:y �Uº �}��¡Ås�¢7�§£ûtws[�rq
1
�7�¦�}{�y6�����%¡��\tw�8� � y ¶ ��|}~�s¤��q"s��t�t����7�����¾tw¢7y��7~fµ:y � ªl«�¢7�¦sl{z��~�s�yzs[t�¢7y

�§|Es�s�|}£(tw¢7y^|}�¦¡fyUsut[¡7��tw� º s��§t¤t����7�����"�����H{�y
M
ª

•
6	yz�H¡f���7�Hs6£ � |HxÈt�¢7y"�7~fµ:y � �}y�t6t�¢�y"|H��¡fyUsutC¡7�\t$�¾£ � |}xÇ�t º �Kª yHª º tw¢7y3¡��\tw�@s¤�§t¤tw�§���@�\tC�7�¦�}{�y
Nw,r

t

º ¥	¢�y � y
Nw,r

t

�¦s�t�¢�y^�7~fµ:y � ��y ¶ y��n�\t	����s¤tw���Et
t
ª

•
  ¢7y��¨t�¢7y[��~fµdy � ��y ¶ y��7�¦s

> 1
º tw¢7y�� � yz�H¡f���7�Hsb{�|}��s�~7x8y�t�¢7yi¡7�\t$�7ª�¬[�§t�y � ����t�� ¶ yz�§q º ¥	¢7yz�8t�¢7y

�7~fµ:y � ��y ¶ y��GyU½H~����¦s
1
º t�¢�y�� � yU�}¡f���7�Es4¡7|��7|�t[{�|H��s�~7x8yQtw¢7y�¡7��tw�7ª

•
«�¢7y^�7~fµ:y � ��s����7�§t��¦�����§q"�7|}�fÁæy�x8�ftuqHª

'�ô:íEù¤ý��$ü
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'%���}~ � yl�0+ � ~7µdy � yU¡3Ô�|}x8x0~7�7�¦{��\tw�§|H�¨�rq�pf��x8�7�����7��ª � �¦�}{�yzs��§�"t�¢7yi�7~fµ:y � � � yQ�§��¡7y�»fyz¡ º £ � |}x´��y�£ût
tw| � ���}¢Et º �rq

1, 2, 3, 4
ª '�|}~ � s�{�y���� � ��|Hs5� � y¨s�¢7|\¥	�@����t�¢7y¨·��}~ � y¾®û£ � |}x t�|H�@tw|¾��|}t¤tw|}x¨°�ª��W�}{$¢

sw{�yz��� � ��|¾�§���§~�sut � ��t�yzs0¢7|\¥³t�¢�y"| � ���}���������7~fµ:y � ��s6t � ����su£©| � x8yz¡��rqÃ� � yz�H¡�| � �Å¥ � �twy�|}�dy � �\tw�§|H�
®©t�¢7yQ¥ � �§t�yl|}�dy � �\t���|}�8�¦sW�}�7�7���§yU¡Ct�|�tw¢7y[| � ���}���������7~fµ:y � �}��¡8�7|}tWt�|�t�¢7yQ�7~fµ:y �W� yzs�~7�§t����7�6��£ût�y � t�¢7y
� yz�H¡�°�ª&Ì � y�q��d|M»fyzs�����¡f�¦{��\twy5�7���H{�yUsW·��§��yz¡"¥	�tw¢¾¡7�\t$� .f¥	¢7�§t�y5�d|M»ryUs�� � yQyzxC�7tuq .�����¡"��� ¶ yU¡¨¥	¢7�§t�y
�d|M»fyzs0�§��¡f��{z�\twy�tw¢��\tCt�¢7y¾¡7��tw�Ê��s � y�x8| ¶ yU¡Ãy�»7{�yz�ft8¥	¢7y��Ot�¢7�¦sC¥�|H~7��¡Ox���À}y�t�¢7y,�7~7µdy � yzx8�ftuq}ª
¬ ��� |\¥[s�����¡f�¦{���t�y"t�¢7y3x8| ¶ y"|�£Q¡7��tw��ª   ¢�y��O¥ � �§t����7� º �Ê��� ¶ yU¡Ã�d|M»��¦s � yz�H� � ¡fyU¡Ã�}s0y�x8�ftuq º �}s
¡7y��7�¦{�twyz¡3�§�3tw¢7y5· � sut � |\¥^ª

«�¢���slxCyU{$¢�������s�x*�¦s[�7|H�¾�7��|r{$Àr���7� º £©| � �d|�tw¢Å¥ � �§t����7�Es[����¡ � yz�H¡f���7�Hs º ����¡ � yz¡7~�{�yUs	t�|����}s���{0Ô��dp
¥	¢�y��

M = 1
ª �[|}t�y	tw¢7y	· � sut � |\¥ �§� '%���}~ � y � º ¥	¢7�¦{$¢��§����~�sut � ��t�yUs�t�¢���t&t�¢�yl¡7�\t$�^�¦sb�7|�t4{�|}��s¤~7x8yU¡

¥	¢�y��3�7~fµ:y � ��y ¶ y��G�¦s
1
ªb«�¢7�¦s	x8yz{$¢��}�7�¦s¤x¿�¦s	¡fyz�7|�twyz¡3�rq

w .M r
®K�}�}°

Í t[�¦s4£©| � x������§²zyz¡"�7y�»rtUª1'7| �
x
�}��¡

y
tu¥4| É |\¥[s º s¤y�t

cx
s,t = cx

t − cx
s

Nx,y
s,t = (cx

s,t − cy
s,t)− min

u∈[s,t]
(cx

s,u − cy
s,u)

®K� � °

® �[|}t�y�tw¢��\t,® � � °^�}yz�7y � ������²�yzs^t�¢7y�tu¥4|�ÁÄ{�|H~7�Et�y � x8yz{$¢��}�7��s�x�® � � °5t�|Åt�¢7y3{��}s�y�¥	¢7y � y�tw¢7y����7�§t��¦���
����s¤tw�}�Ht	�¦s

s
����s¤t�yz�H¡3|�£

0
ª °

Â�y�t
w
�}��¡

r
��y3t�¢�y3���7�7~7t��}��¡Î|}~ftw�7~ft É |\¥[s0|�£

w .M r
º4� yUs¤�dyz{�t�� ¶ y���q}ªÎ«�¢7y3{��§|f{$ÀfsC|�£

w�}��¡
r
� � y6tw¢7y�¥ � �twy � � s5����¡ � yz�}¡7y � � s5{���|f{$Àfs ºG� yzs���yU{�tw� ¶ y���q}ª Í �@t�¢�y0£©|H�§��|\¥	���7�"yU½E~��\tw�§|H��s ºG¶ yz{�t�| �

É |\¥
w[0, . . . , M − 1]

�¦s,�Æ�7~fµ:y � |}£6s¤��²�y
M
º ¥	¢�|Hs�y@{�|Hx8��|H�7y��Etws3� � y@¡7y��7|}t�yz¡Ë�rq

w[k]
£©| �
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k = 0, . . . , M − 1
ª1'7| � y ¶ y � q

m = 0, . . . , M − 1
����¡

s ∈ R+
º s�y�t

t+[m, s] = min
{
t ∈ T w | t > s

����¡
m + Nw,r

s,t ≥M − 1
}

t−[m, s] = min
{
t ∈ T r | t > s

�}��¡
m + Nw,r

s,t ≤ 0
}

t[m, s] = min(t+[m, s] , t−[m, s])

p[m, s] =
�§£

t[m, s] = t−[m, s]
tw¢7y��

0
y��¦s�y

M − 1

®K�\�E°

¥	¢�y � y º �rq�{�|}� ¶ y��Et���|}� º t�¢7y¨x8���7��x6~7xÈ|�£4t�¢7y�y�x8�ftuq@s�y�t0��s
+∞

ª Í ��s¤tw�}�Et
t+[m, s]

�¦s^tw¢7y8· � sut
����s¤tw�}�Ht[¥	¢�y � y^t�¢7y0{�~7x0~7����t�yU¡"y�»7{�yzsws	|}£�¥ � �§t����7�Hs	| ¶ y �	� yz�H¡f�§���Hs	s¤tw� � t����7�8£ � |}x �§y ¶ y��

m
�\t	tw�§x8y

s
ºf� yz�H{$¢7yzs

M − 1
ª&prqrx8x8y�t � �¦{�������q º

t−[m, s]
��s�t�¢�yQ· � s¤t4����s¤tw�}�Ht	¥	¢7y � yQt�¢�y5{�~7x6~�����t�yz¡�y�»7{�yUs�s4|}£

¥ � �§t����7�Hs�| ¶ y �4� yU�}¡f���7�Hs�s¤tw� � tw�§�7�C£ � |}x¿��y ¶ y��
m
��t�t���xCy

s
º7� yz�H{$¢7yzs

0
ª '%���������§q º �§£(tw¢7y^�7~fµ:y � ��y ¶ y��

�¦s
m
��tWtw�§x8y

s
º
t[m, s]

�¦sWtw¢7y[· � s¤t4����s¤tw�}�Ht4¥	¢7y � y[tw¢7yi�7~fµ:y �4� yU�}{$¢7yUs&|}��yl|�£Gtw¢7yQtu¥�|0��|H~7��¡7� � ��yzs
0
| �

M − 1
º �}��¡

p[m, s]
�H� ¶ yzslt�¢7y0�7~fµ:y � �§y ¶ yz� � yz�}{$¢�yz¡¾�\tit�¢��\tltw�§x8yHª : y�·��7y6����¡f~�{�t�� ¶ yz�§q,tw¢7y

£©|H�§��|\¥	���7�Cs�yz½E~7yz��{�y5|}£%����s¤tw���Et$s	����¡"�7~fµ:y � ��y ¶ y��¦s�+

t0 = 0 , m0 = 0
tn+1 = t[mn, tn] , mn+1 = p[mn, tn]

®K�}�}°

Í £
tn = +∞

º t�¢7yz��t�¢7y¨s�~7��s�yz½E~7yz�Htit�y � x�s5|}£�tw¢7y�s¤yU½H~�y���{�y8� � y8���¦s�|"���f·��7�§t�yHª¨«�¢7y�� º £©| � y ¶ y � q
t ∈ R+

º t�¢7y^��~fµdy � ��y ¶ yz�n�\t�t���x8y
t
�¦s�yz½E~��}�:t�|0+

tn ≤ t ≤ tn+1 ⇒ Nx,y
t = mn + Nw,r

tn,t

®K� 5 °
¬l��¡ º ·��������§q º t�¢7y^��~fµdy � {�|H�Et�y��Et$s	����¡"|}~ftw�7~ft[|}£(tw¢7y^x8yz{$¢��}�7��s�x*� � yi�}� ¶ yz�"�rq&+

w[0]t = wt

∀k = 1, . . . , Nw,r
t ⇒ w[k]t = w[k − 1]

−
t

rt = w[Nw,r
t ]t

®K�H��°

��½H~��\t���|}��s	® �\� °
�
® �H� °(£©| � x8�}�§��²�y��7~7µdy � yU¡C{�|}x8x6~��7��{z�\tw�§|H�

w .M r
ªfÒQ��s¤y ��¶ yWtw¢��\tbtw¢7yzs�y	yz½E~���t���|}��s

� � yiyz�Hs¤����q¨�§x8�7��y�x8yz�Htwyz¡3���,�}�"|H�fÁæ�§���7yi£©| � x,ª   ¢7y��

t1 = +∞
®`�}�H°

¢�|}�¦¡7s º �Kª y}ª º t�¢7y^��~fµdy � �7y ¶ y � �Hy�tws4£©~��§� º �W½E~���t���|}��s�® �\� °
�
® �H� °�s��§x8�7���§£©q"�}s4£©|H�§��|\¥[s�+

Nw,r
t = Nw,r

0,t

w[0]t = wt

∀k = 1, . . . , Nw,r
t ⇒ w[k]t = w[k − 1]

−
t

rt = w[Nw,r
t ]t
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� 98��."������� ���$#(���Q�%�	+��  4�6�1�2'3."�� 4+5#(����.-��������+�.��C�¹� )3'3�
«�¢�yb�7y�»rt(s¤t�yz�i���^|}~ � ¡fyzs��§�H� É |\¥@�¦s:tw|	x8�}�5t�¢7y�£©~���{�tw�§|H����� � yU½H~�� � y�x8y��Et$sG����¡Qt�¢�yW{�|HxCx0~7�7�¦{���t���|}�fÁ
�rqEÁÄs��}xC���§���7�,x8yz{$¢��}�7��s�xÈ| ¶ y � �}�ÆÂf«	«(¬6ª   y�� � |f{�yzyz¡@t�|Ês�|}� ¶ y8tw¢7y¨�Hy��7y � �}�&� � |}�7��y�x �Eq@· � sut
s�|}� ¶ �§���^t�¢7yQ� � |}�7��y�x³|�£nx������7�§���0��s��§���}��y[¥ � �§t�y!/ � yz�H¡�{�|}x8x0~7�7�¦{��\tw�§|H���rqCsw��x8�7���§���6x8yz{$¢��}�7�¦s¤x
| ¶ y � ���,Âf«	«¼��~�s�ª&«�¢��\t[�¦s º ���3t�¢7�¦s[s�yz{�tw�§|H� º ¥4y5{�|}��s��¦¡fy � �0t � ���7�§y

;z¥ � �twy �
w
º �7~�s

b
º7� yz�H¡fy �

r
<

{�|}x8x6~��7��{z�\tw�§�7�Q�rq5sw��x8�7�����7� º ����t�¢���s%| � ¡fy � ª�«�¢�y�| ¶ y � ������x8|r¡7y��r|�£7tw¢7�¦s%{�|}x8x6~��7��{z�\tw�§|H�^xCyU¡f��~7x
�¦s	¡fyUs�{ � ����yU¡3�Eq

(w . b) . r
® � �H°

�l|�t8s¤~ � � � ��s����7�}��q º ¡f~7y�t�| ® 8 ° º
(w . b) . r 6= w . (b . r)

�§�Æ�Hy��7y � �}�`ª�«�¢r~�s�¥4y�� � y�£©y � ÀHy�yz�7�§���
y�»f�7�§�¦{��§t[� � �}{$ÀHy�t����7�0¥	¢7y��¾{��Hs�{z�}¡f���7�¨Ô���p3{�|HxCx0~7�7�¦{���t���|}��szª
�Qs¤���7���7|}tw�\tw�§|H��® �f� ° º Âf«	«¼��~�s	¥	�§t�¢,����t�yz��{�q¨�¦s	x8|f¡fy���yz¡"�rq

(δ [w . b]) . r
® � �M°

pr~��7��|Es¤ylt�¢���t º ����{�|HxCx0~7�7�¦{���t���|}��x8|f¡fy���® � � ° º �7~�s
b
��xC���§yzxCyz�Etws

M
Áæ�7~fµ:y � yz¡3Ô���p�{�|Hx8x6~fÁ

����{z�\t���|}� º ¥	¢7yz��{�y�tw¢7y¨| ¶ y � ������{�|}x8x6~��7��{z�\tw�§|H� º £ � |}x ¥ � �§t�y � t�|¾�7~�s^t�| � yz�H¡fy �Uº �¦s^x8|f¡fy�����yz¡Ã�}s
£©|H�§��|\¥[s º s�y�y¨® �}� °�+

(w .M b) . r

«�¢7yz� º s�~fÑ¨{���y��Etl{�|H��¡f�§t���|}��s4£©| � sut � yU��x¿� � yUs¤y ��¶ �\tw�§|H��� � yit�¢7y5£©|H�§��|\¥	���7� +
0 � Ú � Ö �M� × � * "%$&$ � �(� Ù �©��	 �	��� Ö � , � � ����� � �	����� �	��� � � �  � � � ��� � �- � � � ���� �� � ��� ���&�  � � �!

 � � �,	� ��� �����,�� ��� �	����� � � � � �  � �2� � � �  �  � � ���

� � � �  ��	��� �
k > 0

�
cb ◦ twk − cb ◦ twk−M ≥M

� � � �����

� � ����$��C¥ � �twy ��� � � ��� � � � ��� � � 
(w ◦ (Id −Nw,b

t )) . b
� ��� �� �

Nw,b
t

��(� �:9 � ���  � � 	�� " �

�&�����
�
(w .M b) . r

���� � �!� $  �������	����
w

�

0 � ÚnÚ�� � Ô�|}��¡f�§t���|}� � �¦s:�u~�s¤tW¸[qr�d|�t�¢�yzs���s
H2

|}£Gpfyz{�tw�§|H� 5 ª�� ºH� y�£©| � x0~7�¦�\t�yU¡^£©| � t�¢7y	����� �
(x, y) =

(w, b)
ªW«�¢r~�s º �£ É |\¥

w
��~ftws�tw|}ÀHy���s����3t�¢7y^�7~�s	�7~fµ:y � £©| � ®©�d|Hsws¤���7��q¨��xCx8yU¡f����t�yM°�{�|}��s¤~7x8�ftw�§|H� º

tw¢7y��"t�¢���s��7~7µdy � ¥	�§���G�7y ¶ y � | ¶ y �¤É |\¥^ª��W½E~7� ¶ ����y��Et���q º Ô�|H��¡f�§t���|}� � yz��s¤~ � yUsWtw¢��\t	�7|8¥ � �twy5¥	�§���G��y
x8�¦s�s�yz¡C�rq0t�¢7y[��~�s�ª �l|�t�y[t�¢���t&t�¢7�¦sW{�|}��¡7�tw�§|H�C�¦s&yU½E~7� ¶ �}�§yz�Htw�§q � y�£©| � x6~�����t�yz¡C�}s

∀t ∈ R+, Nw,b
t ≤

M − 1
ªb«�¢E~�s	¥�y^� � yi�§�3tw¢7y�{��Hs¤y�® ��� °4¥	¢7y � yi£©| � x0~7���Hs5® � 8 °�� � y ¶ �}�§�¦¡"£©| � ¡fyUs�{ � ���7���7�

w .M b
ª

Â�y�t&~�sb��|\¥O£©|f{�~�s�|}��Ô�|}��¡7�tw�§|H� � ª �l|�twy�t�¢���t º £©| � y ¶ y � q
t
�d|Hs��§t�� ¶ y º

νw ◦ (Id−Nw,b)t

�¦s�t�¢7y
x8|Esut � yz{�y��Et � y���y ¶ ���Et ¶ ����~7y^���7�7~fti�Eq�t�¢7y6¥ � �§t�y �zº t�¢���tl��sl|}~ftw�7~ftl�rq�t�¢7y0�7~�s[��tl| � �dy�£©| � y5tw�§x8y
t
ª�¸[yz��{�y º �rq �&� |H��y � tuq � ª � º Ô�|}��¡7�tw�§|H� � yz��s�~ � yUs(t�¢���t(tw¢7y � yU�}¡fy � ¥	���§�r�7|}tbxC�¦sws%�}�rq5s�~�{$¢C¡7�\t$�7ª

�

ôûâ¯ßáàæä



����� ��������� 	� ��
�������� �� ��� ������  ���������� ��� ��8

Ó¾| � yly�µ:yz{�tw� ¶ yQ{�|}��¡f�§t���|}��sW{��}����yisut$�\twyz¡8tw¢��\tW��x8�7��q¨Ô�|H��¡f�§t���|}��s � �}��¡ � |�£ �W� |H��y � tuq � ����¡
� y�·��7yit�¢7y6{�|}��¡7�tw�§|H��s�|�£b«�¢7y�| � yzx �5|�£ ) 8 * º £©| � tw¢7y�{��Hs¤y5|}£%�7~7µdy � yU¡"��~�sl{�|}x8x6~7����{z�\t���|}��s�¥	�§t�¢
¶ � � �¦���7��yi��y � ��|f¡7s�+
� Ú � Ú ��¯�f� × � * "?$3$ � �%� Ù �¯�
	 � � � Ö � , � � � ��� �'�	����� � � � � � �  � � � ��� � ���&�  � � �  � � � 	� ��� ������

�� ��� � � ��� � � � � �  � � � � �����, � ��� � ������ � δb, ∆b

� ��� � � �  �%$ � �  �, 	��39 �� ��� � � �����"� ��� � �

∀n : δw ≤ twn+M − twn
∀p : δb ≤ tbp+M − tbp ≤ ∆b

∀m : trm+M − trm ≤ ∆r

® � �}°

� �

δw ≥ ∆b ��� � ⌊
δw

∆b

⌋
≥

∆r

δb

® �9� °

������ �
bxc
� ��� � ����� � � � � �!-� ��� �  ����� � ��

≤ x
� � � ���

(w .M b) . r
���- � � � $  �������	����

w
�

0 � ÚnÚ�� � '(� � sut º �7|�twy¾t�¢���t3{�|}��¡f�§t���|}�
δw ≥ ∆b

�§x8�7���§yUs3Ô�|H��¡f�§t���|}� � |}£ �W� |H��y � tuq � ª �ly�»rt º
⌊

δw

∆b

⌋ �H� ¶ yzsbtw¢7yixC���7��x����:�r~7x6�dy � |�£ntw��{$Àfs�|�£Gtw¢7yQ��~�s�{���|r{$ÀCtw¢��\t�s¤yz��� � �\twy[tu¥4|6s¤~�{�{�yUs�s�� ¶ y[¥ � �twyzs
®`s¤yzy8t�¢7y"� � |E|}£4|}£[«�¢7y�| � yzx �¨|�£,) 8 * £©| � t�¢�y�¡fy�t$������s6|�£�t�¢���s0� � �}~7x8y��Et�°�ª '%����������q º ⌊

∆r

δb

⌋ ��s�t�¢7y
x���»r��x����4�r~7x6�dy � |�£[tw��{$Àfs0|�£	tw¢7y"��~�s8{���|r{$À�tw¢��\t8s¤yz��� � �\twy¨tu¥4|Ês¤~�{�{�yUs�s�� ¶ y � yz�H¡7szª@«�¢r~�s º t�¢7y
s�yz{�|}��¡3{�|H��¡f�§t���|}�3|�£�® �9� °4�§x8�7����yzs	{�|H��¡f�§t���|}� � |�£ �&� |H��y � tuq � ª&«�¢7�¦s�� � | ¶ yzs�tw¢7y�{�| � |H�§�¦� � q}ª

�
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G
{z���3¢�� ¶ yi��|E|H��szª

Ô�|HxCx0~7�7�¦{���t���|}�
Ci → Cj

�¦s��rqÃs��}x8�7�§���7� º ¥	�§t�¢Ot�¢7y�£©|}���§|\¥	���7�Ê{$¢�� � �}{�twy � ��s¤t��¦{�s�®`�H°
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{���|f{$Àrs4£©| � t�¢7y�¡7�µ:y � y��Et[s¤�§t�yUs º �7|�t	|}�3tw¢7y^x8yzsws��}�}yzs�t � �}��su£©y ��� yz¡nª

®`{z° 6	yz�H¡7s
rj

� � y5t � �§�H�}y � yz¡"�rq"{��§|f{$À
κj

ª�«�|�{�|}�dy^¥	�tw¢¾~7��sw��x8�7���§��� º £ � |}x ¥ � �§t�y � � s[{��§|f{$À
κw

it�| � yz�}¡7y � � sQ{���|r{$À
κj

º yz�H{$¢Åx8yzsws��}�}y0¥ � �§t¤twy����Eq
wi

{�|Hx8yzsiyz½E~7���7�dyz¡@¥	�tw¢��}�@�}¡�¡f�tw�§|H�����
|}�7y�ÁK���t�s¤tw��x8�@t�¢���t6���§t�y � ����t�yUsQ�dy�tu¥4y�yz� ¶ �}�§~7yUs

0
�}��¡

1
ªC¬l�twy � ���\tw�§|H��s5���Êtw¢7y�x8yzsws��}�}yzs

� yU�}¡,�rq
rj

º £ � |Hx
0
tw|

1
����¡,£ � |Hx

1
tw|

0
º �§��¡f��{z�\twy6�8£ � yzs�¢ ¶ �}�§~�y}ªiÒltw¢7y � |f{z{�~ �w� yz��{�yUs	|�£

wi

� � y � yz��y�t��§t���|}��szªW«(|}�Hy�t�¢�y � ¥	�§t�¢,t�¢�y^�§|r|Hs�y^s¤qr��{$¢ � |H�7�§²U�\tw�§|H��� � |}�dy � tuqÊ®¯�E° º t�¢7�¦s	|}��y�Áæ�7�t
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H1
� tw¢7y � y	y�»f�¦sut$s&� � yz���f�r~7x0��y �

D > 0
s�~�{$¢Ct�¢���t º £©| � y ¶ y � q

k > 0
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� tw¢7y � y�y�»r�¦s¤twsi���Å���Et�y��Hy �
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k > M
º
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¸lqr��|}t�¢7yUs¤�¦s
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£©| �
t ∈ R+

+
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t =def (cx

t − cy
t )− min

s∈[0,t]
(cx

s − cy
s) = cx

st,t − cy
st,t
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s,t =def cx
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t ≤M
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Nx,y
¢��}s4s�y�t

T Nx,y |�£�¡7��t�yzs�|�£n|f{z{�~ � y���{�yzs º �}��¡¨s�yz½E~7yz��{�y[|}£ ¶ ����~7yzs
νNx,y

n

º £©| �
n = 1, 2, . . .

º ¥	¢7�¦{$¢�¥4yQs�¢������G¡fy��7|}t�yi�rq
Nx,y

n

º ¥	�§t�¢�t�¢7y5����~�s¤yi|�£(�7|�t$�\t���|}��� � |H��|Es¤yU¡
���3t�¢7y^�dy��H�§���7�§���C|}£bpfyz{�tw�§|H� �7ª§� ª&«�¢7��s[��yz�§�7��sw���¦¡ º �7|}t�y5t�¢��\t

T Nx,y

= T x ∪ T y.
® � �}°

«�¢�y�� º �§y�t
z
�dy�tw¢7y É |\¥³¥	�tw¢ ¶ ����~7yzs6�§��tw¢7y�s�y�t

{−1, 0, +1}
º s�~�{$¢�t�¢���t

T z = T x ∪ T y
º ����¡

¥	¢�|Hs�y ¶ ����~7y^�\t[�C�}� ¶ yz��|f{�{�~ � y���{�yi�¦s
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|f{�{�~ ��� yz¡"����|}�7y º ����¡
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νz ∈ {−1, 0, +1}
® �95 °

T z = T x ∪ T y
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x
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t
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y
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t
0
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Nx,y

1 , Nx,y
2 , . . .
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É |\¥

Nx,y
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Nx,y
0 = 0

º ����¡ º £©| � y ¶ y � q
n > 0

+

Nx,y
n = max

(
Nx,y

n−1 + zn , 0
) ® � ��°
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z
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z
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P(νz = −1, 0, +1) = α, β, γ

º ¥	¢7y � y
α + β + γ = 1

ª �b»f� � yzsws¤���7�8tw¢��\t � yz�H¡7s
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α > γ
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α > γ
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α − γ
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−η
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r when βr

r

w

�������	� κ

'%���}~ � y 5 + Í ����~�sut � ��t����7�8{���|r{$À � y��Hy��7y � ��t���|}� �&� |�t�|f{�|}� � ª&pry�y '%�§�H~ � y � £©| � � � ���7¢7�¦{��}��{�|}� ¶ yz�Htw�§|H��szª
�dy � £©| � x�s&{�|H��s���s¤t�yz�Ht4¡f|\¥	��sw��x8�7���§�7�^|}£Gt�¢7yQ�§���7~ft4¡��\tw� � yU�}¡8�\t � ��t�y
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º £©| �&� y�ÁKyzx8��sws¤��|}����t4� � �\twy

®¯��|Es�s����7�§qÅ¡7|\¥	��s��}x8�7�§yU¡,£ � |}x¨°
κ ↓ 2

ª�«�¢7y0£©~7��{�t���|}����y � £©| � x8yU¡¾�rq,t�¢7�¦si� � |}t�|f{�|H�(�¦sQt�|,¡f�¦s�{z� � ¡
� y����§�¦{���t�yzs º ¥	¢��§��yl� � |}�dy � ��q6y�x8�§t¤tw�§�7�6£ � yUs¤¢"¡7�\t$�^¥	�tw¢¨�7|���|Hswszª%«�¢7�¦s�� � |}t�|f{�|H�7�¦s&£©| � x�������²�yz¡8��y�»rtzª
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$ � � ����� ����� � � ������	
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� � ��� � �  � � � ��

r
��� � � � � ����

w
����� � � ��

r
���&� � � ����

w
�! � � � 	���� ���

κ
��� �

κw
�  ���-$������, 	���� � �

� � � ���
κw

�� � � � � ��� � � � � � � � ���!� $ ����� �� � �
κ ↓2

�  � � ���
κw ⊆ κ ↓2

� ��� � � � " �1 ��� � � �, � � �� � � � � �
�� �	� ����� ��$  � �($ � � #��� � ������� � ��� � ������������ � � 5%� �

r
����� 	���� ��� � � � � � � � � � � �  � � ����$��

∀n ≥ 0 : rn ∈ D × {0, 1}
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 � � �	����� � � �  ��	��� �
n
� � � �

n
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r
��,� � �� ��� ��� � �� � � � ��� � �"��� ���
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n

�
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C
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w
� �   � � � � ��$ � � ��� ����� �����, � � �	������ �����  � � ��� ���&� � ���� � ��� � �

 � $����, �, � � ���  � � ���
w

�� � � � � � ��$ � � � � � 
 ����� �� ��� � � 
 � � � � � �
#� ���, � �
r̂ .2 κw

� ��� �� �

r̂ = r when [βr 6= βr ◦ (Id − 1)]

� ~fµ:y � yz¡�Ô���p@{�|}x8x0~7�7�¦{��\tw�§|H�Ê�¦s^¡fy�·��7yz¡@�§�ÃpryU{�t���|}� � ª � �}��¡@|}�dy � �\t�| � 6
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s�y�t5|�£ � yU�}¡7s 6
r when βr 8 ����¡Ê¥ � �§t�yUs 6 w 8 º ��t¤tw�H{$¢7yz¡Åt�|3yz�H{$¢Ês¤�§t�y C
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rj

rj when βrj

wj

�������	� κj

wi

�������	� κi

'%���}~ � y6� +WÔ�|}x0�7�§���§�7�
Ci → Cj

{�|HxCx0~7�7�¦{���t���|}�3¥	�tw¢ÅÔ���|f{$À76	yz�}y���y � �\t���|}� �&� |�t�|f{�|}�G�\t
Cj

ª
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wi

�������	� κi
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rj when βrj

wj

'%���}~ � y�� +[Ô�|}x0�7���7�§���
Ci → Cj
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|}£

κi ↓2
|f{�{�~ � ��y�tu¥�yzy��"t�¢7y5· � s¤t	tu¥�|0t��¦{$Àfs�|�£

κj ↓2
ª
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£©| �

4
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w
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w
ª

�}��¡Êt�¢7y¨¥ � �§t�y �
w
®¯�§��x����Hy��Etw�E°Q� � yi�u|H�§�Et���q@¡7y��7�¦{�twyz¡ º ¥	�tw¢�t�¢7yz� � y�»f�H{�t � y��¦�\tw� ¶ y0�d|Hs��tw�§|H��s º ���

'%���}~ � y 8 ÁK�d|�t�t�|}x «�¢7�¦sl·��}~ � y0s�¢7|\¥[s[t�¢���tQtw¢7y É |r| � |}£bt�¢7yCx����}yz�Etw�¨sw�\£©y0²�|}��y�£©| �
w
�d|Hsws¤yUs�s�yzs

tw¢7y�£©|}����|\¥	�§�7�5� � |}�dy � tuq&+�s�¢7�£ûtw�§���^t�¢7�¦s É |r| � t�|5t�¢�y � ���}¢Et&�rq�|}��y�t��¦{$À6|�£dt�¢�y	x8�}�}yz�Ht$�5{���|r{$À6qE��y��¦¡7s
�0���§�7yitw¢��\t	s¤�§tws	��t�� ¶ y � tw��{z���G¡f�¦sut$����{�yis¤t � �¦{�t���q��¦� � �}y � t�¢����
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r
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� ���%Û ×ËÚ � 0 � Ú � Ú � Ú � � �æÚ �Å�Î�z�z�7�Å�
	%�2� Ö Û � Ö � Ù6Ú ��� Ú � ���©� Ö �7	%� ! � �<� �O� � ÚrÙ0Ö �z�"� Ö � � Ö �
���©� Ö � �l|\¥ º �}sws�~7x8y�tw¢��\t�¥�y	¢�� ¶ y	�is¤tw� � ÁÄs�¢����dyz¡0�7y�tu¥4| � À�|}£:s��twyzs

Ci, i ∈ I
¥	�§t�¢¨{�y��Et�y �

Ci∗

£©| �
s�|}x8y

i∗ ∈ I
ª �W�H{$¢Ås¤�§t�y

Ci, i 6= i∗
º �¦s[���¾�7�§Áæ¡7� � yz{�t���|}���}��{�|HxCx0~7�7�¦{���t���|}�,¥	�tw¢¾t�¢�y6{�yz�Htwy � |�£�t�¢7y

��y�tu¥4| � Àdª Í �C�H¡7¡f�§t���|}� º tw¢7y � y�� � y4�H¡7¡f�§t���|}���}�r¡7� � yz{�t%�7�§ÁÄ¡f� � yz{�t���|}���}�f{�|}x8x0~7�7�¦{��\tw�§|H��s
Ci ↔ Cj

º £©| �
s�|}x8y4����� � s

(i, j)
s�~�{$¢0t�¢���t

i, j 6= i∗
ª   y[�Hs�s�~7x8y�t�¢���t%tw¢7y[{�yz�Et�y � s��twy�¢��}sbs��§|\¥4yzs¤t%{��§|f{$À º tw¢��\tb�¦s º

£©| � yU�}{$¢
i 6= i∗

º
wi . ri∗

¢��}s&tuqE�dy  � � � º �`ª y}ª º {�|HxCx0~7�7�¦{���t���|}��s
Ci → Ci∗

� yz½E~7� � y	t � ��Ñ¨{[s¤¢����7���7� º
¥	¢�y � yz�}s�|H�7�d|Hs��twy[{�|}x8x0~7�7�¦{��\tw�§|H��sb¡f|H� � tUª   yl{z�����\t�tw�}{$¢Ctw|^yz�}{$¢�Ô���pC{�|}x8x6~7����{z�\t���|}�

wi .ri∗tu¥4|l¡f�¦��� � �}x�s�s�~�{$¢��}s(�§� '%�§�H~ � yUs 8 ®¯s�¢7|\¥	�§���	t�¢7y�y�»7�}{�t%{�|}�Et � |}���§yU¡5�7~fµ:y � �§y ¶ yz�¦°�����¡�����®¯s�¢7|\¥	�§���
tw¢7y¨sw�\£©y8²�|H�7yzs º £©| �

wi

�}��¡
ri∗

°�ª�pr~7�dy � �§x8�d|Hs��§���,t�¢7y�¡f�§µdy � yz�Et6s���£©yC²z|}�7yUsi£©| � yU�}{$¢
wi, i 6= i∗� y ¶ yz�}��s�t�¢�yQ£©|H�§��|\¥	���7� +

�}ª%'7| � yz�}{$¢3���§�7À
Ci → Ci∗

º t � ��Ñ¨{is�¢��}�7�§���Cx0~�s¤t[��y��}�7�7���§yU¡Gª
�fª%'7| � yz�H{$¢ � y ¶ y � s�y^�§���7À

Ci ← Ci∗

º t � �\Ñ¨{�s�¢����7���7�¨�¦s[��|�tQ��y�yz¡7yz¡Gªl«�¢�y � yz�}s�|}�,�¦s[tw¢��\tQt�¢7y
�§y ¶ yz�G|�£%t�¢7y^�7~7µdy � �}sws¤|f{�����t�yz¡¨t�|Ct�¢���s[{�|}x8x6~��7��{z�\tw�§|H�"¥	���§���7y ¶ y � y�»7{�yzyz¡

1
ª

� ª%'7| � yz�H{$¢Ï�§���7À
Ci → Cj

º ¥	¢7y � y
i, j 6= i∗

º t�¢7yÊtu¥�|Îs���£©yÅ²�|H�7yzs�| ¶ y � �¦��� �Eqa� ¶ y � t��¦{����
��x8|}~��Ht�sut � �¦{�tw�§qC� � yz��t�y � t�¢��}�

1
ªWÔ�|H��s¤yU½E~7y��Et���q º �7|0�H¡7¡f�§t���|}���}�7t � ��Ñ�{ls¤¢��}�7���7���¦s � yz½E~7� � yU¡

�rq"tw¢7yzs�yC����t�y � ���%{�|HxCx0~7�7�¦{���t���|}��sQs¤����{�y6t�¢7yz� � �Hs�s�|f{��¦�\t�yU¡,�7~fµ:y �Uº £©| � yz�}{$¢Å¡7� � yz{�t���|}� º ¥	���§�
�7y ¶ y � y�»f{�y�yU¡���y ¶ y��
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��t	�t$s	{�y��Etwy � ª�«(|0t�¢7�¦s	y���¡ º { � yz��t�y5���3y�»rt � � º ¡f~7x8x0q�s¤�§t�y

i0
º ��|�t	��yz�§|H�7�}���7�Ct�|

I
ª �W½E~7�§�¾s��twy

i0¥	�§t�¢3�6{��§|f{$À
κi0
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tu¥4|5{�|}��¡f�tw�§|H��s�� � y���|�t&{�|H�Ht � �H¡f�¦{�t�| � qHª%Ô � yz�\twy4�i�7�§ÁÄ¡f� � yz{�t���|}���}�H�����7À6�dy�tu¥4y�yz�

i0
����¡0y ¶ y � q

i ∈ I
ª

'%� � s¤t º ¥4y[{����¨�}�7�7��q6tw¢7yQ�}��| ¶ y[� � �}~7x8yz�HtW�}��¡8� � | ¶ y[pEt$�\t�yzx8y��Et � £©| � t�¢���s4��~7�Hx8y��Et�yU¡0��y�tu¥4| � Àdª
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Ci → Cj

|}£
G
º tw¢7y � y ¶ y � s�y6���§��À

Cj → Ci

º ���¦s�|
y�»f��s¤tws����

G
ª&¬Qs�s�~7x8y^�7|\¥Ët�¢7yi£©|}����|\¥	�§�7�0+
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G
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 �������� ��,� �����  � ���"� � � � � � � 
 ����� ��  � �� � � � � � � � �

0 � ÚnÚ�� � «�¢7y5t�¢7yz| � y�x¿�¦s	�8¡f� � yU{�tl{�|H��s�yz½E~7y���{�yi|�£%t�¢7y5£©|H�§��|\¥	�§���0��y�x8x�� +
" Ö � �Æ� � � � 

2 ≤ m ≤M
� ��� ��� �  � � � � � �

s
���&�

t
� � ��� �	�����

0 ≤ t− s ≤ τsafe
�

c
κj0

s,t − c
κjm

s,t ≤ m

0 � ÚnÚ�� � «�¢7y^� � |E|}£(�¦s�yz�Hs¤q º �Eq��§��¡7~�{�tw�§|H�3| ¶ y �
m
ª

�

  ¢7yz�
G
�¦sl�7|}tis¤t � |}�7�H�§q3{�|H�7�7yz{�t�yU¡ º ¥4y0�}�7�7��q3«�¢�y�| � y�x � tw|�yU�}{$¢Å{�|H�7�7yU{�t�yU¡¾{�|HxC�d|}��y��Etzª

«�¢�y0¡f�§µdy � yz�Eti{�|H�7�7yU{�t�yU¡Å{�|Hx8��|H�7y��Etwsi� � y���� � tw���}�§��q3| � ¡fy � yz¡¾�}��¡,£©| � x �¨{��Hs�{z�}¡fy0{�|}x8x0~7�7�¦{��\Á
tw�§|H� º £©| � ¥	¢7��{$¢��t���s�y���|}~7�H¢8t�|6¢�� ¶ yl{��§|f{$ÀfsW|}£�¡fyz{ � yU�}s��§���^�7|}x8�������d��y � ��|f¡7s º �H¡M�u~�s¤t�yz¡¨t�|0y���s�~ � y
tuqr�dy^¥ � �§t�yi£©| � {�|}x8x0~7�7�¦{��\tw�§|H��s4��y�tu¥�yzy��¾s�~�{�{�yzsws¤� ¶ y5{�|H�7�7yz{�t�yU¡"{�|}x8��|H�7y��Et$s�ª

��� � � ��"4. 1�"4" ����
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s���|}�nª Í £	¥�y��7yzyz¡�tw|Ê�}{z{�|}~��Ht^£©| � t � ����s¤x8�¦s�s��§|H�Ã¡fy��¦�Mq º t�¢7yz��t�¢7y"����t¤t�y � �¦s6s��§x8�7��q��}��s�| � ��yU¡Ê�rq
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�Hs�s�|f{��¦�\t�yU¡¨¥	�§t�¢3t�¢�y�¡f�µ:y � y��Et	t � �}�§�¦s�ªb«�¢7�¦s � y��¦�\t���|}�3�¦s�¥ � �§t¤twy��

b =

K⊎

k=1

b[k]

ôûâ¯ßáàæä



����� ��������� 	� ��
�������� �� ��� ������  ���������� ��� �@�

�}��¡8tw¢7y � � � �, $ � � �  � �8|H��y � ��t�| �
]
�¦s�{$¢�� � �}{�t�y � ��²�yz¡C�rqCt�¢7yQ£©|}����|\¥	�§�7�0yz½E~���t���|}��s � yz�H� � ¡f���7�6{�|}~7�fÁ

twy � s º ¡��\t�yUs º �}��¡ ¶ ����~7yzs�+

cb
t =

K∑

k=1

c
b[k]
t

®¯���U°

T b =
K⋃

k=1
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t = ν
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®¯� � °
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k∗(t) = arg max
k∈{1,...,K}
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«�¢7y � yz�H¡fy � �¦s � y�£©y �w� yU¡^t�| ) ��� * £©| � t�¢7y[{�|}x8�7��y�t�y	¡f�¦sw{�~�sws¤��|}�0|�£:�5Ô4¬ �	Áæ���}s�yz¡0�§x8�7��y�x8yz�Ht$�\tw�§|H�

|}£&���ÅÂf«	«%¬�x8|r¡7y�� º ����{���~�¡f���7��t�¢7y6¡7y�t�y � x8�����\tw�§|H�¾|�£�t�¢�y � y�x������7���7����|H~7��¡7s
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6[yzs�|}~ � {�yA6	yzs�y �w¶ �\tw�§|H�"�¦s[�C�}yz�7y � ���G{��¦�}sws�|�£bsw{$¢7yz¡f~��§���7�8��|H�§�¦{���yzs	t�¢���tl�����§|\¥[s�t�¢�y�¡fy�·����tw�§|H�¾|�£%�
¶ � � tw~����d{$¢������7y��d�����§|f{���t�yU¡Ct�|�yU�}{$¢�¥ � �twy � Á � yz�H¡fy � ���}� � ª	�W�}{$¢¨{$¢��}�7�7yz���¦s&�H~�� � ���Et�yzyz¡8�5t � �}��s¤x8�¦suÁ
s���|}� � ��t�y�{�| �w� yUs¤�d|}��¡7�§�7�C¥4| � sutl{z�}s�y�¡fy��¦�Mqfs4t�|¨yU�}{$¢,��y � ��|f¡f�¦{it � ����s�x8��sws¤��|}�3����sut$����{�y}ª 6	yzs�|}~ � {�y
� yzs�y �w¶ �\tw�§|H�,sw{$¢7yzxCyUsl� � y6�}��s�|�tuqr�7�¦{��}�§��q3{$¢�� � �}{�twy � �§²zyz¡3�rq3t�¢7y0��|Es�s��§���§���tuq,|}£&�}~�� � �}�Htwy�yz�§�7�8tw�§xCÁ
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���7�0� � |}t�yU{�t���|}�"��x8|}�7�6t�¢7y5¡f�§µdy � yz�Et4x8yzswsw���}yQsut � yU��x�s&tw¢��\t	s�¢�� � y	t�¢�yi��~�s º s�|�tw¢��\t	���¨y�»7{�yzsws�� ¶ y
������¡f¥	�¦¡rtw¢ � yz½E~7yzs¤t�£ � |}x �}�rqi|H�7y4|�£7tw¢7y�x ¡f|ryUs(��|�t��§x8���H{�t%t�¢7y�t���x8�§�7�5� � |}�dy � t���yzs�|�£7tw¢7y�|�tw¢7y � s�ª

6	yUs¤|H~ � {�y36	yUs¤y ��¶ ��t���|}�Å�}{z{�yUs�s	�d|}���¦{���yzsQ¢�� ¶ y^�dy�yz�ÊÀr�7|\¥	�,£©| � s¤|Hx8y^t���x8y6���Åt�¢�y6�7y�tu¥�| � Àr���7�
{�|}x8x6~��7�tuqHª 6	yz�§y ¶ ���EtQy�»f�}x8�7�§yUsl� � y^tw¢7y   yz�§�H¢Htwyz¡ '���� � � ~�y�~7���7�¨�d|}����{��§yUs º | �l  ' � ) � � * º ����¡
tw¢7y�� � s�~�{�{�yzsws¤| �0  ' � 2

) � * ª Í �Îtw¢7y¾� � |f{�yzsws�| � s�{$¢�yz¡f~7�����7�Ã¡f|}x������ º t�¢7y¾�d|Hsws��§�7��y,��|H�§�¦{���yzs�� � y
tw¢7y¨Ìiy��7y � �}�§��²�yU¡ �&� |f{�yUs�s�| � pr¢�� � ���7��) � 8 * º tw¢7y�Ô�|}��s¤tw�}�Et � ����¡f¥	��¡ft�¢Ãpry �w¶ y � ) � * ����¡Åtw¢7y � '��}� �
sw{$¢7yzxCyUs ) � * ª
¬l�§�G|}£�t�¢�y�x*� � yi{$¢�� � �}{�t�y � ��²�yz¡8�rq8tw¢7yi£©|}���§|\¥	���7�C�}y���y � ���d� � |H��y � tuq&+%yz�H{$¢�sut � yU��x �¦s��}sws¤���}�7yU¡

tw|�� ¶ � � t�~��}�7{$¢������7y��7¥	�§t�¢��5�7|Hx8�§���}��s�¢�� � y�|�£dt�¢7y � yzs�|}~ � {�yi®¯�7~�s&| � � � |r{�yzsws¤| � °����}��¡f¥	�¦¡rt�¢nªb«�¢7y
��x8�7��y�x8y��Etw��t���|}�¨|}£Gt�¢7y ¶ � � t�~�����{$¢����7�7yz�d�}��¡8tw¢7yQs�¢�� � ���7��|�£Gtw¢7y � yUs¤|H~ � {�y�t���x8yl�rqCt�¢7y5s�{$¢�yz¡f~7��y �
tuqr�7�¦{��}�§��qÎ{z���7��|�t¨� � | ¶ ��¡fyÅ� É ~7��¡Ë�����§|f{���t���|}�nª �W�}{$¢¼{$¢����7�7yz�[�¦s�������|\¥�yU¡Ætw|O¡fy ¶ �¦�\twy,£ � |Hx �§tws
��|}x8�§�����7s�¢�� � y��Eq6t�¢7y[¡7y�·��7�§t���|}�8|}£d¥4| � sut&{z�}s�y4��yz�H¡8����¡C�¦���it���x8yzs&��t&¥	¢7��{$¢0t�¢�yl�}{�t�~��}�7�}sws¤���}�7yU¡
������¡f¥	�¦¡rtw¢3x���tw{$¢7yUs4t�¢7y^�¦¡fyz�}�G|}�7yHª
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'(���}~ � y8�z� +b¬[���§|f{���t���|}�3�rq � yzs�|}~ � {�y � yUs¤y ��¶ �\tw�§|H� º �7|}x8�������ns�¢�� � y º �§yU�}¡3����¡3�¦���0t���xCyUs�ª
«�¢7y,s�¢�� � y¨�¦s6|}£ût�y��Î¡fy�·���yz¡O�Hs6� � yUs¤y ��¶ �\tw�§|H��£©| � �¾t � ����s¤x8�¦s�s��§|H��t���x8y

γ′[k]
�\t0yU�}{$¢�tw�§x8y

���Et�y ��¶ ���
t′[k]

£©| �[É |\¥
b[k]

ª[«�¢7y6¥4| � s¤tl{��}s�y���yz�H¡¾����¡,�¦����tw�§x8yUsl{��}�¾��y � yUs¤�dyz{�t�� ¶ yz�§q3��¡7y��Et��§·�yz¡
�rq

α[k]
����¡

β[k]
ª�«�¢���s�x8yz�}��s%t�¢��\t º sut$� � t����7�i£ � |Hx�t���x8y[� º ��t�t���xCy

nt′[k]
º t�¢7y É |\¥O�¦sb�}sws¤���}�7yU¡6�

t � �}��s�xC�¦sws¤��|}�6t���xCy	���Ct�¢7y � �����}y
[nγ′[k]−β[k], nγ′[k]+α[k]]

®¯s�y�y%'%�§�H~ � y �z� °�ªb«�¢7yzs�y��}~�� � �}�Htwy�yUs
{z���Æ�dy3t � ����s¤£©| � x8yz¡����Et�|@t�¢7y,¡fy��¦�Mq���|H~7��¡7s

δb
�}��¡

∆b
����¡Æt�¢7y � �\t�y"��|H~7��¡7s0tw¢��\t�x6~�sut8��y

�}�7�7���§yU¡¨tw|8t�¢7y ¶ y � �·d{��\tw�§|H��|}£�t�¢�y�Âf«	«(¬�{�|}��¡f�§t���|}��s�ª
6	yUs¤|H~ � {�y � yUs¤y ��¶ �\tw�§|H�Ås�{$¢�y�x8yzs5{��}�Ê�dy8�§x8�7��y�x8y��Etwyz¡��}si���\tw� ¶ y0� � |}t�|f{�|H��s º �7~ft����¦s¤|3|}�Êt�|H�

|}£(� � ��| � �tuq����Hs¤yU¡��d|}���¦{���yzs�®`�}s��¦s4t�¢7y�{z�}s�yQ£©| � t�¢7y6Ô � p"��|H�§�¦{�q º �§x8�7��y�x8yz�Htwyz¡3|}�3tw|}�3|�£WÔ4¬�� ���
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ÒQ��yi�H¡7¡f�§t���|}���}�G��|Es�s��§���§���tuq��¦s4t�¢�y^~�s¤yi|�£��C�7~�s��7�¦�\t�£©| � x´t�¢���tl�����§|\¥[s�|}�fÁæ���§�7y^�H¡7���ft$�\tw�§|H��|�£(t�¢7y
É |\¥ � y��¦�\t�� ¶ y � �\t�yUs

b[k]
º s�~7�f�uyU{�t	t�|Ctw¢7y�{��}���}{��tuq¨{�|}��s¤t � �����Et�|}£�tw¢7y^�7~�s�® ��� °�ª

¬	¡7�}�ftw��t���|}�8{��}�6�dy	~�s¤yU¡^tw|Qtw~7�7y�tw¢7y � ��t�y4|�£d{ � �§t��¦{��}� É |\¥[s
b[k]

���C| � ¡fy � t�|5�}¡\�u~�sutbtw|ltw¢7y � �\t�y
|}£ É |\¥

w[k]
ª¾Ô�| ��� yzs���|H��¡f���7�}��q º £©| � |�tw¢7y � t � ������s º �¦¡fy��Etw�·�yU¡Ã�}s�s�~7�f�uyU{�t^tw|¾��yUsut6y�µd| � t6s�y �w¶ ��{�y º

tw¢7y � �\t�y5|}£�t�¢�y�� �	É |\¥
b[k]

{z���3��y�¡fqr���}x8��{z�����§q�¡7yz{ � yz�Hs¤yU¡Gª
¬Ï�Hy��7y � �¦{	�}¡����ftw� ¶ y	��|H�§�¦{�q0~�s¤yUs�t�¢�y[x8yz{$¢��}�7��s�x�sb|�£�pryU{�tw�§|H� 5 ª§� ª�¬Qs�s�~7x8y	tw¢��\t&|H~ � Âf«	« �7~�s

�¦siyz½E~7���7�dyz¡@¥	�tw¢��3�7~fµ:y � |}£4{��}���}{��tuq
M
ªC«�¢����7ÀfsQt�| �&� |}�dy � tuq � º yz��s¤~ � ���7�"t�¢���tit � �}�§�

k
¢��}s

yz�7|}~��}¢¨�7~�sW���}��¡f¥	�¦¡rt�¢"��sW£©| � x������§²zyz¡��rq8y��7£©| � {����7�0¸lqE�d|�tw¢7yzs��¦s
H2

|�£(pryU{�tw�§|H� 5 ª�� º £©| � t�¢�yQ���}� �

(x, y) = (w[k], b[k])
®¯�}�r°

¬Qs�¡fy�t$�����§yU¡O���Ïpryz{�t���|}� 5 ª�� º tw¢7��s8�¦s��}{$¢��§y ¶ yz¡O�rq +�� /Ê{�|Hx8�7~ft����7� º |}�7ÁK���§��y º tw¢7y¾{�|H~7�Et�y �
Nx,y

n�Hs�s�|f{��¦�\twyz¡ ¶ �¦�0£©| � x6~7�¦�,® � � °�t�|Ct�¢7y^����� �
(x, y)

¡7y�·��7yU¡3�§�Ã® �}� ° º ����¡¾� /^�H~�� � ���Et�yz�§���6tw¢��\t

Nx,y
n ≤ M − 1

®©�r�}°
�}�§¥��MqfsW¢�|}�¦¡7s�ª �&� y ¶ y��Et����7�0£ � |Hx*� ¶ �§|H����t���|}��|}£4® �E� °4�¦s��}{$¢7��y ¶ yz¡¨�rq��}�§��|f{���t����7�C�8s��§|}t4|}£�tw¢7y^�7~�s
tw|Ct � �����

k
¥	¢7yz�"�§tws�¥ � �twy �

w[k]
�¦s4�Hs¤Àr���7�0£©| � �§tzª&«�¢7�¦s4��s��d|Hsws¤���7��y^�}s4�§|H�7�8�}s�t�¢7y�{�|}��¡7�tw�§|H�@® ��� °

� y��E� � ¡f���7��tw|�tw�}�G�7~fµ:y � {z�����H{��§tuq¨�¦s	s���t��¦su·�yU¡Gª
Í £l� � �}�Et����7�Å�}{z{�yzsws^tw|Åt � �}�§�

k
�§yU�}¡7s�t�|Êt�¢7y ¶ �§|H����t���|}�Ã|�£l{�|}��¡f�§t���|}� �E� º t�¢7yz�Î�}{z{�yUs�s5tw|@�}�§�

t � �}�§�¦s¨{z���7�7|}t¨��yÊ� � ���Et�yU¡Î�}��¡Ï{�|H� É �¦{�t¨x6~�sut��dy � yzs�|}� ¶ yU¡GªË«�¢7�¦s¨�¦s¨�}{$¢��§y ¶ yz¡ �rqO�dy � £©| � x8�§���
t � ��Ñ¨{0s�¢������§�7�"|}�Êt�¢7y � � �����, 	�� � � � � � �
#� � �  � � � � � � ���-��� � � � �"�3�dy � £©| � x8yz¡Å�rq,t � �}�§�

k
ª6Ó¾| � y

� � yU{��¦s¤yz�§q º s¤~7����|Es¤y5¥ � �twy �
w[k]

�¦s[�}s�Àr�§���0£©| � �}{z{�yzswszª&«�¢7y�� º �£�� � ���Et����7�8�}{z{�yzsws�x��Mq¨��yz�}¡"tw|8t�¢7y
¶ ��|}�¦�\tw�§|H�3|}£�{�|}��¡7�tw�§|H� �E� ����¡¾s�|}x8y5t � �������}��s�|¨�}s�Àfs�£©| � �H{�{�yzsws º tw¢7y��Å�H{�{�yzsws	��s � y�£©~�s¤yU¡3t�|8t � �}�§�
k
�}��¡Åtw¢7y�{�|}x8x6~7����{z�\t���|}��|�£4t�¢�y¨{�| �w� yzs���|H��¡f���7�3�H{�tw~����&¡7��tw�,�¦s^�d|Hs¤t��d|}�7yz¡nª Í ��s¤t�yz�H¡ º t � �}�§�

kyzx8�t$s[�8sutw~fÑ��7�8�7�tUª
�l|�t�y�t�¢���t º ���O{�|H�Ht � �Hsut^tw|Åtw¢7y¨t � ��Ñ�{�s¤¢��}�7���7�Å|�£ �&� |�tw|f{�|}� � º t�¢���s6t � �\Ñ¨{¨s�¢������§�7� º �}�§x8yU¡

��t�{�|}�Et � |H�§���§���3x0~7�§t����7�§y¨�H{�{�yzsws ºn� y��¦�\twyzsitw|,t�¢7y¨�}�7�7����{z�\t���|}���¦�Mq}y � ª�«�¢7y � y�£©| � y º �dy � £©| � xC���7�3t�¢���s
�}�7�7����{z�\tw�§|H�Î��y ¶ y���t � �\Ñ¨{,s�¢����7���7� � yz½E~7� � yUsCt�¢���t�t�¢7yÅ�}�7�7����{z�\t���|}� �¦�Mq}y � s�¢������[�dyÅ�}¡7�}�ft�� ¶ y º �rq
s�~7�7�d| � t����7��s�xC|r|}t�¢,¡fy�� � �H¡7�\tw�§|H�nª

� � +�'3�$# #(�6�����%+6." 4�
'���~7�§tltw|}��y � ����{�y�x8yz{$¢��}�7�¦s¤x�si� � y��7y�yU¡fyz¡Åt�|3�}¡7¡ � yzsws	tw¢7y0£©|}���§|\¥	���7��tuqr�dyzsQ|�£b£¯��~��t$sÄ�Ï�7|�twy6tw¢��\t
�¦sws¤~7yUs � yz����t�yU¡¨tw|8¡��\tw�8� � y5| � t�¢�|}�}|H������t�|8�¦s�s�~7yUs � yz����t�yz¡�t�|¨s�qr��{$¢ � |}�7��²z��t���|}���}��¡,{���|f{$Àrs�+

•
�1�   ��$ ����� � � �"�Å� � ��s��§���¨£ � |}x �dy � t�~ � ���\tw�§|H��slt�|"t�¢7y8�7~�szª �&� | ¶ ��s���|}�¾£©| � y ��� | � {�| ��� yz{�t����7�
{�|f¡fyUs	����¡3�}sws¤|f{�����t�yz¡�¡f~7y^| ¶ y � sw��x8�7�����7���¦s	�6· � s¤t�{����Hs�s��¦{����:x8yz�}��s�t�|8¢��}��¡f��yQtw¢7�¦s�.ftw¢7�¦s���s
�7|�t[s���yU{��§·�{Qt�|�Âf«	«%¬ �}��¡�tw¢r~�s�¥�y5¡f|8�7|}t	¡7��sw{�~�sws4�t	¢7y � yHª Í �3{�|}�Et � �}s¤t º �7~�s � yz¡7~7��¡7�}��{�q
�§�¾Âf«	«%¬�¡fyzs�y �w¶ yUs�s¤�dyz{��·�{^s¤t�~�¡fq}ª

• � 	����� � � �� � � � � �	��� ��� � ��� � � � �"����&¡f~7yCt�|,�"£¯�����§~ � yC|�£Wtw¢7�¦s5¥ � �§t�y � tw|"|H��yzq,t�¢7y8t � ��Ñ�{
s¤¢����7���7�C� � |}t�|f{�|H�`ª�«�¢7�¦s4¥	�§���:��y5¢��}��¡f��yz¡¨�rq8x8yz�}��s4|�£(� � � �"��%� ��� ��� � �Ê¡fyzsw{ � ����yU¡¨�¦�\t�y � ª
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�[|}t�y5t�¢��\t[tw¢7y�s��}x8yi� � |H�7�§yzx � � �¦s¤���7�0t�|¨� � yz�H¡fy ��� ���¦s¤yUs���|¨s¤�dyz{��·�{5� � |H�7�§yzx ®¯~7�7��yzsws�t�¢7y
¥ � �§t�y � |�£%t�¢7y�sw��x8y^s��twyi�¦s[�}��s�|C��µdyU{�twyz¡�°�ª

•
� ����� � ���� ���!�	����, � �,¡f~7y[t�|5t�¢�y	£¯�����§~ � y	|}£:�^s��twy	t�|�{�|}x8x6~��7��{z�\twy	� � |H��y � ��q�¥	�§t�¢8tw¢7y[|�tw¢7y �
s¤�§t�yUs�ªi¬lsQ¥�y0��� � yU�}¡fq,s��}��¡ º tw¢7y�t � ��Ñ�{6s¤¢��}�7���7��� � |�tw|f{�|}�({���~�s¤yUsls��§|\¥�¡f|\¥	�¾|}£bt�¢7y0y��Et�� � y
�7y�tu¥4| � À8t�|8tw¢7y�s��§|\¥4yzs¤t�{��§|f{$À&.rt�¢���s	���§|f{$Àfs4t�¢7y5yz�Htw� � y�s�qrs¤t�yzx¿�§£�s�|}x8y^s¤�§t�y5£¯�}�§�¦s	s��§��y��Etzª

Í ��£¯�}{�t º t�¢7y5sw��x8yl�Hy��7y � �¦{	twyz{$¢7�7�¦½E~7y5{�������yi~�s�yz¡�£©| � tw¢7y5���Hsut�tu¥�|C{��Hs¤yUs º t�¢7y � y�£©| � yl¥4yly�»f�}x8�§�7y
tw¢7�¦s�· � sutUª
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2"
Ô�|H~7�Et�y � ���Hs¤yU¡��H~�� � ¡f�¦����s%� � y��Q�}yz�7y � ��{�x8yz{$¢��}�7�¦s¤x t�¢��\t�tw�}À}yzs��H¡ ¶ ���Etw�}�}y&|}£�t�¢�y�tw�§x8y�Á`t � ���}�Hy � yz¡
���\t�~ � y5|�£bÂf«	« � � {$¢7�twyz{�t�~ � yzsu� ¶ y � q8x6~�{$¢3t�¢�y6s��}x8yi¥��Mq�tw¢��\tls¤t � ��{�tl«	«Ð� � {$¢��twyz{�tw~ � yzs�¡f|\�at�|
{�|}x8�dy���sw�\twyQ£©| � ~7��¡fyUs¤� � ���7��yl£©yU�\tw~ � yUs�|�£b±^��¢7�3�7y�tu¥�| � À8tuqr�dyzs�|�£�� � {$¢7�§t�yz{�t�~ � yzs � y��E� � ¡f�§���6£¯�}~7�t
tw|}��y � ����{�y}ª

� ~�sW| ¶ y � ��|H�}¡7�§�7�i{��}����y[� � y ¶ y��Etwyz¡0�EqCx8|}�7�§t�| � ���7�it�¢��\t&tw¢7y � �\t�y	|}£d¥ � �§t����7�6¡f|ryzs&�7|�t&y�»f{�y�yU¡
�6� � y�ÁÄs¤�dyz{��·�yU¡¨��y ¶ y��Kª�prqrx8x8y�t � �¦{��}�§��q º �7y�tu¥�| � À�s¤tw� �w¶ �\tw�§|H�¨¡f~7yit�|Cs¤�§t�yQ£¯�����§~ � y5{��}���dyQ� � y ¶ y��Et�yU¡
£ � |}x �rqÎx8|}���tw| � �§�7��tw¢��\t�t�¢7y�{���|r{$À � ��t�y¾|}£5y ¶ y � q s¤�§t�yÊ¡7|EyUs��7|}t¨£¯�����l�dy���|\¥ �Ã� � y�ÁÄs¤�dyz{��·�yU¡
tw¢ � yzs�¢7|}�¦¡Gª�«�¢E~�s6�d|�tw¢Îs�y �w¶ �¦{�yUs6� � y ¶ � � �¦�\tw�§|H��s�|}£	t�¢7y,sw��x8y��Hy��7y � �¦{�x8yz{$¢��}�7�¦s¤xÇ¥4y"¡fyUs�{ � ����y
��|\¥^ª

Ô�|H��s¤�¦¡fy � � É |\¥
e
£©| � ¥	¢7�¦{$¢"t�¢7y5£©|H�§��|\¥	�§���0� � ��| � ��|H~7��¡7s[� � y5� ¶ �������}�7��y º ¥	¢7y � y

d
����¡

D
� � y

tu¥4|�{�|H��sut$���Etws�s�~�{$¢"t�¢���t
0 < d < D <∞

+

∀k > 0 : d < tek − tek−1 < D
®©� 5 °

¢�|}�¦¡7s�ª   yl¥	�¦s¤¢�t�|C¡fy�twyz{�t�¥	¢7yz�¨t�¢�yQ�dy � �§|f¡�|}£
e
��|Es�s����7�§q�¡fy ¶ ����t�yzsW£ � |}x³t�¢7yUs¤yQ��|H~7��¡7szª&«(|�t�¢���s

yz��¡ º ¥4y^�}sws¤|f{�����t�yQt�|
e
�§tws�~7����y � /\�§|\¥4y � � � �� � � 

µ± º ¥	¢7|Es¤y5� � ��| � ��|H~7��¡7sl� � yis�y�tl�Hs4£©|}���§|\¥[s�+

∀k > 0 : D < tµ
+

k − tµ
+

k−1 < D′ ®¯�r��°

∀k > 0 : d′ < tµ
−

k − tµ
−

k−1 < d
®©�E�H°

Í ��tw¢7yzs�yC£©| � x6~7�¦�}s º
d
�}��¡

D
� � y8�}s5���a® � 5 ° º ����¡Êt�¢7y�|}t�¢7y � {�|H��sut$���Etws5� � y�s�y���yz{�twyz¡�s¤~�{$¢@tw¢��\t

D′ > D
º
d′ < d

º ����¡3t�¢7y6¡7�µ:y � y���{�yzs
D′ −D

����¡
d− d′ � � y^s�x8�}�§�(�§�Å�8¥��Mq"{�|}x8����t����7�§y^¥	�§t�¢twyz{$¢7��|}��|}�}q8{�|Esut$s�����¡"¡fy�twyz{�tw�§|H���7yzyz¡7szªWÔ�|}x0�7�§���§�7�3® � 5 °�����¡@® �r� °�s�¢7|\¥[sWt�¢���t º £©| � y ¶ y � q

t > 0
º

Nµ+,e
t ≤ 1

®©� 8H°
pf�§x8����� � ��q º Ô�|Hx6�7���7���7�¾® � 5 °�����¡�® �E� °�s�¢7|\¥[s�t�¢���t º £©| � y ¶ y � q

t > 0
º

Ne,µ−

t ≤ 1
®`�}�H°

«�¢r~�sQ¥4y0�7yzyz¡Åt�|,¡fy�twyz{�tit�¢�y0· � s¤tQ����s¤tw���Et5¥	¢7y � yC|}�7y0|�£&tw¢7yCtu¥�|3{�|}��¡f�tw�§|H��sC® �@8 °l| � ® ��� °l�}y�tws
¶ ��|}�¦�\twyz¡�����¡�tw¢7y��Ãyzx8�t8���Ã���¦� � x,ª¾Ô�|HxC��~ft����7�Å|H�fÁK�����7y8t�¢7yUs¤y¨tu¥�|Å{�|}~7�Et�y � s���s6��y � £©| � x8yz¡��rq
x8yU����s�|}£�t�¢�y^xCyU{$¢�������s�x¿|�£&pryU{�t���|}� 5 ª�� ª
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w
���

{�|}��s��¦¡fy � �\tw�§|H� º ����¡8t�¢7yQ�§|\¥4y � xC|H�7�§t�| �
µ−

w

�}sws¤|f{�����t�yz¡Ctw| É |\¥
w
�¦s�{�|}��s��¦¡fy � yz¡Gª   ¢7yz�����¨�}��� � x

�¦s[yzx8�t�t�yz¡ º tw¢7��slx8yz����s	t�¢��\tlyz�tw¢7y � t�¢7y0¥ � �§t�y � | � �t$sl�}sws�|r{�����t�yU¡"x8|H�7�tw| � �¦s	£¯�}~7�§tuq}ª �&� |�t�yU{�tw�§|H�
�¦s4y���s�~ � yz¡��rq¨s�¢r~ft¤tw�§�7�0t�¢���s4¥ � �twy � ¡f|\¥	���}��¡�¡f�¦sw{�|}���7yz{�t����7�6tw¢7y5�}sws¤|f{��¦�\twyz¡¨s��§t�yQ£ � |Hx´t�¢7y5Âf«	«
��y�tu¥4| � Àdª¼«�¢���s¨s��§t�y¾�¦s8t�¢7yz� � yzx8| ¶ yz¡Æ£ � |Hx � � �}�7¢

G
ª Í £^�}�7|�tw¢7y � s��§t�y¾�7yzyz¡7s¨¡��\tw��£ � |}x t�¢7y

� y�x8| ¶ yz¡�s��§t�y º �§tls��§x8�7��q � yz�H¡7s���{�|}��sut$���Et�¡7y�£¯��~��t ¶ ����~7yHª

�7�<� ���`�}�f��� Ú � � Ú � Ö � Ù0Ú ��� ���U�f� ! �f�
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µ+

w

�}sws�|r{�����t�yU¡¾t�| É |\¥
w
��s�{�|}��s��¦¡fy � yz¡Gª   ¢7yz�Ã�������¦� � x ��s^yzx8�t�t�yz¡ º t�¢���s^x8yU����sitw¢��\t�yz�tw¢7y �

tw¢7yC¥ � �§t�y � | � �§tws^�Hs�s�|f{��¦�\t�yU¡,x8|}�7�§t�| � �¦sQ£¯��~7�§tuq}ª �&� |�twyz{�t���|}�Ê�¦s5���E�����Åy���s�~ � yz¡¾�rqÅs�¢r~ft¤tw�§�7�"t�¢���s
¥ � �§t�y � ¡7|\¥	�,�}��¡3¡f��sw{�|H�7�7yU{�t����7�8tw¢7y��}sws¤|f{�����t�yz¡3s��twy5£ � |Hx t�¢7y0Âf«	«Ë�7y�tu¥�| � À:ª&«�¢7�¦s	s��twy���s4tw¢7y��
� y�x8| ¶ yz¡�£ � |Hx*� � ����¢

G
ª Í £W����|�t�¢�y � s��twy��7y�yU¡7sl¡��\tw�C£ � |}x t�¢�y � yzx8| ¶ yz¡3s��twy º �tQs���xC���§q � yU�}¡7s	�

{�|}��s¤tw�}�Et	¡7y�£¯��~��t ¶ ����~7yHª
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6[yz¡f~7��¡7����{�q¾{����@��yC�}� ¶ yz�¾t�|�t�¢7y8�7~�sl�rq¾� � | ¶ ��¡f���7���"���H{$ÀE~��¾£©| � �tUª�«�¢7�¦s � yz½E~7� � yUsl¢�� ¶ ���7���
	 � ����8t�|,¡fy�twyz{�t^¡fy ¶ �¦�\tw�§|H��si��y�tu¥�yzy��Êt�¢7y0tu¥�|"�7~�s�yzszª('7| � Âf«	«���~�s¤yUs º ¥4y6��y�yz¡Êt�|3�}{z{�|}~��HtQ£©| �
~���{�y � t$�����Htw�§yUs��§�8tw¢7y	tw�§x8���7��|�£dt�¢�yls¤~�{�{�yUs�s�� ¶ y � |H~7��¡7s&|�£dt�¢7y[��~�s�ª�«�¢7y � y�£©| � y º ¡f� � yz{�t4{�|}x8��� � �¦s�|}�
|}£�t � �}��s¤x8�§t¤twyz¡3¡7�\t$�0�rq�tw¢7yitu¥�|8�7~�s¤yUs	{������7|�t���y^~�s¤yU¡E� tw¢7�¦s�� � |H�7��y�x¿¢��Hs���yzy��,���3�§x8�d| � tw�}�Ht
£©|f{�~�s5|�£ ) �}� º �f� * ª�«�¢7y ¶ |}t�y � ¥4yC� � |H��|Es¤yC¢7y � yC¢��}situ¥4|3s¤tw�}�}yUs�ª Í �Êtw¢7y8· � sut�s¤tw���Hy º {��§|f{$Àfs5� � y
{�|}x8��� � yU¡Gª Í £lt�¢�y"tu¥4|@{��§|f{$ÀfsC��� � y�y º t�¢7yz�Otw¢7y,s¤yU{�|}��¡Os¤tw���Hy��¦s8�}{�tw� ¶ ��t�yz¡ º ¥	¢7�¦{$¢Î{�|H��s���s¤twsC���
{�|}x8��� � ���7�¨tw¢7y¨¡7��tw��t � ����s�x8�t�t�yz¡��rq,t�¢�y8tu¥�|3�7~�s�yzszª Í t��¦s5�d|Hsws¤���7��y6tw| � y���qÅ|H�Êtw¢7yC· � s¤t�sut$���Hy
�}�§|H�7y}ª   y�¡fy�t$�����:t�¢7y5tu¥4|�sut$���Hyzs4�7y�»rtUª

� � Ú ���Å�%��� Ö Û !�Ú � Ö � � «(|ix��}�§�Etw�}�§�Ctw¢7y[{���|f{$Àrs�|}£�tw¢7y	tu¥4|i��~�s¤yUs
b1
����¡

b2
¥	�tw¢7�§�8� � yzs��dyz{��§·�yU¡

�d|}~���¡7s º ¥�y0�7y�yU¡Åtw|3{�|}x8�7~ftwy6tw¢7y6tu¥4|"{�|}~7�Etwy � s
N12

t =def N b1,b2
t

����¡
N21

t =def N b2,b1
t

ª�«�¢7y
{��§|f{$À¨���}s�yz¡ ¶ |�twy � £©|}����|\¥[s º �rq¨~�s����7�Ct�¢7y�sw��x8yit � ��{$À"���H�}�§�3����¡,�}�H�����nª

� �f�U�Ï�%��� Ö Û !dÚ � Ö � � «�¢7y"¡7�\t$�,���}s�yz¡ ¶ |}t�y � ��s0�}{�tw� ¶ ��t�yz¡��Hs^�§|H�7�Å�}sitw¢7y�{��§|f{$ÀÊ���}s�yz¡ ¶ |}t�y �
¡7|EyUs��7|�t[yzx8�tl�}�3�}��� � x,ª Í t[{�|}��s¤�¦sut$s��§�,x8|}���tw| � �§�7�Ctw¢7y^¡f�µ:y � y���{�y

νt1
n − νt2

n

£©| � s¤~�{�{�yUs�s�� ¶ y
n ∈ N

º ¥	¢7y � y
ti = (w . bi) . r

º £©| �
i = 1, 2

º �}��¡"{�|}x8��� � ���7�8�t	tw|¨�C� � yUs¤�dyz{��·�yz¡
tw|}��y � ����{�yQ�d|}~���¡3|}� ¶ �}�§~�yzszª

��� / ��.3 ���'"�(����.
  y5� � yzs�y��Et�yU¡"�C{�|HxC� � yz¢7y���s�� ¶ y5¡fyzs��§�H� É |\¥Ï£ � |Hx £©~7��{�t���|}���}� � yU½E~7� � y�x8yz�Ht$s�t�|8�§x8�7��y�x8yz�Ht$�\tw�§|H�
|H�Î��¡f�¦sut � ���7~ftwyz¡ s¤qfs¤t�y�x {�|}��s��¦sutw�§�7��|�£ix6~7�§t����7��y �4Ô��ls��}��¡Æ���Et�y � {�|H�7�7yU{�t���|}��s6tw¢��\t8��y ¶ y � �}�}yUs
tw¢7yÅ{�|H��{�yz�ft¨|�£^Ân|r|Es¤yz�§qO«���x8yÅ« � ���}�}y � yU¡Î¬ � {$¢��twyz{�tw~ � y}ªË«(|Ã¡f|Æs¤| º ¥4y¾���Ht � |f¡f~�{�yz¡a��£©| � x����
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x8|f¡fyz�(|}£�{�|HxC��~ftw��t���|}�¾tw|"{��}�ft�~ � y6t�¢7y8{�|HxCx0~7�7�¦{���t���|}�Åx8yz{$¢����7�¦s¤x�sltuqr�7��{z���%|�£WÂf«	«%¬X�}��¡Å�}�
���Et�y � x8yz¡7����t�y¾�¦�Mq}y � |�£�����s¤t � �}{�t���|}�a{��}�§��yz¡ÏÂ�|E|Es¤yz�§q «��§x8yÊ« � �§�H�}y � yz¡ �[y�tu¥�| � À:ª «�¢7�¦s¨�¦�Mq}y � |}£
�}��s¤t � �}{�tw�§|H��{����8tw¢7y�����y[x��}�7��yU¡�|}�Etw|6� ¶ � � �§y�tuq6|}£:��x8�7��y�x8y��Etw��t���|}��� � {$¢��twyz{�tw~ � yzszª(«�¢7yl¡7yzs��§�H�
� � |f{�yUs�s5�¦s��H~�� � ���Etwy�yz¡Åt�|Å� � yUs¤y ��¶ yCs¤t � yz�}x s�y�x����Et��¦{�s��£[����� � |H� � ����t�y��}sws¤~�xC�7t���|}��s5¢7|H��¡nª3«�¢7y
��x8�7����{��t"�Hs�s�~7x8�ftw�§|H�Î¥4y¾¢�� ¶ y3x��}¡fy¾���at�¢���s������dy � �¦s8t�¢���t¨t�¢�y,£©~7��{�tw�§|H����� � yU½H~�� � y�x8y��Et$s�� � y
� y��¦�\twyz¡"t�|¨¡7��sw{ � y�twy�{�|}�Et � |H�G£©~7��{�t���|}��s[t�¢���tl�§��{���~�¡fy�� � |�twyz{�t���|}��®û£¯��~��tQt�|}��y � ����{�y º�¶ |�tw�§���E° º xC|f¡fy
{$¢����7�Hyzs º �}��¡3s¤|HxCy5y ¶ y��Et�t � ���}�}y � yU¡�s���¡7y5£©~7��{�tw�§|H��szª

ÒQ�dy��"� � |H�7��y�x�s�� � ylt�¢7yiy�Ñ¨{��§yz�Ht	�����7�§�¦{���t���|}�"|�£Gt�¢�y5Âf«	«%¬ � � {$¢7�twyz{�t�~ � y[tw|6��xC���§yzxCyz�Et	{�|}�fÁ
tw�§�r~7|H~�s[�}��¡,¢rqE� � �¦¡"£©~7��{�tw�§|H��sls�~�{$¢¾�}s[�§|\¥ �§y ¶ yz�(sw�\£©y�tuq3{ � �tw��{z���G£©yzyz¡f���}{$À"{�|}�Et � |}�G��|r|}��s º ¥	¢�|Hs�y
~���¡fy � ��qE���7�C¡fyzs��§�H�¨�¦s��dy � £©| � x8yz¡����}s�yz¡�|H�"{�|H�Et����E~�|}~�s&t���xCy5x8|f¡fy��¦szª�«�qr�7�¦{����dy�»7�}xC���§yUsW����{���~�¡fy
É �§�H¢Ht[{�|}�Et � |}�:|�£b��� � { � �\£ûtws4| � {�|}x0�7~�s¤t���|}�3{�|}�Et � |H�:£©| � y����}���7yzszª
�1� ���, � � � � � � � �
�- � � ��� � ���, � � ��� '7| � s¤~�{$¢@£©~7��{�t���|}��s º �"���\t�~ � �}�&Âf«	«(¬ ��x8�7��y�x8y��Etw��t���|}��¥�|H~7�¦¡
� yz½E~7� � y	t�¢���tWtw¢7yis�y���s¤| � ���7�7~ft	¡7�\t$���dyl�dy � �§|f¡f�¦{��}�§��q�s��}x8�7�§yU¡¨����¡¨{�|HxCx0~7�7�¦{���t�yz¡Ctw|6tw¢7y�� � �}sws¤|}Á
{�����t�yU¡¾{�|}x8�7~7t�y � £©|}����|\¥	�§�7�"Âf«	«Ðx8|f¡fyHªQ«�¢7y3®¯¡f�¦sut � ���7~ftwyz¡�°Q{�|Hx8�7~ft�y � sl�§x8�7��y�x8yz�HtQt�¢7y8¡fyUs¤� � yU¡
ÓÅ~7�tw� Í �7�7~7tlÓ¾~7�§t��%ÒQ~ftw�7~ftl{�|}�Et � |}�:�rq�{�|Hx8x6~7�7�¦{���t����7�8�}{�{�| � ¡f���7��tw|8t�¢7y^Âf«	«ÐxC|f¡fy^�}��¡"s�y���¡
tw¢7y�� � sw��x8�7��yz¡�{�|}�Et � |}� ¶ �}�§~�yzsbtw|�tw¢7yl�}{�t�~���t�| � s�£©|H�§��|\¥	���7�^t�¢�ylÂf«	«ax8|r¡7y}ªb«�¢7�¦s&�¦sW�5£¯�}� � �§qC����t�~fÁ
� ���:��x8�7�§yzx8y��Etw��t���|}�3¥	¢7y � y^s��}xC���§���7�8��s��dy � £©| � x8yz¡��§|f{��}�§��q��}��¡�����¡fyz��yz��¡fyz�Htw�§q º �\t�tw¢7y�¡f�§µdy � yz�Ht
s��§t�yzs�|�£4t�¢7y�¡7��s¤t � �§��~ft�yU¡Ã� � {$¢7�twyz{�t�~ � y}ª"Ô�|H��s¤�¦s¤t�y���{�qÊ|}£�tw¢7y¨¥	¢7|H�§y��¦s^yz��s¤~ � yU¡@�rqÊt�¢7y¨~���¡fy � ��qHÁ
���7�,{�|H�Htw�§�r~7|H~�slt���xCyC£©yzyz¡f���H{$ÀÅ{�|H�Ht � |H�%�}��¡Å�§twsi�7~��§�§t¤Áæ�§� � |}�7~�s¤t���yzswsl¥	�§t�¢ � yUs¤�dyz{�tQtw|¾s��}xC���§���7��ª
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