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Résumé

On introduit ici un algorithme de filtrage dédié au

problème de l’isomorphisme de sous-graphe consistant

à décider s’il existe une copie d’un graphe motif dans

un graphe cible. L’idée principale est d’étiqueter chaque

sommet en fonction de ses relations avec les autres som-

mets du graphe. Cet étiquetage peut être renforcé en

ajoutant des informations sur les étiquettes des som-

mets voisins de chaque sommet. Un tel renforcement

peut être effectué itérativement jusqu’à l’obtention d’un

point fixe. On définit un ordre partiel sur les étiquettes

afin d’exprimer leur compatibilité pour l’isomorphisme de

sous-graphe. Cet ordre partiel est utilisé pour filtrer les

domaines. Les résultats expérimentaux montrent que ce

filtrage permet de résoudre plus efficacement le problème

de l’isomorphisme de sous-graphe que des approches dé-

diées, pour des instances“scale free”.

1 Introduction

Les graphes sont utilisés dans de nombreuses ap-
plications pour représenter des objets structurés, e.g.,
des molécules, des images, ou des réseaux biologiques.
Dans beaucoup de ces applications, on recherche une
copie d’un graphe motif dans un graphe cible [3]. Ce
problème, appelé problème d’isomorphisme de sous-
graphe, est NP-complet dans le cas général.

Il existe des algorithmes dédiés à ce problème,
comme par exemple [18, 4]. Cependant, ces algo-
rithmes dédiés sont difficilement utilisables pour ré-
soudre des problèmes plus généraux, comportant des

contraintes supplémentaires, comme par exemple celui
introduit dans [20].

Une alternative élégante à ces approches dédiées ré-
side dans la Programmation Par Contraintes (PPC),
qui fournit un cadre générique pour la résolution
de n’importe quel problème formulé en termes de
contraintes. En effet, le problème d’isomorphisme de
sous-graphe peut être aisément formulé sous la forme
de contraintes [15, 16]. Afin de rendre la PPC compé-
titive avec les approches dédiées à ce problème, [11] a
introduit une contrainte globale, et un algorithme de
filtrage associé, combiné avec des contraintes globales
de différence. [20] a étendu ce travail au problème plus
général d’isomorphisme de sous-graphe approximé, et
a montré que la PPC est compétitive avec les ap-
proches dédiées. La contrainte globale de [11] est algo-
rithmiquement globale [2] : elle exploite un ensemble de
contraintes binaires (exprimant des contraintes d’ap-
pariement d’arêtes) de façon globale afin d’établir la
consistance d’arc plus efficacement ; cependant, elle
établit la même consistance que si l’on avait considéré
l’ensemble original de contraintes binaires.

Contribution. On introduit ici un nouvel algorithme
de filtrage pour le problème d’isomorphisme de sous-
graphe qui exploite la structure globale du graphe afin
d’établir une consistance partielle plus forte. Ce travail
est inspiré de la procédure de raffinement de partition
utilisée dans Nauty [12] et Saucy [5] pour le problème
d’automorphisme de graphes : l’idée est d’étiqueter
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chaque sommet par une propriété invariante, comme
par exemple le degré des sommets, et d’étendre itérati-
vement ces étiquettes en considérant les étiquettes des
sommets voisins. Un étiquetage similaire est également
utilisé dans [17] pour définir un algorithme de filtrage
pour le problème de l’isomorphisme de graphes, l’idée
étant de supprimer du domaine d’une variable asso-
ciée à un sommet v tout sommet ayant une étiquette
différente de celle de v. L’extension d’un tel filtrage
basé sur les étiquettes au problème d’isomorphisme de
sous-graphe nécessite la définition d’un ordre partiel
sur les étiquettes exprimant leur compatibilité pour le
problème de l’isomorphisme de sous-graphe, cet ordre
partiel étant alors utilisé pour supprimer du domaine
d’une variable associée à un sommet v tout sommet
ayant une étiquette non compatible avec celle de v.

Organisation de l’article. On présente en 2 le pro-
blème de l’isomorphisme de sous-graphe, et sa modé-
lisation en PPC. On décrit en 3 le cadre théorique de
notre filtrage : on introduit la notion d’étiquetage, et
on montre comment utiliser ces étiquetages pour filtrer
les domaines ; on montre ensuite comment renforcer
un étiquetage en ajoutant des informations sur les éti-
quettes des voisins, ce renforcement pouvant être itéré
jusqu’à l’obtention d’un point fixe. On discute ensuite
en 4 de la mise-en-œuvre de cet algorithme de filtrage,
et on propose deux algorithmes pour calculer efficace-
ment l’ordre partiel sur les étiquettes : un algorithme
exact et un algorithme approché, dont la complexité en
temps est inférieure. On donne ensuite en 5 quelques
résultats expérimentaux, montrant que cet algorithme
de filtrage est plus efficace que les algorithmes dédiés
pour les instances “scale free”.

2 Isomorphisme de sous-graphe

2.1 Définitions

Un graphe non orienté G = (S, A) est constitué d’un
ensemble S de sommets et d’un ensemble A ⊆ S × S

d’arêtes, où une arête (u, v) est une paire de sommets.
Un problème d’isomorphisme de sous-graphe partiel

entre un graphe motif Gm = (Sm, Am) et un graphe
cible Gc = (Sc, Ac) consiste à décider s’il existe une
injection f : Sm → Sc telle que

∀(u, v) ∈ Sm × Sm, (u, v) ∈ Am ⇒ (f(u), f(v)) ∈ Ac

Notons que l’on impose de retrouver toutes les arêtes
du graphe motif dans le graphe cible, mais qu’il est
possible que des arêtes du graphe cible ne se retrouvent
pas dans le graphe motif.

Dans un problème d’isomorphisme de sous-graphe
induit, on impose une équivalence stricte entre les

arêtes des sommets appariés, i.e., ∀(u, v) ∈ Sm ×
Sm, (u, v) ∈ Am ⇔ (f(u), f(v)) ∈ Ac.

Dans la suite de cet article, nous considérons le pro-
blème de l’isomorphisme de sous-graphe partiel, que
nous appellerons “problème d’isomorphisme de sous-
graphe” afin d’alléger la lecture. La fonction f sera
appelée fonction d’isomorphisme de sous-graphe.

Dans la suite, on supposera que l’instance du pro-
blème d’isomorphisme de sous-graphe à résoudre est
définie par le graphe motif Gm = (Sm, Am) et le
graphe cible Gc = (Sc, Ac). On définit également
S = Sm ∪ Sc, A = Am ∪ Ac, sm = #Sm, sc = #Sc,
dm et dc le degré maximal des graphes Gm et Gc, et
d = max(dm, dc). L’ensemble des nombres naturels est
dénoté par N.

2.2 Modélisation en PPC

Un problème d’isomorphisme de sous-graphe peut
être facilement formulé en termes de contraintes [15,
16, 11]. Une variable xu est associée à chaque som-
met u du graphe motif, son domaine étant l’ensemble
des sommets du graphe cible. Une première contrainte
globale de différence (Alldiff) [14] contraint la fonc-
tion d’isomorphisme à être injective. L’appariement
des arêtes est assuré par un ensemble de contraintes
binaires, appelées c2 dans [11] : ∀(u, v) ∈ Sm × Sm,

c2(xu, xv) ≡ ((u, v) ∈ Am ⇒ (xu, xv) ∈ Ac)

Afin de réduire la complexité en temps pour établir
la consistance d’arc sur cet ensemble de contraintes
binaires, [11] a introduit une contrainte globale. Cette
contrainte est algorithmiquement globale, dans le sens
où elle établit la même consistance que l’ensemble ori-
ginal de contraintes binaires, mais plus efficacement.
[11] a également proposé d’ajouter des contraintes re-
dondantes, appelées c3, pour contraindre le nombre
de sommets disponibles dans l’union des domaines des
voisins de xu dans le graphe cible à être supérieur ou
égal au nombre de voisins de u dans le graphe motif.

3 Cadre théorique

On introduit ici un nouvel algorithme de filtrage
pour l’isomorphisme de sous-graphe ; on montrera
dans la section suivante comment ce filtrage peut être
mis en œuvre en pratique.

3.1 Etiquetage consistant pour l’isomorphisme de

sous-graphe

Définition 1. Un étiquetage l est défini par un triplet
(L,�, α) tel que

– L est un ensemble d’étiquettes pouvant être asso-
ciées aux sommets ;
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– �⊆ L× L est un ordre partiel sur L ;
– α : S → L est une application affectant une éti-

quette α(v) à chaque sommet v.

Un étiquetage induit une relation de compatibilité
entre les sommets du graphe motif et ceux du graphe
cible.

Définition 2. L’ensemble des couples compatibles de
sommets induit par un étiquetage l = (L,�, α) est
défini par CCl = {(u, v) ⊆ Sm × Sc | α(u) � α(v)}

Cette relation de compatibilité peut être utilisée
pour filtrer les domaines de la façon suivante :

Filtre(l)
Pour chaque u ∈ Sm faire :

D(xu) ← D(xu) ∩ {v ∈ Sc | (u, v) ∈ CCl}

En supposant que la comparaison de deux étiquettes
se fasse en temps constant, la complexité de Filtre

est en O(sm.sc).

Notre but est de trouver un étiquetage qui filtre
le plus fortement possible les domaines des variables,
sans pour autant supprimer de solutions, i.e., si un
sommet v du graphe motif peut être apparié à un som-
met u du graphe cible, alors l’étiquette de v doit être
compatible avec celle de u. Cette propriété est appelée
consistance d’isomorphisme de sous-graphe.

Définition 3. Un étiquetage l est consistant pour
l’isomorphisme de sous-graphe (IS-consistant) ssi pour
toute fonction d’isomorphisme de sous-graphe f , on a :
∀v ∈ Sm, (v, f(v)) ∈ CCl.

Pour les problèmes d’isomorphisme et d’automor-
phisme de graphes, comme par exemple dans Nauty
[12], un tel étiquetage est appelé un “invariant”. Dans
ce cas, l’ordre partiel est remplacé par une relation
d’équivalence : deux sommets sont compatibles s’ils
ont la même étiquette.

De nombreuses propriétés des graphes, qui sont
“invariantes” pour l’isomorphisme de sous-graphe,
peuvent être utilisées pour définir des étiquetages IS-
consistants. Par exemple, les trois étiquetages suivants
sont IS-consistants :

– ldeg = (N,≤, deg) où deg est la fonction qui re-

tourne le degré des sommets ;
– ldistance = (N,≤, distancek) où distancek est la

fonction qui retourne le nombre de sommets qui
sont atteignables par un chemin de longueur infé-
rieure à k ;

– lclique = (N,≤, cliquek) où cliquek est la fonc-

tion qui retourne le nombre de cliques de taille k

contenant le sommet.

A

CB D E

F

G

Graphe cible G

1

2 3 4

5

6

Graphe motif Gm c

Fig. 1 – Instance du problème d’isomorphisme de
sous-graphe.

Exemple. Considérons par exemple l’instance de pro-
blème décrite dans la figure 1. Notons que cette ins-
tance n’a pas de solution car Gm ne peut être apparié
à un sous-graphe de Gc. La figure 2 décrit l’étiquetage
ldeg = (N,≤, deg) pour ces graphes.

3.2 Renforcement d’étiquetages

Nous proposons de commencer à partir d’un étique-
tage IS-consistant basique, comme par exemple l’éti-
quetage ldeg défini précédemment, et de le renforcer

itérativement. La “force” d’un étiquetage est définie
par rapport à l’ensemble des couples compatibles in-
duits.

Définition 4. Etant donnés deux étiquetages l et l′ :
- l′ est strictement plus fort que l ssi CCl′ ⊂ CCl,
- l′ est équivalent à l ssi CCl′ = CCl.

Un étiquetage plus fort permet un meilleur filtrage
puisqu’il contient moins de couples compatibles.

Pour renforcer un étiquetage, l’idée est d’étendre
l’étiquette de chaque sommet en ajoutant des infor-
mations sur les étiquettes de ses voisins. Comme plu-
sieurs voisins peuvent avoir une même étiquette, cette
information est un multi-ensemble. Nous utiliserons les
notations suivantes pour ces multi-ensembles.

Définition 5. Etant donné un ensemble de réfé-
rence A, un multi-ensemble est une fonction m :
A → N, telle que m(a) est la multiplicité (i.e., le
nombre d’occurrences) de l’élément a dans m. Le
multi-ensemble m peut également être représenté par
le “bag” {a0, . . . , a0, a1, . . .} où chaque élément est ré-
pété autant de fois que d’occurrences.

Par exemple, le multi-ensemble m contenant 3 oc-
currences de a, 2 occurrences de b et 1 occurrence de
c est défini par m(a)=3, m(b)=2, m(c)=1 et, ∀x 6∈
{a, b, c}, m(x)=0 ; ce multi-ensemble peut également
être représenté par {a, a, a, b, b, c}.
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L’étiquetage ldeg = (N,≤, deg) affecte les étiquettes suivantes aux sommets des graphes de la figure 1 :

deg(A) = deg(B) = deg(D) = deg(2) = deg(4) = 4
deg(C) = deg(E) = deg(F ) = deg(G) = deg(1) = deg(3) = 3

deg(5) = deg(6) = 2

Par conséquent, l’ensemble des couples compatibles induit par cet étiquetage est

CCldeg
= {(u, v) | u ∈ {2, 4}, v ∈ {A,B, D}}
∪ {(u, v) | u ∈ {1, 3, 5, 6}, v ∈ {A,B, C, D, E, F,G}}

Cet ensemble de couples compatibles permet à Filtre(ldeg) de supprimer les valeurs C, E, F et G des domaines

des variables associées aux sommets 2 et 4.

Fig. 2 – Etiquetage ldeg = (N,≤, deg) pour les sommets des graphes de la figure 1

Etant donné un ordre partiel défini sur un ensemble
A, on étend cet ordre partiel aux multi-ensembles dé-
finis sur A comme suit.

Définition 6. Etant donnés deux multi-ensembles m

et m′ définis sur un ensemble A, et un ordre partiel
�⊆ A×A, on définit m � m′ ssi il existe une injection
t : m→ m′ telle que ∀ai ∈ m, ai � t(ai).

Autrement dit, m � m′ ssi pour chaque occur-
rence d’élément de m il existe une occurrence d’élé-
ment différente de m′ qui est plus grande ou égale.
Par exemple, si on considère l’ordre classique sur N,
on a {3, 3, 4} � {2, 3, 5, 5}, tandis que {3, 3, 4} n’est
pas comparable avec {2, 5, 6}. Notons que la compa-
raison de deux multi-ensembles n’est pas triviale dans
le cas général, notamment si la relation d’ordre sur
l’ensemble de départ A n’est pas totale. Ce point est
abordé dans la section suivante.

Nous pouvons maintenant définir la procédure de
renforcement d’étiquetage.

Définition 7. Etant donné un étiquetage l = (L,�
, α), l’étiquetage renforcé de l est l’étiquetage l′ =
(L′,�′, α′) tel que :

– chaque étiquette de L
′ est composée d’une éti-

quette de L suivie d’un multi-ensemble d’éti-
quettes de L, i.e., L

′ = L · (L→ N) ;
– la fonction d’étiquetage α′ étend chaque étiquette

α(v) par le multi-ensemble des étiquettes des voi-
sins de v, i.e., α′(v) = α(v) ·m où ∀li ∈ L,
m(li) = #{u | (u, v) ∈ A ∧ α(u) = li} ;

– l’ordre partiel sur les étiquettes étendues de L
′ est

défini par l1 ·m1 �′ l2 ·m2 ssi l1 � l2 et m1 � m2.

Le théorème suivant montre que l’étiquetage ren-
forcé d’un étiquetage IS-consistant est également IS-
consistant et est plus fort que (ou équivalent à) l’éti-
quetage initial.

Théorème 1. Soient deux étiquetages l = (L,�, α)
et l′ = (L′,�′, α′) tels que l soit IS-consistant et l′ soit
l’étiquetage renforcé de l.
(i) l′ est aussi IS-consistant
(ii) l′ est plus fort que (ou équivalent à) l.

Preuve. (i) : Soient une fonction d’isomorphisme de
sous-graphe f et un sommet v ∈ Sm. Il s’agit de
montrer que α′(v) �′ α′(f(v)), autrement dit α(v) �
α(f(v)) et m � m′, où m (resp. m′) est le multi-
ensemble contenant les étiquettes des voisins de v

dans Gm (resp. des voisins de f(v) dans Gc). On a
α(v) � α(f(v)) car l est IS-consistant. On a m � m′

car m′ contient, pour chaque voisin u de v, l’éti-
quette α(f(u)) du sommet apparié à u par la fonc-
tion d’isomorphisme de sous-graphe f ; comme l est
IS-consistant, α(u) � α(f(u)) et donc m � m′.
(ii) : C’est une conséquence directe de la définition
7 qui étend l’ordre partiel aux étiquettes étendues :
α(u) � α(v) est une condition nécessaire pour avoir
α′(u) � α′(v). �

Exemple. Considérons de nouveau l’instance de la fi-
gure 1, et l’étiquetage ldeg défini en 3.1. L’étiquetage

renforcé de ldeg est décrit dans la figure 3.

3.3 Renforcement itératif d’étiquetages

L’idée est de renforcer itérativement les étiquettes,
en partant d’un étiquetage IS-consistant l donné.

Définition 8. Soit un étiquetage IS-consistant initial
l = (L,�, α). On définit la suite d’étiquetages IS-
consistants lk = (Lk,�k, αk) :

– l0 = l

– lk+1 = étiquetage renforcé de lk (k ≥ 0)
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L’étiquetage renforcé de ldeg est l’étiquetage l′ = (L′,�′, α′) décrit ci-dessous. Notons que l’on ne mentionne

que les relations de compatibilité li �′ lj pour lesquelles li est une étiquette du graphe motif et lj une étiquette
du graphe cible, les autres relations n’étant d’aucune utilité pour le filtrage.

α′(A) = 4 · {3, 3, 4, 4}
α′(B) = α′(D) = 4 · {3, 3, 3, 4}
α′(2) = α′(4) = 4 · {2, 2, 3, 3} �′ 4 · {3, 3, 4, 4} et 4 · {3, 3, 3, 4}

α′(C) = 3 · {4, 4, 4}
α′(E) = α′(F ) = α′(1) = α′(3) = 3 · {3, 4, 4} �′ 4 · {3, 3, 4, 4}, 3 · {4, 4, 4} et 3 · {3, 4, 4}

α′(G) = 3 · {3, 3, 4}
α′(5) = α′(6) = 2 · {4, 4} �′ 4 · {3, 3, 4, 4}, 3 · {4, 4, 4} et 3 · {3, 4, 4}

Ainsi, l’ensemble des couples compatibles induits par cet étiquetage est

CCl′ = {(u, v) | u ∈ {2, 4}, v ∈ {A,B, D}} ∪ {(u, v) | u ∈ {1, 3, 5, 6}, v ∈ {A,C, E, F}}

Cet ensemble de couples compatibles permet à Filtre(l′) de supprimer les valeurs B, D et G des domaines des
variables associées aux sommets 1, 3, 5 et 6.

Fig. 3 – Renforcement de l’étiquetage ldeg pour l’instance de la figure 1

Un filtrage théorique peut être imaginé à partir de
cette suite. Partant d’un étiquetage IS-consistant ini-
tial l = l0, on calcule itérativement lk+1 à partir
de lk, et on applique la procédure Filtre(lk+1) jus-
qu’à ce qu’un domaine devienne vide (indiquant ainsi
que l’instance n’a pas de solution), ou bien jusqu’à ce
qu’une condition d’arrêt soit vérifiée.

Une condition d’arrêt peut être l’atteinte d’un point
fixe, i.e., une itération à partir de laquelle les ré-
étiquetages suivants ne renforceront plus l’étiquetage.
On montre dans [22] que ce point fixe est atteint
lorsque à la fois l’ensemble des couples compatibles
induits et le nombre d’étiquettes différentes sont in-
changés par le ré-étiquetage. Ce point fixe est atteint
en au plus O(sm.sc) itérations.

Exemple. Considérons de nouveau l’instance de la
figure 1, et supposons que la suite d’étiquetages IS-
consistants est commencée à partir de l0 = ldeg comme

défini en 3.1. La figure 4 montre que le renforcement
itéré de cet étiquetage initial permet de détecter l’in-
consistance de cette instance en 2 itérations.

Notons cependant que pour d’autres instances, la
procédure de filtrage peut ne réduire aucun domaine.
C’est le cas en particulier si l’étiquetage initial est ldeg,

et si le degré maximal du graphe motif est inférieur ou
égal au degré minimal du graphe cible, ou plus généra-
lement, si l’étiquetage initial est tel que toute étiquette
associée à un sommet du graphe motif est inférieure ou
égale à toute étiquette associée à un sommet du graphe
cible. Dans ce cas, chaque sommet du graphe motif est
compatible avec tous les sommets du graphe cible de
sorte qu’aucun domaine n’est réduit.

3.4 Filtrage dans le contexte d’une recherche par

séparation et propagation

Nous introduisons ici différentes optimisations qui
peuvent être apportées dans le contexte d’une re-
cherche par séparation et propagation, quand une va-
leur est affectée à une variable à chaque étape de la
recherche.

Au départ, le domaine d’une variable xu (associée à
un sommet u du graphe motif) contient l’ensemble des
sommets du graphe cible, i.e., D(xu) = Sc. Si au cours
de la recherche un sommet du graphe cible n’appar-
tient à aucun domaine D(xu), alors ce sommet peut
être ignoré. Plus précisément, la cible à considérer est
le sous-graphe de Gc induit par les sommets apparais-
sant dans les domaines des variables xu.

Définition 9. A chaque étape de la recherche, le
graphe cible courant est le graphe G′

c = (S′
c, A

′
c) tel

que S′
c = ∪i∈Sm

D(xi) et A′
c = {(u, v) ∈ Ac | u, v ∈ S′

c}
Une première optimisation est faite lorsque les

graphes cibles courants issus de deux étapes succes-
sives de la recherche sont isomorphes : étant donné
que le graphe motif ne change pas, il n’est pas néces-
saire d’exécuter de nouveau l’algorithme de filtrage.
Notons que pour tester si le graphe cible courant n’a
pas changé, il suffit de tester si le nombre de sommets
a changé.

Une seconde optimisation est faite lorsqu’à une
étape de la recherche la plus grande étiquette du
graphe motif est inférieure ou égale à la plus petite
étiquette du graphe cible : dans ce cas, chaque som-
met du graphe motif a une étiquette compatible avec
les étiquettes de tous les sommets du graphe cible de
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Après la première itération, l’étiquetage renforcé de l’étiquetage l0 décrit dans la figure 3 est l’étiquetage l1 =
(L1,�1, α1) décrit ci-dessous (afin de faciliter la lecture, nous avons renommé les étiquettes).

α1(A) = 4 · {3, 3, 4, 4} renommé en m1

α1(B) = α1(D) = 4 · {3, 3, 3, 4} renommé en m2

α1(2) = α1(4) = 4 · {2, 2, 3, 3} renommé en m3 �1 {m1,m2}
α1(C) = 3 · {4, 4, 4} renommé en m4

α1(E) = α1(F ) = α1(1) = α1(3) = 3 · {3, 4, 4} renommé en m5 �1 {m1,m4,m5}
α1(G) = 3 · {3, 3, 4} renommé en m6

α1(5) = α1(6) = 2 · {4, 4} renommé en m7 �1 {m1,m4,m5}

L’étiquetage renforcé de l1 est l’étiquetage l2 = (L2,�2, α2) tel que

α2(A) = m1 · {m2,m2,m4,m5} renommé en n1

α2(B) = m2 · {m1,m4,m5,m6} renommé en n2

α2(C) = m4 · {m1,m2,m2} renommé en n3

α2(D) = m2 · {m1,m4,m5,m5} renommé en n4

α2(E) = m5 · {m1,m2,m6} renommé en n5

α2(F ) = m5 · {m2,m2,m6} renommé en n6

α2(G) = m6 · {m2,m5,m5} renommé en n7

α2(1) = α2(3) = m5 · {m3,m3,m5} renommé en n8 �2 {n1, n3}
α2(2) = α2(4) = m3 · {m5,m5,m7,m7} renommé en n9 �2 {n4}
α2(5) = α2(6) = m7 · {m3,m3} renommé en n10 �2 {n1, n3, n5, n6}

L’ensemble des couples compatibles induits par cet étiquetage est

CCl2 = {(2, D), (4, D), (1, A), (1, C), (3, A), (3, C)} ∪ {(u, v) | u ∈ {5, 6}, v ∈ {A,C, E, F}}

Cet ensemble de couples compatibles permet à Filtre(l2) de supprimer les valeurs A et B des domaines des
variables associées aux sommets 2 et 4. Par conséquent, les domaines de ces deux variables ne contiennent plus
qu’une seule valeur (D), et grâce à la contrainte globale alldiff, une inconsistance est détectée.

Fig. 4 – Suite d’étiquetages IS-consistants partant de l0 = ldeg = (N,≤, deg) pour l’instance de la figure 1.
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sorte qu’aucun domaine ne pourra être réduit.
Une troisième optimisation est faite lorsqu’au cours

de la recherche une variable associée à un sommet du
graphe motif est affectée à un sommet du graphe cible.
Dans ce cas, la procédure de renforcement d’étiquetage
est modifiée afin d’obliger les deux sommets à avoir la
même nouvelle étiquette (incompatible avec les autres
étiquettes) de la façon suivante :

Définition 10. Soit l = (L,�, α), un étiquetage IS-
consistant, et soit (u, v), un couple de sommets de
Sm × Sc tel que v ∈ xu. La propagation de xu = v

sur l est le nouvel étiquetage l′ = (L′,�′, α′) tel que
– L

′ = L ∪ {luv} où luv est une nouvelle étiquette
telle que luv 6∈ L ;

– �′=� ∪{(luv, luv)} de sorte que la nouvelle éti-
quette luv n’est comparable avec aucune autre éti-
quette à part elle-même ;

– α′(u)=α′(v)=luv et ∀w ∈ S \ {u, v}, α′(w)=α(w).
Cet étiquetage l′ est utilisé comme point de départ
d’une nouvelle suite de renforcements d’étiquetages.
Notons que cette propagation est faite à chaque fois
qu’un domaine est réduit à un singleton.

4 Mise-en-œuvre pratique

L’objectif de la procédure de filtrage est de calcu-
ler, à chaque itération k, l’ensemble CClk des couples
compatibles induits par l’étiquetage lk. Cet ensemble
ne peut que diminuer d’une itération à l’autre : si un
couple n’est pas compatible à l’itération k, alors il ne
le sera plus aux itérations suivantes. Ainsi, il s’agit de
déterminer à chaque itération k, pour chaque couple
(u, v) ∈ CClk−1 , si l’étiquette de u est compatible avec
l’étiquette de v, i.e., si αk(u) �k αk(v).

Le calcul de la fonction d’étiquetage αk à partir
de la fonction d’étiquetage αk−1 peut être fait en
temps linéaire par rapport au nombre d’arêtes des
deux graphes, sous réserve que les étiquettes soient
renommées à chaque itération (afin de permettre leur
comparaison en temps constant).

La calcul de l’ordre partiel �k est plus délicat. Nous
montrons en 4.1 comment le calculer de façon exacte
en O(sm ·sc ·d5/2). On montre ensuite en 4.2 comment
calculer un ordre induisant un filtrage plus faible, en
O(sc ·dm ·(sm +dc · log sc)). Ces deux algorithmes sont
comparés expérimentalement en 5.

4.1 Calcul exact de l’ordre partiel

Etant donnés l’ordre partiel �k−1 et l’ensemble de
couples compatibles CClk−1 calculés à l’itération k−1,
il s’agit de déterminer, pour chaque couple de sommets
(u, v) ∈ CClk−1 , si αk(u) �k αk(v). Notons mk

u et mk
v

les multi-ensembles contenant les étiquettes des voi-
sins des sommets u et v à l’itération k, de sorte que
αk(u) = αk−1(u).mk

u et αk(v) = αk−1(v).mk
v . Pour

déterminer si αk(u) �k αk(v), il suffit donc de dé-
terminer si mk

u �k mk
v , i.e., s’il existe pour chaque

occurrence d’élément de mk
u une occurrence d’élément

(distincte) dans mk
v qui soit supérieure ou égale selon

l’ordre partiel �k−1.

Propriété 1. Soit G = (S = (Su, Sv), A), le graphe
non orienté bipartie tel que Su (resp. Sv) associe un
sommet différent à chaque occurrence d’élément du
multi-ensemble mk

u (resp. mk
v), et A contient l’en-

semble des arêtes (i, j) telles que i �k−1 j. On a :
mk

u �k mk
v ssi il existe un appariement couvrant l’en-

semble de sommets Su dans le graphe bipartie G.
Hopcroft [10] propose un algorithme pour ce pro-

blème en O(dm.dc

√
dm + dc), c’est-à-dire O(d5/2).

Ce calcul devant être effectué pour chaque couple
d’étiquettes (αk(u), αk(v)) tel que (u, v) ∈ CClk−1 , et
le nombre d’étiquettes différentes pour chaque graphe
étant borné par son nombre de sommets, le calcul de
�k à partir de �k−1 est en O(sm.sc.d

5/2).

4.2 Transformation de l’ordre partiel en un ordre

total

Le calcul de l’ordre partiel �k est simplifié lorsque la
relation d’ordre �k−1 de l’itération précédente est un
ordre total : dans ce cas, il suffit de parcourir le multi-
ensemble mk

u, de son plus petit élément à son plus
grand élément, en cherchant à chaque fois le plus petit
élément du multi-ensemble mk

v qui soit compatible et
qui n’ait pas encore été apparié à un élément de mk

u.
Chaque multi-ensemble comportant O(d) occurrences
d’éléments, et le nombre d’étiquettes étant sm + sc,
le tri de tous les multi-ensembles est en O((sm + sc) ·
d · log d). Il faut ensuite comparer O(sm · sc) paires
d’étiquettes, et chaque comparaison est en O(d) (les
multi-ensembles étant triés). Par conséquent, lorsque
�k−1 est une relation d’ordre totale, le calcul de �k

est en O(sm.sc.d).
On montre maintenant que lorsque �k−1 n’est pas

un ordre total, on peut l’étendre en un ordre total1, et
utiliser cet ordre total pour calculer un sur-ensemble
de l’ensemble CClk des couples compatibles induits
par l’étiquetage lk. Ce sur-ensemble, calculé plus effi-
cacement que l’ensemble exact, induira cependant un
filtrage moins fort.

La définition suivante donne une condition simple
sur l’ordre total nous assurant sa validité par rapport
à l’ordre partiel.

1Les nouvelles étiquettes introduites pour propager une af-
fectation (cf définition 10) sont exclues du calcul de l’ordre total
car elles ne sont compatibles avec aucune autre étiquette.
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Définition 11. Soit un étiquetage l = (L,�, α). Un
ordre total valide pour l est un ordre total ≤ sur L tel
que ∀u ∈ Sm, v ∈ Sc : α(u) � α(v)⇒ α(u) ≤ α(v)

On étend l’ordre ≤ aux multi-ensembles, de façon
similaire à ce qui est fait pour les ordres partiels dans
la définition 6, i.e., m ≤ m′ ssi il existe une injec-
tion t : m → m′ telle que ∀ai ∈ m, ai ≤ t(ai). Ainsi,
nous avons m � m′ ⇒ m ≤ m′. Notons cependant
que cette extension de ≤ aux multi-ensembles n’induit
qu’un ordre partiel sur les multi-ensembles, certains
multi-ensembles pouvant être non comparables.

On peut alors définir une nouvelle procédure de ren-
forcement d’étiquetage basée sur un ordre total valide.

Définition 12. Soient l = (L,�, α), un étiquetage, et
≤, un ordre total valide pour l. Le renforcement de l

basé sur ≤ est l’étiquetage l′≤ = (L′,�′
≤, α′) où

– L
′ et α′ sont définis comme pour l’étiquetage ren-

forcé de l (cf définition 7) ;
– la relation d’ordre �′

≤⊆ L
′ × L

′ est définie par :

l1 ·m1 �′
≤ l2 ·m2 ssi l1 � l2 ∧m1 ≤ m2

Le théorème suivant montre que l’étiquetage ren-
forcé l′≤ basé sur l’ordre total ≤ peut être utilisé dans
notre procédure d’étiquetage itératif, et permet plus
(ou autant) de filtrage que l. Cependant, ce filtrage
peut être moins bon que celui obtenu avec l’étiquetage
renforcé basé sur l’ordre partiel � : de fait, l’ordre total
induit plus de couples compatibles que l’ordre partiel.

Théorème 3. Soient l = (L,�, α), l′ = (L′,�′, α′) et
l′≤ = (L′,�′

≤, α′), trois étiquetages tels que l′ soit l’éti-
quetage renforcé de l et l′≤ soit l’étiquetage renforcé de
l basé sur un ordre total valide ≤.

Si l est IS-consistant, alors (i) l′≤ est IS-consistant,
(ii) l′≤ est plus fort que (ou égal à) l, et (iii) l′ est plus
fort que (ou égal à) l′≤.

Preuve. (ii) et (iii) : Pour l’étiquetage l′, on a l1 ·
m1 �′ l2 ·m2 ssi l1 � l2 ∧m1 � m2. Etant donné que
≤ est un ordre total valide pour l, on a m � m′ ⇒
m ≤ m′. Par conséquent CCl′ ⊆ CCl′

≤
⊆ CCl.

(i) est une conséquence directe de (ii), étant donné que
l′ est IS-consistant (propriété (i) du Théorème 1). �

Différents ordres totaux valides peuvent être déri-
vés à partir d’un ordre partiel, permettant des fil-
trages plus ou moins forts : le filtrage est d’autant plus
fort que l’ordre total introduit le moins de nouveaux
couples de sommets compatibles. Dans le cas particu-
lier où tous les sommets ont des étiquettes différentes,
cela revient à chercher l’ordre total introduisant le
moins de nouveaux couples d’étiquettes compatibles.
Malheureusement, le problème consistant à chercher

l’ordre total valide minimisant le nombre de nouveaux
couples d’étiquettes compatibles est NP-difficile.

Théorème 4. Le problème de la recherche d’un ordre
total valide introduisant au plus k nouveaux couples
d’étiquettes compatibles est NP-complet.

Preuve. On montre que le problème de la recherche
d’un “Feedback Arc Set” dans une orientation d’un
graphe bipartie complet (FAS), qui est NP-complet
[8, 9], se ramène à notre problème. Etant donnée
une orientation d’un graphe complet bipartie G =
(S = (S1, S2), A) tel que pour tout couple de sommets
(u1, u2) ∈ S1×S2, soit (u1, u2) ∈ A, soit (u2, u1) ∈ A,
le problème FAS consiste à décider s’il est possible
de rendre G acyclique en supprimant au plus k arcs.
Pour résoudre une instance de ce problème, on peut
définir l’ordre partiel �⊆ S1 × S2 tel que u1 � u2

ssi (u1, u2) ∈ A. Il s’agit alors de décider s’il existe
un ordre total ≤ valide pour � qui introduit au plus k

nouveaux couples compatibles (u1, u2) ∈ S1×S2 pour
lesquels u1 ≤ u2 mais u1 6� u2. �

Algorithme heuristique pour calculer un ordre total

valide. Nous proposons maintenant un algorithme
heuristique visant à construire un ordre total intro-
duisant peu de nouveaux couples de sommets compa-
tibles (sans garantie d’optimalité). Notons Lm (resp.
Lc) l’ensemble des étiquettes associées à des sommets
du graphe motif Gm (resp. cible Gc). Nous suppo-
serons que Lm ∩ Lc = ∅ sans perte de généralité2.
L’idée est alors de séquencer l’ensemble des étiquettes
de Lm∪Lc, définissant de la sorte un ordre total entre
ces étiquettes, selon le principe glouton suivant : par-
tant d’une séquence vide, on ajoute itérativement une
ou plusieurs nouvelles étiquettes en fin de séquence, et
on les supprime des ensembles Lm et Lc, jusqu’à ce
que Lm ∪ Lc = ∅.

Pour choisir les étiquettes ajoutées dans la séquence
à chaque itération, notre heuristique se base sur le fait
que les nouveaux couples de sommets compatibles sont
introduits par des nouveaux couples d’étiquettes com-
patibles (em, ec) tels que em ∈ Lm et ec ∈ Lc. Par
conséquent, l’objectif est de séquencer le plus tard pos-
sible les étiquettes de Lm. Pour cela, on commence
par chercher l’ensemble des étiquettes ec ∈ Lc qui mi-
nimisent le nombre d’étiquettes em ∈ Lm pour les-
quelles em � ec. Dans le cas où cet ensemble comporte
plusieurs étiquettes, on choisit alors une étiquette ec

qui minimise le nombre moyen d’étiquettes e′c ∈ Lc

2Si une étiquette e appartient à la fois à Lm et à Lc, alors il
est toujours possible de renommer e en e

′ dans Lc (où e
′ est une

nouvelle étiquette), et d’ajouter l’ensemble des relations e
′′ � e

′

pour chaque étiquette e
′′ ∈ Lm telle que e

′′ � e.
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telles que em � e′c, pour chaque étiquette em ∈ Lm

telle que em � ec. On introduit alors dans la sé-
quence l’étiquette ec précédée de l’ensemble des éti-
quettes em ∈ Lm pour lesquelles em � ec.

La complexité en temps de cet algorithme heuris-
tique est en O(sc · log sc · dm · dc) ; il doit être exécuté
à chaque itération. Une fois l’ordre total ≤ déterminé,
il faut encore calculer �k

≤, ce qui peut être fait en
O(sm.sc.d). Ainsi, chaque renforcement d’étiquetage
basé sur un ordre total a une complexité en temps en
O(sc.d.(sm + dc · log sc)).

5 Résultats expérimentaux

L’objectif des premières expérimentations rappor-
tées ici est d’apporter des éléments de réponse aux
questions suivantes :

– Pour quelles familles de graphes notre algorithme
de filtrage donne-t’il de meilleurs résultats que
les approches existantes pour l’isomorphisme de
sous-graphe ?

– Quelles sont les performances du renforcement ap-
proché basé sur l’ordre total, par rapport au ren-
forcement exact basé sur l’ordre partiel ?

– Quel est le nombre optimal d’itérations pour ob-
tenir un bon équilibre entre la force du filtrage et
son temps d’exécution ?

Approches considérées. Pour résoudre le problème
d’isomorphisme de sous-graphe à l’aide de la PPC, on
peut considérer différentes modélisations et différents
niveaux de consistance.

– On note “c2+AllDiff” la formulation PPC basée
sur un ensemble de contraintes c2 telles que défi-
nies en 2.2 et une contrainte globale AllDiff.

– On note “c2+AllDiff+c3” la formulation PPC
ajoutant en plus la contrainte redondante c3 de
[11] (cf 2.2).

Pour ces deux formulations, on peut considérer deux
niveaux de propagation :

– on note“FC” l’approche basée sur une simple pro-
pagation des contraintes par forward checking ;

– on note“AC”l’approche filtrant les domaines pour
établir la consistance d’arc, en considérant pour
cela l’algorithme proposé dans [11].

On compare également des filtrages basés sur diffé-
rents étiquetages. On considère tout d’abord l’étique-
tage l0 = ldeg tel que défini en 3.1. On considère en-
suite différents étiquetages renforcés lk, obtenus après
k itérations de la procédure de renforcement, et on
note l∞ l’étiquetage obtenu au point fixe. On consi-
dère enfin différents étiquetages lk≤ obtenus après k

itérations de la procédure de renforcement basée sur
un ordre total, induisant un filtrage moins fort que lk.

Notons cependant que pour k = 1, l1 = l1≤ puisque la

relation d’ordre dans l0 = ldeg est totale. Pour chacun
de ces étiquetages différents, on combine le filtrage tel
que défini par la procédure Filtre avec une propaga-
tion par forward checking sur le modèle “c2+AllDiff”.

Tous les modèles PPC comparés ici ont été im-
plémentés en Gecode (http ://www.gecode.org), en
utilisant CP(Graph) et CP(Map) [7] [6]. CP(Graph)
introduit des variables de type “graphe” tandis que
CP(Map) introduit des variables de type “fonction”.
L’implémentation est en C++.

Nous avons par ailleurs comparé ces différentes ap-
proches PPC avec vflib, une implémentation en C++
d’un algorithme de l’état de l’art dédié au problème
d’isomorphisme de sous-graphe [4].

Instances considérées. Nous avons considéré des ins-
tances générées aléatoirement afin de pouvoir observer
le passage à l’échelle des algorithmes comparés, ainsi
que la sensibilité de leurs performances à différentes ca-
ractéristiques. On regroupe sous l’appellation SIP-n-

dmin-dmax-λ-ps-pa un ensemble de 20 instances gé-
nérées de la façon suivante.

– On génère un graphe cible non orienté connexe
comportant n sommets en utilisant l’algorithme
de [19]. Les degrés des sommets, bornés entre dmin

et dmax, sont générés selon une loi de distribution
exponentielle P (x = k) = k(−λ) : cette distribu-
tion correspond aux réseaux “scale-free”, qui mo-
délisent en pratique un grand nombre de réseaux
réels, e.g., les réseaux sociaux, les réseaux d’inter-
action ou les réseaux neuronaux [1].

– Un graphe motif connexe est extrait à partir du
graphe cible en sélectionnant aléatoirement un
pourcentage ps de sommets, puis un pourcentage
pa d’arêtes entre les couples de sommets sélection-
nés.

Les graphes motifs étant des sous-graphes partiels des
graphes cibles, ces instances sont toutes satisfiables.

Nous avons également généré des instances non sa-
tisfiables, dénotées par SIP-n-dmin-dmax-λ-ps-(pa +
p′a), selon le principe précédent, mais en ajoutant dans
le graphe motif un pourcentage p′a de nouvelles arêtes
entre les couples de sommets sélectionnés. Notons que
si rien ne garantit que des instances générées de la
sorte n’admettent pas de solution, toutes les instances
de notre jeu d’essai se sont avérées insatisfiables.

Enfin, nous avons aussi considéré une classe d’ins-
tances orientées : le graphe cible est orienté en choisis-
sant pour chaque arête une orientation de façon équi-
probable ; le graphe motif orienté est extrait comme
dans le cas non orienté. La procédure de renforcement
d’étiquetage est adaptée au cas des graphes orientés en
étendant l’étiquetage par deux multi-ensembles conte-
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vflib c2+AllDiff c2+AllDiff+c3 l∗+FC(c2+AllDiff) l∗≤+FC(c2+AllDiff)
FC AC FC AC l0 l1 l2 l2≤ l4≤ l8≤ l∞≤

SIP-200 35% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 55% 100%
5-8-2.5 251.43 57.05 38.66 26.89 22.28 2.17 0.61 23.38 1.27 1.87 3.19 321.91
90-90 - 165239 19 67 0 440 14 0 13 0 0 0

SIP-600 0% 0% 0% 0% 0% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 0%
5-8-2.5 - - - - - 61.35 5.63 144.22 24.50 28.66 59.64 -
90-90 - - - - - 1314 8 0 3 0 0 -

SIP-1000 0% 0% 0% 0% 0% 45% 100% 45% 100% 100% 100% 0%
5-8-2.5 - - - - - 439.19 26.26 495.84 101.84 110,36 227,81 -
90-90 - - - - - 1750 13 0 2 0 0 -

SIPdir-600 100% 100% 100% 5% 0% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 0%
5-8-2.5 0.84 7.89 81.70 542.72 0.00 0.71 2.58 99.64 7.49 24.67 56.32 -
90-90 - 2402 0 0 0 2 0 0 0 0 0 -

Fig. 5 – Résultats sur des instances pour lesquelles le nombre n de sommets du graphe cible varie entre 200 et
1000 (avec dmin=5, dmax=8, λ=2.5 et ps=pa=90%). Les trois premières classes d’instances sont non orientées ;
la quatrième est orientée. Pour chaque classe d’instances, on donne le pourcentage d’instances résolues en moins
de 600s, le temps d’exécution moyen et le nombre de feuilles échec dans l’arbre de recherche pour les instances
résolues.

nant respectivement les étiquettes des prédécesseurs et
des successeurs.

Résultats détaillés. Chaque exécution consiste à re-
chercher toutes les solutions d’une instance. Toutes les
exécutions ont été faites sur un Intel Xeon 3,06 Ghz
avec 2Go de RAM, et ont été limitées à 600 secondes
de temps CPU.

Nous avons comparé les résultats obtenus sur des
instances générées avec différentes valeurs du para-
mètre λ (variant entre 1 et 5), afin de varier la distribu-
tion des degrés du graphe cible, et nous avons remar-
qué que les résultats étaient similaires pour toutes les
valeurs de λ considérées, indiquant que les approches
comparées ne sont pas sensibles à ce paramètre. Dans
les figures 5 et 6, nous rapportons les résultats obtenus
avec λ = 2.5.

Nous avons comparé les résultats obtenus avec dif-
férentes valeurs pour le degré minimum, dmin, et dif-
férentes valeurs du paramètre ps contrôlant le nombre
de sommets du graphe motif par rapport au graphe
cible. Nous avons constaté que lorsque dmin ≤ 4 ou
lorsque ps ≤ 70% les instances sont “faciles” et sont
donc mieux résolues par des filtrages élémentaires, tels
qu’un simple forward checking sans la contrainte c3 re-
dondante, ou un étiquetage élémentaire par les degrés
des sommets ldeg. Pour ces instances, des propagations
plus poussées, comme la consistance d’arc ou nos éti-
quetages renforcés, ne font qu’augmenter les temps de
résolution. Dans les figures 5 et 6, nous rapportons les
résultats obtenus sur des instances plus difficiles, pour
lesquelles ps = 90% et dmin a été fixé à 5 puis à 20.

La figure 5 compare les résultats obtenus avec des
instances de taille croissante, pour lesquelles le nombre

n de sommets du graphe cible varie de 200 à 1000.
Pour les instances non orientées des trois premières
classes, on remarque que les résultats sont relativement
similaires pour les trois valeurs de n. L’approche dé-
diée vflib est clairement moins performante que les ap-
proches PPC. Les approches PPC basées sur une pro-
pagation des contraintes c2, allDiff et c3 permettent de
résoudre les instances de petite taille, quand n = 200,
mais pas les instances plus grandes (dans un temps li-
mite de 600s). Pour ces instances, une propagation par
consistance d’arc diminue très fortement le nombre de
feuilles échec par rapport à un simple forward che-
cking, mais comme l’établissement de la consistance
d’arc est coûteux en temps, le temps CPU n’est que
légèrement réduit.

Si l’on étudie maintenant les résultats obtenus avec
des filtrages basés sur les étiquetages, on constate
qu’ils réduisent très fortement à la fois le nombre
de feuilles échec et le temps d’exécution. Un simple
étiquetage par les degrés des sommets améliore déjà
considérablement les performances. Le meilleur com-
promis entre force et temps de filtrage est obtenu ici
avec l1, correspondant à une seule extension par ren-
forcement de l’étiquetage initial ; les étiquetages ob-
tenus après un plus grand nombre d’itérations per-
mettent de réduire encore le nombre de points de
choix, mais le temps mis pour effectuer les renforce-
ments étant plus important, les temps d’exécution sont
augmentés par rapport à l1.

La figure 5 nous permet également de comparer l’ef-
ficacité des étiquetages l∗≤ basés sur des ordres totaux
par rapport à ceux basés sur des ordres partiels. En
effet, l’utilisation d’un ordre total introduit une pre-
mière approximation, et l’algorithme calculant l’ordre
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vflib c2+AllDiff c2+AllDiff+c3 l∗+FC(c2+AllDiff) l∗≤+FC(c2+AllDiff)
FC AC FC AC l0 l1 l2 l2≤ l4≤ l8≤ l∞≤

SIP-300 0% 0% 5% 33% 20% 80% 60% 0% 75% 80% 85% 0%
20-300-2.5 - - 361.98 319.54 397.64 126.72 98.57 - 35.16 18.77 36.68 -

90-90 - - 154 21 7 4438 159 - 39 13 7 -
- - - - - - - - 1.93 3.87 7.84 -

SIP-300 0% 0% 0% 10% 5% 23% 20% 0% 38% 63% 68% 73%

20-300-2.5 - - - 381.74 346.50 186.40 109.91 - 45.01 10.45 3.94 5.15

90-(90+10) - - - 52 14 18958 3304 - 2323 481 107 20

- - - - - - - - 1.78 3.87 5.74 6.1

Fig. 6 – Résultats sur des instances pour lesquelles n = 300, dmin=20, dmax=300, λ=2.5 et ps=pa=90%). La
première classe contient des instances satisfiables, la seconde des instances insatisfiables pour lesquelles on a
ajouté aléatoirement 10% d’arêtes dans le graphe motif. Pour chaque classe d’instances, on donne le pourcentage
d’instances résolues en moins de 600s, le temps d’exécution moyen et le nombre de feuilles échec dans l’arbre
de recherche pour les instances résolues ; pour les approches basées sur un étiquetage renforcé itérativement, on
donne le nombre moyen d’itérations effectuées à chaque étape.

total est basé sur une heuristique sans garantie d’op-
timalité, de sorte que la qualité de l’approximation ne
peut être évaluée qu’expérimentalement. On constate
en pratique que l2 est plus fort que l2≤ qui est lui

même plus fort que l1. Si pour n=200 le nombre de
feuilles échec pour l2≤ est à peine inférieur au nombre

de feuilles échec pour l1, pour n=600 et n=1000, le
nombre de feuilles échec pour l2≤ est plus proche de

l2 que de l1, montrant que l’approximation est plu-
tôt bonne. En ce qui concerne les temps d’exécution,
on constate en pratique que les temps de résolution
obtenus avec l2≤ sont très nettement inférieurs à ceux

obtenus avec l2.

La quatrième classe de la figure 5 contient des ins-
tances orientées. Pour ces instances faciles, vflib et l0

obtiennent les meilleurs résultats, l’augmentation du
nombre d’itérations ne faisant qu’augmenter les temps
de résolution pour l∗ et l∗≤. Notons que pour ces ins-
tances, l’introduction de la contrainte redondante c3 a
un effet très négatif sur la résolution.

La figure 6 permet de comparer les approches sur des
graphes plus denses et moins réguliers : les instances de
la figure 5 sont assez peu denses et relativement “régu-
lières”, les degrés des sommets étant toujours compris
entre 5 et 8 ; on considère maintenant des graphes plus
denses et moins réguliers, où les degrés des sommets
varient entre 20 et 300, le nombre de sommets étant
égal à 300. Ces instances apparaissent clairement plus
difficiles, et ne sont jamais résolues en moins de 600 se-
condes par vflib, et que rarement résolues par les mo-
dèles classiques de la PPC, les meilleurs résultats étant
obtenus par une propagation par forward checking sur
les contraintes c2, c3 et AllDiff. En revanche, sur ces
instances, un filtrage basé sur des étiquetages renfor-
cés permet de réduire à la fois la combinatoire et les

temps d’exécution de façon drastique. Il est intéressant
de noter que pour ces instances les meilleurs résultats
sont obtenus avec des étiquetages obtenus après un
grand nombre de renforcements (basés sur des ordres
totaux, les renforcements basés sur des ordres partiels
augmentant trop les temps de résolution). Ce compor-
tement est également observé pour les instances non
satisfiables de la seconde ligne : pour ces instances,
les meilleurs résultats sont obtenus lorsque les étique-
tage sont renforcés jusqu’à l’obtention du point fixe ; ce
point fixe est obtenu, en moyenne, après 6 itérations.
Notons que pour les instances satisfiables de la pre-
mière ligne, l∞≤ ne permet de résoudre aucune instance
en moins de 600s car le nombre d’itérations nécessaires
pour atteindre le point fixe est trop élevé.

6 Conclusion

Nous avons introduit un nouvel algorithme de fil-
trage pour le problème de l’isomorphisme de sous-
graphe, basé sur un renforcement itératif d’étique-
tages. Les premières expérimentations montrent que
ce filtrage est plus efficace que les approches de l’état
de l’art pour les graphes “scale free” dont les degrés
suivent une distribution exponentielle. Cependant, le
nombre d’itérations de renforcement apparait un pa-
ramètre critique : pour les instances très faciles, les
meilleurs résultats sont obtenus par l’étiquetage ini-
tial l0 = ldeg ; pour les instances de difficulté inter-
médiaire, les meilleurs résultats sont obtenus par l’éti-
quetage renforcé une fois l1 ; pour les instances les plus
difficiles, les meilleurs résultats sont obtenus par des
étiquetages obtenus après un plus grand nombre de
renforcements, pouvant aller jusqu’au point fixe.

Ainsi, nos perspectives concernent principalement la
recherche de critères de terminaison dynamiques, per-
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mettant d’adapter le nombre d’itérations de renforce-
ment à l’instance à résoudre. Nous souhaitons égale-
ment étudier les possibilités d’intégration de ces tech-
niques de filtrage avec des techniques d’élimination de
symétries [13, 21].
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[15] Jean-Charles Régin. Développement d’Outils Al-
gorithmiques pour l’Intelligence Artificielle. Ap-
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[22] Stéphane Zampelli, Yves Deville, Christine Sol-
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