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Résumé

Cet article introduit une extension de la contrainte
cumulative classique : une tache n’'est plus représentée
par un simple rectangle mais par une suite de sous-taches
trapézoidales de durées et hauteurs variables. La fonction
de ressource n’est plus une constante, mais une fonction
du temps, linéaire par morceaux, positive ou négative.
Enfin, une tiche n'est pas pré-affectée a une ressource
mais a une tache correspond un ensemble d'affectations
possibles. Dans ce contexte, cet article propose un algo-
rithme en O(p - (logp + q)) pour calculer les profils mi-
nimum et maximum d'utilisation des ressources par les
taches ou g est le nombre de ressources et p le nombre
total de sous-taches de toutes les taches.

Abstract

This article first introduces an extension of the clas-
sical cumulative constraint : each task is no more a rec-
tangle but rather a sequence of contiguous trapezoid
sub-tasks with variable duration and heights. The re-
source function is no more constant but is a positive or
negative piecewise linear function of time. Finally, a task
is no more pre-assigned to one resource, but to a task
corresponds a set of possible resource assignments. In
this context, this article provides an O(p - (logp + ¢q))
algorithm for computing all the cumulated resource pro-
fils where ¢q is the number of resources and p is the total
number of trapezoid sub-tasks of all the tasks.

1 Introduction

La plupart des travaux sur l’ordonnancement
de projet sous contraintes de ressources (probleme
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RCPSP) sont liés a des problemes ou les taches uti-
lisent des quantités constantes de ressources durant
toute leur exécution [3]. Cependant, dans de nombreux
problemes pratiques, les profils de consommations ou
de productions en ressources des taches sont plus com-
plexes et varient dans le temps de fagons discretes (be-
soin en main d’ceuvre) ou continues (électricité, pé-
trole, produits chimiques) [8], [6], [11] et [7].

Une premiere contribution de cet article est un mo-
dele de tache qui réunie les deux modeles introduits
dans [1] et [9]. Chaque téche n’est plus seulement un
rectangle mais une séquence continue de sous-taches
trapézoidales. La durée positive et les hauteurs posi-
tives ou négatives d’une sous-tache trapézoidale sont
variables dans des intervalles et expriment une fonc-
tion de ressource linéaire par morceaux positive ou
négative. Une tache est non—préemptive, et nécessite
pour son exécution d’étre affectée a exactement une
ressource. A chaque tache correspond un ensemble
d’affectations possibles. Enfin, une tache doit démarrer
pendant un intervalle de temps donné (date de dispo-
nibilité). De méme, elle doit finir pendant un intervalle
de temps donné.

La principale contribution de cet article est un algo-
rithme efficace en O(p- (log p+ ¢)) pour calculer, pour
chaque ressource, une estimation inférieure et une es-
timation supérieure de son profil d’utilisation final ou
q est le nombre de ressources et p est le nombre to-
tal de sous-taches trapézoidales de toutes les taches.
Ces deux estimations seront appelées respectivement
profil cumulé de ressource minimum et mazimum. Le
profil cumulé de ressource minimum permet de vérifier
facilement qu’un ordonnancement partiel (i.e., un or-



donnancement ol les variables des taches et des sous-
taches ne sont pas encore toutes fixées) n’est pas réa-
lisable par rapport au fait qu’on ne doive pas dépasser
une capacité donnée de ressource.

De méme, le profil cumulé de ressource maximum
permet de vérifier qu’on atteint, sur des intervalles de
temps spécifiques, un niveau minimum d’utilisation de
la ressource. De plus, ces deux profils coincident quand
toutes les variables des taches sont toutes fixées. Le
profil cumulé minimum d’une ressource est construit
a partir de la somme de tous les profils minimum des
taches, ou le profil minimum d’une tache représente, a
chaque instant, la plus petite contribution possible de
la tache au profil de ressource.! Pour une tache don-
née T avec des hauteurs qui peuvent étre positives et
négatives, le calcul de son profil minimum de tache est
plus complexe que de seulement déterminer une par-
tie obligatoire[5]. En fait, on commence par fixer les
hauteurs de chaque sous-taches de T' a leur valeur mi-
nimum et on considere alors séparément la suite de
ses sous-tiches positives T'T et la suite de ses sous-
taches négatives T~ 2. Pour la premiere, nous calculons
sa partie obligatoire (compulsory part) [9] (i.e., lin-
tersection de tous les ordonnancements réalisables de
T™) et pour l'autre suite son enveloppe (i.e., 'union de
tous les ordonnancements réalisables de T~) et on les
recombine. Notons que cette méthode est basée sur la
propriété que la partie obligatoire de T et I'enveloppe
de T~ ne se superposent pas dans le temps.?

Ce papier est organisé comme suit : La section 2
introduit la contrainte linéaire par morceaux cumu-
latives_pwl et le modele de tache associé. La section
3 présente différentes contributions possibles d’une
tache a 'utilisation d’une ressource : la partie obliga-
toire, ’enveloppe, et finalement, les profils minimum et
maximum de tache. La section 4 définie d’abord, pour
chaque ressource, ses profils cumulés de ressources mi-
nimum et maximum. Ensuite, elle décrit un algorithme
de balayage pour les calculer a partir de tous les profils
minimum et maximum. Tous les algorithmes donnés
sont polynomiaux en le nombre total de sous-taches
trapézoidales.

2 La contrainte linéaire par morceaux cu-
mulatives_pwl

Nous considérons un ensemble de ¢ ressources renou-
velables ot la k€€ ressource a une capacité maximum

1Le profil cumulé maximum d’une ressource et le profil maxi-
mum d’une tache sont définis de maniere similaire.

2Une sous-tache dont une des hauteurs minimum est positive
est autre négative peut étre divisée en deux sous-taches, I'une
positive et autre négative.

3Le calcul du profil maximum d’une téache s’opeére de fagon
similaire.
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Cy > 0 et un ensemble de n taches non—preemptives.
Chaque tache requiere pour son exécution d’étre af-
fectée a exactement une ressource parmi un sous-
ensemble donné des ¢ ressources (ce sous-ensemble
dépend de la tache considérée). Finalement, chaque
tache est composée d’une séquence de sous-taches tra-
pézoidales contigués qui expriment une fonction de
ressource linéaire par morceaux. Dans ce contexte,
cette section introduit le modele de tache ainsi que
le contrainte correspondante.

2.1 Modéle de tache

Apres avoir introduit le modele de tache utilisé tout
au long de cet article, cette section présente la notion
d’instance réalisable d’une tache ainsi que la notion de
fonction de ressource.

Définition 1 Une tiche T; est définie par le quintuple
(s1,,tdr,, er,, Seqr,,ar,) o :

— Les variables* st,, tdr, et ey, représentent res-
pectivement le début, la durée totale et la fin de
T;.

— Seqy, est une séquence de p; sous-laches trapézoi-
dales contigués (T}, T2, -, TF") od la sous-tache
trapézoidale Tij (7 = 1..p;) est définie par les va-
riables shT;, dT; @Tj > 0) et ehTif qui repré-

sentent respectivement la hauteur au début de T
(i.e., la quantité de ressource nécessaire a son dé-
but), la durée de T} et la hauteur en fin de T7
(i.e., le besoin en ressource & sa fin).

La variable ar, représente la ressource d’affecta-
tion de la tache T; et prend sa valeur dans un
ensemble fini d’entiers dom(a).

s, est appelée la date de disponibilité (début au plus
tot) tandis que er, est la date de délivrance (date de
fin au plus tard) de T;. 37, et ey, sont respectivement
la date de début au plus tard et la date de fin au plus
tot de T;.

Exemple 1 La tache  fizée T, définie par
le quintuple (s,td, e, Seq, a) = (1,7,8,
<(27 37 3)7 (37 1, 1)7 (07 17 _1)7 (07 17 0)7 (37 17 0))7 1)’ com-

mence a linstant 1, a une durée totale de 7, se termine a
linstant 8 et est constituée de 5 sous-taches. De plus, T est
affectée a la ressource 1 et sa fonction de ressource linéaire
par morceauz hr est définie par : hr(t) =1/3-(t—1)+2
pour t € [1,4], hr(t) = =2 (t —4) + 3 pour t € [4,5],
hr(t) = —(t = 5) pourt € [5,6[, hr(t) =0 pourt € [6,7]
et hp(t)=—2-(t—"7)+2 pourte [7,8.

4Une variable v prend ses valeurs dans l'intervalle d’entiers
consécutifs [v.. v]. Dans cet article, [a..b] désigne 'intervalle des
entiers compris entre a et b inclus tandis que [a, b] (resp. [a, b]))
désigne l’intervalle des rationnels compris entre a inclus et b
inclus (resp. b non inclus).



Les définitions 2 et 3 introduisent, pour une tache
T, les notions de séquence réalisable des sous-taches
trapézoidales de T et d’instance réalisable de T'.

Définition 2 Etant données une tache T; définie
par (st,,tdr,, er,, Seqr,,ar,) et une durée totale
td € [tdy,.. tdr,], une séquence réalisable des sous-
taches de T; de durée totale td est telle que toutes les
variables ShTij, dTij, ehTij 5 = 1..p) sont fizées dans

leur domaine respectif et satisfont Z?;l dpi = td.

Définition 3 Etant données une tache T; définie
par (st,,tdr,,er,, Seqr,,ar,) et une séquence réali-
sable Seq des sous-taches de T;, une instance réali-
sable de T; est telle que, d’une part, st,, tdr, et er,
sont fizées dans leur domaine de respectif et vérifient
s, + tdr, = er, et, d’autre part, Seqr, est fizée
a Seq. Nous notons ®r, l’ensemble de toutes les ins-
tances réalisables de la tache T;.

Exemple 2 Tout au long de cet article, nous considérons
l’exemple suivant composé des quatre taches Ty, Tz, T3 et
Ty définies comme suit :

Ty =(1.2,4.5,5.6, ((1..2,2..3,2),(~1,2,-1)), {1,2})
Ts :(1. 2,6,7..8, <(3,2,2),(72,2,71),(1,2,1)), 1 )
T3 =(0.3,6,6.9,  ((1,2,2),(1,2,1),(1,2,0)), 1)
Ty=(1.6,2,3.8,  ((-1,2,-1)), {1,2})

Tous les débuts et fins des taches Ti a Tax sont non
fixés. La premiére sous-tiche de Th a sa hauteur en dé-
but et sa durée non fizées. 11 et T4 sont non encore af-
fectées. Fig. 1 fournit toutes les séquences réalisables des
sous-taches des taches Ty a Ty. Notons que T a quatre sé-
quences réalisables (deur de durée 4 (Seq, ; et Seq, ;) et
deux de durée 5 (Seq, , et Seq; ,)) tandis que les autres
taches n’ont seulement chacune qu’une seule séquence réa-
lisable. Finalement, Fig. 2 fournit les instances réalisables
(I (k=1..6)) de la tache T}.

F1a. 1 — Séquences réalisables des sous-taches trapé-
zoidales des taches T7 a Ty.

Définition 4 Nous notons stp; le début de T/
(stp1 = sr,). A chaque I € O, est asso-
ciée une fonction de ressource hy(t) définie sur
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F1G. 2 — Instances réalisables de la tache T3.

[STi7eTi[ par Vite [sTi’eTiLH!j € {1727"-7271'}

tel que t €  [stpi,stp + dpi. Alors hi(t) =
ehT.j 7ShT.j ' ‘ ) ehT.j 7ShT.j
szj i (t—StTij) + ShTij et slTij = # est

la valeur de la pente de la sous-tache Tf St 7, est ré-
duit @ une seule instance (i.e., T; est fizée) alors nous
notons hr, la fonction de ressource de T;.

Exemple 3 (suite de lexemple 2) L’ins-
tance réalisable I (voir Fig. 2) associée a
T est (1,4,5,((1,2,2),(~1,2,—1)),{1,2}) =
(1,4,5,8eq, 1,{1,2}). Sa fonction de ressource est
définie par hi(t) = 1/2- (t = 1)+ 1 pour t € [1,3] et
hr(t) = —1 pour t € [3,5].

La prochaine définition introduit la notion de sous-
tache trapézoidale positive, négative, nulle et indéter-
minée ainsi que la notion de tache positive et négative.

Définition 5 Une sous-tiche trapézoidale T! de T;
est positive (resp. négative) si ses deux hauteurs sont
positives i.e., shp; > 0Aehp > 0 (resp. négatives
i.e., ET_J- < OAET; < 0) et non toutes les deux nulles.
Elle est nulle si shp; = shp; = ehy; = ehyy = 0. Au-
trement, elle est indéterminée. Une tache T; est posi-

tive (resp. négative) si les hauteurs de toutes ses sous-
taches sont positives (resp. négatives).

Exemple 4 (suite de lezemple 3) T{ est une sous-tiche
trapézoidale positive tandis que T? est négative. Tz est une
tache positive tandis que Ty est négative.

2.2 La contrainte cumulative linéaire par morceaux
cumulatives_pwl

La contrainte cumulative linéaire par morceaus
est de la forme cumulatives_pwl( Taches, Ressources,
Contrainte) ou :

— Taches est une collection de  taches

(T, Ty, -+ ,T,,) ou la tdche T; (i = 1l.n) est
définie par le quintuple (st,,tdr,, er;, Seqr,, ar,).



— Ressources est un ensemble de ¢ entiers
C1,Cq,---,Cy ou Cp > 0 (k = 1..q) est la ca-
pacité de la k°™¢ ressource si Contrainte ='<’
ou le niveau minimum de la k®™° ressource si
Contrainte ='>' .

— Contrainte est la contrainte plus petit ou égal
(i.e., <) ou plus grand ou égal (i.e., >).

La contrainte cumulatives_pwl est vérifiée si les condi-
tions suivantes sont vraies :

1. Vi=1l.n, sy, + tdr, = er, (i.e., la fin de la tiche
est égale a la somme de son début et de sa durée
totale),

2. Vi=1.n, ?;1 d; = tdr, (i.e., la durée totale de
la tache est égale a la somme des durées de toutes
ses sous-taches trapézoidales),

3. Cas Contrainte = ' <" : (V k = 1..q), (V t),

Zi/an:{k} hr(t) < Cy (ie., pour chaque res-
source k et pour chaque instant t, la somme des
valeurs prises a 'instant ¢ par les fonctions de res-
source des taches qui sont affectées a cette res-
source k, est plus petite ou égale a la capacité C
de cette ressource k).
Cas Contrainte ="' >': (Vk=1..q), (Vt/(Ih/t €
[sT,,eT, ), Zi/aﬂ:{k} hr(t) < C (i-e., pour
chaque ressource k et pour chaque instant t tel
que au moins une tache est exécutée a cet instant,
la somme des valeurs prises a t par les fonctions
de ressource des taches qui sont affectées a cette
ressource k, est plus grande ou égale au niveau
minimum C}, de cette ressource k).

Exemple 5 (suite de l'ezemple 2) La contrainte cumula-
tives_pwl(

< (2’ 4’ o, <(172a2)7(_1727_1)>: 2) )
(1, 6, 7, ((3,2,2),(-2,2,-1),(1,2,1)), 1))
(3, 6,9, ((1,2,2),(1,2,1),(1,2,0)), 1))
(17 27 37 <(_172a_1)>7 1) ) >

(2,2) , <) est vérifide et le résultat est illustré par la
Partie (A) de la Fig. 8 pour la ressource 1 et la Partie
(B) pour la ressource 2 (les utilisations des ressources sont
indiquées par une ligne pointillée).

3 Profils de tiche minimum et maximum

Cette section montre comment calculer, pour une
tache donnée, ses profils minimum et maximum. Pour
ce faire, nous commencons par rappeler (3.1 et 3.2)
quelques résultats, démontrés dans [9], pour calculer
la partie obligatoire d’une tache et ensuite nous les
étendons au calcul de Penveloppe (3.3).° Puis, dans la

5Dans le cas d’une téche positive, sa partie obligatoire et son
enveloppe peuvent respectivement étre interprétées comme une
estimation inférieure et supérieure de la tiche (a4 chaque instant
ils fournissent les hauteurs minimum et maximum de la tache).

Ressource 1

Ressource 2

FT*FT*\*TT

[ N N

I I
ERAlve

T 2 3 temps
,,\,I,\_,.i_l

[ B

(B)

Fic. 3 — Exemple d’un ordonnancement réalisable des
taches T a Ty.

section 3.4, nous expliquons comment utiliser ensemble
les notions de partie obligatoire et d’enveloppe pour
calculer les profils minimum et maximum d’une tache.
Pour ce faire, nous avons besoin d’introduire d’abord
deux instances réalisables spécifiques de T qui sont ses
ordonnancements au plus tot et au plus tard.

3.1 Ordonnancement au plus t6t et au plus tard
de la tache T

Soient T™" et T™% respectivement, les ordonnan-
cements au plus tot et au plus tard de T et stp; et stp;
(j = 1..p) respectivement les débuts de la sous-tache
trapézoidale T7 dans les ordonnancements 77" et
7™ Poder et al. ont montré dans [9] comment
calculer stp; et strp; avec une compléxité en O(p).
Pour obtenir 7™, la tache T' commence & sa date au
plus tot i.e., stp1 = sp; puis, Stp2,stps, -, Stpp+1
(stpp+1 = er) sont fixées successivement les plus
petites possibles en respectant la réalisabilité de la
contrainte de fin de la tache. La formule récursive
suivante calcule stp; (j=1.p+1):
stpn = sp et Vo5 =
max (itTj +dri,er — ZZ:]'_H dre ).

T™ est obtenue de fagon similaire i.e., :

ETl = ET et V ] = 1..p,§Tj+l =
min (ETJ' +drpi,ep — Z£=]‘+1 dpr ).

Notons que stypi1 = ep et stppt1 = er.

1.p, stpir =

3.2 Partie Obligatoire d’une tache positive

La partie obligatoire a été initialement introduite par
Lahrichi [5], pour une tache rectangle comme 'inter-
section de tous les instances réalisables d’une tache.
Au fur et & mesure que les domaines des variables de
la tache se réduisent, la partie obligatoire augmente
jusqu’a devenir une instance réalisable de la tache.
Pour des taches rectangle, [4] utilise la notion de partie
obligatoire pour serrer des bornes inférieures pour des
problemes d’ordonnancement sous contraintes de res-
source, tandis que [2] utilise la partie obligatoire dans
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un ensemble de regles de propagation pour résoudre
des contraintes cumulative.

Ici, nous considérons une tache positive T. Néanmoins,
le calcul de la partie obligatoire d'une tache néga-
tive est symétrique : en fait, si T est définie, pour
tout t, par hp(t) = —hp(t) alors, pour tout ¢,
hpor)(t) = —hpor)(?).

Notons qu’il suffit, pour le calcul de la partie obliga-
toire de T', de ne considérer seulement que les instances
réalisables de T ou les hauteurs sont minimum. Par
conséquent, par la suite, une tache T a ses hauteurs
fixées a leur minimum.

Définition 6 La partie obligatoire PO(T) de la tache
T est non vide si et seulement si Sp < ep. Sa fonc-
tion de ressource hpo(r) vérifie pour tout t € [, ep|
hpor)(t) = infic o, (hi(t)) et hpor)(t) = 0
ailleurs.

Afin de calculer la partie obligatoire d’une tache,
nous devons d’abord introduire la notion de vallée dans
une séquence de sous-taches trapézoidales et la tache
associée appelé Tache des Vallées.

Définition 7 Soit H™™ = hihg---hay =
shpiehpishpoehps - - shppehry,  la séquence  de
toutes les hauteurs minimum des débuts et fins des
sous-tache trapézoidales de T. La hauteur hy, € H"
(1 < k < 2p) définie une fin de vallée si et seule-
ment st 3 j (1 < j < k) tel que hj—1 > h; et
hj =hjt1 =+ = hy et hy < hypt1 (une diminution
stricte dans la fonction de ressource est suivie par une
augmentation stricte).

Résultat 1 Soit hj hj,---h;, la  sous-séquence
(peut étre vide) de HIF™ de toutes les hauteurs
des sous-taches trapézoidales de T qui corres-
pondent auz fins des v wallées. Soit TV(T),
appelée Tache des Vallées de T, la tdche défi-
nie pour tout t €  [Sp,ep[ par  hpyr(t) =

i (e {1 /1€ [t 1,05, )

Alors, PO(T) = Tmin T TV (T)
ie., vt € (37, erl;
hPO(T) (t) = min (hTm7n (t), hTmam (t), hTV(T) (t))
et hpoer(t) = 0 ailleurs. Si T n'a pas

de wallée (v = 0) alors, Yt €
hPO(T) (t) = min (thLin (t), hTmaI (t)).

Exemple 6 Fig. 4 illustre le calcul de PO(T) oo T a
deuz fins de vallée (voir Partie (A)). Elles correspondent
au début stz de T? (h1 = shps) et a la fin stra de
T? (he = ehqs). Les Parties (A) et (B) donnent respec-
tivement T™™ et T™*. Ensuite, la Partie (C) montre
TV(T) qui est definie par hpy(r)(t) = +00 pour [57, stpe|,
hTV(T) (t) = hy pourt € [ith,itT4[, et th(T>(t) = ho

[§T7 Er [
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pour t € [stpa,stpz[U[strz,er| (puisque h1 > h2). Fina-
lement, la Partie (D) montre le calcul de PO(T) comme
Vintersection de T™™, T™ et TV (T).

Ressource Fins des vallées
()
min
sh, eh,
‘ —> Temps
s=st g stpst 58ty e=st 5
® »
= [ T~ o
Imax| : - 1
——a | T Iyl
! — ! Il Temps
5 st, s'f:“4€
© T
TV(T) : r s
: I Temps
s Fst,styst,  STLE
P NS~ _—1
3 AT |
PO(T) L | .
J"{-"'r L 13y Temps
s 5 e &

F1G. 4 — Calcul de la partie obligatoire d’une tache.

Complexité du calcul de la partie obligatoire.
Dans [9], Poder et al. fournissent un algorithme pour
calculer la partie obligatoire d’une tache, composée
de p sous-taches trapézoidales et v > 0 vallées, en
O(p + v - logv). En fait, T™"™ et T™ sont calculées
en O(p) (i-e., la complexité pour calculer les deux sé-
quences st/ et st’ (j = 1..p+1)), TV(T) est calculée en
utilisant une structure de tas en O(v - logv). Ensuite,
I'intersection de 7™ T™a ot T'S(T) est obtenue, en
les parcourant en paralléle, en O(p + v). Ainsi, on ob-
tient une complexité en O(p + v - logv) c’est a dire en
O(plogp). Si v = 0 alors la complexité est en O(p).

3.3 Enveloppe d’une tache positive

L’enveloppe d’une tache est I'union de tous les ins-
tances réalisables de la tache. Au fur et a mesure que
les domaines des variables de la tache se réduisent,
I’enveloppe diminue jusqu’a devenir une instance réa-
lisable de la tache. Dans le contexte de ressources mul-
tiples, une tache a la méme enveloppe sur chaque res-
source ou elle peut étre potentiellement affectée et une
enveloppe vide ailleurs. Ici, nous considérons une tache
positive T et nous calculons son enveloppe Env(T).
Néanmoins, le calcul de l'enveloppe d’une tache ou
les hauteurs de chaque sous-tache trapézoidale sont
négatives est symétrique. En fait, si T est définie,



pour tout ¢, par hp(t) = —hp (t) alors, pour tout ¢,
hEnv(T’)(t) = _hEnv(T) (t)

Définition 8 L’enveloppe Env(T) de la tache T est
telle que sa fonction de ressource hpy, (1) satisfasse
hgno(ry = supre o, (hi(t)) pour tout t € [sp,er| et
hEnwry(t) = 0 ailleurs.

Notons qu’il est suffit, pour le calcul de ’enveloppe
de T', de ne considérer seulement que les instances réa-
lisables de T ou les hauteurs de chaque sous-tache tra-
pézoidale sont fixées a leur maximum. Donc, dans cette
section, une tache T a ses hauteurs fixées a leur maxi-
mum.

Comme nous avons introduit, pour le calcul la par-
tie obligatoire d’'une tache, la notion de vallée dans une
séquence de trapézoidales, nous introduisons mainte-
nant, pour le calcul de I’enveloppe, la notion de som-
met et la tache associée appelée la Téache des Sommets.

Définition 9 Soit Hp*® = hihy---hy =
shpriehpishp2ehpz - - - shrpehpr  la séquence  des
hauteurs mazimum de tous les débuts et fins

des sous-taches trapézoidales de T. La hauteur
hi € HP(1 < k < 2p) définie un fin de sommet si
et seulement si 3 j(1 < j < k) tel que hj_1 < h; et
hj =hj1 =---= hg et hyy > hgpy1 avec la convention
que hg = hopt1 = 0.

Résultat 2 Soit hj hj,---h;, la sous-séquence de
HT™* de toutes les hauteurs de T qui sont des
sommets. La Téache des Sommets T'S(T) de T est la
tache définie par :

Voot € [sp.er[s hrv () (t) =

max (0’{hjk te [SftTl%Hl’ETt%kHl [})
(avec la convention que sr,41 = e). L'enveloppe

de T est obtenue par lunion de T™™, Tmer
et TS(T) e, hgnory vérifie hpgmy(t) =
sup(hpmin (t), hpmas (t), hpgry(t)) pour tout

t € [sp,er| et hpgery(t) =0 ailleurs.

La démonstration du Résultat 2 est similaire & celle
du Résultat 1 et est par conséquent omise.

Exemple 7 Fig. 5 illustre le calcul de I’enveloppe de la
tache T qui a trois fins de sommet de hauteurs hy = shp1,
ha = ehp2 et hy = ehpa (voir Partie (A)). Ils corres-
pondent au début s = str1 de la tache, a la fin stps de
la seconde sous-tache et a la fin e = stpa de la tache
T. Les Partie (A) et (B) donnent respectivement T™™ et
7™, Ensuite, la Partie (C) montre TS(T) qui est défi-
nie par hpsery(t) = h1 pour t € [sp,St[, hrvr)(t) = he
pour t € [stps,ep| (puisque hy < hs sur [eq,strs]), et
hrv(ry(t) = hs pour t € [eg,er[. Finalement, la partie
(D) montre le calcul de Env(T) comme l'union de T™™,
™ et TS(T).
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Ressource Fins des Sommets
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2
Shi\| én,
| > Temps
s=st; sty st esst,
@ 1y S
= I N ‘. /’
max ' N '
!-_r — . AN —_—— -/
IS
. N .
: N — Temps
- ST, 'st3 &
© 1 =
TS(T)
Temps
s 5 st 3 est; e
(D)
Env(T)
Temps

A
s e

|»

F1G. 5 — Calcul de ’enveloppe d’une tache.

Complexité du calcul de I’enveloppe d’une
tache. Une tache T a toujours au moins un sommet
sauf si T vérifie V ¢, hy(t) = 0. L’algorithme du calcul
de I'enveloppe est similaire a celui donné pour le cal-
cul de la partie obligatoire. Il a, par conséquent, une
complexité en O(p+w-logw) c’est & dire en O(plogp).

3.4 Profils minimum et maximum d’une tache T

Dans cette section, nous nous plagons dans le cadre
de multi-ressources et définissons la notion de profils
minimum et maximum d’une tache et comment les ob-
tenir a partir des parties obligatoire et des enveloppes.

Définition 10 Soit Pm(T) (resp. PM(T)) le profil
minimum (resp. maximum) de la tache T. Sa fonc-
tion de ressource hpp,(y (Tesp. hpar(ry satisfait, pour
tout t € [sp,er(, hpmr)(t) = infre o (hi(t)) (resp.
hpa(r)(t) = supre or (hi(t)).

Notons qu'il suffit, pour le calcul de Pm(T) (resp.
PM(T)) de ne considérer seulement que les instances
réalisables ol toutes les hauteurs des sous-taches tra-
pézoidales de T sont fixées & leur minimum (resp.
maximum).

Nous supposons donc maintenant que toutes les
hauteurs de T sont fixées & leur minimum (resp.
maximum) respectif pour le calcul de Pm(T) (resp.
PM(T)).

Soit T* (resp. T7) la tache obtenue & partir de T'
en remplagant chaque sous-tache trapézoidale négative



(resp. positive) T7 de T par une sous-tache nulle de
méme durée que la sous-tache remplacée (nous fusion-
nons des sous-taches consécutives nulles en une seule
sous-tache). Une sous-tache T7 telle que ses deux hau-
teurs minimum ﬂj et @j sont de signes différents
peut étre divisée en deux sous-taches, I'une positive
et l'autre négative. La premicre avec une hauteur en
début égale a sh’ et une hauteur en fin nulle et la
deuxieme avec une hauteur au début nulle et une hau-
teur en fin égale & eh?.

Le prochain résultat exprime la fonction de res-
source du profil minimum (resp. maximum) de la tache
T en fonction de celles de la partie obligatoire de T+
(resp. T7) et de I'enveloppe de T~ (resp. TT).

Résultat 3 Soit t un instant donné.
Si T est affectée a une ressource alors, sur cette res-
source

{ hpmr)(t) = hpor+)(t) + hpner-)(t),
hpu(r)(t) = hpo(r-)(t) + hener+) ().

sinon, sur chaque ressource ou T peut étre affectée

{ hPm(T) (t) = hEnv(T‘)(t)v
hpan(ry(t) = hpnor+)(t).-

De plus; hPO(T"’)(t) # 0 A hEn'U(T_)(t) 7& 0 et
hgnurt)(t) #0 A hpor-)(t) # 0.

Preuve 1 du Résultat 3

Puisque les définitions de Pm(T) et PM(T) sont
symétriques, nous ne prouvons le résultat que pour
Pm(T). Notons que, par définition de T et T,
pour une instance I € ®p, les instances associées
I et I™ sont telles que hy+(t) = max (0,hr(t)) et
hi-(t) = min (0, hs(t)). Par conséquent hpor+)(t) =
infre o, (hr+(t)) et hEnv(T*)(t) =infre o, (hy-(t)).

Nous distinguons deuzx cas :
VI € ®phi(t) > 0 (1) et son contraire
31 € ®Or/h(t) < 0 (2). Dans le premier
cas, ¥V I € Op, hy(t) = hy+(t). Alors

infre o, (hs(t)) =
i.e., hppmr(t) =

infre o, (hy+(t)) > 0
hpor+)(t) > 0. De plus,
VIe @p,hi-(t) = 0 et donc hppyr—H(t) = 0.
Dans le deuxiéeme cas infre o, (h1(t)) =
infr¢ & (h[— (t)) > 0. i.e., hPm(T) (t) = hEnv(T*)(t)-
De plus, infre ¢, (hr+(t)) =0 i.e hpor+)(t) = 0.
Nous avons prouvé qu’on me peut avoir em méme
temps hpo(r+)(t) # 0 et hpnyr-)(t) # 0 (par
définition hpor+)(t) = 0 et hppyr-(t) < 0) et que
st hpor+y(t) > 0 alors hpy,r)(t) = hpor+(t) sinon
hpmr)(t) = hgnor-)(t)- U

Complexité du calcul des profils de tache mi-
nimum et maximum. Puisque la complexité pour
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calculer la partie obligatoire ou I’enveloppe d’une tache
avec p sous-taches est O(plogp), le résultat 3 nous per-
met de déduire que la complexité pour calculer le profil
minimum ou maximum est aussi en O(plog p).

Exemple 8 (suite de [l'exemple 2) Puisque T1 et Ty
peuvent étre affectées aux ressources 1 et 2 (ar, = ar, =
{1,2}), seulement leur enveloppe sont prises en compte
et donc hpm(ry) = hg,, 0y € hemry = henor)
(T, = T4 car Ty est négative}. Puisque T> et T3 sont
affectée a ressource 1 (ar, = ar, = {1}), leur partie
obligatoire et leur enveloppe sont prises en compte donc
hemr) = hpofy ¥ Rpnory) € hpms) = hro(rs)
(Ty = T et Ty = () puisque T3 est positive). Les Par-
ties (A) a (D) de Fig. 6 donnent respectivement Pm(Th),
Pm(Tz), Pm(T3) et Pm(Ty). Finalement, le tableau sui-
vant résume les différent profils (une sous-tache est décrite
par { début, hauteur au début, fin, hauteur en fin )).

T; PO(T;") Env(T,) Pm(T;)

o _ — ar, = {1,2}

Ti | (2,1,3,3/2) (3,-1,6,—1) Eno(Ty)

1, | 2,5/2,3,2), | (3,-2,4,-2), ap, =1
(6,1,7,1), (4,-2,6,—1), | PO(T,") U Env(Ty )
(3,1,4,1), ary =1

s | 41.6.0) 0 PO(Ty)

_ _ ar, ={1,2}

Ty 0 (1,-1,8,—1) B (T2)

4 Calcul des profils cumulés de ressource
minimum et maximum en utilisant un
algorithme de balayage

Cette section commence par définir les notions de
profils cumulés de ressource minimum et maximum.
Ensuite, il décrit un algorithme de balayage polyno-
mial (en fonction du nombre de sous-téches et de res-
sources) pour calculer, pour chaque ressource r, son
profil cumulé de ressource minimum Pem(r). Ce profil
est calculé & partir de tous les profils de tdche Pm(T;)
i = 1..n de la contrainte cumulatives_pwl.

4.1 Profils de ressource cumulés minimum et
maximum

Nous montrons maintenant comment calculer les
profils cumulés de ressource minimum et maximum a
partir des profils minimum et maximum des taches.

Définition 11 FEtant donnée une ressource r, Pcm(r)
(resp. PcM(r)) désigne le profil cumulé mini-
mum (resp. maximum) de la ressource r. Pour
tout t, hpem(r(t) = X1 re ar, hpmr)(t) (resp.
hpent(r)(t) = 221, re ag, Poa(r)(t))-

Au fur et & mesure que les domaines des va-
riables de toutes les taches sont progressivement ré-
duits (jusqu’a devenir fixés), Pem(r) et PcM(r) res-
pectivement augmente et diminue (jusqu’a devenir un
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F1a. 6 — Calcul de Pem(1) et Pem(2).

méme unique profil). A partir de maintenant, puisque
Pem(r) et PcM (r) ont des définitions similaires, nous
nous concentrons sur le calcul de Pem(r)

Exemple 9 (suite de lezemple 8) Les parties (E) et
(F) de Fig. 6 et le tableau suivant fournissent Pem(1) et
Pem(2) (hpema) = Z?:l hpm(ry) et hpem2) = Apm(m) +
hPm(T4))~

Ressource Trapézes de mrP(Ressource)
1 (1,-1,2,-1),(2,3/2,3,1),(3,—3,6,—3),
(6,0,7,0),(7,—1,8,—-1)
2 (1,-1,3,-1),(3,-2,6,—2),(6,—1,8, —1)

4.2 Algorithme de balayage

Pour caculer Pem(r), pour une ressource donnée r,
nous avons étendu l'algorithme de balayage présenté

dans [1] de maniére & prendre en compte des sous-
taches trapézoidales. Une introduction générale sur le
balayage est donné dans [10] et un exemple de son
utilisation, dans le contexte de 'ordonnancement dis-
jonctif, est montré dans [12].

L’algorithme de balayage étendu (voir Table 2) dé-
place une ligne verticale A d’un événement a son pro-
chain - dans notre contexte, un événement correspond
au début ou a la fin d’une sous-tache trapézoidale
(i.e. un trapeze) de Pm(T;) (i = l.n;r € ar,) - sur
Paxe temporel et construit Pem(r) de fagon incrémen-
tale. Il utilise deux structures de données :

— La premiere, appelée état de la ligne de balayage,
contient pour la ressource r des informations rela-
tives & la position courante § de la ligne verticale
A : sum_h, et sum_sl,., respectivement la hauteur
et la pente de Pem(r) & la position 4.

— La seconde structure de données, appelée suite des
événement, contient les évenements associés aux
trapezes utilisés pour construire Pem(r) (i.e. les
trapezes de Pm(T;) tels que T; peut étre affectée
a r (voir Résultat 3 et Définition 11). Nous repré-
sentons ces évenements par les champs suivants :
(tache, type, date, hauteur, pente), ou :

— tache indique quelle tache génere ’évenement.

— type € {Deb,Fin} exprime si I’événement cor-
respond a un début ou & une fin du trapeze qui
a généré ’évenement.

— date spécifie la localisation dans le temps de
I’évenement : si type = Deb alors contient le
début du trapeze sinon sa fin.

— hauteur donne la quantité a ajouter a sum_h,. :
si type = Deb alors contient la hauteur du tra-
peze a son début sinon I'opposé de sa hauteur
en fin.

— pente donne la quantité a ajouter a sum_sl,. : si
type = Deb alors contient la pente du trapeze
sinon 'opposé de sa pente.

Chaque trapeze non nul Pm(T;)? ¢ de Pm(T;) gé-
nere la paire d’éveénements :
<i7 Deb, Sth(Ti)j ’ ShPm(T,-)j ) SIPm(Ti)j>
<i7 Fin, eth(Ti)j ) _ehPm(Ti)ja _SIPm(Ti)-7>

N _ Ppmr)i SN pm(T;)i
ou slpy(r,)i = 7 .

Pm(T;)J

Notons que cette paire d’évér(lér)nents participe a la
construction de tous les profils cumulés Pem(r) tels
que 7 € ag,. Tous les évenements sont initialement
calculés et triés (par I'algorithme principal (AP) - voir
Table 1), dans la liste Leyents, en ordre lexicographique
croissant par rapport a la paire (date, type) ou type =
Fin est considéré étre plus petit que type = Deb.

SPm(T;) = (Stpp(r,)is SPpm(T)is Apm(Ty)i s € pm(T;)i
ehpm(Ti)j) (début, hauteur au début, durée, fin, hauteur en
Jeme

fin) désigne la j sous-tache (trapéze) du profil Pm(T5;).
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TAB. 1 — Algorithme_Principal (AP) - Calcule tous les merP

In : Les taches T; (i = 1..n); Out : Fail si il n’y a pas de solution autrement retourne Delay.

)H faire /* Génere les mP-évenements ; || Pm(T;)|| est le nombre de trapezes de Pm(T})*/
7& O) alors /* i.e., Pm(T;)’ n’est pas un trapéze nul */

1: Levents — (Z),

2: pouri=1 a n faire /* Pour toutes les taches */

3: | Calcule Pm(T)

4: | pourj=1a|Pm(T,

5: || si (shpm(T # 0V ehppy(r,

6: [ []s (Ehpm(T)' - Shpm T)J)/de T,y 5

7 | | | AJOUte <7' Deb Sth( Ti)7> ShPm(T ) Sl> a Levents ;

8: | | | Ajoute (z,Fm,etpm(Tl)g,—ehpm( T)3, —81) & Levents ;

9: Trier Leyents en ordre lexicographique croissant par rapport a (date, type) ;
10: pour r =1 a q faire si Algorithme_Balayage(L.yents, ) =
11: retourne Delay;

Fail alors retourne Fail ;

sum_h, et sum_sl, sont initialisées & 0 (ligne 1 de
AB) et 0 a la date du premier événement, associé a
la tache T; telle que r € ar,, sur I'axe temporel (ligne
3 de AB). Quand la position courante de A change
(ligne 5) de 6 & dg41, l'algorithme de balayage :

— Calcule d’abord le k°™¢ trapeze Pcm(r)F de
Pem(r) (ligne 6).

— Puis (ligne 7) vérifie que Pem(r)¥ ne dépasse pas
la capacité de la ressource C,., sinon la contrainte
n’a pas de solution.

— Alors sum_h, prend la valeur de la hauteur en fin
du dernier trapeze retourné (Pem(r)¥) et § est
mis a jour a la valeur d;41 (ligne 9).

Dans tous les cas, les contributions (hauteurs et
pentes) des trapeézes qui commencent ou se finissent
a 041 sont prises en compte dans sum_h, et sum_sl,
(ligne 10).

Exemple 10 (suite de [’exemple

8) Le trapéze

(3,—1,6,—1) de Pm(T1) géneére la paire d’événements
(e1 = (1,Deb, 3,—1,0), e = (1,Fin, 6,1,0)) tandis que le
trapéze (1,—1,8,—1) de Pm(T4) génére la paire d’événe-

ments (es = (4,Deb,1,—1,0),e4s = (4,Fin,8,1,0)). Les
éveénements triés de Leyents utiles pour calculer Pem(2) a
partir de Pm(T1) et Pm(T4) sont (e3,e1,e2,e4). Quand eq
devient l’évenement courant alors, la ligne de balayage se
déplace de la position 1 a 3 : l'algorithme calcule d’abord
le 1°7 trapeéze (1,—1,3,—1) de Pcm(2) (voir Fig. 6 Partie
(F)). Puis, l’état de la ligne de balayage est mis a jour :
sum_h, «— —1 et § « 3. Finalement, la contribution de ey
est ajoutée a sum_h, qui décroit de —1 a —2 et a sum_sl,
qut ne change pas.

Le prochain résultat donne la complexité du calcul
de tous les profils cumulé de ressource minimum en
utilisant un algorithme de balayage.
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Résultat 4 La complexité pour calculer tous les pro-
fils cumulés de ressource minimum en utilisant un al-
gorithme de balayage est en O(p - (logp + q)) ot q est
le nombre de ressources, p = >, (p;) est le nombre
total de sous-taches trapézoidales des n taches.

Preuve 2 du Résultat 4. La complexité du calcul (voir
3.4) de tous les Pm(T;) et de la génération de tous les
événements est en O (31, (pilogp;)).

La complexité pour trier les O(p) événements, en
utilisant un algorithme de complexité en O(plogp),
est en O(plogp). Finalement, pour chaque res-
source r, [lalgorithme de balayage AB calcule
Pem(r) en O(p) (dans le pire cas). Par consé-
quent, nous obtenons une complexité dans le pire
cas en O (31 (pilogp;) + p-logp+ > i, p) ie., en
O(p (logp +q)). O

5 Conclusion

Nous avons d’abord introduit un nouveau modele
de tache qui combine les avantages de deux modeles.
Dans le premier modele ne prenait en compte que
des taches avec des consommations ou des production
constantes et permettait le multi-ressources. Dans le
second, les taches pouvaient exprimer des consomma-
tions en ressource linéaires par morceaux mais avec
une seule ressource. Ensuite, pour ce nouveau modele
de tache, nous fournissons un algorithme polynomial
pour le calcul, pour chaque ressource, de ses profils de
ressource cumulés minimum et maximum.
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