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Résumé

Dans ce papier, nous introduisons le langage QCSP+

qui étend le cadre des QCSP et permet d’exprimer le
concept de quantification restreinte via une châıne de
CSP interprétés alternativement de manière conjonctive
et disjonctive.

La quantification restreinte apparâıt comme une so-
lution confortable aux problèmes de modélisation des
QCSP et aide, étonnamment, à réutiliser les techniques
de propagation et à élaguer l’espace de recherche.

Nous présentons notre solveur de QCSP+, qui est
capable de traiter les contraintes arithmétiques et des
contraintes globales, et possède des performances com-
parables avec l’état de l’art.

Abstract

The QCSP+ language we introduce extends the fra-
mework of Quantified Constraint Satisfaction Problems
(QCSPs) by enabling us to neatly express restricted

quantifications via a chain of nested CSPs to be interpre-
ted as alternately conjuncted and disjuncted. Restricted
quantifiers turn out to be a convenient solution to the
crippling modeling issues we encounter in QCSP and—
surprisingly—they help to reuse propagation technology
and to prune the search space. Our QCSP+ solver—
which also handles arithmetic and global constraints—
exhibits state-of-the-art performances.

1 Introduction

Nous étendons le cadre des QCSP grâce à un nou-
veau langage, appelé QCSP+. La conception de ce lan-
gage a été motivé par les difficultés rencontrées lors
de la modélisation et de la résolution de problèmes
non triviaux par des QCSP. Commençons par décrire
les (Q)CSP et en indiquer les points faibles en ce qui
concerne la modélisation.

Un CSP est un problème représenté par un ensemble
de variables ayant chacune un domaine fini, plus une
conjonction de contraintes mentionnant ces variables.
Par exemple, si on a x ∈ {1, 2, 3}, y ∈ {3, 4}, et z ∈
{4, 5, 6}, le CSP

x < y ∧ x + y = z ∧ z 6= 3x

peut être résolu en sélectionnant (si possible) une va-
leur du domaine de chaque variable telles que les trois
contraintes sont satisfaites. Par exemple, x=1, y =4,
z=5 est une solution valide. Les CSP permettent de re-
présenter naturellement des problèmes du monde réel,
et sont utilisés dans de multiples applications.

Dans ce papier, nous verrons un CSP comme un
problème de décision dans lequel toutes les variables
sont quantifiées existentiellement (i.e. l’existence d’une
seule affectation de toutes les variables satisfaisant
toutes les contraintes suffit à répondre au problème
de manière positive) :

∃x∈{1, 2, 3}∃y∈{3, 4}∃z∈{4, 5, 6}. x < y∧x+y = z∧z 6= 3x

Le fait, apparemment sans conséquences, d’expliciter
des quantificateurs sur les variables nous conduit sur
un tout autre terrain : que se passe-t-il si l’on quanti-
fie universellement quelques unes des variables du pro-
blème ? Par exemple, que signifie “être vraie” pour la
formule suivante ?

∃x∈{1, 2, 3}∀y∈{3, 4}∃z∈{4, 5, 6}. x < y∧x+y = z∧z 6= 3x
(1)

La manière la plus intuitive de répondre à cette ques-
tion est d’ aborder ce problème comme un jeu entre
deux joueurs. Un des joueur est associé au quantifica-
teur existentiel, et est appelé joueur-∃. Son adversaire
est associé au quantificateur universel, et est appelé
joueur-∀. Le but de joueur-∃ est de satisfaire toutes
les contraintes, et donc tout le problème. Celui de
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joueur-∀ est au contraire de violer au moins une des
contraintes, faisant ainsi perdre son adversaire. Les
deux joueurs jouent chacun leur tour, un nombre fini
et fixé de coups. Ces coups qu’ils exécutent consistent
à affecter des valeurs aux variables. Les variables qui
sont affectées à chaque coup sont déterminées par le
préfixe du problème (dans notre exemple, le préfixe est
“∃x ∈ {1, 2, 3}∀y ∈ {3, 4}∃z ∈ {4, 5, 6}”).

Dans (1), le joueur-∃ joue en premier, et doit choi-
sir une valeur pour x. Ensuite, le joueur-∀ doit choi-
sir une valeur pour y. Enfin, lejoueur-∃ affecte z et le
jeu se termine : on évalue alors la satisfaction de l’en-
semble des contraintes. On dit qu’un tel CSP quantifié
(QCSP) est vrai si le joueur-∃ possède une stratégie
gagnante, i.e. si il peut arriver à satisfaire toutes les
contraintes quoi que fasse son adversaire, et est faux
sinon. Par exemple, (1) est vrai, cependant il devient
faux si on remplace son préfixe par ∀x∃y∀z. Contrai-
rement aux CSP purement existentiels, l’ordre des va-
riables devient ici important : en changeant y et z de
place dans le préfixe de (1), le joueur existentiel perds
le jeu.

Les QCSP sont strictement plus ”puissants” que
les CSP : il existe une gamme complète de QCSP
pour lesquels il n’existe aucune représentation ”com-
pacte” sous forme de CSP. (la résolution de QCSP
est un problème PSPACE-complet, alors que celle
des CSP est NP-complet). Certains de ces problèmes
sont naturellement perçus par l’homme comme des
jeux (modélisation d’un jeu de plateau) tandis que
dans d’autres, l’approche ”jeu” est plus difficile à voir
(voir Section 2). Au jour d’aujourd’hui, plusieurs al-
gorithmes permettant la résolution des QCSP ont été
implémentés.[16][6]

Bien que la force de ce langage apporte beaucoup
d’espoirs, nous n’avons trouvé dans la littérature au-
cune modélisation de problème réel résolu par un sol-
veur de QCSP. Une première explication à cet état de
fait est que la résolution de QCSP n’en est qu’a ses bal-
butiements et que donc, la plupart des propagateurs
pour les contraintes quantifiées ne sont pas encore bien
définis. Cette limitation actuelle décourage, voire em-
pêche, la production de modèles réalistes.

Cependant, nous avons récemment réalisé un sol-
veur de QCSP possédant des propagateurs pour la plu-
part des contraintes existantes [4]. Mais malgré cela, la
plupart des problèmes“naturels”restent étonnamment
difficiles à modéliser.

Pour localiser le problème, revenons à la comparai-
son entre les QCSP et un jeu opposant ∃ et ∀ : un tel
jeu possède des règles qui limite les coups possibles de
chaque joueur en fonction des coups déjà joués. Par
exemple, beaucoup de jeux interdisent de jouer dans
une case déjà occupée par un des joueurs. Dans un

QCSP, cela signifie que les joueurs ne peuvent pas af-
fecter n’importe quelle valeur à leurs variables : l’en-
semble des mouvements possibles est dynamiquement
restreint pendant toute la durée du jeu en fonction des
coups déjà joués, pour satisfaire les règles.

Et il est justement difficile, avec un QCSP, de re-
présenter la satisfaction de ces règles : le préfixe ne
peut fournir aucune représentation de tels domaines
de variables dynamiques. Dans (1), z a pour domaine
{4, 5, 6} quelques soient les valeurs choisies pour x et
y. Il nous faut donc inclure les règles du jeu dans les
contraintes : il s’agit de représenter le fait qu’un joueur
perds immédiatement s’il choisit une valeur prohibée.
Ceci est naturellement faisable pour le joueur-∃ : il
suffit de représenter le respect des règles dans une
contrainte additionnelle. Si le joueur-∃ triche, il rends
cette contrainte fausse, et donc perd le jeu.

On ne peut cependant pas appliquer de méthode
aussi directe pour le joueur-∀ : celui-ci perds le jeu
dès que toutes les contraintes sont satisfaites, ce qui
ne peut être imposé en ajoutant par conjonction une
quelconque contrainte additionnelle.

Pour résoudre le respect des règles par le joueur-
∀, on pourrait modifier légèrement le formalisme. Une
approche basée sur la reformulation a été présentée
dans [1] pour le cas des jeux à deux joueurs en QBF
mais, pour les raisons décrites en section 4, elle s’avère
ne pas être satisfaisante pour notre problème.

Nous présentons donc une solution différente, basée
sur une gestion explicite des règles. Comme nous le
verrons, le formalisme des QCSP est insuffisant pour
formuler cette solution car il n’autorise pas les disjonc-
tions entre les ensembles de contraintes. Considérons
le problème suivant (dans lequel il n’y a pour l’instant
pas de règles) :

∀X1∃Y1∀X2∃Y2.C(X1, X2, Y1, Y2) (2)

Les lettres en majuscule dénotent des ensembles de
variables plutôt qu’une seule variable (les domaines ne
sont pas explicités). Supposons que les premiers coups
possibles pour le joueur-∀ sont caractérisés par un en-
semble de contraintes (un CSP) L∀

1(X1), i.e. une af-
fectation des variables de X1 est un coup autorisé ssi
il est une solution de L∀

1 au sens classique des CSP.
Ensuite, la réponse du joueur-∃ au second tour est
contrainte par un CSP L∃

1(X1, Y1) : Une fois les choix
du joueur-∀ concernant X1 connus, une affectation de
Y1 doit être considérée seulement si elle résout L∃

1 . De
la même façon, on fournit les règles L∀

2(X1, Y1, X2) et
L∃

2(X1, Y1, X2, Y2).
Pour capturer ce scénario, nous présentons les quan-

tificateurs restreints qX[L], avec q ∈ {∃, ∀} : ils quanti-
fient les variables de X, mais seulement sur les affec-
tations de X qui satisfont la règle L, qui est basée sur
un CSP.
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Avec cette notation compacte, notre exemple
s’écrit :

∀X1[L
∀
1(X1)]. ∃Y1[L

∃
1(X1, Y1)]. ∀X2[L

∀
2(X1, Y1, X2)].

∃Y2[L
∃
2(X1, Y1, X2, Y2)]. C(X1, X2, Y1, Y2)

ce qui se lit “Pour toute affectation de X1 telle que L∀
1

est satisfaite, il existe une affectation de Y2 telle que
L∃

1 est satisfaite et sur pour toute ...”.
On peut remettre cette formule sous forme prénexe

en considérant que “tel que” représente une conjonc-
tion quand le joueur-∃ est concerné, et une implication
quand il s’agit du joueur-∀. Donc, on demande en fait
si :

∀X1(L
∀
1 → ∃Y1(L

∃
1 ∧ ∀X2(L

∀
2 → ∃Y2(L

∃
2 ∧ C)))) (3)

ou, en explicitant la disjonction, si

∀X1∃Y1∀X2∃Y2.(L∀
1 ∨ (L∃

1 ∧ (L∀
2 ∨ (L∃

2 ∧ C)))) (4)

La formule (4) montre que le moyen le plus natu-
rel pour exprimer la quantification restreinte serait
d’étendre le langage de manière à ce qu’il gère les dis-
jonctions. Cependant, passer aux CSP non-conjonctifs
en général nous priverait de l’opportunité de réutili-
ser le grand nombre de propagateurs déjà implémentés
dans le cas purement conjonctif. On pourrait retom-
ber dans l’incapacité d’utiliser les outils des CSP sur
des problèmes réels, en ayant un joli formalisme et pas
d’implémentation efficace sur des problèmes réels.

Notre solution est de concevoir une extension dis-
jonctive limitée du formalisme des QCSP qui soit (i)
suffisante pour exprimer toutes les disjonctions venant
de l’ utilisation des quantificateurs (universels) res-
treints, mais qui soit (ii) toujours capable d’hériter
des procédés de raisonnements des solveurs de (Q)CSP
standards.

∃Y1

∀X1

→

L
∃

n

∧

∀X2

L
∀

1

L
∃

1

∃Xn

∧

→

L
∀

2

C(X1,Y1, . . . ,Xn,Yn)

Du point de vue de la logique du premier
ordre, la forme syntactique des problème
que l’ on présente—les QCSP+, généra-
lisant l’exemple (3-4)— est une châıne
alternée de quantifications avec restric-
tions. Ce langage est intuitivement adé-
quat pour représenter des problèmes de
type jeu-avec-règles (du point de vue de
la modélisation), (section 2), et il est en
même temps possible de le décider en
réutilisant la technologie existante (point
de vue du solveur), (section 3). En ef-
fet, cette règle de restriction est un CSP
standard, dans lequel les procédures de
propagation habituelles peuvent être uti-
lisées. on doit donc concevoir (i) un mé-
canisme de recherche évaluant la valeur
de vérité d’une châıne alternée de CSP
en fonction de la valeur de vérité des
feuilles, et (ii) un mécanisme de

propagation inter-feuilles qui partage l’information
entre les différents CSP de manière correcte.

Notons au final que l’ensemble des scénari de type
“jeu-avec-règles” que l’on cible n’est absolument pas
un cas marginal. Au contraire, l’utilisation de quanti-
ficateurs restreints est tellement naturelle (voir la sec-
tion 2) qu’on finit par se demander s’il existe des pro-
blèmes non-triviaux modélisables avec les QCSP stan-
dards ! Le rapport entre notre approche et les contri-
butions récentes sur le terrain de la résolution des QBF
est discuté en section 4. Nous présentons l’implémen-
tation d’un solveur complet et des expériences sur des
modèles quantifiés en section 5. Dans la section 6, nous
résumons nos contributions et nos directions de re-
cherche actuelles.

2 Motivations et exemples

Les concepts impliqués dans la modélisation des pro-
blèmes communs suivants sont naturellement captu-
rés par une conjonction de contraintes. Cependant,
les questions que nous posons requièrent des quan-
tificateurs universels et des disjonctions du style des
QCSP+.

Problème 1 Supposons un ordre (partiel) � sur les
solutions d’un CSP P donné. Un CSP n’étant pas
suffisant pour caractériser de manière compacte la
meilleure solution de P par rapport à �, les QCSP+

donnent au problème une formulation élégante en une
alternation : ∃X[P (X)]. ∀Y [P (Y )]. Y � X.

Dans l’exemple suivant [13], les solutions du CSP
représentent des ensembles, et la relation usuelle ⊆
donne la relation de préférence.

Exemple 1 (Strategic companies) On a une col-
lection C de compagnies, un ensemble G de produits
(“goods”) et une relation Prod ⊆ C×G spécifiant les
produits fabriqués par chaque compagnie. Les compa-
gnies peuvent participer financièrement aux autres, et
un sous-ensemble C ′ ⊆C qui détient plus de 50% du
capital de c ∈ C est appelé un ensemble contrôlant
c. Une compagnie peut avoir plusieurs ensembles la
contrôlant. Ils sont tous représentés par la relation
Contr⊆2C×C.

Un ensemble de compagnies S ⊆ C est dit
“ production-preserving” —écrit PP(S)— si il (i)
couvre tous les produits de G, i.e. si en cumulant les
produits g tels que 〈c, g〉∈Prod et c∈S, on obtient G ;
et (ii) est clos par relation de contrôle, i.e. pour tout
〈C ′, c〉∈Contr, si C ′⊆S, alors c∈S.

On note ensemble stratégique tout ensemble
production-preserving minimal (i.e. tout sous-
ensemble strict de cet ensemble n’est pas PP).
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Une compagnie x∈C n’est pas stratégique (intuiti-
vement : sa vente n’a pas d’impact sur l’ensemble des
biens produits ou sur les compagnies contrôlées) si il
n’appartient à aucun ensemble stratégique, i.e. si

∀S[S ⊆ C ∧ PP(S) ∧ x ∈ S]. ∃S′[PP(S′) ∧ x /∈ S′]. S′ ⊂ S

Les relations Prod et Contr définies ci-dessus
peuvent aisément être exprimées en logique proposi-
tionnelle. On adopte cette restriction pour avoir une
comparaison directe avec les solveurs booléens (sec-
tion 5). Des modèles plus réalistes —explicitant les
quantités de produits, les capacités de production et
les pourcentages de participations— sont toujours bien
exprimés par des CSP, mais sortent du cadre naturel
de la logique propositionnelle.

Problème 2 (Stratégie de jeu) Soit un ensemble
de variables Xi décrivant l’ état au tour i d’un système
évoluant au gré des coups alternés de deux opposants
p∀ et p∃, sélectionnés parmi un ensemble fini de pos-
sibilités. Un jeu est défini par un 4-uplet 〈PA, SSA, G, I〉

de CSP :

Un coup M (“Move”) dans un état X est possible
seulement quand l’ axiome de précondition PA(X, M)

est satisfait et conduit à un nouvel état X ′ défini par l’
axiome de succession d’état SSA(X, X ′, M). La condi-
tion initiale et les conditions de victoire sont reconnues
respectivement par I(X) et G(P, X)

Considérons que ∀ dénote ∃ et vice-versa. Le pre-
mier joueur p∃ gagne le jeu en au plus k tours si
∃X0[I(X0)].WS(∃, 1), avec

WS(q, i) := qXi, Mi[ PA(Xi−1, Mi) ∧ G(pq, Xi−1)∧
SSA(Xi−1, Xi, Mi)].WS(q, i+1)

for i < 2k, and WS(q, i) := G(pq, Xi−1) for i = 2k.

L’exemple suivant montre que les QCSP+ per-
mettent d’échapper à la complexité de la formalisation
des jeux que l’on trouve par exemple dans [14].

Exemple 2 (Puissance n×m−k) Soit B = (bij) ∈
{0, p∀, p∃}

n×m une matrice de variables représentant
l’état du plateau d’un jeu de Puissance-4 généralisé
(joué sur une matrice n×m où on essaye d’aligner
k pions). On modélise l’existence d’une stratégie ga-
gnante pour le premier joueur en posant PA(B, x) :=
bnx 6=0, où x∈[1..m] est la colonne du coup courant, et
en utilisant

∧i∈[1..n]j∈[1..m](bij 6=b′ij) ↔ (j=x∧bij =0∧b′ij =P∧bi−1j 6=0)

comme SSA(B, B′, x), où P ∈{p∀, p∃} est le joueur ac-
tuel. La condition initiale I(B) est ∧ijbij =0. Le CSP
G est une conjonction de contraintes excluant tout ali-
gnement.

Problème 3 (Conformant Scheduling)
Considérons n tâches de durée δ1 . . . δn requérant
une quantité de ressource r1 . . . rn, et sujette aux
contraintes d’ordonnancement O ⊆ [1..n]× [1..n], où
〈i, j〉 ∈ O signifie que la tâche i doit se terminer avant
que la tâche j ne démarre.

On veut ordonnancer les tâches tel que : (i) on
finit avant le temps T , (ii) on respecte O, et (iii)
la consommation de ressource ne dépasse à au-
cun instant une capacité fixée R. La plupart des
solveurs de CSP fournissent la contrainte globale
cumulative(R, t1, δ1, r1, . . . , tn, δn, rn) pour vérifier cette
dernière condition. On a un degré d’incertitude sur
la demande réelle en ressource de chaque tâche : un
environnement hostile peut avoir un impact sur elles,
selon certaines contraintes EM(r1, . . . , rn). Est-il pos-
sible d’ obtenir une planification des tâches robuste par
rapport à l’adversaire ?

∃t1, . . . , tn[∧〈i,j〉∈Oti+δi ≤ tj ]. ∀r1, . . . , rn[EM(r1, . . . , rn)].
cumulative(R, t1, δ1, r1, . . . , tn, δn, rn) ∧ max(ti+δi) ≤ T

Exemple 3 Considérons trois tâches devant être ac-
complies avant le temps T = 4 et sans jamais dépasser
la capacité R = 5, avec δ1=1, δ2=2, δ3=3, r1=3, r2=2,
and r3 = 1. La tâche 1 doit finir avant que la 2 ne
commence. On cherche une planification inattaquable,

1
2

3

1
2

3

1 2

3

3 4 5 6

B

21

A

C

t

sachant que
l’environnement
peut ajouter
une unité de
coût à deux
tâches au maxi-
mum. L’image
ci-contre montre

que la planification optimale (A) est sujette à des
attaques critiques, la planification linéaire (B) dépasse
T , et la solution (C) de notre instance QCSP+ est
totalement satisfaisante.

3 Formalisation et décision des QCSP+

Soit V un ensemble de variables et D=(Dv)v∈V l’en-
semble de leurs domaines. Soit W ⊆ V . On note DW

l’ensemble Πv∈W Dv des tuples sur W . La projection
d’un tuple t (ou d’un ensemble de tuples T ) sur une
variable v (ou un ensemble de variables W ) est notée
t|v (ou T |W ). Une contrainte est un couple c=(W,T )
avec W ⊆ V et T ⊆ DW (W et T sont notées var(c)
et sol(c)). Un CSP est un ensemble de contraintes.
Pour un CSP C, on note var(C)=

⋃
c∈C var(c) ses va-

riables et sol(C) =✶c∈C sol(c) ses solutions, avec —
pour toutW,U ⊆ V , A ⊆ DW , et B ⊆ DU —, on a
A ✶ B = {t∈DW∪U | t|W ∈A ∧ t|U ∈B}.
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On étend la notion de domaine à un ensemble de
variables comme suit : on appelle domaine sur W ⊆ V
toute fonction R de domaine W qui, à chaque v ∈ W ,
associe un sous-ensemble R(v) ⊆ Dv.

Définition 1 (Quantificateur restreint) Un
quantificateur restreint est un 4-uple Q = (q,W, R,C)
où q ∈ {∃,∀}, W est un ensemble de variables, R est
un domaine sur W , et C un CSP.

Définition 2 (QCSP+) Un QCSP+ doté de va-
riables libres F est un couple (QS, G), où la structure
de quantification QS est une séquence finie (éventuel-
lement vide) [Q1, . . . ,Qn] de quantificateurs restreints
Qi = (qi, Vi, Ri, Ci) pour lesquels on a toujours :

– ∀i, j ∈ [1..n], Vi∩F = ∅ and i 6= j ⇒ Vi∩Vj = ∅
– var(Ci) ⊆ Wi ∪ F avec Wi =

⋃
j≤i Vj

et G est un CSP appelé but, tel que var(G) ⊆ Wn∪F .
Si F = ∅, on dit que le QCSP+ est clos.

Comme dans les exemples présentés, on note un tel
QCSP+ de manière compacte en l’écrivant :

q1V1 ∈ R1 [C1]. . . . . qnVn ∈ Rn [Cn].G

Il existe seulement deux QCSP+ clos ayant une
structure de quantification vide. : ([ ],⊤) et ([ ],⊥), où
⊤ est un CSP vide (trivialement vrai), et où ⊥ désigne
tout CSP possédant une contrainte vide (trivialement
faux).

Soit un QCSP+ P = ([(q1, V1, R1, C1), . . . ,
(qn, Vn, Rn, Cn)], G) donné, ayant un ensemble de va-
riables libres F . L’affectation d’une valeur a∈Dv à une
variable v∈F , s’écrit P [v=a] et est définie par P [v=
a] = ([(q1, V1, R1, C1[v = a]), . . . , (qn, Vn, Rn, Cn[v =
a])], G[v =a]). L’affectation dans un CSP est obtenue
en reprenant les affectations dans chaque contrainte :
soit une contrainte c=(W,T ), on a c[v =a]= c si v /∈
W . Sinon, on a c′=c[v=a]=(W ′, T ′) avec W ′=W \{v}
et T ′={t′ ∈ DW ′

| ∃t ∈ DW , t|W ′ =t′ ∧ t|v =a}.
On étend naturellement cette notion aux affecta-

tions de tuples [W = t], avec W ⊆ V , t∈DW .
Pour tout W ⊆ V , t ∈ DW , et tout domaine R sur

W , on écrit t∈W R pour ∀v ∈ W t|v ∈ R(v).

Définition 3 (Evaluation d’un QCSP+) Tout
QCSP+ clos (QS, G) est évalué à une valeur de vérité
(∈ {true,false}) comme suit.

Cas de base eval(([ ],⊤))=true et eval(([ ],⊥))=false.

Récurrence Soit QS = [(q,W, R,C) | QS ′]. On a
eval((QS, G)) = true ssi : (i) q = ∀ et pour tout
t∈W R tel que t∈sol(C), on a eval((QS ′, G)[W =
t]) = true, ou (ii) q=∃ et il existe t∈W R tel que
t∈sol(C) et eval((QS ′, G)[W =t]) = true.

La procédure de décision que nous avons implémentée
est calquée sur cette définition de eval, et est basée sur
une recherche en profondeur classique et sur l’arbre
et/ou associée à la structure de quantification.

Comme dans les solveurs de CSP, il est crucial de
posséder une méthode d’inférence en avant (appelée
propagation) qui soit appliquée à chaque noeud de la
recherche, afin d’élaguer l’espace de recherche. Dans
le cas des QCSP+, cette propagation est particulière,
mais est néanmoins construite à partir de la propaga-
tion classique des CSP.

On modélise la propagation dans le cadre des CSP
comme une fonction paramétrique propP (·) —où le pa-
ramètre P est un CSP — dont le domaine et le co-
domaine sont les familles de domaines sur var(P ). Le
résultat R′ = propP (R) d’une propagation sur R doit
contracter le domaine de chaque variable (pour ainsi
réduire le facteur de branchement de la recherche),
tout en préservant les solutions de P . Cela signifie que
pour toute variable v ∈ var(P ), on a R′(v) ⊆ R(v),
mais, en même temps, pour toute solution t ∈ sol(P ),
si t|v∈R(v) alors t|v∈R′(v).

La propagation est calculée, par itération chaotique,
comme le plus grand point fixe des opérateurs de
réduction de domaine associés à chaque contrainte
c ∈ P , où l’opérateur c élague les valeurs qui échouent
au test de consistance locale de c [2].

Soit R1 un domaine sur W1 et R2 un domaine sur
W2 (W1∩W2 = ∅). On définit R = R1⊔R2 par R(v)=
R1(v) if v ∈ W1 et R(v)=R2(v) si v ∈ W2. On note les
projection des domaines sur les sous-domaines avec |.
Par exemple, on a R|W1

= R1 et R|W2
= R2.

La propagation dans les QCSP+ est définie de la
manière suivante :

Définition 4 (Propagation en cascade) Soit un
schéma de propagation prop donné, un QCSP+ P , et
un domaine RF pour les variables libres F de P , la
cascade(P ), obtenue par propagation en cascade de P
est définie comme suit :

Cas de base. On a cascade(([], G)) = ([],⊥) si, pour
tout v ∈ F , on a R′(v) = ∅, avec R′ = propG(RF ).
Sinon, cascade(([], G)) = ([], G).

Cas inductif. Soit P =([(q,W, R,C)|QS], G) et R′=
propC(RF ⊔ R). Si il existe v ∈ F ∪ W tel
que R′(v) = ∅, alors cascade(P ) = ([],⊤) si
q = ∀, et cascade(P ) = ([],⊥) si q = ∃. Si-
non (si il n’y a pas de domaine vide dans R′),
on a cascade(P ) = ([(q,W, R′|W , C)|QS ′], G′) où
(QS ′, G′) = cascade((QS, G)) est obtenu en uti-
lisant le nouveau domaine R′ pour les variables
libres F ∪ W de (QS, G).

Intuitivement, la propagation au niveau de chaque
quantificateur restreint (q,W, R,C) est la source d’in-
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formation“faisant foi” en ce qui concerne les nouveaux
domaines de W . Inversement, pour les variables de
var(C)\W , on utilise une version locale temporaire
des domaines où tous les élagages réalisés par les CSP
dominants sont cumulés. Ce résultat parcourt la châıne
des propagations, et disparâıt ensuite.

La structure alternée des QCSP+ dote la propaga-
tion en cascade d’un avantage intrinsèque sur l’ arc-
consistance quantifiée usuelle des QCSP : il transforme
le test de consistance globale pour les valeurs des do-
maines universels en une propriété locale, décidable au
niveau des seules contraintes du CSP représentant la
règle du quantificateur restreint.

De cette façon, on peut retirer des valeurs de tous
les domaines, qu’ils soient universels ou existentiels,
symétriquement, en réutilisant simplement les propa-
gateurs non quantifiés des CSP.

On qualifie de préservant la validité toute applica-
tion op : QCSP+ → QCSP+ telle que ∀P ∈QCSP+,
eval(P )=eval(op(P )), et on dit que op est un contrac-
teur si ∀P = (QS, G) ∈ QCSP+, P ′ = (QS ′, G′) =
op(P ) on a : (i) |QS ′| ≤ |QS|, (ii) var(P ′) ⊆ var(P ),
et (iii) pour tout (q,W, R,C) ∈ QS, (q′,W ′, R′, C ′) ∈
QS ′, if v ∈ W ∩ W ′ alors R′(v) ⊆ R(v).

Théorème 1 La propagation en cascade est un
contracteur préservant la validité pour les QCSP+.

Cette propriété garantit la correction et la complétude
de la procédure de décision, qui réalise la propagation
en cascade à chaque noeud de la recherche. Pour plus
de détails, voir [3].

Jeux non-blocables.

Dans les QCSP+, il est possible, pendant la résolu-
tion, que le CSP d’un quantificateur restreint devienne
inconsistant. Du point de vue “jeu” du problème, cela
se traduit par le fait que le joueur concerné perds la
partie en cours de jeu. Or, il existe de nombreux jeux
dans lesquels ce problème ne s’applique pas, si bien
qu’il est toujours possible de jouer en suivant les règles,
quels que soient les coups joués précédemment.

Plus formellement, de tels problèmes respectent la
propriété suivante :

Définition 5 Un QCSP+ Q est non-blocable si, et
seulement si :

1. il s’agit de ([ ],⊤) ou de ([ ],⊥), ou bien

2. Q est de la forme ([(q,W, R,C) | QS ′], G), C ad-
met au moins une solution dans R, et, pour toute
solution s de C, le QCSP+ Q′ = Q[s → W ] est
non-blocable.

Dans un tel cas, la détection soit de l’inconsistance,
soit de la trivialité des conditions de victoire du joueur

existentiel (dans notre formalisation, ces conditions de
victoire sont représentées par le “but” : le CSP G),
permet de décider immédiatement le problème : intui-
tivement, si le but devient inconsistant, le joueur-∀ n’a
qu’à respecter les règles (et il peut toujours le faire),
ainsi, soit le joueur-∃ triche, ce qui lui fait perdre la
partie, soit il respecte les règles, et la partie se termine
avec une défaite pour lui, étant donné qu’on sait que
les conditions de victoire étaient inconsistantes. A l’in-
verse, si le but devient trivial, il suffit au joueur-∃ de
respecter les règles pour s’assurer la victoire.

Si on a cette propriété, on peut modifier la propa-
gation en cascade de manière à tenir compte de ce
fait : D’une part, l’inconsistance ou la trivialité du
goal entrâıne le même résultat pour le problème en-
tier. D’autre part, le retrait d’une valeur v du domaine
d’une variable libre X d’un CSP Ci du problème im-
plique que cette valeur peut être retirée du CSP associé
au quantificateur restreint où X est liée. En effet, le
fait que v soit retirée par propagation du domaine d X
dans Ci implique, soit que celui-ci deviendra inconsis-
tant si on affecte la valeur v à X, soit que le CSP d’un
quantificateur extérieur à Ci l’est déjà, ou le deviendra
après cette opération. Etant donné que le problème est
non-blocable, par contradiction, v ne peut être affectée
à X, ce qui implique son inconsistance dans le CSP où
X est liée.

La propagation dans le cas des problèmes non-
blocables devient alors :

Définition 6 Soit un schéma de propagation prop

donné, un QCSP+ P non-blocable, et un domaine RF

pour les variables libres F de P , la cascade(P ), obtenue
par propagation en cascade de P est définie comme
suit :

Cas unique. Soit P =
([(q1,W1, R1, C1); . . . ; (qn,Wn, Rn, Cn)], G) et
R′ = propC1∪...∪Cn

(RF ⊔ R1 ⊔ . . . ⊔ Rn). Si
G = ⊥ alors cascade(P ) = ([],⊥), sinon si
G = ⊤ alors cascade(P ) = ([],⊤), sinon (si il n’y
a pas de domaine vide dans R′), on a cascade(P )=
([(q1,W1, R

′|W1
, C1); . . . ; (qn,Wn, R′|Wn

, Cn)], G′)

Cette propriété est malheureusement aussi difficile
à calculer que le problème lui-même. Il est donc néces-
saire, dans la pratique, de connâıtre au préalable cette
propriété du problème si on veut pouvoir jouir de l’ac-
célération qu’elle peut produire dans la résolution.

4 Discussions et travaux à ce sujet

L’existence de ce“problème des règles du joueur uni-
versel” dans les langages quantifiés conjonctifs a été
récemment identifié dans la communauté QBF [1]. Il a
été discuté d’une version statique de cette question
dans le cas des encodages en QBF de variables de
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QCSP multivaluées dont l’application booléenne né-
cessite d’éviter les combinaisons illégales [15].

Ce problème a un impact considérablement plus
grand sur les QCSP que sur les QBF : ce dernier ne
prend pas du tout en compte le point de vue de la
modélisation étant donné qu’on ne demande pas à un
humain de lire et de comprendre une spécification en
QBF. De telles QBF sont obtenus via une compila-
tion assistée par ordinateur, qui part d’un langage de
plus haut niveau et finit par un processus appelé CNF-
isation. Cela consiste à projeter le sens qu’une formule
structurée dans une Forme Normale Conjonctive en re-
liant par conjonction les clauses locales de chaque sous-
formules en utilisant des variables auxiliaires [21].

On peut, dans le cas des QBF, contourner le pro-
blème des règles en modélisant sous forme d’une ma-
trice conjonctive le sens complet de, par exemple (4).
Cette astuce a été adoptée depuis toujours —souvent
de manière tacite— dans les modèles QBF. C’est pour-
quoi il existe une pléthore d’instances de problèmes
réels [18].

Une technique d’encodage des QBF plus structu-
rée, appliquée aux jeux à deux joueurs, a été proposée
dans [1], où des variables d’index sont créées pour re-
lier dans un QBF l’encodage en SAT des préconditions,
effets, etc. [19].

Cependant, il est montré que cette approche peut
conduire les solveurs à explorer des espaces de re-
cherche artificiellement élargis, un effet qui peut être
partiellement contré en utilisant des encodages ré-
glés de manière à obtenir une synergie entre la re-
cherche top-down et les mécanismes d’inférences boo-
léens, ou en fournissant au solveur les informations
sur le rôle particulier des variables d’index. Plus ré-
cemment, les représentations DNF pour les contraintes
booléennes ont été adoptées pour réduire l’espace de
recherche [22, 24].

Ces approches utilisent des détails complexes, ou ne
présentent pas explicitement un langage ou une sé-
mantique. Elles requièrent des solveurs basés sur la
recherche, ou exploitent des concepts purement boo-
léennes (e.g. la DNF), ou encore se focalisent sur des
jeux (pour les humains) plutôt que sur le problème plus
général de modéliser des concepts via les contraintes
quantifiées.

Inversement, la quantification restreinte est une so-
lution plutôt élégante et générale, inspirée par des
formes de quantification analogues que l’on trouve
dans d’autres langages sous l’appellation qualifiée
(dans les logiques de description), bornée (en Program-
mation Logique), ou encore restreinte (Théorie de la
logique et des sémantiques).

Les quantificateurs restreints —qui nous permettent
de réutiliser la technologie de propagation et ne s’ap-

pliquent pas uniquement à une résolution basée sur la
recherche — peuvent être entièrement reportés dans
le cas des QBF, où ils produisent le langage QBF+,
que l’on peut définir comme étant la restriction des
QCSP+ aux variables booléennes et aux contraintes
clausales. Les QBF+ seront étudiés dans un papier fu-
tur, mais nous en présentons une première application
dans la section suivante.

Les techniques inspirées des QBF qui ont été men-
tionnées ci-dessus peuvent être interprétées comme
des contournements au problème de la quantification
restreinte en QBF. Tandis que les premières expé-
riences suggèrent (cf. section suivante) que les quan-
tificateurs restreints peuvent être tout autant avanta-
geux en QBF, leur introduction dans les QCSP sont
supportés par des arguments incontestables, des obs-
tacles majeurs nous empêchant d’adapter les autres
solutions :

D’une part, le modeleur devrait avoir la responsa-
bilité de capturer la sémantique de la structure alter-
nante dans (4), ce qui est une menace à l’un des prin-
cipes fondamentaux des (Q)CSP : les modèles doivent
être lisibles et écrivables par l’homme.

D’autre part, les contraintes quantifiées ne peuvent
pas subir de manipulations syntaxiques comme les
clauses. Pour illustrer ce problème, considérons le
QCSP+ suivant : ∃X[C1(X)]∀Y [C2(X, Y )].C3(X, Y ).
Une manière d’obtenir une version QCSP de cette
formule serait de définir une (unique) contrainte sur
X ∪ Y , qui serait traitée par une extension quantifiée
de GAC [20]. Bien que très coûteux (en temps ou en
espace, selon la technique employée), ceci est faisable
pour des petite contraintes table. Cependant, aucune
solution viable n’existe si les C1−3 sont, (comme c’est
le cas d’habitude) des ensembles de contraintes dont
certaines peuvent être arithmétiques, voire globales.

Une autre option serait d’utiliser la version réifiée
de chaque contrainte [12]. La version réifiée de C(X)

est une contrainte toujours consistante C′(X, y), où
y ∈ {0, 1}, qui est satisfaite par C′(X, 1) si C(X) est
consistante, et par C′(X, 0) sinon. On peut donc écrire
∃X.∀Y.∃a, b.C1(X) ∧ C′

2(X, Y, a) ∧ C′
3(X, Y, b) ∧ (¬a ∨ b)

(une version généralisée d’une telle réécriture montre
que les QCSP+ sont toujours dans PSPACE).

Dans la pratique, on doit faire face à des complica-
tions imparables, étant donné que (i) il n’existe aucune
implémentation de la version réifiée de beaucoup de
contraintes, et (ii) le passage à la version réifiée peut
être catastrophique du point de vue du solveur, étant
donné que les contraintes réifiées ne peuvent élaguer
de valeurs des domaines des variables tant qu’elles ne
connaissent pas la valeur de leur dernier paramètre.

Récemment, Christian Bessière et Guillaume Verger
ont introduit dans [9] un formalisme appelé Strategic
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CSP permettant de prendre en compte le “problème
des règles du joueur universel”. Il s’agit d’étendre les
QCSP en y ajoutant un ensemble X de variables
d’état, non quantifiées, destinées à restreindre en
temps voulu les domaines des variables quantifiées Y
du problème : lors de la résolution d’un SCSP dont
la première variable y1est quantifiée universellement,
on ne retient pour cette variable que les valeurs consis-
tantes par rapport au CSP constitué des variables dans
X ∪{y1} et dont le réseau de contraintes est la restric-
tion du réseau de contraintes du SCSP initial à ces
seules variables.

Si on prend le point de vue du jeu de plateau à
deux joueurs, ces variables d’état servent intuitivement
à décrire le plateau. Dans les exemples de modélisa-
tion donnés dans [9], elles sont utilisées pour repré-
senter la grille 3 × 3 du jeu du morpion, ou la grille
du Puissance-4 (chaque case de la grille de jeu est re-
présentée par une variable d’état dont la valeur déter-
mine le joueur la possédant). Lors de la résolution du
SCSP, leurs domaines sont réduits au fur et à mesure
que les contraintes les liant deviennent actives, c’est-à-
dire, pour chaque contrainte, au moment où la dernière
variable quantifiée que cette contrainte concernée est
instanciée.

Cependant, ce genre de modélisation ne s’applique
pas à des jeux où il est possible de modifier une case
du plateau après qu’elle a été jouée. Par exemple, dans
le jeu d’othello où il est possible, en les encadrant,
de reprendre des pions à l’adversaire, il est nécessaire
d’avoir une représentation du plateau après chaque
coup, multipliant d’autant les variables nécessaires.
Dès lors, la représentation de tels jeux est plus natu-
relle en utilisant les QCSP+, dans lesquels les variables
représentant l’état du jeu sont présentes dans chaque
CSP de chaque quantificateur restreint, les règles de
transitions de l’état n à l’état n + 1 étant représentées
sous forme de contraintes dans le CSP du (n + 1)-
ième quantificateur restreint (qui a connaissance des
variables représentant le n-ième état du jeu). De plus,
le fait de n’avoir qu’un seul ensemble de contraintes,
l’activation de chacune d’entre elles étant fonction des
variables la concernant, rend la modélisation de pro-
blèmes réels en SCSP moins aisée qu’en QCSP+.

5 Implantation, modèles et expériences

Nous avons implanté notre procédure de décision
pour les QCSP+ dans un système construit à partir
du solveur GeCode [23]. Notre solveur, appelé QeCode,
accepte une grande variété de contraintes en entrée
1, et est disponible publiquement. A présent, aucun

1En fait, toutes celles proposées par (la dernière version de)
GeCode.
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Fig. 1 – Comparaison du temps de résolution sur des pro-

blèmes de “Strategic Company” (Exemple 1, Section 2).

L’abscisse donne le nombre total de compagnies du pro-

blème. QeCode est comparé avec des solveurs QBF de l’état

de l’art, et avec la formulation QBF+.

autre système de résolution de contraintes quantifiées
n’accepte de langage de contraintes aussi expressif que
QeCode, et il n’existe pas de jeu de tests disponibles
pour ces problèmes. Nous avons proposé une suite de
tests initiale en réalisant des générateurs pour les pro-
blèmes de la Section 2. Les exemples 1 et 2 ne néces-
sitent pas de variables non-booléennes, ce qui fait qu’ils
ont une traduction directe en QBF ou QBF+. Nos gé-
nérateurs peuvent produire cette formulation proposi-
tionnelle et ceci nous permet de tester notre système
contre les solveurs QBF. Il faut toutefois remarquer
que cette comparaison n’est que d’importance relative
et qu’elle est biaisée en faveur des solveurs QBF car
ces problèmes ne permettent pas de mettre en oeuvre
les points forts de QeCode (variables non-booléennes,
propagateurs complexes), tandis que ses faiblesses sont
apparentes (par exemples, ses structures de données ne
sont pas spécialisées pour le raisonnement booléen).

Les résultats sont décrits en Figure 1 et 2. Pour le
problèmes des ”strategic companies”, il apparâıt que
seulement un solveur QBF parmi les six solveurs ”́etat
de l’art” que nous avons testé 2 est plus rapide que
QeCode.

Ce résultat est impressionnant si on considère un
travail récent[17] qui estime à deux ou trois ordres de
magnitude le gain que les solveur de (Q)CSP peuvent
atteindre en utilisant les structures de données légères
des solveurs SAT/QBF (que GeCode, et donc QeCode,
n’utilisent pas).

Pour vérifier cette hypothèse du gain, nous avons
modifié la procédure de décision décrite dans [8] de

2Nous avons aussi testé Quantor [10] et sKizzo [7] mais ils ne
sont pas compétitifs sur cette famille de problèmes.
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manière à résoudre des problèmes QBF+3 : Les résul-
tats, —étiquetés “A.B. on QBF+” dans la figure 1—
confirment l’amélioration de un/deux ordres de ma-
gnitude sur le meilleur solveur QBF et sur le solveur
de base, respectivement.

L’existence de stratégies dans les jeux de plateaux
est un problème combinatoire avec un grand nombre
d’alternance de quantificateurs et est reconnu diffi-
cile pour les algorithmes de raisonnement généralistes.
Pour le Puissance-n×m-k, les résultats sont assez favo-
rables pour QeCode (Figure 2, seuls les deux meilleurs
solveurs de QBF sont représentés). Nos modélisations
n’incluent pas de détection de symétries ni de prédi-
cats auxiliaires.

6 Conclusion et Perspectives

Des obstacles majeurs rendent complexe la modé-
lisation de problèmes issus du monde réel par des
langages comme QBF ou QCSP en forme purement
conjonctive. La cause principale est la discipline de
programmation induite par le quantificateur universel.
Nous proposons de surmonter cette difficulté en intro-
duisant le langage QCSP+ qui autorise des quantifica-
tions restreintes. Grâce à une intégration contrôlée de
la disjonction, ce langage enrichi facilite la modélisa-
tion et en même temps est prévu pour faciliter la réuti-
lisation des technologies classiques de résolution et de
propagation : le solveur QeCode est implanté au dessus
de GeCode. Par ailleurs, QeCode (qui permet également
de résoudre le cas particulier des QCSP classiques) se
trouve être le premier solveur de QCSP qui accepte
une très grande variété de contraintes, y compris des
contraintes globales, et un des premiers à être diffusé
publiquement.

Nous avons réalisé des générateurs multi-langages
afin de constituer une première suite d’instances uti-
lisant la quantification restreinte. Les comparaisons

3L’implémentation actuelle est limitée à des préfixes ∀∃, mais
le cas général vient également des résultats de la section 3.

avec les solveurs QBF sur certains modèles boo-
léens sont plutôt favorables. Toutefois, notre princi-
pale contribution est ailleurs : les QCSP+ offrent la
possibilité auparavant absente d’écrire et de résoudre
des modèles réels basés sur les contraintes quantifiées.

Nous travaillons actuellement à la modélisation
d’applications en QCSP+, et nous recherchons des pro-
cédures de décision pour les QCSP+ et QBF+ qui ne
sont pas basées sur la recherche.
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