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Résumé

Dans un système de Programmation par Contraintes
(PPC), une convergence lente se produit lorsque la
propagation prend un temps proportionnel à la taille
des domaines des variables. Ce phénomène survient par
exemple sur des équations entières aussi simples que
x = 2y + 1 et x = 2z. Les contraintes qui interviennent
dans l’analyse de programmes portent souvent sur des
variables dont les domaines s’étendent à tous les entiers
représentables en machine. Dans ce cas, la convergence
lente empêchera en pratique d’atteindre le point fixe de
réduction des domaines.

Pour lutter contre ce phénomène de convergence
lente, nous proposons d’utiliser les domaines de con-

gruence pour enrichir les domaines de la PPC. Cette
idée a été introduite par Ph. Granger [12] dans la com-
munauté de l’interprétation abstraite ; nous montrons ici
comment un système de PPC peut en tirer parti, par
exemple pour découvrir que 12x+|y| = 3 et 4x+7y = 0

n’ont pas de solution entière.

Abstract

A Constraint Programming Solver (CP Solver) en-
couters slow convergence when propagation takes a time
that is linear in the size of the domains. Such a pheno-
menon occurs for instance on as simple integer equations
as x = 2y + 1 and x = 2z. Constraints generated for
Program Verification tasks very often involve variables
ranging on all the machine-representable integers. Slow
convergence then prevents the CP Solver from reaching
a fix point in practical time. To address the slow conver-
gence phenomenon, we propose to enrich a CP Solver
with congruence domains. This idea has been introduced
by Ph. Granger [12] in the abstract interpretation com-
munity ; we show how a CP Solver can benefit from it, for
example in discovering immediately that 12x + |y| = 3

and 4z + 7y = 0 have no integer solution.

1 Introduction

Pour certains problèmes, la taille des domaines ini-
tiaux des variables est très grande. Il peut être difficile,
voire impossible, de les réduire a priori lors de l’énoncé
des contraintes du problème. C’est notamment le cas
des problèmes de vérification de programmes, où on
cherche à déterminer si un programme satisfait ou
non une certaine propriété. Les domaines des variables
d’entrée sont très grands, car typiquement composés
de tous les entiers représentables en machine. Les pro-
blèmes de vérification de programmes, parce qu’ils
s’appuient sur la réfutation, tendent à produire des
problèmes de contraintes insatisfaisables. Si le temps
pris par un système de programmation par contraintes
pour conclure à l’absence de solution est proportionnel
à la taille des domaines des variables, il en résulte une
grande inefficacité, en particulier sur les programmes
sans erreur pour lesquels les contraintes associées sont
insatisfaisables (voir l’exemple 3).

Dans cet article nous proposons d’étendre les do-
maines finis de la Programmation par Contraintes
(PPC) avec des domaines de congruence, afin de prou-
ver l’insatisfaisabilité de certaines contraintes entières
d’égalité plus efficacement, à savoir en un temps in-
dépendant de la taille des domaines des variables. Les
congruences concernent la division d’un entier par un
autre et son reste dans la division entière. L’analyse de
congruence vient de la communauté de l’interprétation
abstraite. Introduite par Granger [12], elle n’est pas
restreinte aux équations linéaires mais peut aussi trai-
ter les multiplications. Nous étendons ici son champ
d’application à l’expression si-alors-sinon, et donc à
la valeur absolue, au minimum et au maximum.
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Dans la section 2, nous décrivons le phénomène de
convergence lente et comment il survient naturelle-
ment en vérification de programmes. Les domaines de
congruence sont présentés en section 4. La section 5
fournit les formules pour la propagation de ces do-
maines tandis que la section 6 étudie la coopération
des domaines finis et des domaines de congruence. En-
fin, la section 7 en présente une utilisation dans un
Système de Gestion de Règles Métier.

2 Convergence lente et vérification de

programmes

Dans cet article nous utiliserons les notations sui-
vantes (toutes les variables ci-dessous sont à valeurs
dans ❩, l’ensemble des entiers relatifs).

– Nous noterons a❩+ b l’ensemble {az + b | z ∈ ❩}.
– Pour x ∈ a❩ + b, nous utiliserons également la

notation x ≡ b [a].
– Nous utiliserons a ∧ b pour dénoter le plus grand

diviseur commun à a et b.
– Nous utiliserons a ∨ b pour dénoter le plus petit

multiple commun à a et b.
Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction,

une spécificité des problèmes de contraintes dérivant
de la vérification de programmes est que les variables
d’entrée sont essentiellement non bornées. Par exemple
les variables entières sont supposées pouvoir prendre
n’importe quelle valeur des entiers machine en fonction
de leur type. Ceci est très différent de l’utilisation tra-
ditionnelle de la programmation par contraintes pour
résoudre des problèmes combinatoires, où les domaines
initiaux des variables sont réduits a priori dans la
phase de modélisation autant que possible.

Exemple 1 Prouver que 2x + 2y = 1, où x, y ∈
[−10d, 10d], n’a pas de solution.

Considérons la simple contrainte d’égalité de
l’exemple 1, dans lequel les valeurs possibles des va-
riables entières x et y vont de −10d à 10d, pour un
certain entier d. Il n’y a évidemment pas de solution à
cette contrainte, et la réduction ✓ habituelle ✔ des do-
maines d’intervalles le découvrira en réduisant les do-
maines de x et y jusqu’à l’ensemble vide. Mais pour at-
teindre ce point, la réduction aura eu à parcourir tous
les 10d domaines [−10d, 10d], puis [−10d + 1, 10d − 1],
etc. jusqu’au domaine vide. Nous donnons dans la
table 1 le temps pris pour conclure à l’insatisfaisabilité
de cette équation, par la propagation des bornes. Ces
mesures ont été effectuées sur notre machine avec la
bibliothèque ILOG JSolver4Verif de PPC en Java.
On constate que ce temps peut atteindre plusieurs mi-
nutes.

Valeur de d Temps de propagation
4 0.12 s
5 0.06 s
6 0.62 s
7 6.16 s
8 61.96 s
9 871.05 s

Tab. 1 – Mesures du temps de propagation pour
l’exemple 1.

Insistons sur le fait que cette convergence lente ap-
parâıt lors de la propagation des contraintes : le temps
pris pour atteindre le point fixe est asymptotiquement
proportionnel à la largeur des domaines. Puisque les
contraintes sont propagées aussi bien avant que pen-
dant la recherche, la convergence lente peut également
survenir lors de la recherche d’une solution. C’est pour
lutter contre ces deux cas que nous proposons l’utili-
sation des domaines de congruence.

Exemple 2 Résoudre 2x + 3y + 6z = 2, où x, y, z ∈
[−10d, 10d].

Dans l’exemple 2, nous supposerons que l’ordre
d’instanciation des variables est x, y, z et que les va-
leurs sont énumérées en ordre croissant. Ainsi, la va-
riable x est d’abord instanciée à −10d. L’équation est
alors équivalente à 3y + 6z = 2 + 2.10d. Remarquons
qu’elle n’a pas de solution puisque son membre gauche
est divisible par 3, mais pas son membre droit. Tou-
tefois, la variable y va être instanciée sans succès aux
valeurs possibles de son domaine. La variable x est
alors instanciée à −10d + 1, ce qui provoque à nou-
veau le parcours des valeurs possibles du domaine de
y. Enfin, l’instanciation x = −10d + 2 permet de trou-
ver une solution. La table 2 indique le temps pris pour
engendrer cette solution, en fonction de la valeur de d.

Valeur de d Temps de résolution
4 0.04 s
5 0.19 s
6 1.88 s
7 18.85 s
8 241.82 s
9 946.57 s

Tab. 2 – Mesures du temps de résolution de
l’exemple 2.

Du point de vue de la vérification de programmes,
il est malheureusement fréquent de se heurter à la
convergence lente de la propagation. Prenons par
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exemple un programme contenant la boucle suivante :
tantque (pair(x)) incrémenter x. Ce programme
termine évidemment toujours. Comme l’indique [25],
une démonstration consiste à prouver que la conjonc-
tion du test de boucle avant et après un tour de boucle
est insatisfaisable. Ici l’état du programme est repré-
senté par la valeur de x. Après un tour de boucle, il
devient x+1. Pour prouver la terminaison de la boucle,
il suffit donc de prouver que pair(x) et pair(x+1) n’a
pas de solution. Cela se réduit a x = 2y et x = 2z + 1
qui, encore une fois, présente un cas de convergence
lente de la propagation.

Un autre exemple de problème de vérification de
programmes qui se ramène à la preuve de l’insatisfaisa-
bilité d’égalités entières est celui du non-recouvrement
des conditions dans un programme à gardes entières.

Exemple 3 Le programme suivant exprime, dans un

pseudo-langage gardé, une version simple du calcul du

nombre de jours dans une année du calendrier Grégo-

rien.

fonction nbDeJours (a : entier) : entier

début

a === 0 mod 4 -> 366 |

a === 1 mod 4 -> 365 |

a === 2 mod 4 -> 365 |

a === 3 mod 4 -> 365

fin

La question est : les gardes de ce programme se

recouvrent-elles ?

Bien sûr, les gardes ne se recouvrent pas et le pro-
gramme est correct à cet égard. Pour le démontrer, on
commencera par traduire les gardes en contraintes, ce
qui donnera les quatre contraintes x = 4yi + i, pour
i = 0, 1, 2, 3. Dans ces contraintes, x et les yi sont des
variables entières à valeur dans [−d, d] pour un certain
entier d (potentiellement 231 − 1 pour un entier codé
sur 32 bits). Puis, on prouvera que pour deux i et j
distincts entre 0 et 3, la conjonction de x = 4yi + i et
x = 4yj + j est insatisfaisable. Comme nous l’avons
déjà vu, la réduction des domaines finis le découvrira
mais aura besoin de l’ordre de d réductions pour cela.

Le reste de cet article explique comment les do-
maines de congruence permettent à un solveur de pro-
grammation par contraintes de le démontrer en un
nombre de pas indépendant de la taille des domaines.

3 Liens avec d’autres travaux

L’analyse de congruence a été introduite par Phi-
lippe Granger [12, 13], pour être appliquée à la vec-
torisation automatique. Aujourd’hui l’analyse de con-
gruence est une technique importante, en particulier

pour la vérification des propriétés d’alignement des
pointeurs [5, 28]. Dans cet article, nous étendons le
champ d’application au-delà des opérateurs arithmé-
tiques +, −, ×, ÷, à l’expression si-alors-sinon, et donc
à la valeur absolue, au minimum et au maximum.

Les domaines de congruence ont été étendus [23, 2]
aux contraintes de la forme x − y ≡ b [c]. Toman et

al. ont proposé dans [27] une procédure de norma-
lisation de telles contraintes en O(n4). Miné a amé-
lioré cette complexité en O(n3) dans [23]. Les grilles
(grids) [4, 24] sont une autre généralisation des do-
maines de congruence relationnels en présence d’équa-
tions de la forme

∑

aixi ≡ b [c], alors que nous considé-
rons ici les domaines plus spécifiques non-relationnels
x ≡ b [c]. Granger [14] propose une extension de l’ana-
lyse de congruence en considérant des ensembles de
nombres rationnels de la forme p❩+ q, avec p, q ∈ ◗.

Par ailleurs, la convergence lente de la propagation
sur les nombres réels a motivé le développement de
techniques spéciales de surréduction [22]. Elles ne s’ap-
pliquent pas lorsque les variables sont entières.

Dans cet article, nous étendons une bibliothèque
de programmation par contraintes à domaines finis,
ILOG JSolver4Verif, avec des domaines de con-
gruence pour enrichir les domaines finis. Très peu de
systèmes de programmation par contraintes utilisent
des raisonnements basés sur les congruences. Une ex-
ception notable est le système Alice [20] et son suc-
cesseur Rabbit [21] qui mettent en œuvre des capaci-
tés de raisonnement de congruence dans le cadre des
simplifications formelles de contraintes.

Comme nous le verrons, les domaines finis et les do-
maines de congruence coopèrent naturellement [12, 5,
28]. Les domaines numériques abstraits, tels que les
intervalles, sont disponibles dans les systèmes d’ana-
lyse statique comme Astrée [8] ou la PPL [3, 26], qui
fournit aussi les domaines de congruence.

Enfin, une approche toute différente pour éviter la
convergence lente de contraintes telles que x = 2y + 1
et x = 2z serait d’utiliser un solveur de contraintes
linéaires, par exemple basé sur l’élimination de Gauss,
comme une contrainte globale supplémentaire.

4 Raisonnement par congruence

Nous considérons ici toutes les contraintes d’égalité
entre des variables ou expressions entières. Les expres-
sions sont construites à partir des opérateurs arith-
métiques +, −, ×, ÷ usuels, ainsi qu’à partir de la
valeur absolue et des opérateurs de minimum et de
maximum. Nous considèrerons aussi des expressions
si-alors-sinon. Elles correspondent à l’operateur ?: de
certains langages de programmation comme C, Java
ou C#. Une expression si-alors-sinon de la forme
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si(c, e1, e2), où c est une contrainte et les ei sont des
expressions entières, a pour valeur e1 si la contrainte
c est vraie et e2 sinon.

Quoique l’ensemble des contraintes entières soit cou-
vert par l’analyse de congruence, celle-ci ne constitue
pas une procédure de décision en elle-même. Ainsi,
l’analyse de congruence ne détectera pas dans tous
les cas l’insatisfaisabilité d’un ensemble de contraintes
entières d’égalité. Ceci n’est pas gênant puisque notre
objectif est avant tout de renforcer la propagation des
contraintes.

4.1 Utilisation des congruences sur les domaines

d’intervalles

Exemple 4 Déterminer si l’équation 2x+4y+6z = 1
a des solutions entières.

Dans l’exemple 4 ci-dessus, la propagation de la con-
trainte sur les domaines d’intervalles ne produit au-
cune réduction des bornes de ces domaines. En parti-
culier, la réduction des bornes ne détectera pas l’insa-
tisfaisabilité de la contrainte. Pourtant, un simple rai-
sonnement sur les congruences montre que 2x+4y+6z
est pair, et ne pourra donc jamais être égal à 1 qui est
impair. C’est pour le moins l’illustration d’une propa-
gation manquante.

Rappelons-nous qu’une contrainte
∑

aixi = c ad-
met une solution si et seulement si le plus grand di-
viseur commun des coefficients, soit

∧

i ai, divise la
constante c.

Cette propriété nous donne directement un propa-
gateur pour les équations linéaires. Nous calculons
d’abord le plus grand diviseur commun des coefficients
des variables non instanciées, et nous vérifions qu’il di-
vise la constante c moins la somme des aixi pour les
variables xi instanciées.

Cette utilisation d’une propriété de congruence, bien
que passive, est déjà très utile. Elle permet de prou-
ver lors de la propagation initiale que les exemples 1,
3 et 4 précédents n’ont pas de solution, et ce en un
temps indépendant de la taille des domaines puisque
seul un calcul de P.G.C.D. est effectué. Utilisée a
chaque instanciation d’une variable, elle permet de
trouver une solution à l’exemple 2 sans énumérer les
valeurs de y. Plus précisément, les instanciations de
x à −10d puis à −10d + 1 déclencheront immédiate-
ment un échec. Notons enfin que cette utilisation pas-
sive n’ajoute que très peu au temps de propagation,
puisque les P.G.C.D. ne sont calculés que lors de la
propagation initiale, puis seulement à chaque instan-
ciation d’une variable.

4.2 Représentation des congruences par des do-

maines propres

Exemple 5 Trouver toutes les solutions entières du

système d’équations 2x + 4y + 3z = 1 et z = 2t + 12.

L’utilisation passive de l’information de congruence
telle que nous l’avons juste décrite ne permet pas de
déduire que z est impair au vu de 2x + 4y + 3z = 1.
La vacuité de l’ensemble des solutions du système de
l’exemple ci-dessus ne sera donc pas détectée. Toute-
fois, ce serait une fort mauvaise idée que d’utiliser ac-
tivement l’information de congruence sans précaution.

Imaginons par exemple que la contrainte de con-
gruence, non seulement vérifie que le P.G.C.D. divise la
constante, mais aussi réduise les bornes des domaines
des variables pour éliminer les valeurs qui conduiraient
à un échec. Disons par exemple que la propagation
de la contrainte 2x + 4y + 3z = 1 ajuste les bornes
de z de telle façon que ces bornes soient impaires, et
que la contrainte z = 2t + 12 ajuste les bornes de z
à des valeurs paires. Si cette propagation est utilisée
dans l’exemple 5, un domaine vide sera effectivement
trouvé pour z puisque les contraintes réduiront suc-
cessivement les bornes du domaine de z à des valeurs
paires et impaires. C’est exact, mais c’est encore une
occurrence de la convergence lente de la propagation
puisque les bornes de z seront modifiées d’une unité à
chaque fois.

Pour éliminer cette convergence lente de la propaga-
tion, l’information de congruence déduite par les con-
traintes doit être partagée par ces mêmes contraintes.
Il s’agit donc d’équiper les variables d’une informa-
tion de congruence, plutôt que de fondre cette infor-
mation dans la valeur des bornes de ces variables. Cela
nous conduit tout naturellement, de la même façon que
nous associons un domaine fini — i.e. un ensemble de
points — à chaque variable entière, à associer à cha-
cune d’elles un domaine de congruence. Ce domaine de
congruence est une paire d’entiers (a, b) qui représente
l’ensemble a❩+ b.

Ainsi nous pourrons calculer un domaine de con-
gruence pour chaque expression à partir des domaines
de congruence de ses sous-expressions, ainsi que nous
le verrons dans la prochaine section. Comme avec les
intervalles, les contraintes d’égalité propageront les do-
maines de congruence calculés sur les expressions pour
finir par réduire les domaines de congruence des va-
riables elles-mêmes.

Ainsi l’insatisfaisabilité des deux contraintes x = 2y
et x = 2z + 1 est trouvée par ce raisonnement de con-
gruence en déduisant que x est à la fois pair et im-
pair. Ce raisonnement, au contraire de la réduction
des bornes du domaine intervalle de x, ne demande
qu’un temps indépendant de la taille de cet intervalle.
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La complexité est en fait celle du calcul du plus grand
diviseur commun, et dépend logarithmiquement de la
plus grande des valeurs absolues des coefficients, qui
sont eux-mêmes bornés par la taille du plus grand en-
tier représentable.

Cette utilisation active de l’information de con-
gruence subsume complètement l’utilisation passive,
qui n’effectue que la vérification des tests de divisi-
bilité.

5 Propagation des domaines de con-

gruence

5.1 Propagation sur les expressions

Chaque variable entière a un domaine de con-
gruence, noté a❩+b, qui représente l’ensemble des va-
leurs possibles de cette variable. Nous utiliserons 0❩+b
pour représenter la constante b et 1❩ + 0 comme do-
maine d’une variable pouvant prendre toutes les va-
leurs entières possibles (❩).

Indiquons maintenant comment calculer les do-
maines de congruence des expressions à partir de leurs
sous-expressions. Nous ne donnerons ici que les for-
mules pour l’addition et la multiplication. Ces for-
mules, ainsi que celles pour la soustraction et la divi-
sion, peuvent être trouvées dans [12]. Soient x ∈ a❩+b
et y ∈ a′❩+ b′, on a :

x + y ∈ (a ∧ a′)❩+ (b + b′) (1)

x × y ∈ (aa′ ∧ a′b ∧ ab′)❩+ bb′ (2)

Considérons maintenant une expression d’apparte-
nance, qui dériverait de contraintes de la forme z ∈
{x, y}. Soient x ∈ a❩+ b et y ∈ a′❩+ b′, on a :

si z ∈ {x, y} alors z ∈ (a ∧ a′ ∧ |b − b′|)❩+ b (3)

L’asymétrie dans cette formule entre b et b′ n’est
qu’apparente. En effet, si α est le plus grand diviseur
commun de a, a′ et |b− b′| dans (3), il divise en parti-
culier |b − b′|, donc b ≡ b′ [α].

Par ailleurs, notons bien que dans l’expression d’ap-
partenance, comme pour les domaines d’intervalles, on
ne réalise pas l’union des domaines de congruence de
x et de y, mais on retient le plus petit domaine de
congruence contenant à la fois les domaines de x et de
y.

De la formule pour l’appartenance, on déduit aisé-
ment la formule d’une expression si-alors-sinon. Par
définition, si(c, e1, e2) est une expression qui vaut e1 si
c est vraie et qui vaut e2 si c est fausse. Donc, si la
contrainte c est fixée à vrai (resp. faux), alors le do-
maine de congruence du si-alors-sinon est le domaine
de congruence de e1 (resp. e2). Si toutefois la valeur

de vérité de la contrainte n’est pas fixée, alors l’ex-
pression a un domaine de congruence qui est celui de
son appartenance à {e1, e2}. Ainsi, l’expression d’ap-
partenance est une sur-approximation de l’expression
si-alors-sinon.

Soient x ∈ a❩+ b, y ∈ a′❩+ b′, et une contrainte c :

si(c, x, y) ∈







a❩+ b si c est fixée à vrai
a′❩+ b′ si c est fixée à faux
(a ∧ a′ ∧ |b − b′|)❩+ b sinon

(4)

Cela nous donne aussi directement les formules du
minimum (et du maximum) puisque min(x, y) est équi-
valent à si(x < y, x, y), ainsi que de la valeur absolue
puisque |x| = si(x < 0,−x, x).

5.2 Propagation des contraintes d’égalité

Nous explicitons maintenant comment les con-
traintes d’égalité vont propager les domaines de con-
gruence à leurs membres. Comme d’habitude pour
l’égalité, le domaine commun de ces membres sera l’in-
tersection de leurs domaines initiaux.

Soient x ∈ a❩+ b et y ∈ a′❩+ b′ :

si x = y alors x ∈







(a ∨ a′)❩+ b′′

si (a ∧ a′) divise (b − b′)
∅ sinon

Le nombre b′′ peut être calculé de la façon suivante.
Soient x = au+b et y = a′v+b′, l’équation x = y donne
au+b = a′v+b′, ou encore au−a′v = b′−b. Comme a∧
a′ divise b−b′, l’équation peut être simplifiée par a∧a′

en αu − α′v = β. Comme α et α′ sont premiers entre
eux, le lemme de Bachet-Bezout indique qu’il existe u0

et v0 tels que αu0 + α′v0 = 1. Ces nombres peuvent
être calculés par l’algorithme étendu d’Euclide [19].
La combinaison des deux dernières équations donne
α(u−βu0) = α′(v+βv0). Comme α et α′ sont premiers
entre eux, u − βu0 est un multiple de α′, c’est-à-dire
u ∈ α′❩ + βu0. Finalement de x = au + b on tire
x ∈ aα′❩+ b′′, où b′′ = b + aβu0.

Quand la contrainte d’égalité porte sur des expres-
sions (par opposition à des variables), les domaines de
congruence de ces expressions sont d’abord calculés à
la demande de la contrainte, puis l’intersection de ces
domaines est elle-même calculée suivant la formule ci-
dessus. Le domaine résultant est alors propagé sur les
sous-expressions des membres de l’égalité, jusqu’aux
variables.

Exemple 6 Trouver toutes les solutions entières de

4x = 3|y| + 2.

Illustrons ce mécanisme sur l’exemple ci-dessus. En
l’absence d’information supplémentaire, nous partons
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avec x, y ∈ 1❩ + 0. Les formules pour la multiplica-
tion (2), l’addition (1) et la valeur absolue (4) nous
donnent 4x ∈ 4❩+ 0 et 3|y| + 2 ∈ 3❩+ 2.

La contrainte d’égalité déduit maintenant que ces
expressions appartiennent toutes les deux à 12❩ + 8.
Puisque 4x ∈ 12❩ + 8, on a x ∈ 3❩ + 2. De la même
façon, puisque 3|y| + 2 ∈ 12❩ + 8, on a |y| ∈ 4❩ + 2.
La valeur absolue se décompose en deux cas : soit y ∈
4❩+ 2, soit −y ∈ 4❩+ 2. Remarquons que ce dernier
cas se ramène à y ∈ −4❩ − 2, c’est-à-dire y ∈ 4❩ − 2
qui est le même ensemble que 4❩+ 2. Donc dans tous
les cas y ∈ 4❩+ 2. Les domaines ne peuvent plus être
réduits, le point fixe est atteint.

5.3 Propagation du si-alors-sinon

Enfin, pour une expression si-alors-sinon, on peut
déduire la valeur de vérité de la contrainte de choix,
c’est-à-dire réduire le domaine de cette contrainte de-
puis sa valeur initiale {vrai, faux}.

Plus précisément, soient x ∈ a❩ + b, y ∈ a′❩ + b′,
une contrainte c et z = si(c, x, y) ∈ a′′❩+ b′′, on a :

si a❩+ b ∩ a′′❩+ b′′ = ∅ alors c = faux

si a′❩+ b′ ∩ a′′❩+ b′′ = ∅ alors c = vrai
(5)

Remarquons que la réduction du domaine de la con-
trainte c à {vrai} (resp. {faux}) permet non seulement
de propager z = x (resp. z = y), mais aussi de pro-
pager la valeur de vérité de la contrainte c elle-même
(resp. de sa négation), ce qui pourra encore réduire les
domaines des variables.

6 Coopération des domaines de con-

gruence et d’intervalles

L’idée ici est de rassembler les deux notions et
de considérer des domaines de la forme a❩ + b ∩
[min,max ]. De tels domaines sont appelés Reduced
Interval Congruence (RIC) dans [5, 28]. En combinant
les deux notions, l’information venant des domaines fi-
nis peut être utilisée par les domaines de congruence
et vice versa.

Commençons par examiner comment les domaines
de congruence exploitent les domaines finis. Dès que
le domaine d’une variable est instanciée à une va-
leur, disons x = b, cela se traduit pour le domaine
de congruence par x ∈ 0❩ + b. Plus généralement, si
l’on trouve que x ∈ {bi} pour des constantes bi, alors
x ∈ (

∧

i 6=0
|bi − b0|)❩+ b0.

Réciproquement, les congruences sont utilisés par les
domaines finis, en exploitant le fait que les bornes du
domaine d’une variable doivent appartenir au même
domaine de congruence que la variable elle-même.
Ainsi, si x ∈ [min,max ] et x ∈ a❩ + b, alors min

et max doivent être ajustés pour tomber dans a❩+ b.
Si a 6= 0, alors min devient a⌈(min − b)/a⌉ + b tandis
que le max devient a⌊(max − b)/a⌋ + b, où ⌈x⌉ et ⌊x⌋
dénotent respectivement les parties entières supérieure
et inférieure du nombre x.

Si nous reprenons l’exemple 1, le domaine de x pas-
sera lors de la propagation initiale de [−10d, 10d] à
[−10d + 2, 10d] puisque de 2x + 3y + 6z = 2 on tire
que x ∈ 3❩+ 1. Lors de la recherche, le premier essai
x = −10d +2 conduira alors à une solution sans aucun
échec.

De plus, si le diamètre max − min est plus petit
que a, le domaine de la variable sera soit un singleton
soit vide. Par exemple, si le domaine d’une variable
se réduit à a❩ + b ∩ [0, a − 1] avec 0 ≤ b < a, alors
la variable est directement instanciée à b, qui est la
seule valeur contenue dans ce domaine. Similairement,
si le domaine intervalle a été réduit à [0, |b| − 1], alors
la contrainte déclenche un échec puisque le domaine
a❩+ b ∩ [0, |b| − 1] est vide.

Terminons cette section avec un exemple de réduc-
tions non triviales.

Exemple 7 Considérons les deux contraintes 4x =
3y + 2 et |x| − 12z = 2.

Nous avons vu dans l’exemple 6 que la première de
ces contraintes réduisait les domaines des variables à
x ∈ 3❩ + 2 et y ∈ 4❩ + 2. De la seconde contrainte,
nous déduisons que |x| ∈ 12❩+ 2.

Nous allons utiliser la formule du si-alors-sinon (5)
avec |x| = si(x < 0,−x, x) pour propager |x| ∈ 12❩+2.
Puisque x ∈ 3❩ + 2, nous notons d’abord que −x ∈
3❩+1. Nous remarquons ensuite que 12❩+2∩3❩+1 =
∅ ce qui nous permet d’inférer que la contrainte x < 0
est fausse, donc que sa négation x ≥ 0 est vraie. Ainsi
|x| = x.

Puisque |x| ∈ 12❩+2, nous avons x ∈ 12❩+2. Ajus-
tant alors la borne minimale (0) de x, nous obtenons
x ≥ 2. Propageant alors |x| ≥ 2 (car |x| = x) dans la
seconde contrainte, nous avons z ≥ 0, Pour finir, nous
propageons x ≥ 2 dans 4x = 3y + 2 pour en déduire
que y ≥ 2.

Finalement, nous atteignons le point fixe avec :

x ∈ 12❩+ 2 et x ≥ 2

y ∈ 4❩+ 2 et y ≥ 2

z ≥ 0

7 Utilisation industrielle

Les règles de production (ou règles condition-
action) [1, 9, 11, 6], au travers de produits nommés
Systèmes de Gestion de Règles Métier (SGRM) [17,
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18], suscitent un intérêt croissant dans l’industrie. Les
règles sont utilisées pour isoler des applications logi-
cielles, la part de leur comportement susceptible de
changer rapidement ou fréquemment, en réaction par
exemple à des modifications réglementaires ou à la
pression concurrentielle.

Dans ce contexte, la vérification de programmes est
une fonction importante d’un SGRM [15]. En effet, on
compte parmi les utilisateurs des SGRM des experts
métiers, souvent non-informaticiens, qui attendent de
l’outil qu’il l’aide à mâıtriser des bases de règles en
croissance rapide. Cette aide passe aussi par la vérifi-
cation de propriétés du programme, et par des outils
de navigation dans le code qui prennent en compte la
sémantique du programme.

Les problèmes de vérification de programmes, c’est-
à-dire la question de savoir si un programme vérifie
une propriété donnée, peuvent être formulés comme
des problèmes de satisfaisabilité ou d’insatisfaisabilité.
L’utilisation d’un système de programmation par con-
traintes pour résoudre ces problèmes présente l’avan-
tage de traiter une large classe de formules. Cet avan-
tage a un prix, à savoir la complétude, mais l’expé-
rience montre que cette utilisation donne la plupart du
temps des résutats concluants [7]. Les solutions trou-
vées par le système de PPC correspondent à des ré-
ponses (témoins ou contre-exemples) aux questions de
vérification de programmes.

Par exemple, une des fonctions de vérification de
programmes à base de règles que nous proposons,
consiste à détecter les règles qui ne seront jamais appli-
cables, c’est-à-dire dont la partie condition est toujours
insatisfaisable. Ainsi, lorsque l’utilisateur utilisera l’en-
vironnement de développement Eclipse [10] pour écrire
ses règles, une règle qui n’est jamais applicable sera im-
médiatement signalée, et les tests de la partie condition
qui la rendent insatisfaisable seront soulignés.

Nous avons mis en œuvre les domaines de con-
gruence dans ILOG JSolver4Verif, une biblio-
thèque de programmation par contraintes à domaines
finis dérivée de ILOG JSolver [16]. Cette bibliothèque
est utilisée pour l’analyse de règles dans le produit
ILOG JRules.

8 Conclusion

Nous disons que la propagation de contraintes
souffre de convergence lente lorsque le temps pris pour
atteindre un point fixe (ou pour détecter un échec) est
proportionnel à la taille initiale des domaines (finis)
des variables. Nous mettons notamment en évidence
ce phénomène dans le cadre de la vérification de pro-
grammes, en particulier sur des programmes corrects
(vis-à-vis d’une propriété donnée).

Pour éviter la convergence lente pour les équations
entières, nous proposons d’ajouter aux systèmes de
propagation par contraintes des capacités de raison-
nement sur les relations de congruence. Nous avons
repris l’idée d’enrichir les domaines finis avec des do-
maines de congruence des travaux de la communauté
de l’interprétation abstraite [12].

Nous avons montré à l’aide d’exemples comment un
système de propagation par contraintes peut benéficier
de la coopération de ces domaines. Nous avons detaillé
les propagations multiples entre les domaines finis et
les domaines de congruence des variables entières ainsi
que les domaines booléens des contraintes.
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