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Résumé

Ce rapport présente un calcul des séquents ot les théories exprimées
sous la forme de systémes de réécriture sont traduites en régles ad hoc
pour le calcul des séquents. Cela permet a la fois de réduire la taille des
démonstrations en vue de la mise en ceuvre d’'un assistant et de raison-
ner dans la théorie vide, ce qui raméne la preuve de la cohérence d’une
théorie & une démonstration d’élimination des coupures dans le systéme
de déduction dérivé de cette théorie.

Le rapport expose différentes versions classiques et intuitionnistes du
systéme, ainsi que ’ébauche d’un langage de termes de preuve. Aprés
quelques exemples d’application du systéme, un prototype d’assistant a la
démonstration fondé sur la version classique y est présenté.

1 Introduction

Logique et informatique sont intimement liées de nos jours. D’une part, cer-
tains théorémes, comme celui des quatres couleurs, n’ont été prouvés qu’a ’aide
d’un ordinateur et on est incapable aujourd’hui d’en fournir une preuve “clas-
sique” écrite & la main. D’autre part, la présence croissante de I'informatique
dans les domaines critiques de la société : transports, transactions financiéres,
chirurgie, etc. requiert des méthodes formelles de certification des programmes
auxquelles on doit pouvoir faire confiance. Ce dernier aspect prend son sens a la
lumiére de I’isomorphisme de Curry-Howard qui met en relation toute démons-
tration avec un programme informatique. Une proposition logique peut alors
étre vue comme la spécification mathématique d’une famille de programmes et
I’on peut en extraire un représentant & partir de la démonstration de la validité
logique de cette proposition.

Malheureusement, la complexité algorithmique des méthodes de démonstra-
tion automatique et la non-décidabilité de la logique du premier ordre interdisent
I’automatisation compléte de ce procédé. C’est pourquoi apparaissent depuis
vingt ans des assistants informatiques a la démonstration tels que les systémes
Coq [Coq06], PVS [ORS92] ou Isabelle [Pau94]. Ces programmes fournissent
un cadre formel & la démonstration et permettent dans une certaine mesure
d’en automatiser les aspects triviaux ou répétitifs. [’assistant Coq propose par
exemple une procédure de décision pour arithmétique de Presburger. Ces der-
niers sont a présent utilisés activement pour la certification de programmes et il
se profile un passage de la démonstration en tant que discipline mathématique
“noble” & une ére d’ingénierie de la preuve. Historiquement cependant, ces assis-
tants sont fondés sur les systémes classiques de déduction logique qui s’avérent
souvent peu expressifs et mal adaptés au raisonnement mathématique : prouver
un théoréme revient alors la majeure partie du temps a jongler avec la syntaxe
de la logique sous-jacente plutét qu’a fournir les arguments clés de la démons-
tration comme on le fait naturellement en mathématiques. Un des défis & venir
pour ces assistants est donc de proposer des cadres logiques plus expressifs et
finalement plus proches du raisonnement de l'utilisateur.

D’un point de vue plus technique, on est confronté a la question suivante en
théorie de la démonstration : sachant que ’on raisonne dans une théorie ma-
thématique (c’est & dire en présence d’un ensemble d’axiomes), vaut-il mieux



reléguer le raisonnement logique & un noyau immuable de régles de déduction ou
faut-il intégrer cette théorie au systéme de déduction sous la forme de nouvelles
régles 7 La seconde solution présente certains avantages séduisants, elle permet
entre autres de ramener la preuve de la cohérence d’une théorie mathématique
(i.e. on ne peut en dériver a la fois une proposition et sa négation) a un critére
que 'on maitrise bien. Cependant, ’ajout de nouvelles régles & un systéme dé-
ductif nécessite de prouver & nouveau toutes les bonnes propriétés de ce systéme,
en particulier la correction et la complétude du nouveau systéme ainsi obtenu
par rapport & l'ancien. Ce résultat est en général long et fastidieux & démon-
trer. On voudrait pouvoir disposer d’une méthode automatique qui traduise une
théorie en un nouveau systéme déductif dont on sait qu’il posséde ces propriétés.

C’est dans ce cadre que s’inscrit la déduction modulo [DHKO3] proposée par
Gilles Dowek, Thérése Hardin et Claude Kirchner. En déduction modulo, les
propositions logiques sont considérées modulo une congruence. Typiquement,
une proposition est considérée équivalente & sa définition. La fameuse régle du
modus ponens par exemple ne s’écrit alors plus

I'-A= 1B I'-A T'-C T'HA
=E . > ——————C=A=1B
I'+B mais T'+B

Cette congruence est généralement définie par un systéme de réécriture qui ré-
écrit, les termes en termes mais également les propositions en propositions. Si le
systéme de réécriture est normalisant, on peut voir la déduction modulo comme
un moyen de séparer les étapes calculatoires des véritables étapes de déduction
lors d’un raisonnement logique. Les travaux autour de la déduction modulo ont
mis en évidence des classes de systémes de réécriture pour lesquels la cohérence
de la logique modulo associée est assurée.

Toutefois, bien qu’elle régle en partie le probléme de ’encombrement syn-
taxique des preuves, en particulier en réduisant notablement la taille de celles-ci,
la puissance de la déduction modulo lui confére un certain manque de discerne-
ment entre les régles de réécriture qui ont une signification déductive et celles
qui relévent de la “bureaucratie”. En effet, alors que les étapes de déduction sui-
vantes illustrent bien la capacité de la déduction modulo & s’abstraire & la fois
du calcul sur les termes et des propriétés habituellement passées sous silence,

FP(n+4—2)=P(n) +P(n+2)

—E F P(n)

Pn+4-2)=P(n+2)

Fa=b=P Fb=a
=g = (a=b)=(b=na)

sa pertinence est plus discutable lorsque la congruence traduit des axiomes ou
des définitions chargés d’un contenu déductif :

Fx=0vVy=0)=P Fxxy=0
=g P (zxy=0)=(x=0Vvy=0)

11 faut ici faire en quelque sorte un effort de rétro-conception pour comprendre la
preuve car elle encode un raisonnement déductif non trivial. De plus, du point



de vue d’un assistant & la démonstration, la déduction modulo introduit une
forte composante indéterministe dans la construction des preuves puisqu’il faut
fournir le bon représentant de la classe d’équivalence (ici z x y = 0) a chaque
étape de la déduction.

Ce rapport présente une extension de la déduction modulo qui résout ce pro-
bléme : on se propose de conserver la congruence sur les termes mais de traduire
les axiomes en régles de déduction ad hoc plutét que de considérer les proposi-
tions modulo. Ces nouvelles régles traduisent ’équivalence entre une proposition
et sa définition mais permettent également de s’abstraire des étapes de déduc-
tion systématiquement associées & ces définitions. Ainsi on obtient des régles
proches du raisonnement du mathématicien, telles la régle suivante concernant
Iinclusion d’ensembles :

IFXCY TFrteX
Cef THteY

En plus de proposer un mode de raisonnement naturel, ce systéme résout le
probléme de I'indéterminisme lié & la déduction modulo et semble donc adapté
4 la mise en ceuvre d’un assistant a la démonstration.

Un tel systéme a été proposé pour la déduction naturelle par Benjamin
Wack [Wac05] dans sa thése sous le nom de déduction surnaturelle et est pré-
senté en section 3.2. Cette premiére version présente plusieurs problémes qui
freinent son adoption dans un assistant : le choix de la déduction naturelle
comme support a cette extension limite la traduction des définitions en régles
de déduction & un nombre restreint de formules et la volonté de conserver cer-
taines bonnes propriétés du systéme (comme la complétude par rapport a la
déduction naturelle) limite également les apports de cette traduction par rap-
port au systéme d’origine.

La section 4 présente nos contributions & ce mode de déduction.

Dans un premier temps, nous en présentons une version transposée au cal-
cul des séquents classique qui résout certains de ces problémes. Nous en mon-
trons les principales propriétés : correction et complétude par rapport au calcul
des séquents et cohérence du systéme dans la théorie vide. Ces démonstrations
constituent le point central de ce rapport. Nous discutons alors ’apport de ces
théorémes a la recherche de la cohérence de théories axiomatiques.

Nous en verrons ensuite une amélioration qui pousse plus loin la notion
d’automatisation des étapes de déduction triviales en utilisant des techniques
issues de la démonstration automatisée. Nous montrons & nouveau ’équivalence
du systéme par rapport au calcul de séquents en prenant en compte les mo-
difications apportées. S’ensuit un exemple complet d’instanciation du systéme
mettant en avant une application élégante de ce calcul extensible : 'encodage
du principe d’induction dans une régle déduction.

Apreés une bréve discussion sur les liens entre la nature intuitionniste de la
déduction naturelle et les limitations de la déduction surnaturelle, nous présen-
tons ’état de nos réflexions concernant une version intuitionniste de ce cacul



des séquents extensible utilisant un systéme de déduction logique mis en avant
par la recherche en démonstration automatique.

Nous exposons également 1’ébauche d’un langage de termes de preuve pour
la version classique du systéme élaboré en collaboration avec Clément Hout-
mann, qui effectue son stage de master sur les termes de preuve de la déduction
surnaturelle.

Enfin, nous présentons un prototype d’assistant & la preuve fondé sur notre
systéme et écrit dans le langage TOM. Aprés une bréve présentation du langage
et de ses possibilités, nous en illustrons 'utilisation dans le code du prototype. La
retransription d’une session d’utilisation de I’assistant est fournie et commentée
en annexe C.

2 Définitions

Commencgons par introduire les notions essentielles utilisées tout au long
de ce document. Elles concernent & la fois la logique du premier ordre et la
réécriture. Le lecteur qui y est familier peut passer cette partie sans probléme.

2.1 Logique du premier ordre

Nous nous intéresserons majoritairement aux logiques du premier ordre.
Nous commengons par rappeller les notions de base communes & toutes les
logiques abordées ici.

Définition 2.1 (Langage du premier ordre). Un langage du premier ordre est
la donnée d’une famille de symboles (finie ou non) parmi lesquels on distingue
trois sortes :

— Les symboles de variables.

— Les symboles de fonctions. A chaque symbole de fonction on associe un
entier naturel appellé arité de la fonction. Il correspond au nombre d’ar-
guments de la fonction. On appelle constante une fonction d’arité nulle.

— Les symboles de relations. De la méme maniére que pour les fonctions, on
associe une arité 4 chaque symbole de relation.

Pour une fonction d’arité un on parle de fonction unaire, de fonction binaire
pour les fonctions d’arité deux, ete. Il en va de méme pour les relations. Une
relation d’arité nulle est parfois appellée variable propositionnelle.

Traditionnellement, sin et + sont des symboles de fonction respectivement
unaire et binaire, 7 un symbole de constante (ou fonction zéro-aire), et Pair un
symbole de relation unaire. On notera généralement les constantes a, b, c et les
fonctions f, g, h.

Par la suite, on se donne un ensemble infini V de variables z, y, z ...

Définition 2.2 (Termes algébriques). Soit L un langage du premier ordre.
L’ensemble T des termes engendré par L est le plus petit ensemble contenant
les variables de L et stable par application des symboles de fonctions de L a des
termes.



Concrétement, sin(z), m et f(g(a,b)) sont des termes dans le langage apro-
prié. On désignera généralement les termes par les lettres s, t et u.

A partir de ces termes, on définit 'ensemble des formules qui constituent les
objets de base manipulés par la logique.

Définition 2.3 (Formules du premier ordre). Soit £ un langage du premier
ordre.
— On appelle formule atomique application d’une relation n-aire de L a n
variables de V. On note Atom l'ensemble des formule atomiques de L.
— Le langage des formules (appellées aussi propositions) de L est défini par
la grammaire suivante :

O = Atom | L[| PADP|OVP|D =P |Ve.D|Tx.D

ot x parcourt l’ensemble des variables de L.

Dans le langage des mathématiques, Va.(r € AUB = z € AVx € B)
et lim(s) =L & Ve.(e > 0 = Ing.(Yn.(n > ng = |s(n) — ¢/ < L))) sont
deux exemples de formules. On a utilisé ici la notation courante A < B pour
A = BA B = A. On appellera généralement ¢, ¥ ou o les formules.

Au cours de nos raisonnements, nous invoquerons souvent la notion de sous-
terme qui désigne simplement une composante d’un terme. Plus formellement,
on la définit comme suit.

Définition 2.4 (Sous-terme). Soit t un terme algébrigue d’un langage quel-
conque. L’ensemble des sous-termes de t, noté ST (t) est défini de la maniére
suivante :

— Sit est une variable, ST (t) = {t}.

- Sit=f(t1,...,tn) avecn >0, ST(t) = {t} U,_; , ST (t;).

Il en va de méme pour la notion de sous-formule, définie ci-dessous.

Définition 2.5 (Sous-formule). Soit ¢ une formule du premier ordre. L’en-
semble des sous-formules de ¢, noté SF(¢) est défini de la maniére suivante :
- Si ¢ est atomique, SF(¢) = {o}.
1\ P2
— Si ¢ est de la forme ¢ &1V s , SF(P) ={o} U SF(p1) U SF(2).
¢1 = P2
IO SF(6) = 6} U SF(o)
3£C.(;51 ’ 1
Les logiques qui manipulent des formules contenant des quantificateurs font
fréquemment appel & la notion de variable libre.

— Si ¢ est de la forme {

Définition 2.6 (Variables libres). Soit ¢ une formule du premier ordre. L’en-
semble des variables libres de ¢ noté FV(¢) est défini comme suit.
- Si ¢ = R(t1,...,t,) est atomique, FV(P) est l’ensemble des wvariables

apparaissant dans les termes t1,... t,.
1N\ @2
— Si ¢ est de la forme ¢ &1V pa , FV(P) = FV(p1) U FV(¢2).
b1 = 2



— Si ¢ est de la forme { ;iii , FV(9) = FV(41) \ {z}.

Intuitivement, les variables libres d’une formules sont les variables qui ne
sont pas “concernées” par un quantificateur. Les variables non libres d’une for-
mule sont dites liées. Dans la formule Vz.R(z,y), x est liée et y est libre.

On introduit également la notion de contexte, qui est utilisée par la plupart
des systémes déductifs.

Définition 2.7 (Contexte). Un contexte est un multi-ensemble fini de pro-
positions du premier ordre (ou encore une liste non-ordonnée de fonctions du
premier ordre). On le représente sous la forme Py, P, ..., P, ot lordre des
propositions n'a pas de signification.

On note généralement I" ou A les contextes. La liste suivante constitue un
exemple concret de ce qu’est un contexte : Pair(0), Vn.(Pair(n) = Pair(n+2)).

Voyons enfin la notion centrale des systémes logiques : les régles de déduction.

Définition 2.8 (Régle de déduction et systéme déductif).

Une régle de déduction est la donnée d’un ensemble éventuellement vide
d’hypotheéses (ou prémisses) Hy,...,H,, d’une conclusion C, d’une condition
d’application C et éventuellement d’une étiquette e. On note une telle régle

Hi .. H,,
¢ c

La condition d’application rassemble des prémisses dont la validité n’est pas
décidée par le systeme d’inférence.

Un systéme déductif est un ensemble de régles de déduction. Le plus sou-
vent, on donnera des schémas de régles, autrement dit des régles valables pour
toute instanciation de leurs paramétres. Une conclusion C est dérivable dans
un systéme donné si :

— il existe une régle n’ayant aucune hypothése, dont la condition d’application

est vérifiée, et dont la conclusion est C';

— ou il existe une régle dont la conclusion est C, dont la condition d’appli-

cation est vérifiée et dont toutes les hypothéses sont dérivables.

Un enchainement de régles permettant de dériver une conclusion C est appelé
arbre de dérivation pour cette conclusion.

2.2 Reéécriture

Nous présentons briévement quelques notions de base liées & la réécriture qui
nous servira de support en filigrane tout au long de cet exposé.

Définition 2.9 (Régle de réécriture). Une régle de rééeriture sur les termes est
une paire de termes | — r. On impose que les variables libres de r apparaissent
dans l. Une régle de réécriture sur les propositions est une paire de propositions
Il — r, ot | est une proposition atomique et r une proposition quelconque. Les
variables libres de r doivent apparaitre dans [.



Un systéme de réécriture est un ensemble de régle de réécriture. Un exemple
de régle de réécriture sur les termes est t+0 — z,et tx0=0—-2=0Vy =0
constitue un exemple de régle de réécriture sur les propositions.

Définition 2.10 (Réécriture). Etant donné un systéme de réécriture R, la pro-
position P se réécrit en P’ dans R, ce que l'on note P —g P', si P, = o(l) et
P’ = Plo(r)]w pour une régle | — r € R, une position w dans P et une substi-
tution o. Les variables quantifies de r sont renommées lors de application de
la substitution o pour éviter les captures.

La cloture réflexive-transitive de la relation —x est notée —%. La rela-
tion =x est alors la plus petite congruence contenant —%.

Etant donné le systéme de réécriture suivant, ol s représente intuitivement
la fonction successeur dans I'arithmétique de Peano :

s(z)+y — s(@+y)
R = z+0 — =z
zxy=0 — zxz=0Vy=0

On a les étapes de réécriture suivantes :

(s(0)+0)x0=0 —xr s(0+0)x0=0
s(0+0)*x0=0 —g s(0)x0=0
s(0)*0=0 —x s(0)=0v0=0

Et ces deux termes sont en relation pour =5 :

s(s(s(0))) + 5(s(0)) =r s(s(s(s(s(0)))))

3 Déduction naturelle, surnaturelle et modulo

3.1 Déduction naturelle

Nous rappellons briévement les principes de la déduction naturelle intuition-
niste NJ avant d’aborder la déduction surnaturelle.

Définition 3.1 (Jugement). Un jugement est un couple I' - ¢, ou ' est un
contexte et ¢ une proposition quelconque.

Dans ce cas le contexte I' = Py, ..., P, doit ’interpréter comme une conjonc-
tion P, A--- A P, de propositions logiques et se lit “Py,Ps ... et P, prouvent ¢"

Définition 3.2 (Régles de déduction de NJ). Les regles de déduction de NJ
sont des regles de déduction (cf 2.8) dont les prémisses et conclusions sont des
jugements. L’ensemble complet de ces régles se trouve en annexe A.

Prenons pour exemple la régle d’élimination de 'implique :

'HrA=B r-A

—E T B

Elle se lit de la maniére suivante : “si le contexte I' prouve A = B et si ce méme
I' prouve A, on en déduit que I' prouve B”.



Définition 3.3 (Arbre de preuve dans NJ). Un arbre de preuve dans N.J est un
arbre de dérivation construit a partir des régles de déduction de NJ. Il a donc
un jugement pour racine et des axiomes pour feuilles.

Enfin voyons succintement ce qu’est une coupure en déduction naturelle
ce qui nous permettra de mettre en avant une notion similaire en déduction
surnaturelle.

Définition 3.4 (Coupure NJ). Une coupure dans NJ consiste en une régle
d’introduction d’un connecteur immédiatement swivie de la régle d’élimination
pour le méme connecteur.

Une coupure correspond & un “détour” dans une preuve. Par exemple, la
preuve suivante présente une coupure pour le connecteur =-.

1
T,PHQ Il
Ii
r-P=Q TFP
E
I'+Q

Ce genre de détour correspond au raisonnement que 1’on tient habituellement
en mathématiques : on commence par prouver un théoréme, I' - P = (), puis
on l'utilise pour prouver un autre résultat. Cependant, on pourrait remplacer P
par sa preuve II; dans II; pour obtenir une preuve sans détours. Cette opération
est appellée élmimination des coupures et joue un role central en théorie de la
démonstration comme nous le verrons.

3.2 Déduction surnaturelle

Comme dit dans 'introduction, raisonner en présence d’axiomes est obliga-
toire si 'on souhaite dériver des théorémes dans une théorie donnée (la théorie
des ensembles par exemple) et prouver autre chose que des tautologies, mais
pose plusieurs problémes : il peut y avoir une infinité d’axiomes et certaine pro-
priétés telles que la cohérence de la logique ne sont prouvées que dans la théorie
vide. De plus, une preuve en déduction naturelle faisant intervenir des axiomes
est assez éloignée du raisonnement que l'on tient habituellement lorsqu’on rai-
sonne & ’aide de définitions en mathématiques.

La déduction naturelle avec folding et unfolding proposée par Prawitz [Pra65|
résout en partie ces problémes en ajoutant & NJ deux nouvelles régles, unfold
et fold, traduisant respectivement le remplacement d’une proposition atomique
par sa définition et inversement. Ainsi, si ’on considére une théorie 7h, une pro-
position atomique P et une proposition quelconque Q@ telles que (P < Q) € Th,
I’arbre de dérivation suivant

ar
Th,A,P+FP & Q
AE ar ————
Th,A,P+-P=Q Th,A,P+ P
=F ax
Th,A,P+ Q Th,A,P+ A

Th,A,PFQAA

A1



est considérablement réduit et rendu plus naturel par l'utilisation de la régle
folding comme le montre la preuve ci-dessous.

TAPEP

un fold ax
L APEQ A PFA
! APFQAA

Ce systéme est correct et complet par rapport & NJ, ce qui signifie que toute
preuve avec folding et unfolding est prouvable dans NJ en raisonnant dans une
théorie appropriée (celle contenant les définitions) et que toute preuve dans NJ
présentant une telle théorie dans ses hypothéses admet une preuve avec folding
et unfolding sans cette théorie.

La déduction modulo [DHKO3| proposée par Gilles Dowek, Thérése Hardin
et Claude Kirchner propose un autre traitement de ces axiomes et va plus loin en
considérant les propositions logiques modulo une congruence. Cette congruence
est en général définie par un systéme de réécriture R qui réécrit

— les termes en termes;

— les propositions atomiques en propositions quelconques.

La congruence est la plus petite congruence contenant la relation de réécriture.
Les régles A; et =g par exemple deviennent alors les suivantes.

k4 rveB o TEC TRA
' TrC - P TreB AT

Si le systéme de réécriture vérifie les bonnes propriétés, on peut prouver les pro-
priétés classiquement désirées pour un systéme de déduction logique : correction,
complétude, élimination des coupures, etc.

Toutefois, ce systéme n’est pas totalement approprié pour la déduction in-
teractive. En effet, alors que la réécriture des termes capture assez naturel-
lement les étapes de calcul, il est difficile de raisonner sur des propositions
modulo une congruence : l'utilisateur doit fournir le bon représentant de la
clagse d’équivalence a chaque étape de déduction. De plus, les régles de déduc-
tion modulo ne concernent plus le connecteur de téte de la proposition, comme
c’est le cas en déduction naturelle. Prenons par exemple la régle de réécriture
XCY - Vo (re X =z eY) qui traduit la définition de I'inclusion en théo-
rie des ensembles. L’étape de déduction suivante est alors valide en déduction
modulo :

FreA=zeB

FACB

I ACB=gVz.(zr€e A=z € B)

Cependant, le symbole V n’apparait pas en téte de la proposition A C B
a laquelle on applique la régle V;. Il faut d’abord considérer la proposition
Va.(r € A= x € B) qui lui est congrue pour faire apparaitre son connecteur de
téte. Si le systéme est normalisant, on peut également raisonner sur les formes
normales des propositions, mais on perd alors l'intérét d’avoir considéré une
congruence sur des formules.

Dans sa thése [Wac05], Benjamin Wack propose une variante de la déduction
modulo adaptée a la preuve interactive : au lieu de considérer les propositions

10



modulo une relation, on ajoute de nouvelles régles de déduction traduisant les
axiomes de la forme P = ¢ avec P atomique & celles de NJ. L’idée est de
permettre le remplacement d’une proposition P par sa définition ¢ (comme en
déduction naturelle avec folding et unfolding) mais également d’introduire au
maximum les connecteurs de ¢.

Prenons & nouveau pour exemple la théorie des ensembles et considérons
le systéme de réécriture suivant, qui traduit les définitions de Iinclusion et de
I’ensemble vide.

Chef : XCY — Ve(zeX=z€Y)
R:
@def: zeld — L

Nous transformons ces régles de réécriture en régles de déduction selon une pro-
cédure décrite ci-aprés. On obtient deux nouvelles régles de déduction pour la
définition de l'inclusion et une nouvelle régle d’élimination pour celle de I’en-
semble vide :

" F'Htel
defp FFQZ)
NereXkFaxeY I'HFXCY I'Fte X
Cdef, x ¢ FY(T) Cdefp

'XcCy I'kFteY

Remarquons que ces régles sont trés naturelles : la troisiéme régle par exemple
peut se lire “Si X est inclus dans Y et t est dans X, alors t est dans Y. On
peut alors dériver la démonstration suivante de - () C A.

axxe@l—+x€@
c E$€®P+ZE€A
St geA

®def

La démonstration est concise, lisible et se fait dans la théorie vide. La déduction
surnaturelle semble donc adaptée a la preuve interactive.

Voyons maintenant plus en détail comment procéde ’algorithme de décom-
position de ¢ pour le calcul des nouvelles régles. L’idée est d’appliquer tant
que possible un sous-ensemble des régles de NJ & ¢ pour obtenir les nouvelles
prémisses des régles d’introduction et les conclusions des nouvelles régles d’éli-
mination. L’algorithme a été trés légérement modifié par rapport a la version
proposée par Benjamin Wack, les réflexions survenues au cours du stage ayant
abouti & sa simplification.

Définition 3.5 (Calcul des régles de déduction surnaturelle). Soit une régle de
réécriture R : P — ¢. On initialise la procédure par le jugement T' = ¢

1. Pour trouver la régle d’introduction de R, on applique (de bas en haut)
les regles de la figure 1 tant qu’il reste des formules auzquelles ces régles
s’appliquent.

2. Pour trouver les régles d’élimination de R, on applique (de haut en bas)
les régles de la figure 2 tant qu’il reste des formules auzquelles ces régles
s’appliquent.

Enfin on collecte toutes les prémisses ainsi formées, les conditions d’applica-
tion et la conclusion, et on remplace ¢ par P pour bien obtenir des régles qui
concernent P.
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I't¢ Tk k¢

T+ (6A) FFW%@x$}v@>
Lyke
L'k (= 9)
Fia. 1 — Calcul de la régle d’introduction
LE(oAY) TE (oY) I'F (Vr.¢)
LFo LHy T+ (¢lz/t])
PF@W=¢) Tk -1
Tko I

F1G. 2 — Calcul des régles d’élimination

On remarque que ’on obtient systématiquement une régle d’introduction par
régle de réécriture. En revanche, en raison de la présence de la régle de calcul
inspirée de Ag, on peut obtenir plusieurs régles d’élimination pour la méme
régle de réécriture.

Nous pouvons maintenant définir formellement la notion de systéme de dé-
duction surnaturelle puis en présenter la propriété principale.

Définition 3.6 (Systéme de déduction surnaturelle). Etant donné un systéme
de réécriture R = Ry U Rp tel que Ry rééerit des termes et Rp rééerit des
propositions atomiques, le systéme de déduction surnaturelle associé ¢ R est
donné par :

— les régles de la logique du premier ordre;

— les régles construites & partir de Rp ;
ot toutes les propositions sont considérées modulo =r,. On notera I' =1 ¢ les
Jjugements dérivés dans un tel systéme.

Voyons maintenant le théoréme principal de la déduction surnaturelle : la
correction et la complétude de ce systéme par rapport & NJ.

Theoréme 1 (Equivalence). Pour tout systéme déduction surnaturelle associé a
un TRS R, il existe une théorie Th telle que I' F ¢ si et seulement si ', Th - ¢.

Démonstration. Pour construire la théorie 7h on procéde comme suit. S’il n’existe
pas déja un prédicat d’égalité =, on en ajoute un ainsi que les axiomes corres-
pondants. Chaque régle de réécriture [ — r se traduit alors en un axiome :

-Vz.(l=r)sil > reR

-Vz.(ler)sil->reRp
oll T est ’ensemble des variables libres dans [ et r.

11 suffit alors d’exhiber un procédé pour transformer une preuve surnaturelle
en une preuve en déduction naturelle avec cette théorie et inversement. La preuve
compléte est présente dans [Wac05]. O
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3.3 Applications

Les applications de la déduction surnaturelle, au-dela de la preuve interac-
tive, sont prometteuses. Un premier exemple intéressant est la simulation des
logiques d’ordre supérieur . En déduction modulo, on I’exprime & travers la régle

e(a(v,z)) — Vye(a(z,y))

Aprés transformation en régles de déduction surnaturelles; on obtient exacte-
ment les régles de déduction de la logique d’ordre supérieure :
Iy e(a(z,y)) Iy (oY, z
Iy e(a(V, ) Iy ela(x,9))

On pourrait donc imaginer un assistant de preuve proposant de maniére trans-
parente la manipulation de logiques d’ordre supérieur dont la correction serait
assurée par les résultats théoriques sur la déduction surnaturelle. On peut imagi-
ner le méme procédé pour la simulation d’autres systémes de déduction comme
les logiques modales.

L’utilisation du p-calcul [CLWO3] a été proposée dans [Wac05] pour mettre
au point un langage de termes de preuve adapté & la déduction surnaturelle.
Il faut alors générer de nouvelles régles de typage ad hoc pour chaque régle de
réécriture. Il n’est pas exposé ici, cependant la partie 4.5 présente les résultats
d’une premiére réflexion sur le langage de termes de notre systéme.

Un autre domaine ou la déduction surnaturelle trouve une application élé-
gante est la représentation des prédicats inductifs. En effet, si 'on utilise la régle
suivante (proposée dans [DWO05]) pour définir les entiers naturels :

neN —-VP.(0€eP=Vm.(meP= S(m)eP)=necP)
on obtient la régle d’élimination suivante :

'ineN 'kL0eP 'y VYm.(m € P= S(m) € P)
F|_+n€P

P ¢ FV(I)

On peut “tricher” et pousser la décomposition de la régle un peu plus loin en in-
troduisant les connecteurs de Ym.(m € P = S(m) € P). La possibilité d’étendre
la décomposition des formules de cette maniére constitue en partie la motivation
du passage au calcul des séquents qui fait 'objet de ce stage, comme nous le
verrons plus loin.

'krneN '-L0eP me Pty S(m)e P
F|—+n€P

Pm ¢ Fy(T)

On obtient alors une régle concise pour exprimer le raisonnement habituellement
observé sur les ensembles inductifs. Encore une fois, on voit le bénéfice que 'on
pourrait tirer d’une telle régle dans un environnement de preuve interactif.
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4 Une extension du calcul des séquents

4.1 Problématique

La déduction surnaturelle semble donc apporter une solution au probléme de
la mise en ceuvre d’un assistant de preuve modulo et ses applications potentielles
sont variées. Cependant, il subsiste plusieurs points 4 éclaircir ou & améliorer.

Décomposition des régles Tout d’abord, les régles d’élimination obtenues
lors de la décomposition de formules contenant une implication présentent encore
des prémisses dont la décomposition pourrait étre poursuivie. En effet, la régle
de calcul des nouvelles régles délimination inspirée de = g introduit une nouvelle
prémisse qui n’est pas décomposée puisque 'on applique les régles de haut en
bas. C’est le cas dans I’exemple de la section 3.3 concernant la traduction du
principe d’induction.

Prenons par exemple la régle de réécriture R : P — (A = B) = C a
laquelle on applique algorithme décrit en 3.5. On obtient les nouvelles régles
de déduction suivantes :

I A= BF, C I't,P T+,A=B
L, P g I, C

1
On voudrait pouvoir décomposer a nouveau la proposition A = B dans les
prémisses de Rg pour obtenir la régle :

'+, P T,A-,B
E Tk, C

Cette régle est toujours correcte par rapport & NJ mais on perd la notion de
coupure que 'on avait avec R; et Rg :

F,A:>BF+C
T, P . A=B
T C

1
Rg

Pour obtenir une coupure avec R il faudrait pouvoir décomposer A = B &
gauche du jugement qui forme la prémisse de R; comme on le ferait en calcul
des séquents.

Connecteurs utilisés Ensuite, seulement une partie des régles de NJ est uti-
lisée pour la décomposition des propositions lors du calcul des nouvelles régles.
En effet les régles de calcul proposées figures 1 et 2 n’incluent pas les régles de
NJ concernant les connecteurs V et 3. Cela s’explique par les phénoménes qui
se produisent lorsque ’on autorise la décomposition des formules présentant ces
derniers connecteurs en téte. Voyons le cas du V et considérons les régles de ré-
écriture R : P — Va.(A(x) V B(z)) et R’ : P’ — Va.A(x) V Va.B(z). Supposons
que ’on autorise I'utilisation de la régle V; dans I’algorithme 3.5 (remarquons au
passage que l'algorithme produit alors une ou plusieurs régles d’introduction),
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on obtient exactement les mémes régles d’introduction pour R et R’ :

Th, A I, B
Ry ——— Fv (T Ryp ———— Fy(Tr
IIF}_+P33¢ () 12F|—+Px¢ ()
T, A I+, B
T Wﬂf%ﬂ)(r) }2W$¢7V(F)

On imagine bien que cela pose un probléme, ne serait-ce que pour la com-
plétude du sytéme. Essayons par exemple de prouver que la définition de la
proposition P implique P elle-méme :

Va.(A(z) V B(x))) F+ A(x) Vz.(A(z) vV B(x))) F+ B(x)

A =A@V BG) . P . Vz.(A(z) V B(z)) F4 P

Dans les deux cas, on ne peut dériver la preuve en commencant par une des
deux nouvelles régles d’introduction. La preuve commencant par une élimination
du V échoue pour une autre raison :

T, Va.(A(z) vV B(z))
P TR, A(z) vV B(z) r
T = (Va.(A(z)

A(x)F. P  T,Blx)k. P

En effet, on ne peut pas appliquer R;; ou Rjo aux feuilles de 'arbre sans
violer leurs conditions d’application (z ¢ FV(T)).

Le calcul des séquents présentant, plus de symétries, il nous paraissait plau-
sible que son utilisation en lieu et place de la déduction naturelle comme cadre de
travail pour la traduction des axiomes en régles de déduction permette d’aborder
la question avec plus de succes. Il s’est en fait avéré que le systéme déductif n’est
pas en cause mais qu’il s’agit d’un probléme sémantique plus profond comme
nous le verrons par la suite.

Propriété de la sous-formule Enfin, la déduction naturelle, et a fortiori la
déduction surnaturelle, sont proches du raisonnement classique des mathémati-
ciens mais ne sont pas trés adaptées & la recherche automatique de preuves, les
régles ne respectant pas la propriété de la sous-formule (cf 4.2).

Ces différents points nous ont poussé i nous pencher sur une version de la
déduction surnaturelle exprimée dans le calcul des séquents. Dans la suite de ce
document, nous introduisons un tel systéme ainsi que ses propriétés, un langage
de termes de preuve appropriés et une mise en ceuvre du systéme a travers
I’écriture d’un assistant de preuve.

4.2 Calcul des séquents - rappels

Commencons par rappeller quelques notions concernant le calcul des sé-
quents, support de notre calcul extensible. Nous présentons d’abord LK, le cal-
cul des séquents classique (en opposition & intuitionniste), ce caractére étant
nécessaire au bon fonctionnement de notre systéme. Nous présentons ensuite
briévement LJ, son homologue intuitionniste.
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4.2.1 Séquents classiques

Définition 4.1 (Séquent classique). Un séquent classique est un couple T H A
ou I' est un contexte et A un contexte non vide.

Un séquent Py,...,P, F ¢1,...,¢, doit s’'interpréter intuitivement de la
sorte: Py A AP, F 1V -V, Onlalit ainsi : “Py, P ... et P, prouvent

d)lv ¢2 ... 0u d)m”-

Définition 4.2 (Régles de déduction de LK). Les régles de déduction de LK
sont des régles de déduction (cf 2.8) dont les prémisses et conclusions sont des
séquents. L’ensemble complet de ces régles est représenté figure 3.

Nous pouvons formuler plusieurs remarques a leur sujet :

— Les régles droites correspondent aux régles d’introduction de la déduction
naturelle. En revanche, les régles gauches se lisent moins naturellement
que les régles d’élimination de NJ, en particulier = .. Jean-Yves Girard
donne un procédé de traduction systématique de NJ vers LJ et inversement
dans [GLT89).

— Toutes les régles logiques gauches possédent une régle droite complémen-
taire parfaitement symeétrique.

— La régle de coupure traduit la grande majorité des raisonnements du ma-
thématicien : prouver un résultat en faisant un détour par un théoréme.
Elle capture en une régle les détours potentiels inhérents aux régles de la
déduction naturelle. Comme expliqué ci-dessous, la notion de preuve sans
coupure (i.e. sans détours) est une propriété majeure losque ’on raisonne
dans LK.

— Toutes les régles a I'exception de la coupure (cut) respectent la propriété
de la sous-formule, c’est & dire que les formules apparaissant dans les
séquents prémisses sont présentes dans le séquent conclusion. Cette pro-
priété a des répercussions en recherche automatique de preuve puisque
la recherche d’une preuve sans coupure ne nécessite pas de “deviner” de
nouvelle proposition au cours de la démonstration comme ce serait le cas
dans NJ avec la régle =g par exemple.

Au vu de la derniére remarque, on comprend que la notion de coupure joue un
role central dans LK. En effet, si 'on peut prouver que la régle cut est superflue
pour une théorie I' donnée, on peut ramener toute preuve i une preuve qui
posséde la propriété de la sous-formule et ’on peut alors facilement démontrer
que I' F L n’est pas dérivable, autrement dit que la théorie est cohérente (cf
[GLT89] & nouveau). Ce résultat est avéré pour la théorie vide, cependant il
reste & prouver pour chaque nouvelle théorie.

La notion d’arbre de preuve découle naturellement de la discussion précé-
dente.

Définition 4.3 (Arbre de preuve dans LK). Un arbre de preuve dans LK est
un arbre de dérivation construit & partir des régles de déduction de LK. Il a
donc un séquent pour racine et ses branches se terminent par Uapplication des
regles ax, 1L ou T.

Pour exemple, 'arbre de la figure 4 est valide dans LK. Il prouve la propo-
sition ) C A dans un contexte contenant les définitions de @) et C.
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Axiome

“TAFAA
Reégles logiques gauches
L -
“T1FA
L DABEA
“T,AANBF A
L LAFA  TBEA
CTT T AVBFA
TFAA T,BFA
=
£ T, A=BFA
T, Alt/z] F A
T VzAF A
3, A4 ¢ FV(T, A)
CT 3w ArA " ’

Reégles structurelles gauches

r-A

k -
WL T A A

LA AFA
T,AFA

contrp

Coupure
'k B,A I'BFA
cut
A

Reégles logiques droites

Ty —
RTET,A

I'A,A TFBA
T-AAB,A

AR

L, TraBA
RTHFAVB,A

I,AF B,A
j—
RTHA=BA

r-AA

e bl T, A
R Trvean L EVIA)

'F Alt/z], A

RTE3rAA

Reégles structurelles droites

'kA

k -
WEARR A A

A A A A
TFAA

contrr

Pour les régles Vg et 3., la condition d’application = ¢ FV(I', A) signifie que
la variable x ne doit étre libre ni dans I', ni dans A. La notation A[t/z], signifie
que ’on substitue un terme t quelconque a toutes les occurences libres de x dans

la proposition A.

FiG. 3 — Régles déductives de LK
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ax

zePrzeA 0CA ze€l e l,zePrazeA 0CA
ze€l=>1 zclFzcA 0CA
rels L, redzeA OCA
‘ Ve.(z €& L), zehdrzeA DCA
" Ve (z €& L)Faeebl=zcA PCA
Ve.(z el L) FVe(zxel=2cA),DCA

=c

R

v Vez.(z €<= 1), 0 CAFDCA
Ve (z el 1), 0 CAVe(zel=2cAFPCA
“ Vo(relo 1), 0CAovVa(zeloacA)FICA

Ve (z el L), VZODCZesVr(zel=2ecZ)FPC A
“Ve(rele L), WYZ(Y CZovVe(reY e Z)F0C A

=L

F1G. 4 — un arbre de dérivation dans LK

On remarquera que les preuves dans cette logique sont trés verbeuses et
contiennent beaucoup d’étapes vides d’intérét mathématique. Nous allons voir
en quoi notre systéme de séquents extensible : LK, nous permet entre autres
de réduire considérablement la taille des preuves.

4.2.2 Séquents intuitionnistes

La logique intuitionniste réfute le raisonnement par l’absurde (traduit éga-
lement par le principe du tiers-exclu, AV (A = 1)) car il ne permet pas la
dérivation systématique de preuves constructivistes, i.e. qui fournissent un té-
moin “tangible” de la vérité d’une démonstration. Typiquement, la preuve de la
proposition «Il existe des nombres irrationnels a et b, tels que a® est un nombre
rationnel» ! s’appuie sur le principe du tiers exclu tandis ce que le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt fournit a la fois une preuve et un objet
mathématique témoin de cette preuve. Cette distinction prend son sens dans le
cadre de l'isomorphisme de Curry-Howard (¢f [SU98] par exemple) qui associe
un programmie a toute preuve intuitionniste. On peut alors en théorie (et aussi
en pratique [Let04]) extraire automatiquement un programme qui fournit un
objet de la preuve intuitionniste de ’existence de cet objet.

Voyons & présent briévement ce qui différencie le calcul des séquents classique
LK de LJ, le calcul des séquents intuitionniste.

Définition 4.4 (Séquent intuitionniste). Un séquent intuitionniste est un couple
T'Fo ol est un contexte et o une proposition logique quelconque.

Définition 4.5 (Regles de déduction de LJ). Les régles de déduction de LJ sont
des régles de déduction de LK (cf 2.8) dont les prémisses et conclusions sont
des séquents intuitionnistes.

. 2 . . 2
1Posons b = \/5, si \/if est rationnel prenons a = \/5, sinon prenons a = \/if et nous

avons a®? = (\ﬁ\ﬁ)‘/5 = \/i\ﬁx\/5 = \/52 = 2 qui donne le résultat puisque 2 est évidemment
rationnel
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TFA T'FA
A 1l ———
I TFA TF LA

F1c. 5 — Régles supplémentaires pour le calcul des regles de LK

La seule différence entre les séquents intuitionnistes et classiques est donc
le nombre de propositions présentes dans la conclusion des séquents. Cela se
comprend bien si l’on considére la virgule & droite comme un V.

4.3 LK., un calcul des séquents extensible

Nous présentons ici un calcul des séquents extensible calqué sur le principe
de la déduction surnaturelle. Etant donné un systéme de réécriture R formé de
régles réécrivant les termes en termes et les propositions atomiques en propo-
sitions quelconques, on dérive un ensemble de régles de déduction qui forment,
avec les régles de LK, le systéme déductif LK.

Nous décrivons d’abord une premiére version “naive” de ce systéme et de ses
propriétés afin de mettre en évidence les principaux mécanismes qui entrent en
jeu avant d’en présenter une version améliorée qui posséde des propriétés plus
intéressantes.

4.3.1 Une premiére version de LK

Dérivation des nouvelles régles Le procédé de dérivation des nouvelles
régles de déduction & partir des régles de réécriture est similaire & celui de la
déduction surnaturelle. Cependant, on ne dérive plus des régles d’introduction
et d’élimination mais des régles droites et gauches, la proposition atomique se
retrouvant toujours dans le séquent conclusion, tantét & droite, tantot & gauche
du signe . Voyons en détail la procédure de calcul de ces nouvelles régles.

Définition 4.6 (Calcul des nouvelles régles de LK, premiére version). Soit
Calc un ensemble de régles composé du sous-ensemble des régles de LK formé
parax, Le, Tr, Ve, VR, Az, AR, =, =R, YR et . ainsi que des régles T
et L dela figure 5. Soit une régle de réécriture R : P — ¢ ot P est atomique.

1. Pour trouver la régle droite associée & R, on initialise la procédure par
le séquent I' F ¢, A. On y applique ensuite les régles de Calc jusqu’a ce
qu’aucune régle ne soit plus applicable. On collecte alors ’ensemble des
prémisses, les conditions d’application et la conclusion, et on remplace ¢
par P pour bien obtenir la régle Ry .

2. Pour trouver la régle gauche associée a4 R, on initialise la procédure par
le séquent T', ¢ = A. On y applique les régles de Calc et on récupére la
nouvelle régle gauche de méme que pour le point précédent pour obtenir la
régle R..

On peut relever les points suivants :

— La structure des régles Vg et A dans notre présentation du systéme LK
garantissent qu’on obtient une et une seule régle de déduction droite et une
et une seule régle de déduction gauche par régle de réécriture. En effet, une
maniére classique de présenter ces régles est d’en proposer deux versions
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par connecteur (comme pour les régle V; en déduction naturelle) pour
éviter la redondance avec les régles structurelles. On aurait alors obtenu
plusieurs régles droites et gauches a l'issue de la procédure. Cependant,
de telles régles ne permettent pas d’assurer la complétude de LK, par
rapport a LK, ce qui explique notre choix.

— Les régles V. et I sont absentes de Calc. Cela est dii & leur caractére
asynchrone, nous rediscuterons ce point par la suite.

— Les régles T, et Lr de la figure 5 ont été ajoutées aux régles de calcul
pour simplifier les prémisses des nouvelles régles. En effet, la présence de
1 dans la conclusion ou de T dans les prémisses d’'un séquent n’apporte
rien & la preuve. Ces régles sont évidemment admissibles dans LK, et on
a donc la propriéte suivante : il existe un arbre de dérivation dans LK de
'k ¢, A qui a pour feuilles les prémisses de Ry et un arbre de dérivation
dans LK de I',; ¢ F A qui a pour feuilles les prémisses de R.

Nous pouvons & présent définir formellement la

Définition 4.7 (Systéme de déduction LK ). Etant donné un systéme de ré-
écriture R = R{URp tel que R, rééerit des termes et R p réécrit des propositions
atomiques, le systéme de déduction LK associé ¢ R est donné par :

— les régles de la logique du premier ordre;

— les régles construites & partir de Rp ;
ot toutes les propositions sont considérées modulo =g,. On notera I' =1 ¢ les
jugements dérivés dans un tel systéeme.

Reprenons notre exemple de la théorie des ensembles pour illustrer le fonc-
tionnement de LK. On rappelle que le systéme de réécriture est formé des deux
régles suivantes, qui traduisent les définition de 'inclusion et de ’ensemble vide :

Caef : XCY — Ve(zeX=uzeY)
R:
Dger: z€b® — L

On calcule alors ainsi les nouvelles régles droite et gauche pour la définition de
Pinclusion :
NreXkFzeY A
=R
TFzeX=zxcY A

v FV(I, A
IWVr(zeX=zeY)FA R irve@eXsacy)a VoA
! !
c IWe(zeX=zeY)FL A c NreXkFLzeY A FUE A
Cdef, FXCYF A Sdefr “Tr X CY.A v ¢ FY(I,A)

N

On remarque que la régle Cgep, n’est pas du tout décomposée a cause de la
présence du connecteur V en téte de la proposition atomique. En revanche, elle
traduit quand méme le fait que ’on remplace X C Y par sa définition. On est
dans le cas de la déduction avec folding et unfolding de Prawitz [Pra65], qui est
en quelque sorte le degré 0 de notre systéme. De la méme maniére, on obtient
les régles suivantes concernant I’ensemble vide :

I, LA

biere ¥ eor. A biere T e 0, A
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On peut remarquer qu’a l'instar des régles de la déduction surnaturelle, ces
régles traduisent assez fidélement le raisonnement mathématique. On peut alors
dériver la preuve suivante de } € A dans la théorie vide :

Dge, —————
e gepriaecA

C z¢ FVY(T,A

=defr '_+ @ c A ¢ ( )

La preuve obtenue est beaucoup plus concise et expressive que celle de la figure 4.
De plus on peut noter que la prise en compte des connecteurs & gauche nous a
permis de décomposer un pas de plus qu’en déduction surnaturelle la formule
de la regle (g, , ce qui raccourcit encore plus la preuve.

Propriétés de LK, Voyons maintenant comment se comporte LK, en par-
ticulier par rapport au systéme LK. Le théoréme suivant énonce la correction
et la complétude de LK vis & vis de ce dernier, i.e. toute preuve dans LK est
correcte dans LK, et tout séquent prouvable dans LK est prouvable dans LK.

Theoréme 2 (Equivalence). Pour tout systéeme déductif LK, dérivé d’un sys-
teme de rééeriture R, il existe une théorie Th telle que I' F ¢ si et seulement
si I, Th - ¢.

Démonstration. La preuve compléte est fournie en annexe B.1. L’idée générale
est de fournir une procédure générique pour passer d’'une preuve de LK & une
preuve de LK et inversement.

Pour construire la théorie 7h on procéde comme en déduction surnaturelle.
S’il n’existe pas déja un prédicat d’égalité =, on en ajoute un ainsi que les
axiomes correspondants. Chaque régle de réécriture [ — r se traduit alors en un
axiome :

-Vz.(l=r)sil—>reR

-Vz.(ler)sil->reRp
oll T est I’ensemble des variables libres dans [ et r.

Sil'F, ¢ alors I, 7h - ¢ : Pour prouver I',7h ¢, on peut reproduire les
régles de LK et les axiomes de I' utilisés dans la preuve de I' 1 ¢. Il
suffit donc de traduire les nouvelles régles de déduction en preuves dans
LK pour obtenir la correction du systéme.

Considérons une “sur-régle” droite calculée & partir de la régle de réécriture
R: P < ¢ en utilisant les régles de la procédure présentée en 4.6.

o M Ha,
®TUTR.PA

Par construction de Rpg, il existe une dérivation dans LK dont les pré-
misses sont H; ... H,, dont la conclusion contient ¢ et qui a les mémes
conditions d’application C. En affaiblissant (régles weak) I" en I', Th dans
la conclusion de cette derniére dérivation, on peut construire la preuve de
I, 7h b P suivante.
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H ... H,

. .. am
T, 7h+ ¢, A T,7h,PF P,A
I,Th,¢ = PF P,A
[,Th,¢ < P+ P,A

Nc
Th=Th U{¢ < P}

I'7h+ P, A
Le cas gauche est trés similaire au cas droit. Par construction de la régle
gauche
R H, e H, c
£, PR A

il existe une dérivation dans LK qui a les mémes prémisses et conditions
d’application que R, et dont la conclusion contient ¢. Nous pouvons uti-
liser cette preuve dans la dérivation de I', 7h, P - A suivante.

H ... H,

:j T Th.P-P.A  T.Thé+ A
T.7ThP = 6, PF A
T.7h,6 = P.PF A

T.7h P+ A

L
Th=Th U{¢ < P}

On a donc prouvé la correction de LK | par rapport a LK et la preuve étant
constructive, on a obtenu un moyen systématique de traduire une preuve
dans LK, en une preuve dans LK. Cette traduction nous sera utile pour
communiquer des preuves réalisées dans LK & des assistants de preuves
tels que Coq ou Isabelle.

Sil',7h + ¢ alors I' -4 ¢ : Soit II une preuve de I', 7h . ¢. Elle est obtenue
trivialement en reproduisant les régles de LK utilisées dans la preuve de
I'7h + ¢. Soient Axq,..., Ax, les axiomes contenus dans la théorie 7h
et utilisés dans la preuve de I', 7h F ¢, nous pouvons dériver la preuve
suivante de I' F ¢.

|_+ .Axn I
weak
I Axzq, ..., Axy 1 . Az, I Azy, ..., Az, by ¢
cut
i |‘+ .A.’L‘l " .t
WO TR Ay T Ari s 6

t
cu T o

En conséquence, il suffit de prouver les axiomes de 7h dans LK pour ob-
tenir une preuve de I' -, ¢. En d’autres termes, pour chaque axiome
P; & ¢; de Th, nous devons prouver P; -1 ¢; et ¢; -1 P;.

La preuve est réalisée par induction sur la structure des propositions ¢;.

22



Hypothése 2.1 (Hypothése d’induction). Pour chaque régle R de R dé-
finie par P — ¢, il existe une preuve de P\, ¢ et une prewve de ¢ - P
dans LK qui ont respectivement les formes suivantes

Ax ... Ax Ax ... Ax
Rp— ... Rp——m ¢ - .
. g e R -
R* . . P, gb |_+ P
Prio¢
ot Rr el Ry sont les régles de LK, dérivées de R et ou R* signifie “zéro
ou plusieurs applications des régles droites de LK.

Considérons la régle R : P — ¢. On raisonne par cas sur le connecteur de
téte de ¢. Les cas V et 3 sont traités ici & titre d’exemple pour montrer
un raisonnement sur une régle gauche et un raisonnement a droite. Les
autres cas sont similaires et sont traités en annexe.

¢ est de la forme Vz.¢;(z) : On considére une régle de réécriture sur les
propositions Ry : Py (z) — ¢1(z) avec Pj(x) atomique. Commencons
par prouver ¢ -, P. Par construction de la régle Rg

I,Ti(z) F Ay(x),A ... T,T,(z)F Ay(z),A
. o

F}_gbl(l‘),A
VR “Troa x g FY(I,A)

la régle

T (z) by Ar(x),A ... T, T, (2) F+ Ap(z), A

R : Ccu FV(T, A
R T, P.A {z g FY(T,A)}
et la régle
R O(z) By Ar(x),A ... T Du(x) b4 Ap(z), A c
r T, Pi(z),A
partagent les mémes prémisses I'1 (z), ..., [, (z) et Ai(x),..., An(z).

C est ici un ensemble de conditions d’application concernant les va-
riables liées de ¢ .

Par hypothése d’induction, il existe une preuve de ¢1(z) F Pi(z)
dans LK de la forme

1081 (l’) IL, (I)

¢1(z), 1 (2) F4 Aq(z) ¢1(z), Ln(2) F4 An(z)
¢1(z) by Pi(z)

R,

Nous pouvons donc utiliser ces IT;  ,(z) pour construire la preuve
suivante de ¢ -4 P

23



Hl(.f) Hn(l‘)

$1(2),T1(2) b4 A (2) 61(2), T(@) by A(2)
© Vagi(2). Ta(a) by Ar(x) ... Vag(2),Ta(e) by Ag(a)
" Va1 (z) by P

¢

Les conditions C ne sont pas violées lorsqu’on applique Ry puis-
qu’elles ne concernent que les variables liées de ¢;. D’autre part =
est bien liée dans V.1 (z).

Prouvons maintenant P F ¢. Ce cas est trivial car on ne décompose
pas les formules présentant V comme connecteur de téte dans la partie
gauche des séquents lors du calcul des nouvelles régles. C’est pourquoi
la nouvelle régle gauche est simplement

IVa.dr(z) F A

R
ETTPHLA

et on obtient immédiatement la preuve suivante de P4 ¢

ax
Va.p1(x) b4 Voo (2)
£ P Vri(2)

¢ est de la forme 3z.¢1(z) : On considére une régle de réécriture Ry :
Pi(z) — ¢1(x) telle que Pj(z) est une proposition atomique. Com-
mencons par prouver P ¢. Par construction de la régle R,

D,Ty(z) FAy(x),A ... T,T,.(z)F A(x),A
L
Fa d)l (I) A
I Fy([,A
L T.6F A z ¢ ( )
la regle
Ili(z) Fr A(x), A ... I'Ty(z) ke Ay(x), A
R, 1(@) by Av() () b4 An(z) CU (o ¢ FV(D, A)
IPHL A
et la régle
R IT(z) by Ar(z),A ... )T, (2) b+ An(z), A c
' T, P (z) F; A
partagent les mémes prémisses I'y (), ..., Ty () and Aq(x), ..., A (2).
C est un ensemble de conditions d’application concernant les variables
lices de ¢;.

Par hypothése d’induction, il existe une preuve ¢;(x) b4 P;(z) dans
LK, telle que
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IT; 11,

B @)y 1)

ou Iy ...IIL,, sont les preuves ci-dessous

H171(JU) Hl,n(x)
R Ly(2), T1(z) by Ay(x), Ag(z) ... T (2), D) F4 Al (), An(z)
: Py (), Ty (z) b4 Al (z)
Hm,l(x) Hm,n(x)
R Iy (2), D1(x) 4 AL (), A () . 17, (@), Dn(2) By AL (2), A (2)
- Py(x), I, (x) By AL (2)

On peut maintenant dériver la preuve de ¢ 4 P suivante

!/
H’VL

m
TR @) Py (@), 3261 (@)

Iz
R [y (2) b4 Av(z), Fz.d1 ()
“ P 3u.61(z)

ou les II}...II/, sont obtenus en appliquant des régles droites et
gauche & ¢1 jusqu'a ce que les II; ;(x) soient applicables, comme

décrit ci-dessous
Il 1 () I 1 ()

[(2), Ta(x) by AY(2), As(z) ... T, (2), Ta(e) By AL (2), Ax(2)

F1($) AT (x), ?1 (x)

L, (2)

(), Tn(x) By AL (), An(2)

Hm71($)
I (z),Tp(x) by Al(z), Ap(x) ... TV,
Fn(aj) |_+ An(l'),(bl(ﬂ?)

On ne viole aucune condition en appliquant R, car z est liée partout
et les autres conditions dans C ne concernent que les variables liées

de ¢1.
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Prouvons maintenant ¢ -, P. Comme pour le cas V, c’est trivial car
on ne décompose pas les 3 du coté droit des séquents lors du calcul
des nouvelles régles. Ainsi, la nouvelle régle est la suivante.

Tky Jz.¢1(x), A
r |_+ ¢7 A

R

Et on obtient immédiatement la preuve de ¢ -, P.

ax
R Jw.¢1(x) F4 .1 ()
R
Jx.¢1(z) - P

¢ est de la forme ... Les autres cas sont traités en annexe.

O

Le théoréme suivant raméne la preuve de cohérence de toute théorie a une
preuve d’élimination des coupures dans LK.

Theoréme 3 (Cohérence des preuves sans coupures dans un contexte vide).
Etant donné un systéeme déductif LK dérivé d’un systéme de réécriture R, il
n’existe pas de preuve de -1 L sans coupure.

Démonstration. Une preuve de F | commence nécessairement par ’applica-
tion de la régle az ou d’une régle droite de LK. Les régles de LK sont com-
posées des régles de LK et des nouvelles régles calculées.

— Le contexte de la régle ax n’est pas vide, donc ax ne peut étre appliqué.

— La seule régle droite de LK qui ne présente pas de formule composée en
conclusion est cutr, mais nous construisons une preuve sans coupures.

— Une régle droite calculée ne peut présenter | en conclusion que si elle
traduit une régle de réécriture de la forme 1 — ¢, mais ce n’est pas
autorisé, | n’étant pas une formule atomique.

O

En déduction modulo, I’élimination des coupures a été prouvée pour plu-
sieurs congruences dans [DW9S§], parmis lesquelles les congruences définies par
un systéme de réécriture confluent, terminant et sans quantificateurs. Ce genre
de critére fonctionne probablement pour LK, mais la question reste ouverte a
I’heure actuelle.

4.3.2 Version améliorée

Motivation Le systéme LK, tel qu’il est présenté précdemment souffre de
I’omission des régles V. et Iz lors du calcul des nouvelles régles de déduction.
Considérons par exemple la régle de réécriture présentée en 3.3 qui définit les
entiers comme les objets mathématiques vérifiant I’ensemble des prédicats in-
ductifs :

envxneN — VP(0e P=Vm.(meP= S(m)eP)=necP)
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Comme on travaille au premier ordre, on encode ici 'application d’un prédicat
unaire (P ici) & un terme (ici 0, n ou m) par 'application du prédicat binaire
€ & une variable représentant le prédicat unaire et & une variable représentant
Pargument de ce prédicat unaire. Cet encodage des prédicats sous forme de
variables nous permet de quantifier sur les prédicats et ainsi d’exprimer cette
proposition en pure logique du premier ordre plutdét que sous la forme dun
schéma d’axiomes par exemple. Cette approche est décrite dans [Kir06] par
Florent Kirchner dans le cadre de la déduction modulo. On compte ainsi obtenir
une nouvelle régle de déduction qui traduise le raisonnement par récurrence.
Toutefois, la proposition présentant le connecteur V en téte, la régle gauche
obtenue & l’issue de la traduction est décevante :

IN'VP(0e P=Vm.(meP=Sm)eP)=neP)- A
TneNF, A

€N,

Nous allons voir dans un premier temps ce qui motive cette restriction du calcul
des nouvelles régles avant de proposer une solution qui, en plus de contourner
le probléme, est chargée de sémantique.

Problématique La restriction concernant les régles V. et dg dans algo-
rithme de calcul des nouvelles régles est motivée par les problémes qui sur-
viennent au niveau des quantificateurs lorsque I’on décompose tous les connec-
teurs sans discernement. Voyons cela sur un exemple. Considérons la régle de
réécriture R : P — Va3y.¢(z,y). Supposons que nous autorisions l'utilisation
de la régle 3x lors du calcul de la régle Rr. Nous obtenons la régle suivante :

T+ ¢z, t), A

FV(T. A
Trpa °F v, 4)

R

Il est alors impossible de dériver une preuve de Va3y.¢(x,y) Fy P (i.e. P est
impliqué par sa définition) dans LK, en utilisant cette nouvelle régle, quel que
soit U'ordre dans lequel nous appliquons les régles de déduction :

P ¢(.’L‘, y) }_+ ¢($, t)
Jy-o(z,y) F+ o(,1) 5. Y@y P
Vadyda,y) by owt) " 3ydwy) b P

R
R Vadyg(a,y) by P £ Vadyp(a.y) Fy P

L

Dans la preuve de gauche, aucune régle autre que la coupure ne peut plus étre
appliquée. Si nous avions instancié y par y plutét que par ¢ lors de 'application
de la régle Ry, nous n’aurions pas pu appliquer 3., y ayant alors été libre dans
o(x,y). La preuve de droite échoue parce qu’il est impossible d’appliquer Rz
sans violer la condition x ¢ FV(I', A). Une troisiéme solution serait ’application
successive des régles V., Axg puis J.. Cela nous raméne au probléme de la
preuve de gauche.

En raison des symétries inhérentes au calcul des séquents, autoriser 'appli-
cation de la régle V. lors du calcul des nouvelles régles remet en cause également
la complétude de LK par rapport & LK.
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Il est apparu que 'on peut raffiner ce résultat en restreignant l'usage de la
régle V. aux cas ou il n’y a pas de V en position négative (ou de 3 en position po-
sitive) sous le connecteur auquel on souhaite Uappliquer (¢f définition 4.8). Il en
va symétriquement de méme pour la régle Iz qui ne peut étre appliquée que si
la proposition concernée ne contient pas de V en position positive. On remarque
que ce phénomeéne rejoint les cas de non-permutabilité des régles de déduction
dans la recherche de preuve automatique en logique classique. Cette similitude
parait naturelle si ’on voit le calcul des nouvelles régles de notre systéme comme
une automatisation partielle de la preuve. Malheureusement, les définitions ma-
thématiques dignes d’intérét contenant des quantificateurs semblent pour la plu-
part présenter ce cas de figure (définition de la limite par exemple). Ce n’est
pas étonnant puisque l'intelligence d’une preuve mathématique réside en grande
partie dans la mise en évidence du bon représentant d’un 3 pour “nourrir” un V
(fournir le bon € lors d’une preuve en analyse par exemple).

Définition 4.8 (Polarité d’une sous-formule). La polarité d’une sous-formule
est positive ou négative. On appelle — la fonction qui inverse la polarité. La
polarité d’une sous-formule est alors récursivement définie comme suit :

Soit ¢ une sous-formule et p sa polarité.

- Sip=¢1 Vo ou d= 1 A\ da, alors ¢y et po sont de polarité p.

- Si ¢ =Vr.¢1(x) ou ¢ = 3x.¢1(x), alors 1 est de polarité p.

- Si ¢ = ¢1 = @2, alors ¢1 est de polarité —p et ¢o est de polarité p.

Intuitivement, la polarité d’une sous-formule est obtenue en descendant dans
l’arbre syntazique d’une formule depuis la racine et en inversant la polarité dans
chaque branche gauche du signe =.

Solution Ramener le traitement des connecteurs V et 3 & un probléme de
permutabilité des régles de déduction nous améne & considérer les solutions
ordinairement adoptées dans ce domaine. La technique du focussing, princi-
palement employée en logique linéaire mais également dans d’autres systémes
[ACPO1] parait ici appropriée. On se propose d’introduire un nouveau symbole
de prédicat pour chaque proposition présentant le connecteur de téte V (resp.
3) en position négative (resp. positive) sous un autre V ou le connecteur de téte
V (resp. 3) en position positive (resp. négative) sous un autre 3. Ainsi, la sous-
formule Vm.(m € P = S(m) € P) de la régle €y est remplacée par le prédicat
H(P) qui traduit le fait que P est héréditaire :

enneN—-VP(0e P= H(P)=necP)

La régle €y peut a présent étre décomposée entiérement pour donner lieu a la
régle de déduction gauche suivante :
'k, 0e P A 'y H(P),A InePkFL A

F, n e N |_+ A

€N,

La régle traduit maintenant bien le raisonnement par induction. On introduit
évidemment une nouvelle régle de réécriture qui réécrit H(P) en sa définition
pour assurer la complétude du systéme. L’exemple de la section 4.3.3 présente
une preuve compléte utilisant ces régles.
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11 est intéressant de noter qu’en modifiant une régle de réécriture (cad. un
axiome) pour traiter un probléme de non permutabilité, on a fait jaillir une
notion sur laquelle les mathématiciens ont déja mis un nom : 'hérédité d’une
propriété. Cela n’est pas sans rappeller les objets mathématiques mis en évidence
lors du processus de complétion d’un systéme de réécriture [Les86] traduisant
une théorie axiomatique.

L’algorithme 1 formalise ce processus. Il transforme une régle de réécriture
en un systéme de réécriture ne contenant plus de régles comportant

— un V (resp. J) en position négative (resp. positive) sous un V;

— un V (resp. 3) en position positive (resp. négative) sous un 3.
On suppose que 'on dispose d’une procédure positions _mauvais_ quantificateurs-
moins_profond qui prend une formule en argument et qui renvoie I’ensemble
des positions des quantificateurs & probléme les moins profonds dans le terme.
Par exemple, pour la formule Vz.(Vy.P(z,y) = Q(z)), la procédure renvoie la
position de la sous-formule Vy.P(x,y).

Algorithm 1 prépare (P, ¢)
positions < positions _mauvais__quantificateurs _moins_profond(¢)
res «— ()
for all w € positions do
(bl — (b\w
T — FV(¢1)
Q «— nouveau__symbole _de prédicat
res «— res U prépare(Q(T), ¢1)
end for
return res U {P — ¢}

On peut donc proposer une nouvelle version de LK prenant en compte le
focussing, et qui utilise maintenant 'intégralité des régles logiques de LK pour
décomposer les formules.

Définition 4.9 (Calcul des nouvelles régles de LK ). Soit Calc un ensemble de
regles composé du sous-ensemble des régles de LK formé par ax, Lo, Tr, Vg,
VR, N, NR, =7, =R, Ve, VR, Az et Ag ainsi que des regles T, et Li de la
figure 5. Soit une régle de réécriture R: P — ¢ ot P est atomique.

1. On applique la procédure prépare ¢ P et ¢ pour récupérer l’ensemble des
régles “nettoyées”.

2. Pour chaque régle R; : P; — ¢; obtenue :

(a) Pour trouver la régle droite de R;, on initialise la procédure par le
séquent I' - ¢y, A. On y applique ensuite les régles de Calc jusqu’a ce
qu’aucune régle ne soit plus applicable. On collecte alors ensemble
des prémisses, les conditions d’application et la conclusion, et on rem-
place ¢; par P; pour bien obtenir la régle droite R, .

(b) Pour trouver la régle gauche de R;, on initialise la procédure par le
séquent T, ¢; B A. On y applique les régles de Calc et on récupére la
nouvelle régle gauche de méme que pour le point précédent.
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Le théoréme d’équivalence est alors encore valable modulo quelques arran-
gements dans sa démonstration : il faut & présent traiter le cas des connecteurs
V & gauche et 3 & droite sachant que les propositions ne présentent plus de cas
de non permutabilité. Ce résultat est la conséquence directe des remarques 2.1
et 2.2, et est détaillé en annexe B.2.

4.3.3 Exemples

Voyons maintenant un cas concret d’utilisation du systéme de déduction LK ;.
en montrant que pour tout entier n, n est pair ou impair. Ce genre de preuve
est trés verbeux dans LK. Reprenons 'exemple de la définition des entiers via
les prédicats inductifs :

env:neN — VP(0eP=Vm.(meP=S(m)eP)=necP)
qui donne les régles de réécriture suivante une fois la procédure prépare passée :

€y : neN — VP(0eP=H(P)=necP)
hered : H(P) — ¥Ym.me&P = S(m)ecP)

On obtient donc les nouvelles régles de déduction suivante dans LK pour la
définition des entiers :

I'F,0eP,A Tr,HP),A T,nePr,A
I'neNF, A

€N,

0e PHP)Fyne P A

ENg

La régle gauche traduit bien le raisonnement par récurrence habituellement
mené sur les prédicats inductifs. La régle de réécriture concernant le caractére
héréditaire d’un prédicat est elle aussi transformée en nouvelles régles de déduc-
tions.

F|_+m€P7A F,S(m)EPI—+A

I H(P)F, A

hered,

I,me Pk, S(m)ePA
T+, H(P),A

heredg

La régle droite est particuliérement parlante, et transcrit bien la définition de
I’hérédité. On définit ensuite les prédicats pair et impair par les trois régles de
réécriture suivantes :

zero 0 Even — T
even : S(n) € Even — ne€0dd
odd : S(n)€Odd — n &€ Even
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qui donnent lieu aux six régles de déduction suivantes :

. A
LT 0 € Boen 5 A TR TE0 € Even, A
I''neOddbiL A 'y neOdd A
cvenc I, S(n) € Even 4 A CUEIR T Fi+ S(n) € Even, A
I''ne€ Event4 A I' -+ n € Even, A
Oddﬁ OddR
I'S(n) € Odd -4 A 'ty S(n) € Odd, A

Enfin, notre encodage des prédicats sous forme de variables nous oblige & mettre
un nom (une constante) sur la propriété pair ou impair. Nous Uappellons Prop
et rajoutons la définition suivante au systéme de réécriture :

prop : n€ Prop — ne€Odd V n e Even
Ce qui entraine la création des deux régles suivantes dans LK :

neOddk; A I''ne Eventk4 A
I'n € Propk4 A

prop,

I'-1 ne0dd,n e Even
I'F4 n e Prop, A

propr

On peut finalement dériver la preuve den € N, n € Odd V n € Even, c’est &
dire que tout entier est pair ou impair. La figure 6 présente cette démonstration
sous la forme d’un arbre de dérivation dans LK, . Contrairement & une démon-
stration dans LK, cette derniére, bien qu’apparemment large, est lisible : on
commence par montrer que zéro est pair ou impair (II;) et que la propriété
pair ou impair est héréditaire (Il5) en utilisant les régles de éduction issues des
définitions de pair, impair et zéro. On en déduit que tout entier vérifie cette
propriété en utilisant le principe de récurrence exprimé par la régle €y,.. La
sous-preuve I3 est axiomatique & cause de l'utilisation “limitée” de la régle
béey, ici et ne présente donc pas de sens particulier.
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Les définitions de la théorie des ensembles constituent un autre exemple élé-
gant d’application de LK. La définition de la différence symétrique est traitée
en annexe C & travers la présentation de I'assistant & la démonstration. Il reste
beaucoup de théories déja exprimées sous formes de systémes de réécriture dans
le cardre de la recherche sur la déduction modulo & tester dans LK., comme
Parithmétique [DWO05] ou la théorie des ensembles de Zermelo [DMO06].

4.4 Vers une version intuitionniste

Dans cette section, nous présentons les travaux en cours concernant la mise
au point d’une version intuitionniste de LK. Nous pensons avoir trouvé le bon
systéme mais la démonstration du lemme d’équivalence est inachevée.

On dispose donc d’une version statisfaisante de LK, qui permet de prouver
les séquents prouvables de LK avec plus d’aisance et éventuellement dans la
théorie vide. Toutefois, le systéme LK (et a fortiori LK) est intrinséquement
classique et ne permet pas la construction de démonstrations intuitionnistes qui
permettetraient par exemple 'extraction de programmes (¢f 4.2). On aimerait
donc mettre au point un calcul des séquents extensible “LJ,” calqué sur LK
et fondé sur le calcul des séquents intuitionnistes LJ.

On a vu en 4.3.2 que les cas de de non permutabilité des régles d’un calcul
des séquents, mis en évidence par la recherche en démonstration automatique,
tendent & remettent en cause la complétude des systémes extensibles qui en
sont dérivés. Cela explique pourquoi le connecteur V posait probléme dans NJ
(¢f section 4.1, probléme des connecteurs). En effet, si 'on reformule la régle
R : P — Vz.(A(z) V B(z)) par une définition admissible en logique classique
seulement, P — Vx.((A(z) = L) = B(z)), on obtient la régle d’introduction
suivante :

I A(z) = LF; B(x)
'L P

Ry

Et on peut cette fois dériver le jugement Vz.((A(z) = 1) = B(x)) b4 P :

T Ve ((A(z) = 1) = B()) -
PR, (A(x) = 1) = B(z) Ty A(z) = L
I = (Va.(A(z) = 1) = B(z)), A(z) = L) 4 B(x)
Va.((A(x) = L) = B(z)) -y P

Ry

Il ne s’agit donc pas d’un probléme inhérent & la déduction naturelle, mais &
son caractére intuitionniste.

Malheureusement, le calcul LJ compte 11 cas de non-permutabilité. On pour-
rait donc décrire un systéme LJ mais la décomposition des propositions lors du
calcul des nouvelles régles serait trés limité et on se raménerait & LJ avec folding
et unfolding. Cependant, les cas de non permutabilité des régles de LJ ne sont
pas tous la conséquence directe de son caractére intuitionniste et sont seulement
dis & la restriction syntaxique de LJ qui impose des séquents mono-conclusion.
Cette restriction peut étre levée dans la plupart des cas et il existe des calculs
de séquents tels que LB [WW99] qui capturent 'intuitionnisme dans un sous-
ensemble restreint des régles de déduction. Les régles de LB sont celles de LK
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®TFA= BA f1rA

F1a. 7 — Régles de LB différant de celles de LK

Ve V. ou Vg =>r
Vr dr =xr ou Vg

Fic. 8 — Cas de non permutabilité dans LB

mis & part les régles Vg, =g et L., représentées figure 7, qui ne conservent
pas les contextes A. Les cas de non-permutabilité sont alors réduits au nombre
de 5, et sont représentés figure 8. Les cas de non-permutabilité se lisent de bas
en haut pour une preuve construite de la racine vers les feuilles. Par exemple,
une preuve ou 'on a appliqué Vg puis V, n’a pas de preuve équivalente dans
laquelle on applique V. puis Vx.

On peut & nouveau utiliser le focussing pour traiter ces cas et ainsi obtenir
un systéme extensible LB .. Il suffit d’adapter la procédure positions _mauvais-
quantificateurs _moins_profond utilisée dans la deuxiéme version de LK, pour
qu’elle prenne en compte ces cas de non permutabilité. On remarque que trois
des cing cas, ceux qui concernent la permutabilité des quantificateurs, sont les
mémes que pour LK. Les nouvelles régles renvoyées par ’algorithme prepare
doivent donc ne pas présenter les cas supplémentaire suivants :

— un = en position négative sous un =

— un = sous un V
Dés lors que 'on percoit la déduction surnaturelle et ses dérivés comme une
combinaison de folding /unfolding et d’une automatisation des sous-preuves, on
peut conjecturer sans danger que LB est complet et correct par rapport & LB.
Cependant la démonstration reste & faire.

4.5 Termes de preuves pour LK

Le stage de master qui a mené au présent document a été mené en parallélle
de celui de Cément Houtmann qui travaille & la mise au point d’un langage de
termes de preuve pour la déduction surnaturelle. Comme ’assistant de preuve
présenté en derniére section est fondé sur LK et non la déduction surnaturelle,
nous avons été amené a travailler ensemble pour décider d’un langage de termes
pour LK. Notre collaboration ne s’est pas arrétée 14 : nous avons participé
ensemble & toutes les réunions avec nos encadrants et nous nous consultons
quotidiennement sur l’avancée de chacun afin de synchroniser nos efforts. Ce
travail commun a donné lieu & un article en cours de soumission co-écrit avec
Benjamin Wack [BHW].

Ces termes sont importants a deux titres. Tout d’abord, leur intégration

dans D’assistant permettra, & 'instar de Coq, de vérifier la validité d’une dé-
monstration par une simple opération de type checking du terme qui pourra
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étre limitée & un nombre restreint de lignes de code certifiées. Ensuite, les régles
de réduction du calcul associé nous permettrons de montrer 1’élimination des
coupures pour une théorie donnée, et donc sa cohérence, plus facilement que par
des arguments structurels sur les arbres de dérivation. Les travaux de Clement,
qui se limitent pour le moment au cas propositionnel, se résument de la maniere
suivante.

Décrivons d’abord les termes de preuve du fragment propositionnel de LK,
introduits par Hugo Herbelin [CHOO], avant de les étendre & LK. LK vu comme
un systéme de typage s’organise comme comme suit : les termes de preuve sont
divisés en deux sortes, les termes et les contextes. Les termes représentent les
régles droites et les contextes les régles gauches. Ils sont définis par

terms v = x| true | (v1,v2) | proj(a, B, (vle)) | Az.v | palv|e)
contexts e a | false | proj(z,y, (vle)) | (e1,e2) |v-e | ax{v]e)

Le systéme de typage est alors le suivant

awﬁF;a:Al—a:A,A awRF,z:Al—z:A;A

le 7"+ TR =7———————
I'; false: LA I'Ftrue: T; A

lNe:Ay:BFov:C;A Te:Ay:B;e:CEFA
Dsproj(z,y, (vle)) : ANBE A
kot A A I'kwy: B A \/LF;elel—A Ties: BEA
'k (vi,v2): AAB; A T;(e1,e2) : AVBEA
'tv:Cia: A B:B,A Ie:Cra:A,B:BA

Avs

AR

VR Tk proj(a, B, (vle)) : AV B; A
éﬁF}—v:A;A I'e:BFA . Iz:AFv:B;A
Tiv-e: A= BFA I'Flxw: A= B;A
CutLF,x:Al—v:B;A I'z:A;e: BEA

T px(vle) : AF A
'tv:Bya: A A INe: BFa:A A

12
R Ik pafvle) : A; A

Remarquons d’abord que les régles de typage ax,, axr, Lz, Tr, Ve, AR,
=,, =R, culy et cutr retranscrivent exactement les régles de LK. Les régles
Vr et Ag présentent un léger changement mais on peut toujours exprimer une
dérivation

T
A A, BEA ARF,x:A,y:B}—true:T;A Tx:Ay:Be: TEA
“T,ANBFA par ‘ T;proj(z,y, (true|v)) : ANBF A

Le cas de Vg est symétrique et on aurait également pu utiliser false placé a
gauche du séquent & la place de true & droite. Finalement, les réductions des
termes de preuve sont définies par les régles suivantes
()r  palvle) — palv'le)
et () px(vle) — fux(v'le’)
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o (x) (v]e) — (v'|e’) peut étre
Y vlede1/a, ea/al
vle)vs /@, v2/y]

(proj(a, B, (vle))|(er, e2 é }
(v[v'/z]e)
(vl
(vl

(V) )
() <(017@2)|PTOJ($ Y, (ve))
(=) Az -e
(1) (na(vle)le’
(f2) (v (vle)

Présentons maintenant l'intuition derriére la construction des termes pour
les nouvelles régles de LK & travers un exemple. On considére la régle R :
P — AV B = CV D. Les nouvelles régles de LK, dérivées de R sont alors les
suivantes

e)[¢’/a]

)
)
)
) [e

) e)[v'/]

11111

v
v

IA-C,D,A T,BFC,D,A
THPA

R

I,CFA T,DFA TFABA
T,PFA

L

Puisque la mise au point de termes de preuve pour ces régles nous ameénera
définir de nouvelles régles de réduction exprimant 1’élimination des coupures,
voyons de maniére informelle cette élimination des coupures : considérons la
dérivation

I'kPA IPFA

ut
cu TFA

On suppose que les dérivations de I', P - A et I' b P, A sont respectivement
construites avec les régles Rz et R,. On peut alors éliminer la coupure en
branchant les preuves de I';C' = A et ', D - A dans les preuves de I'; A
C,D,AetT',B+F C,D,A. On obtient donc des preuvesde 'y, A- Aet ', BF A
qui peuvent étre branchées dans les preuves de I' A, B, A pour finalement
obtenir une preuve de I' H A. Cela peut étre transcrit formellement & travers
les régles de typage suivantes :

I'iea: At ac:C,ap: D, A I'eg: BFac:C,ap: D,A

R
R 'k é(ac,ap).lea,ep]: P;A

et
Iiec: CHA I'tov:M;as:Aap: B, A

Iep:DEA Ie:MbFay:A,ag: B,A
T;lec,ep].0(aa, ap).(vle) : P+ A

L

et les régles de réduction

et (K)e pac(vle) — fu(v'le’)
ou (x) (v]e) — (v']e’) est

(R) (0(ac,ap).leasesl|lec,ep].d(aa, ap).(v]e))
— (vle){ea/aa,ep/aBllec/ac,ep/ap]

Cet exemple exprime notre intuition de la maniére dont les termes pour
LK, devraient étre construits. Comme les connecteurs = et V y sont traités et
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comme le connecteur A est symétrique au connecteur V, on a une bonne vision
des termes de preuve du fragment intuitionniste de LK .

’avancée des termes de preuve du calcul entier était bloquée par ’asymétrie
de la premiére version de LK, due & 'ommission des régles V. et Ig. Cela
empéchait d’exprimer proprement I’élimination des coupures. La version de LK
avec focussing devrait régler ce probléme.

4.6 Mise en ceuvre d’un assistant a la preuve

Au fur et & mesure des avancées dans I’élaboration de LK, les divers aspects
du systéme ont été mis en ceuvre dans un assistant & la démonstration écrit
pour 'occasion avec le langage TOM. A D’heure actuelle, le systéme proposé
par ’assistant se situe & mi-chemin entre les deux versions de LK, exposées
dans ce rapport : les propositions non-permutables ne sont pas décomposées
mais le focussing n’est pas encore disponible. Nous présentons ici briévement
le langage TOM avant de nous arréter sur quelques aspects intéressants des
techniques de programmation utilisées dans ’assistant. Un log commenté d’une
session interactive de ’assistant est fourni en annexe C.

4.6.1 Le langage TOM

TOM [MRO06] est un langage de programmation développé au sein de ’équipe
Protheo essentiellement par Pierre-Etienne Moreau et Antoines Reilles. Il pro-
pose 'ajout de fonctionnalités de réécriture par dessus les langages Java, C et
OCaml. Parmi ses fonctionnalités les plus importantes on pourra relever les
suivantes :

Filtrage associatif Le langage autorise la réécriture de termes modulo les opé-
rateurs associatifs. Concrétement, cela implique que ’on peut réécrire des
listes, ce qui n’est pas possible en OCaml par exemple. Ainsi, la régle

[X*,a,0, Y] — [X*,a,b, Y] sia <b, [X* b,a, Y] sinon

appliquée jusqu’a obtention d’un point fixe réalise un tri de la liste.

Filtrage non linéaire L’apparition d’'une méme variable plusieurs fois dans le
membre gauche d’une régle de réécriture est également autorisée. Ainsi, la
régle de rééciture suivante est valide :

fz,9(x)) — h(x)

Cela permet d’exprimer des contraintes comme nous le verrons dans la
programmation des régles de déduction.

Programmation par stratégies La programmation par stratégies constitue
un point fort du langage : il est possible de définir n’importe quelle straté-
gie de parcours d’un arbre (terme) par combinaison de stratégies de bases,
comme en Stratego [VisO1]. Par exemple, la stratégie de parcours classique
qui part de la racine vers les feuilles est définie récursivement ainsi :

TopDown(S) = Sequence(S, All(TopDown(S)))

oul S est la stratégie passée en argument (une fonction java qui réécrit
les  en y par exemple), All est la stratégie qui appelle son argument
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sur tous les fils du nceud courant et Sequence est la stratégie qui appelle
son premier argument sur le nceud courant, puis le deuxiéme si le premier
n’échoue pas.

Partage maximal de la mémoire Les termes algébriques manipulés par le
langage TOM sont construits de telle sorte que les sous-termes commun &
plusieurs termes ne soient jamais dupligés en mémoire.

Transparence du langage Tom s’intégre de fagon transparente au langage
hote. 11 offre en particulier la possibilité de mélanger 'utilisation de termes
algébriques et de fonctions Java avec une syntaxe unifiée.

N

Au cours du stage, j’ai été amené & collaborer avec 1’équipe TOM & de
nombreuses reprises, autant pour participer au développement du langage que
pour me tenir informé des derniéres possibilités et exprimer mes besoins en
terme de fonctionnalités.

4.6.2 Implantation

Le prototype tire pleinement parti de ces spécificités, la réécriture se pré-
tant bien & la manipulation d’arbres de preuve. Sans surprise, la majeure partie
des objets est donc représentée par l'intermédiaire de termes algébriques : pro-
positions, termes, séquents, arbres, etc. Voyons en détail quelques utilisations
judicieuses du langage dans la manipulation de ces structures.

Application des régles 1l existe deux types de régles dans I'assistant : les
régles de LK qui ne changent jamais et les régles de déduction dérivées des
régles de réécriture fournies par l'utilisateur. Dans le premier cas, les facilités de
filtrage offertes par Tom permettent 'application d’une régle a la feuille d’un
arbre de maniére trés concise :

public static Seqlist

applyImpliesR(Sequent seq, Prop active) throws Exception {
%match(Sequent seq, Prop active) {

sequent (ctxt, (X*,act@implies(pl,p2),Y*)), act -> {

return ‘concSeq(sequent(context(ctxt*,pl),
context (X*,p2,Y*)));

}
}
throw new Exception('can’t apply rule => R");

}

Cette fonction prend un séquent et une formule active (celle qui a le focus)
en argument et renvoie la liste des prémisses aprés application de la régle =%
du calcul des séquents LK. On tire ici parti du filtrage associatif, un séquent
étant représenté comme deux listes de propositions, et du filtrage non-linéaire
avec l'utilisation de la variable act qui impose une contrainte sur la proposition
pl = p2 sélectionnée dans la liste.

Renommage des variables libres La puissance de la programmation par
stratégies est mise en évidence par I’exemple suivant. On souhaite remplacer
toutes les occurences libres d’une variable par un terme quelconque. En I’ab-
sence de la programmation par stratégie, il faudrait écrire une fonction récursive
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qui descendrait dans le terme et qui discriminerait les cas selon le symbole ren-
contré. La majeure partie de la fonction consisterait alors & “aiguiller” les appels
récursifs.

En Tom, on définit un visiteur qui traite seulement les deux cas importants :
I’échec de la visite si I’on tombe sur un quantificateur qui quantife la variable &
remplacer et le remplacement de la variable par le terme.

hstrategy ReplaceFreeVars
(old_term: Term, new_term: Term) extends ‘Identity() {
visit Prop {
relationAppl(r, tl) -> {
TermList res = replaceTerm(‘tl, old_term, new_term);
return ‘relationAppl(r, res);

}

rQ@forAll(x, ) -> {
if (‘x != old_term.getname()) {
return ‘r;
}
else
throw new VisitFailure();

r@exists(x,_) -> {
if (‘x !'= old_term.getname())
return ‘r;
else
throw new VisitFailure();
¥
}
}

1l ne reste plus qu’a composer les stratégies de base pour former une stratégie qui
applique ReplaceFree Vars récursivement dans le terme et qui arréte de descendre
dans les branches de I’arbre pour lesquelles la visite échoue :

px.try(sequence(Replace FreeVars(a,b), all(x)))

1 est ici un opérateur qui permet de spécifier un appel de récursif de la stratégie
se trouvant sous 'opérateur. try est une tratégie qui renvoie l'identité en cas
d’échec de ’application de son argument. all et sequence sont décrites dans la
section précédente.

Construction de I’arbre de preuve La construction récursive de l'arbre
de preuve au cours de la session interactive est une approche peu réaliste : on
veut pouvoir changer de sous-but courant en cours de preuve, afficher I’arbre de
preuve en cours de construction, reporter a plus tard la fin d’une preuve sans
perdre le travail effectué, traduire une partie de ’arbre en une pure preuve dans
LK, etc. On pourrait donc construire ’arbre de maniére itérative en maintenant
une liste de références vers les feuilles des branches ouvertes. Un probléme sur-
viendrait alors : les termes algébriques manipulés par Tom étant des structures
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non-mutables (comme dans tout langage fonctionnel), on obtiendrait un nou-
vel objet & chaque modification de 'arbre. Les références vers les feuilles des
branches ouvertes seraient alors perdues.

Une solution est de conserver les positions de ces feuilles, c’est & dire un
chemin depuis la racine. Tom offre un tel mécanisme et permet de manipuler les
positions comme des objets abstraits : on peut obtenir le sous-terme correspon-
dant & une position dans un terme donné, remplacer un sous-terme par un terme
4 une position donnée, etc. Ainsi, aprés avoir appliqué une régle de déduction
a la feuille d’un arbre de preuve, on obtient les nouvelles feuilles ouvertes sans
reparcourir tout ’arbre :

currentPos.getOmega(‘TopDown (getOpenPositions (openGoals)))

getOmega renvoie la stratégie qui applique le visiteur passé en argument au
neeud présent & la position currentPos. Concrétement cela se traduit par une
descente en O(h) dans un arbre de hauteur h puis de I'application de la stratégie
TopDown(getOpenPositions(openGoals)).

5 Conclusion et perspectives

5.1 Conclusion

La question de la “surdéduction” est loin d’étre réglée comme le montre la
section 5.2. Cependant, ce rapport en pose les bases et démontre qu’il s’agit
d’une alternative viable et élégante a I'utilisation de la déduction modulo seule
dans un assistant de preuve. J’espére personnellement voir un jour un assistant
aussi complet que Coq mélant modulo et surdéduction. Cela semble en bonne
voie notamment grace au précieux concours de I’équipe LogiCal du LIX.

J’ai pris beaucoup de plaisir & effectuer ce stage et & cotoyer ’équipe Pro-
théo. J’y ai accompli un bond & la fois dans mon intuition de la logique, mais
également dans mes capacités d’abstraction. Les trois groupes de travail sur la
déduction modulo auxquels j’ai participé en tant que spectateur mais aussi en
tant qu’acteur & travers deux présentations concernant un article sur les tech-
niques de folding/unfolding et 'avancée de mes travaux m’ont été d’une aide
précieuse dans la connaissance de I’état de I’art et des enjeux du domaine. J’ai eu
la chance d’y rencontrer des figures du domaine comme Frank Pfenning, Gilles
Dowek, Alexandre Miquel, Thérése Hardin et bien d’autres. Je tiens particulié-
rement 3 faire part de 'admiration que m’inspire Gilles Dowek pour son sens
de la pédagogie et la clarté de ses articles.

Je remercie en premier lieu Claude Kirchner pour son encadrement, le temps
qu’il a su m’accorder malgré son emploi du temps, et pour sa capacité & com-
muniquer sa vision trés synthétique de 'orientation que prend ce domaine de la
recherche. Je remercie bien évidemment Benjamin Wack pour son encadrement,
ses explications toujours trés pédagogiques, sa disponibilité et sa patience sans
limites. Je ne peux que regretter son départ du monde de la recherche et je lui
souhaite de mettre son sens de I’éducation & profit avec plaisir et succés dans
sa future carriére de professeur. Merci également & Clément Houtmann qui a
collaboré & mes travaux avec patience et humour, et & Colin pour ses discussions
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trés éclairantes et son intérét communicatif pour tout ce qui touche de prés ou
de loin & la logique. Merci ensuite au relecteur de ce rapport pour la patience
dont il a fait preuve avant de le recevoir.

Au cours de ce stage, j’ai cotoyé quotidiennement Pierre-Etienne Moreau
dont la passion pour le compilateur Tom est contaminante, et Antoine Reilles
qui n’hésite pas a passer deux nuits & ajouter au langage la fonctionnalité dont
j’al besoin. Je les remercie chaudement pour m’avoir accueilli dans 1’équipe
comme si j’y étais depuis toujours.

Merci enfin & Florent, Emilie et Germain, Radu, Guillaume et Anderson
pour leur agréable compagnie, & mes camarades de ’Esial qui se sont orientés
comme moi vers la recherche et aux autres éléves du master avec qui j’ai passé
de bons moments.

5.2 Perspectives

On dispose maintenant d’un calcul des séquents classique extensible et d’un
prototype d’assistant & la démonstration qui repose dessus. Notre objectif & long
terme est de mettre au point, en collaboration avec ’équipe LogiCal, un nouvel
assistant qui marie modulo, “surdéduction” et le savoir-faire accumulé sur Coq.
Cependant, il reste beaucoup de travail & effectuer sur la déduction surnaturelle
et ses homologues avant d’en maitriser tous les aspects, tant sur le plan théo-
rique que technique.

Ce stage s’arréte au moment ol notre compréhension de LK, s’éclaircit
considérablement, notemment grace au parallélle avec la démonstration automa-
tique, Les objectifs & court terme concernant LK et LB, sont donc nombreux
et on devrait y voir d’importantes avancées dans les cemaines & venir :

Raffiner la version actuelle de LK, En effet, nous traitons quatre cas de
non-permutabilité concernant les quantificateurs alors que LK n’en pré-
sente que trois. On pourrait donc traiter de maniére encore plus fine les
quantificateurs dans le focussing.

Montrer la correction et la complétude de LB, par rapport a LB La
démonstration du théoréme d’équivalence de LK, peut étre reprise en
grande partie mais il faut traiter plus finement les cas de V et =-.

Etudier I’élimination des coupures pour des classes de théories Les
récents travaux de Benjamin Wack et Gilles Dowek sur la déduction na-
turelle les aménent & penser que les critéres que 'on connait sur les sys-
témes de réécriture en déduction modulo qui assurent 1’élimination des
coupures s’appliquent également en déduction surnaturelle. Il faudra ce-
pendant transposer ces résultats a LK .

Mettre au point un langage de termes de preuve complet L’ébauche
de langage présentée en 4.5 est en cours d’étude dans le cadre du stage de
master de Clément Houtmann. Ces termes de preuve devraient faciliter
les démonstrations d’élimination des coupures.

Tester LK sur les théories étudiées en déduction modulo En particu-
lier, il serait intéressant de regarder les systémes de réécritures codant
Paxiomatisation de l'arithmétique [DWO05] et de la théorie des ensembles
de Zermelo [DMO6].
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En ce qui concerne le prototype d’assistant a la démonstration, ces avancés
devraient nous permettre de mettre & jour ses fonctionnalités. Nous comptons
étudier les points suivants dans les semaines & venir :

Gestion de 1’égalité par un systéme de réécriture sur les termes Pour
un systéme de réécriture sur les termes, il est envisagé de proposer a la
fois la normalisation d’un sous terme et la décision de 1’égalité. En fait,
cette fonctionnalité est déja programmeée mais il faut trouver un moyen de
choisir interactivement un sous-terme.

Gestion du focussing La version actuelle de I’assistant est située & mi-chemin
entre la premiére et la seconde version de LK, : les formules compor-
tant des quantificateurs sont décomposées dans les limites des cas de non-
permutabilité, mais on ne transforme pas une régle de réécriture en un
systéme de réécriture selon ces critéres. Il s’agit donc juste ici de réorga-
niser le code pour rajouter cette fonctionnalité.

Termes de preuves Il est prévu de construire un terme de preuve en méme
temps que l'arbre de dérivation dés que le langage sera fixé. Le code a été
pensé avec cette contrainte en vue.

Exportation vers d’autres assistants Ces termes de preuve nous permet-
traient d’exporter les preuves construites dans ’assistant vers d’autres
prouveurs comme Fellowship [Kir] ou Coq, modulo la conversion vers une
preuve classique décrite dans la preuve de correction en annexe B.1. Fel-
lowship lit les A\ufi-termes et est capable de les convertir en termes de
preuve lisibles par Coq ou en stratégies pour PVS. On n’aurait donc pas
besoin d’encoder nos preuves dans un A-terme (cad. traduire nos preuves
en calcul des séquents classiques vers des preuves en déduction naturelle
avec des régles classiques) dans un premier temps.

Enfin, les objectifs suivants sont envisageables & plus long terme, mais ne
seront réalisables qu’apreés une série de travaux qui est loin d’étre engagée. Ce-
pendant, cela donne une bonne idée de la direction vers laquelle on s’oriente
avec la déduction surnaturelle.

Simulation de la déduction naturelle dans 1’assistant Le calcul des sé-
quents présente de multiples avantages pour 1’élaboration d’un systéme
déductif extensible. Cependant, les preuves en déduction (sur)naturelle
sont plus proches du raisonnement mathématique classique pour un uti-
lisateur peu familier avec le formalisme de LK. C’est pourquoi il serait
possible de proposer un mode qui simule la déduction surnaturelle dans
I’assistant par I'intermédiaire de coupures. Par exemple, la preuve

ar ———————
'+HA I'B-B
=L

T'-A=B ILA=BF B
T'+B

cut

simule la régle
'-A=1B r-A

I'+B

Bien que 'on sache traduire une preuve dans NJ en une preuve dans LK,
il reste & trouver un moyen de traduire une régle de déduction surnaturelle
en une régle de LK.

=E
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Recherche de preuve automatique L’ajout de régles ad hoc pour la re-
cherche automatique de preuves peut s’avérer fructueuse [Dol06]. La mé-
thode des tableaux ou toute autre méthode de preuve automatique trans-
posée & LK, pourrait accélérer la recherche de preuve dans une théorie
donnée. Grace & [Bon04], on sait déja que c’est possible en déduction
modulo, et donc en particulier modulo une relation de réécriture sur les
termes comme c’est le cas dans LK .

Dérivation automatique d’un sur-systéme L’intuition qui s’installe en fin
de stage est que l'on peut dériver un systéme de type LK & partir de
n’importe calcul des séquents (LJ, LB, logique linéaire, ...) pour peu que
I’on connaisse les cas de non permutabilité des régles. On peut imaginer
un assistant qui prenne la descripition d’un calcul des séquents en entrée
avec la liste des cas de non-permutabilité et qui permette directement de
construire des preuves dans le sur-systéme associé.

Ce stage ouvre donc beaucoup de voies a explorer, tant du point de vue
théorique que pratique. Les facilités offertes par la déduction surnaturelle et
LK pour la mise au point d’un assistant a la démonstration en font une piste
privilégiée pour la réalisation d’un prouveur modulo.
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A Reégles de NJ

Axiome Régle structurelle
r-A
ar ———— weak ———
INAF A B A
Reégles d’élimination Reégles d’introduction
-1 T
PTre PTET
A I'HAAB A I'HAAB I'A I'B
BLoTRA P TrB " TrAAB
y r-AvB AR A IBFA Y r-A Y '+B
" I'FA “"TravB '"®TrAvB
r-rA=21RB 'HA I'ArB
TE TFB “I'TFA= B
v I'-Vvzs.A v r-A ¢ FV(T)
BT ALt/ "Trvea”
5 '-3dz.A rA+C ¢ FV(I.C) 5 I'FAft/z], A
E rrC v ’ ==

Pour les régles Vg et 3, la condition d’application « ¢ FV(T', A) signifie
que la variable z ne doit étre libre ni dans I', ni dans A. La notation A[t/x],
signifie que I'on substitue un terme ¢t quelconque & toutes les occurences libres
de = dans la proposition A.

B Preuves d’équivalence
On propose ici une notation plus concise que celle adoptée dans le rapport
afin d’alléger la preuve. Ainsi arbre de dérivation suivant

I'HQi,Ri,A...TFQi,Rmn,A I'FQnRi,A...TFQn Rn, A
I'Q, A I'EQn, A

'kPA
ot les R; sont indépendants des @);, cad sont les mémes dans toutes les branches,
sera abbrégé comme ceci :

I'FQ; Rj,A
reQua
I‘I—P7A 1= -
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De plus la notation R* (resp. L*) représente zéro ou plusieurs applications
de régles droites (resp. gauches) du calcul des séquents LK.

B.1 LK, version 1

Theoréme 2 (Equivalence). Pour tout systeme déductif LK dérivé d’un sys-
teme de réécriture R, il existe une théorie Th telle que I' -4 ¢ si et seulement
si I'Th + ¢.

Pour construire la théorie 7h on procéde & nouveau comme en déduction
modulo. S’il n’existe pas déja un prédicat d’égalité =, on en ajoute un ainsi que
les axiomes correspondants. Chaque régle de réécriture I — r se traduit alors en
un axiome :

-Vz.(l=r)sil—>reR

-Vz.(ler)sil->reRp
oll T est ’ensemble des variables libres dans [ et 7.

Démonstration. Nous montrons d’abord que si I' F ¢, alors T', 7h = ¢ (correc-
tion), puis nous montrons la proposition réciprocque (complétude).

SiT'k, ¢ alors I',7h + ¢ : Pour prouver I';7h ¢, on peut reproduire les
régles de LK et les axiomes de I' utilisés dans la preuve de I' -1 ¢. I
suffit donc de traduire les nouvelles régles de déduction en preuves dans
LK pour obtenir la correction du systéme.

Considérons une “sur-régle” droite calculée & partir de la régle de réécriture
R: P& ¢ en utilisant les régles de la procédure présentée en 4.6.

p M Ha,
R TH.PA

Par construction de Rp, il existe une dérivation dans LK dont les pré-
misses sont Hi ... H,, dont la conclusion contient ¢ et qui a les mémes
conditions d’application C. En affaiblissant (régles weak) I" en ', Th dans
la conclusion de cette derniére dérivation, on peut construire la preuve de
I',7h P suivante.

H ... H,

T Thié,A " T.7hPF PA
T.Th,é = PF P.A
T.Th.¢ < PFPA

Ne
Th=Th' U{¢ < P}

I7h = P, A
Le cas gauche est trés similaire au cas droit. Par construction de la régle
gauche
R Hy e H, o
£ PRLA

il existe une dérivation dans LK qui a les mémes prémisses et conditions
d’application que R, et dont la conclusion contient ¢. Nous pouvons uti-
liser cette preuve dans la dérivation de I', 7h, P - A suivante.

46



H ... H,

;;C T Th.P-P.A T, ThéF A
T.7hP = ¢ PF A
T.7h,6 = P.PF A

T.7hPF A

L
Th="TH U{¢ & P}

Si,7hF ¢ alors I' - ¢ : Soit II une preuve de I', 7h -, ¢. Elle est obtenue
trivialement en reproduisant les régles de LK utilisées dans la preuve de
I',7h - ¢. Soient Axq,...,Ax, les axiomes contenus dans la théorie 7h
et utilisés dans la preuve de I, 7h F ¢, nous pouvons dériver la preuve
suivante de I' F ¢.

|_+ A"En I
weak
P,A$1,~~~,Axn71 '_+ Axn F7A.’E1,...7A(L'n |_+¢
cut
i |‘+ .A.’L‘l " Lt
wear T oy Az . Az Fy ¢

t
cu T o

En conséquence, il suffit de prouver les axiomes de 7h dans LK pour ob-
tenir une preuve de I' -, ¢. En d’autres termes, pour chaque axiome
P; & ¢; de Th, nous devons prouver P; -1 ¢; et ¢; -4 P;.

La preuve est réalisée par induction sur la structure des propositions ¢;.

Hypothése 2.1 (Hypothése d’induction). Pour chaque régle R de R dé-
finie par P — ¢, il existe une preuve de Pt ¢ et une prewve de ¢ - P
dans LK qui ont respectivement les formes suivantes

Az ... Ax Az ... Ax
Ry — ... Ry —— .. .
. P et Rp —
R T, 6F, P

Pty ¢
ot Rr et Ry sont les régles de LK, dérivées de R et ot R* signifie “zéro
ou plusieurs applications des régles droites de LK.

Considérons la régle R : P — ¢. On raisonne par cas sur le connecteur de

téte de ¢.

¢ est atomique : Ce cas est évident. On obtient les nouvelles régles de
déduction suivantes :

FF+¢7A F?QSF-‘:-A
RTr,PA ‘T, Pry A
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et on a immédiatement les preuves de ¢ - P et P+, ¢.

aI¢l— (Z) am¢|_ (z)
Rp —* Ry — =
6F+ P Pri ¢

¢ est L : Ce cas est également trivial. La preuve de ¢ -, P est immé-
diate.

L
C1RLP

Pour le cas gauche, on utilise la nouvelle régle R, qui est une feuille
pour construire P 4 ¢.

R

R,

“T.Pr, A donc Pr, L
¢ est T : Ce cas est similaire au précédent. La preuve de P 4 ¢ est
immeédiate.
T
®PH, T

Pour le cas droit, on utilise la nouvelle régle Rz qui est une feuille
pour construire ¢ -1 P.

R Rr

*Tr, PA donc Tr. P

¢ est de la forme Vz.¢;(z) : On considére une régle de réécriture sur les
propositions Ry : Py (z) — ¢1(z) avec Pj(x) atomique. Commencons
par prouver ¢ -, P. Par construction de la régle Rg

F,Fi(x) }_ Ai(l‘), A

R LF ci=1...n
Ik éi(z), A
la régle
ITi(x) F Ai(z), A .
et la régle

F, FL(JZ) = Ai(x), A
r }_+ Pl(.lj), A

i=1...n

1r

partagent les mémes prémisses T';(z) et A;(x) pour i =1...n. C est
ici un ensemble de conditions concernant les variables liées de ¢ .

Par hypothése d’induction, il existe une preuve de ¢1(z) Fy Pi(x)
dans LK de la forme
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Ry, ¢i(@) Ti(@) F Ailz) i=1...n

Nous pouvons donc utiliser ces Il ,(z) pour construire la preuve
suivante de ¢ -4 P

#1(), Ti(z) B4 Ai(w)
" Vagi(@),Tile) by Ai(w) .
" V.1 (z) Fo P tEaeen
¢

Les conditions C ne sont pas violées lorsqu’on applique Rz puis-
qu’elles ne concernent que les variables liées de ¢,. D’autre part =
est bien liée dans Vi.¢q ().

Prouvons maintenant P F ¢. Ce cas est trivial car on ne décompose
pas les formules présentant V comme connecteur de téte dans la partie
gauche des séquents lors du calcul des nouvelles régles. C’est pourquoi
la nouvelle régle gauche est simplement

I Va.pi(z) F A
TP, A

L

et on obtient immédiatement la preuve suivante de P - ¢

ax
R Va.pr(z) by Va.dr ()
c
Pk V.o (z)

¢ est de la forme Jz.¢1(z) : On considére une régle de réécriture Ry :
Py(x) — ¢1(x) telle que Pi(z) est une proposition atomique. Com-
mencons par prouver P - ¢. Par construction de la régle R,

R*, L* C,i=1...n
Lyo(z) F A
y—F—2 g FVI,A)
Lok A
la regle
R, CU{z g FV(I,A)} i=1...n
ILPHL A

et la régle

L, Pi(z) A

1=1...n

7
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partagent les mémes prémisses I';(x) et A;(x) pour i =1...n. C est
un ensemble de conditions concernant les variables liées de ¢;.

Par hypothése d’induction, il existe une preuve ¢;(x) b4 P;(z) dans
LK, telle que

IL; j(z)
g, D@Ti@Fe M) Ajl)
;*mew@F+%w%Aj;;”a
Pk ¢a(x) .

On peut maintenant dériver la preuve de ¢ -, P suivante
I ;(x)
[i(x),Ti(x) Fo Aj(z), Aj(x
oo pe DOL@ A@AE
Li(z) B4 Ai(z), 1 ()

i=1...n
‘ Py o1 (x)

R

On ne viole aucune condition en appliquant R, car z est liée partout
et les autres conditions dans C ne concernent que les variables liées

de ¢1.

Prouvons maintenant ¢ -, P. Comme pour le cas V, c’est trivial car
on ne décompose pas les 3 du coté droit des séquents lors du calcul
des nouvelles régles. Ainsi, la nouvelle régle est la suivante.

ki Jz.¢1 (), A
Tr. 6.A

R

Et on obtient immédiatement la preuve de ¢ -, P.

ax
R Jr.¢1(x) Fy Fz.g1(x)
R
Jz.¢1(z) - P

¢ est de la forme ¢; A ¢ : Considérons deux régles de réécriture Ry :
P & ¢ et Ry : Py & ¢ 0u P et P, sont des propositions atomiques.
Commencons par prouver ¢ -, P. Par construction de la régle R

I, T FA; ) erj '_AJ .
R* L ————C,yi=1...n R*L* ———— " Cs, j=1...m
A o, A 'k ¢, A
& T+ oA
la regle

p DLiFe A A DA A
R T, PA
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la regle
iy ALA

R
TR LA ]

et la régle
| I A A WIAN

ROT R P A

aveci=1...net j=1...m partagent les mémes I';, A;, I'; et A;.

Par hypothése d’induction, on obtient les preuves suivantes de ¢; F Py
et ¢o 4 P dans LK,

IT; 1I;
R o1, T by Ay . ¢2, T Ay 1
1 — 1 = ... N _— = ..M
"o b Py =g, ) !

On peut donc construire une preuve de ¢ -, P comme suit.
II; I1;
¢17 ¢2; F’l |_+ Az A ¢1, (Z)Q, F7 |_+ A7
c c
R d)l A ¢27Fi |_+ A'L ¢1 A ¢27F]' '_Jr AJ
R
1 Ngaby P

aveci=1...netj=1...m.
La régle Rg peut étre appliquée sans violer ses conditions d’applica-
tion car C; et Cy ne concernent que les variables liées de ¢ et ¢o.

Prouvons maintenant P - ¢. Par construction de la régle R, :

F? Pil ) Fig F Av Ail 9 Aig

R*,L* i2:1...m
| I PR D VA WAV
R* L* i1=1...n
F7¢17¢2 FA
ok A
la régle
erilvrh F-‘r AvAiuAiQ
R, i1=1...n,i2=1...m
LPHL A
la régle
Ty F AVA,
1z 21:1...?1
P A
et la régle

DT Fo A A
22T Py A

ia=1...m
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partagent les mémes prémisses I';,, I';,, A;, et Ay, pour iy =1...n
et i2 =1...m.

Par hypothese d’induction, on obtient les preuves suivantes de P, F ¢
et PQ F_;,_ (,252

Hjhil
FjlvPH }_Jr Ajl7Ail

=1.
1£R Fj17P1F+Aj1 . 11 "
eo——————— 1 =1...p
Pty ¢y
Hj27i2
FJévriz |_+ Aijiz .
2c i2=1...m
szaPQ }_Jr Ajz .
Rf————jo=1...q
Py g2

Finalement, on peut dériver la preuve de P - ¢ suivante,

Hjl,il Hj27i2
FjlaFi17Fi2 F-i- AjlvAi17Ai2 szvrhaFiQ F-i- AjzaAizaAf/Q
Rg RL
R Ly, PEy Aj R Ljo, Py Ajz
Pty o Pry ¢
Py ¢1 Ao
oiipg =1...n,i3 =1...m, j1 = 1...pet jo = 1...q. Comme

on connait déja I';,, I';,, A;, et A,, par récurrence, on peut alpha-
convertir les variables libres apparaissant dans I';,, I';,, Aj, et Ay,
lors de 'application de bas en haut de R* de telle maniére qu’il n’y
ait pas de collisions avec celles de I';, I';,, A;; et A;,. Ainsi, les
conditions d’application de R, qui concernent les variables libres de
Ty, Ty, Aiy et Ay, ne sont pas violées.

¢ est de la forme ¢; V ¢ : On considére deux régles de réécriture Ry :
P, — ¢ et Ry : P, — ¢ telles que Py et P, sont atomiques. Mon-
trons d’abord ¢ F P. Par construction de la régle Ry :

DT, T, EAJA A,

R*, L* ia=1...m

[T Fde, AVA,,
R*,L* 21:171
FF¢17¢25A
" TF ¢ VA
la regle
Farimr', F A7Ai17Ai
Ry Rl 2 i1=1...n,i2=1...m

TH, PA
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la regle
Iy Fe AVA
R,
'ty P A

1=1...n

et la régle
DT, Fr AA,,
TR, P A

ia=1...m

partagent les mémes I'; , I';,, A;, et A, pour i3 = 1...n et ip =

1...m.

i1 L igs

Par hypothése d’induction, on obtient les preuves suivantes de ¢; - Py
et ¢2 }_Jr PQ.
Ly
71—"1 F All
R1R uil —1...n
$1 4 Py
IL;2
¢27 Fig |_+ Aig

Ry, ————————— — js=1...m
i 2

On peut donc dériver la preuve suivante de ¢ -, P

IT;, I1,,
¢17 Fil ) Fiz |_+ Ail ) Aiz ¢27 Fil ) Fig |_+ Ail ) Aiz
¢1 \ ¢27 Fi1 9 Fiz l_-‘r Ail ) Aiz
o1V ooy P

Ve

R

ot iy = 1...net iy = 1...m. On ne viole aucune des conditions
d’application collectées lors du calcul de la régle Rz car elles ne
concernent que les variables liées de ¢ et ¢o par construction.

Prouvons P 4 ¢ a présent. Par construction de la régle R,

Faril = AvAil F,Fi2 F A,Aiz
R*, L* ii1=1...n R* L* ia=1...
y ot FA Lo FA
- T 61V én kA
la régle
D0y Fe AVA,, DT, Fr AA,,
R, i1=1...n,i2=1...m
LPHL A
la regle
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DT by A A
S W

7:1 =1...n
et la régle
T, B AJA,
22D Poby A

io=1...m

partagent les mémes prémisses I';,, I';,, A;; et Ay, pour iy =1...n
et ig =1...m.

Par hypothese d’induction, on obtient les preuves suivantes de P, -

o1 et Py by ¢
11

J1,%1
FjlvPi1 }_+ AjlvAil
e Fjupl F-‘r Ajl .

i1:1...n

1=1...p
Pty ¢
szﬁz
Do by A A
Ry, ~ 222 TR L m
Lj, o Aj,
Rf————————jo=1...¢q
Py by o

On peut donc dériver la preuve suivante de P - ¢

I HJQ,iz

J1,%1

Fjl ) Fj?a Fi1 F—i— Ajl s Ajza Ah Fjl ’ Fj27 Fiz F-‘- Ajl ) Ajz ) AiZ

L 3
. Ly, Tje, Py Ajl’AjQ
R Fjl’P}_“’ Aj17¢2
Pty g1, 02

g D02
Py ¢1V o

oiy =1...n,i9=1...m,j1 =1...pet jo =1...q.Pour les mémes
raisons que pour le cas P 4 ¢1 A ¢2, on peut éviter la violation
des conditions d’application de R, en alpha-renommant les variables
fraiches lors de 'application des régles V.

¢ est de la forme ¢; = ¢ : On considére deux régles de réécriture R; :
P — ¢ et Ry : P, — ¢ telles que Py et P, sont atomiques. Mon-
trons d’abord ¢ 4 P. Par construction de la régle Ry :

B I Doy Ty B AVAG LA,
*7 * o = 1...
F7Fi1 F ¢2aAaAi1 " "
R, L* i=1..n
L1 o, A

R
I'E ¢ = ¢2,A
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la regle

LT, Ty B A AL A,
Ry ot D72 s —1..mi=1...m
T, PA
la regle
DT by AA
1 i1=1...n
L,P . A

et la régle
Fa Fiz |_+ Aa Ai2

2R i2:1...m

T, P, A

partagent les mémes I';,, I’
1...m.

iss Dip et Ay, pour ip = 1...n et iy =

Par hypothese d’induction, on obtient les preuves suivantes de ¢; -4 P;
et g2 F4 P

Hjl,il
Fj] ’ Fil }_-‘r Aj] ) Ai]

1 ’Ll:l...n

‘ Fijl |_+ Ajl .

Rf——— 51 =1...p
Pty ¢y

IL;2
¢271—‘i2 |_+ AiQ
2 ————————— 2 =1...m

P2 by Py

On peut donc dériver la preuve suivante de ¢ -, P

Hj17i1
I, Do i Ty o Agy, AuyL A
R*,L* igs L i1y L g1 T+ Sigsy Sy S
) G2, Uiy, Uiy By Ay, Ay iy Tiy by 1, Ay, Ay
$1 = ¢, iy, Ty By Ay, Ay
& $1= P24 P

otip=1...n,72 =1...met j; = 1...p. Par construction de Rg,
les conditions d’application de cette régle ne concernent que les va-
riables liées de ¢ et ¢o, elle ne sont donc pas violées ici.

Prouvons maintenant P - ¢. Par construction de la régle R,

LT FAA; T, FAVA,
R*,L* ilzl...n R*,L* 22:1
'k ¢, A oo EA

Lig1= ¢ A

Ve
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la regle

R F7Fi1 }_-‘r A7Ai1 F7Fi2 }_"r A7Ai2 i1 =1 n. o = 1 m
1=1...n,ia=1...
“ I,PH,. A

la regle
DDy Fe AVA,,
=TT, PLA

1=1...n

et la régle
F7 FiQ F-&- Av Ai2

2, i2:1...m

TPy A

partagent les mémes prémisses I';,, I'
et ig =1...m.

A et Ay, pourip =1...n

i

Par hypothese d’induction, on obtient les preuves suivantes de ¢; -4 P;
et P2 F_;,_ (,252

I1;,

JLa P Ay
Rlnuilzl.“n
¢4 Py

Hj2’i2
Ly, Ty by Ajy, A,y

2 22:1...m
c szaPQ }_-‘r Ajz .
R*—]2:1...q

Py by o

Finalement, on obtient la preuve suivante de P - ¢

Hj2-,i2
Hil R* L* ¢13Fi27Fj2 l_-‘,- Aiz?Ajz
¢17Fi271—‘i1 |_+ ¢2)Ai1 7 ¢17Fi2 }_+ ¢27Aiz
L
P14 b2

R—
Pty ¢1= @2

ouip=1...n,5a=1...m,j1 =1...pet jo =1...¢q. On ne viole pas
les conditions d’application de R, car elles concernent les variables
liees de ¢ et ¢o par construction.

O
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B.2 LK. version 2

La preuve d’équivalence est presque identique A la précédente, la seule diffé-
rence avec la premiére version de LK, est que l'on autorise l'utilisation des
régles V. et 3z lors du calcul des nouvelles régles de déduction. Il faut donc
traiter & nouveau les cas ou ¢ est de la forme Vz.¢1(x) et Jx.¢1(x).

¢ est de la forme Vz.$1(x) : On considére une régle de réécriture sur les pro-
positions Ry : Pi(z) — ¢1(x) avec Pi(z) atomique. La preuve de ¢ -, P
est identique & celle de la section B.1. Il reste & montrer P 4 ¢.

Remarque 2.1. La régle P — ¢ ayant été fournie par algorithme 1,
la formule Va.¢1(x) ne contient pas de ¥V en position négative ou de 3 en
position positive. Par conséquent, sa décomposition lors du calcul de Ry
ne géneére pas de conditions d’application.

Par construction de la régle R (SC = () symbolise Pabsence de conditions
d’applications) :

T,Ti(4) F As(t), A

R*, L* SC=0,i=1...n
. Toi(t) HA
T Ve (z) F A
la regle
I,Ti(6) F Ai(t), A
R, SC=0,i=1...n
LPHL A
et la régle
Ry, SC=0,i=1...n
P(x) 4 A

partagent les mémes prémisses I';(¢) et A;(t) pour i = 1...n au renom-
mage t — x pres.
Par hypothése d’induction, il existe une preuve de P;(z) 1 ¢1(z) dans
LK, de la forme

1L  (2)
R Lj(@),Ti(z) b4 Aj(2), Ai(2)
i i=1...n
P(z),Tj(z) k4 Aj(z)

Pi(z) by d1(x)

Nous pouvons donc utiliser ces II; ;(x) pour construire la preuve suivante
de P4 ¢
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IL; j (2)

Uj(x), () Fo Aj(x), Ai(x)

R, t—2x
P.T;(a) b+ 8y(a)
Pty ¢1(x)  bien lic
R Pr Voo (2) x est bien liée
———
@

Aucune condition d’application n’est violée puisqu’il n’y en a pas.

¢ est de la forme Jz.¢;1(x) : Ce cas est complétement symétrique au précé-
dent. On considére une régle de réécriture sur les propositions R; : Pi(x) — ¢1(z)
avec Pj(x) atomique. La preuve de P F, ¢ est identique a celle de la sec-
tion B.1. Il reste & montrer ¢ -, P.

Remarque 2.2. La régle P — ¢ ayant été fournie par algorithme 1,
la formule 3x.¢1(x) ne contient pas de V en position positive ou de 3 en
position négative. Par conséquent, sa décomposition lors du calcul de Rp
ne géneére pas de conditions d’application.

Par construction de la régle Ry :

I,Ti(t) F Ai(t), A

R* L* SC=0,i=1...n
Dk ¢1(t), A
T 2.6, (2)
la régle
LTt F A(E), A
R, SC=0,i=1...n
T, PA
et la regle

F,Fi(l‘) }_ Al(a:),A
Rl[; SC:&Z'ZI...H
Fl_"r Pl(x)aA

partagent les mémes prémisses I';(¢) et A;(¢) pour ¢ = 1...n au renom-
mage t — x pres.
Par hypothése d’induction, il existe une preuve de ¢1(z) F4 Pi(x) dans
LK, de la forme

I, ()
g DOD@ R A A
R Pi(z),Ti(z) by Ai()
n 1=1...n

¢1(z) Fy Pi(x)

Nous pouvons donc utiliser ces II; ;(x) pour construire la preuve suivante
de ¢4 P
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IL;  (x)
Lj(z),Ti(x) Fy Aj(z), Ai(w)
¢1(2), Ti(x) F4+ Ai(z)

R —
¢1(x) F+ P ) _
C x est bien liée
Jx.p1(z) 4 P

R*7 L*

Aucune condition d’application n’est violée puisqu’il n’y en a pas.

C Session commentée d’utilisation de 1’assistant

Nous présentons ici une session d’utilisation du prototype. Nous voulons
prouver t € AA Bk, x € ANB = 1, ou A est la différence symétrique définie
par Ageprx € AAB — (€ AVe e B)A((x € ANz € B) = 1)). Les
nouvelles régles dans LK sont les suivantes :

F'FrzeAze B A NrxeAjze By 1L,A
I'krzeAABA

Adef

lNee ALz € B,A INzeBFyze A A
F,.TEAABI__i_A

Ddef,

On calcule également les régles pour Ngc¢, la définition de 'intersection :

F'_+£L'€A,A F|_+$€B7A
I'F,zeANB,A

Ndefr

NreAxe B A
F,IGAOBFJ,.A

mdefL

En utilisant ces nouvelles régles, on peut maintenant dériver la preuve sui-
vante dans LK :

ax ax
n reAxcAjreBFzeB, 1 reBrecAreBFLrzeA L
de de
T cAzcANBr,zeB, L :f‘ rE€Bsc€ANBr zcA L
R R
reArLizeBxre ANB= 1 reEBFLxzeAze ANB= 1

reAABFL e ANB=1

On peut remarquer que la preuve est plutdt “naturelle” comparée a ce qu’on
aurait obtenu dans LK en raisonnant dans la théorie contenant les définition de
A et M.

La session commentée suivante montre le calcul de ces nouvelles régles par
I’assistant et la construction de la preuve pas a pas.

La premiére étape consiste & entrer les régles de réécriture. 1hs attend la
proposition atomique et rhs sa définition.
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polux@betty:~/lemu/build$ java ProofBuilder

> rule

lhs. (atom) > In(x,symdiff(a,b)).

rhs. > (In(x,a) \/ In(x,b)) /\ ((In(x,a) /\ In(x,b)) => \B).
The new deduction rules are :

|- In(x, a), In(x, b) In(x, a), In(x, b) |- False

|- In(x, symdiff(a, b))

In(x, b) |- In(x, a) In(x, a) |- In(x, b)

In(x, symdiff(a, b)) |-

> rule

lhs. (atom) > In(x,inter(a,b)).
rhs. > In(x,a) /\ In(x,b).

The new deduction rules are :

|- In(x, a) |- In(x, b)

|- In(x, inter(a, b))

In(x, a), In(x, b) |-

In(x, inter(a, b)) |-

On peut alors commencer la démondtration en entrant le but que l'on veut
prouver.

> proof
sequent. > In(x, symdiff(a(), b())) |- (In(x, inter(a(), b())) => False).
Open goals :

In(x, symdiff(a(), b)) |- (In(x, inter(a(), b())) => False)

hi: In(x, symdiff(a(), b()))

xcl: (In(x, inter(a(), b())) => False)

A tout moment, on peut mettre le focus sur une proposition du séquent pour la
décomposer.

proof> focus hl
Open goals :
In(x, symdiff(a(), b)) |- (In(x, inter(a(), b())) => False)

*h1l: In(x, symdiff(a(), b()))

cl: (In(x, inter(a(), b())) => False)

Le mot clé rules ? provoque 'affichage des nouvelles régles qui s’appliquent &
la proposition qui a le focus dans le but courant.
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proof> rules?
- rule 1 :

In(x, b) |- In(x, a) In(x, a) |- In(x, b)

In(x, symdiff(a, b)) |-

Open goals :
In(x, symdiff(a(), b())) |- (In(x, inter(a(), b())) => False)

*h1: In(x, symdiff(a(), b()))

cl: (In(x, inter(a(), b())) => False)

proof> rule 1

Open goals :
In(x, b)) |- In(x, a()), (In(x, inter(a(), b())) => False)
In(x, a()) |- In(x, b()), (In(x, inter(a(), b())) => False)

*hl: In(x, a())
cl: In(x, bQ))
c2: (In(x, inter(a(), b())) => False)

proof> focus c2

Open goals :
In(x, b)) |- In(x, a()), (In(x, inter(a(), b())) => False)
In(x, a()) |- In(x, b()), (In(x, inter(a(), b())) => False)

hi: In(x, a())
cl: In(x, bQ))
xc2: (In(x, inter(a(), b())) => False)

proof> elim

Open goals :
In(x, b)) |- In(x, a()), (In(x, inter(a(), b())) => False)
In(x, a()), In(x, inter(a(), b())) |- In(x, b()), False

hi: In(x, aQ))

h2: In(x, inter(a(), b()))
xcl: In(x, bQ)

c2: False

proof> focus h2

Open goals :
In(x, b)) |- In(x, a()), (In(x, inter(a(), b())) => False)
In(x, a()), In(x, inter(a(), b())) |- In(x, b()), False
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hi: In(x, a())

xh2: In(x, inter(a(), b()))
cl: In(x, bQ))

c2: False

proof> rules?
- rule 3 :

In(x, a), In(x, b) |-

In(x, inter(a, b)) |-

Open goals
In(x, b)) |- In(x, a()), (In(x, inter(a(), b())) => False)
In(x, a()), In(x, inter(a(), b())) |- In(x, b()), False

hi: In(x, a())

xh2: In(x, inter(a(), b()))
cl: In(x, bQ))

c2: False

proof> rule 3

Open goals
In(x, b)) |- In(x, a()), (In(x, inter(a(), b())) => False)
In(x, a()), In(x, b()), In(x, a()) |- In(x, b()), False

hi: In(x, a())

*h2: In(x, b(Q))
h3: In(x, a())
cl: In(x, bQ)
c2: False

L’assistant peut également afficher I’arbre de preuve en construction au for-
mat latex & tout moment & l'aide de la commande display.

(open)
In(z, a(), In(z, b0), In(z, a() F In(z, b(), False
(rule 3)
In(z, a(), In(x, inter(a(), b)) F In(z, b()), False
(open) (= R)
In(z,b()) F In(xz,a()), (In(z, inter(a(), b())) = False) In(z,a()) F In(z, b()), (In(z, inter(a(), b())) = False)
(rule 1)

In(x, symdif f(a(), b)) - (In(z, inter(a(), b())) = False)

proof> axiom
Open goals
In(x, b)) |- In(x, a()), (In(x, inter(a(), b())) => False)
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hi: In(x, b())
*cl: In(x, a(Q))
c2: (In(x, inter(a(), b())) => False)

proof> focus c2
Open goals :
In(x, b)) |- In(x, a()), (In(x, inter(a(), b())) => False)

hi: In(x, b(Q))
cl: In(x, a())
xc2: (In(x, inter(a(), b())) => False)

proof> elim
Open goals :
In(x, b()), In(x, inter(a(), b)) |- In(x, a()), False

hi: In(x, b(Q))

h2: In(x, inter(a(), b()))
*cl: In(x, aQ))

c2: False

proof> focus h2
Open goals :
In(x, b)), In(x, inter(a(), b)) |- In(x, a()), False

hi: In(x, b(Q))

*h2: In(x, inter(a(), b()))
cl: In(x, a())

c2: False

proof> rule 3
Open goals :
In(x, a()), In(x, b)), In(x, b)) |- In(x, a()), False

hi: In(x, a())

*h2: In(x, b())
h3: In(x, b())
cl: In(x, a())
c2: False

proof> axiom
Proof complete.
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