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��t�¢Zt4��²µtN�cÇR|>~º���3�r�µtN~)�Z�:�}�rs(t������4��²p����~��dt���~º�����mÆEÇ}|>���R¢Zt4~º����¨Z�������r¨È��ort,�����r�3�4�#���µ�Z�:t������Z�8���Ð��ort
���µs(t2~���t��Ë���rtl���)��ortl³a�����������µÌN�#���µ�Z�mÃ�wÊ�Z��tl�r��tN����~ºt4²µ|ZÆ���ortxÑxÓlÄ Í KEÓxn6ÓTs(t���or���!��~Ft�·��r��t4~�~ºtN�(��~F�
O(∆t2)

�Wt4�º���r��Ç3�#���µ�Z�Ë��³����Ë��sB�3²µ�����µ�x�������r½RÍ ul������²�~º�Z� KEÓ2n6ÓT³´����s)�r²��#���µ�Z�«���W�!�Ï�p��~�~�or�#¸6�!��o3�#�
~���s(t)��t���s!~2��³���ort)�����3�3�����������kt4�������x¨����#¸õ¸6�Ï��ok��ortB~��R�3����t)��³���o3t)���µs(t(�µ�W����t�s(t��R�xs§�r²µ�����r²µ��t4�
Ç}|!��ort8~��3�#������²m��t����µ¢#������¢�t4~p��³D��ort<»3t�²��r~4Æ���o}�3~�¨���¢R���r¨B����~�tx���!�W����t4�Z������²µ²�|Ë²�����¨�t2�}�rs(t������4��²�t���������~
�Z~���ort<���µs(t8~º��t4�,��~6���3����t4�Z~ºtN��Ã
ÄÅs(�r²������Ï�§����s(t,���Zs(���µ�ÐsBt���or���r~)���>¨Zt��rt4����²��r�3~º�����3�����r��t4�>s(t4~�ortN~8o3�X¢Zt!�r���BÇWt4t��Ð~º���3�r�µtN�

t�·}��t��W~º��¢�t4²µ|B~º�<³a���4ÃEnport�s!�����Ë����¨��3sBt4�R�i³´�����r�������Z�3~�����t4�����r¨<��sB�3²µ�����µ�F���µs(t����R��t�¨Z�����������!~���ort�s(t4~
���!��or��~p�����R��t�·R����~���oW�#�F³´�Z��tN����o(���µs(t2�Ï��t����#�������DÆR�%²����rt4����~�|�~���t�s s)�3~º��Çdt<~º�Z²µ¢Zt4�(¸6or����oË���R¢Z��²�¢�tN~
���È�µ����t4¨��r²�����²�|(~º�����3�����r��t4�È~��3����~ºt<s!�#�����µ·�Æ���o}�3~���tN�Z�3�µ���µ�3¨(�(������t4��� � � v�Í[²��µ½Zt ���Z���r��t4���Z�3���µ�������rtN�
�µ��t4��������¢�t!�r������tN���r��t�ÃÈ��²�t4����²�|�ÆD³´���%��or��t�t�ÍÅ����s(t��3~��µ�Z�3��²i�3���ZÇr²µt4s!~�Æ���or��~)�4���c�r��t4��²µ�3�rt(��ortË�W~ºtË��³
�¶����s(t,���R��t�¨Z�����������:~���ort�s(tZÃkÄÅ�:��or��~§�W���dt��NÆi¸�t,��t4�W�Z�º�)�Z�>��o3t,��t4~��r²µ��~§��³l�Ê»W��~º�B~º��t4�Ð���:��o3��~
�r�µ��t4���������mÃ��/t2~º���3�r|Ë���3�!t4¢#��²��3�#��t2���Ë�µs(�r²������µ�����µs(t2�µ�R��t�¨����#���µ�Z�«~���ort�s(tl���,�����#���3�3�����µ�Z�«¸6�µ��o,�
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�r��~����Z�Z���µ�}�r�Z�3~<É<��²�t���½R���k���r�r���X·}��s!�#���µ�Z�ÊsBt���or���k³´���<~º�Z²µ¢}���r¨Ë��ort§����sBt!���Zs!������w¶��·}¸�t�²�²Gt4�R�3�#Í
���µ�Z�3~i�Z�!�r�3~º�����3�����r��tN�B���������r¨��3²����isBtN~ºo3t4~4ÃGÓxt4~��r�µ��t6��ortls(t�s(�Z��|B���3�(���Zs(�r�������������3��²r�#¢�t4��o3t4���3~
���3���W��t4�kÇ}|È��ortB�3~�t§��³������µs(�r²������Ï�<���µs(tB�µ�R��t4¨����#���µ�Z�k~���o3t�s(t�Æ`¸�tB��t4s(���3~º�����#��t8��o3t§Çdt��rt�»r��~<��³
�W~º���r¨§~��3��o«�§~���o3t�s(t6³´��������s(t2�r��s!�����Ët�²�t4��������s!��¨Z�rt�������¸��X¢Zt6�r���Z�3��¨R�#���µ�Z�B�3���ZÇr²µt4s!~F�Z�Ë²µ���4��²�²µ|
��t�»W�rt4�B�r�3~º�����3�����r��t4�(s(t4~�ortN~�ÃEnport��r�����d�Z~�t4�§s(t���or���(��~�³´����s)�r²��#��t4�B�µ�Ë~�t4���������Ë£<¸6or����o!��²�~º�%����Í
��²µ�W��t4~���ort��Z��t���������²`��t4~��r²µ��~6���Z�3��t4���3�µ�r¨Bt��3t���¨�|«�����3~�t���¢#�#�������,���3�,¸�t4²µ²µÍ �W�R~ºtN���rt4~�~���³G��ort%����~�����t���t
�3���ZÇr²µt4sÈÃ2nport§��tN~º�3²Ï���µ�r¨,�µs(�r²������µ�<Ó<É<n6Ó sBt���or���k��~2t�¢#��²µ�3����tN�Ê�}�rs(t������4��²�²µ|
�µ�/~ºtN�����µ�Z�kÁËÇd����o
������t���s!~2��³��Z�����r���Z��|Ê���W�¶�#¢�t4����²µ²G�dt���³´����s(���3��tZÃ�KG�µ�W��²�²µ|ZÆD~ºtN�����µ�Z�)NÈ�����W��²��3��t4~x��or��~%~º���W��|k���W�
~º������tN~�³´�����r��t%��t4~�t4������o«������t4�����µ�Z�3~4Ã

� �`���È	�����������I����1
Pp

�5�����
�! 

npo3t2~º�����º���µ�r¨§�W�Z�µ�R�p��³m��or��~6~����3��|!��~�¨Z�µ¢Zt��ËÇ}|(��ortxt�·��r²µ�����µ��Ó2É<n6ÓlÍ
Pp

sBt���or���,�r��t4~�t��R��tN�!�µ�/¿��4ÁXÂ
³´�Z�l~���²�¢R���r¨B��o3t<��or��t�t�Í ����s(t��3~������3��²`����sBt§����s!�����Êw¶�#·�¸�t�²�²�t4�R�3���������3~6�Z�È�r�3~º�����3�����r��tN�,��t�������ort�Í
�r����²�sBtN~ºo3t4~4Ã���t4~�����t��%~������3�3�����§����~������R���µ�}�r�Z�3~iÉ<��²�t���½R���B³´����s)�r²��#���µ�Z�mÆ#��or��~�sBt���or���(��~iÇ3�Z~ºtN�)�Z�
��¸��ËÇ3�Z~º���%���r¨���t4�r�µt4�Z��~��p�Ë��t��R��t4��tN�Ê���r�r���X·��µs!���������,³´������ort§����s(�r�����#���µ�Z�¶��³E��o3t)�}�rs(t������4��² �3��·
���F���Z��t���Í[t4²µt4s(t��R�FÇd���r�3�3�����µtN~�ÆR���3�Ë���!t�·��r²������Ï��²µtN����Í[³´����¨2����s(tl���Z��t�¨Z�����������!~���o3t�s(t�Ãinport���s(�r²������Ï�
Ó<É<n6ÓlÍ

Pp

s(t���or���Ë���µ¼dt4��~�³´���Zs �µ��~�t�·��r²������Ï�������3�Z��t����3���������!��ort�����sBtx�µ�R��t�¨����#���µ�Z�!~���ort4s(t�¸6or����o
��~§�r�#¸ ��or�Z~�t��:���kÇdtÈ�/�������r½RÍÅu�������²�~����>~���o3t�s(t�Ãcnport
��tN~º�r²µ�����r¨��µs(�r²������Ï�!Ó<É<n6Ó�Í

Pp

s(t���o3�}�
��~x�r����ÍÅ����~�~����3�#���µ¢Zt)���3�¶�r�3���Z�3���µ�������3��²µ²�|Ê~�����Çr²�t§�Z~�¸6��²µ²EÇdtB~�or�#¸6�Ê���¶��ortB~�t4�R�rt4²PÃ2Ñ�²µ��or�Z�r¨�ok��ort
�ZÇ���t4������¢�t8��³E��or��~l�W���dt��l��~l���Ët4¢X��²µ�W�#��t)��ort§�r�����d�Z~�t4�
s(t���o3�}�¶�µ�Ê��ort§�����R��t�·}�l��³i��ort)�}�rs(t���������²
��t4~���²������µ�Z�§��³d��ort6��¸���ÍÅ����sBt4�3~��µ�Z�3��²rw¶��·�¸�t4²µ²rtN�R�3�#���µ�Z�3~�Æ��µ�(��or��~�~ºtN�����µ�Z�B¸�t6³´�Z��s§�r²�����t6���W�!~����3��|
��ort%��sB�3²µ�����µ�lÓ2É<n6ÓlÍ

Pp

s(t���or���,���
��ort%s(�Z��t<¨�t4�rt�����²��4��~�t2��³D��ort<��or��t�t�Í �r�µs(t��W~º�����3��²m���Z~ºtZÃ

����� 	�
��������������
���
�������! "
��#�����$��
#�&%('���
)����*�

npo3tl~º|�~º��t4s ��³`����sBt2����s!���µ�«wk�#·�¸�t4²µ²3t4�R�3�#���µ�Z�3~����!��ortx��Ç3~ºt4�3��tl��³m���r����t��R��~����r����tN~i��~F¨���¢�t4�!ÇR|"�
{

ε∂tE− curl(H) = 0,

µ∂tH + curl(E) = 0.

��� �

¸6ort4��t
E
���W�

H
����t���o3t��3�r½}�r�#¸6�)t4²µtN�������������3�8s!��¨��rt������F»Wt�²��r~�Æ

ε
���3�

µ
��t4~��WtN�����µ¢Zt�²�|8��t��r����t

��ort�t�²�t4�����������Wt4��s(�µ�º����¢}�Ï��|8���3�%��ort�s(��¨��rt��������dt���s(t4��Ç3�µ²��Ï��| �´��ort��r�����3��¨Z���������%s(t4�����rs���~E��~�~º�3sBtN�
���xÇdtp��²��µ�rtN���E���3�)��~��������Z�r����s!�#��t�������² ��Ã	�x�r�G¨��R��²���~����<~º�Z²µ¢ZtF~�|}~º��t4s �����m���§�2����s!���µ�

Ω
��³3Çd������t��

∂Ω = Γa ∪ Γm

Ær¸6ort4��t<¸�t<�µs(�d�Z~�t<��ort<³´�Z²µ²��#¸6�µ�3¨§Çd���r�W�r����|«���Z�3���µ�������3~+�










n ×E = 0
���

Γm,

n ×E−

√

µ

ε
n× (H × n) = 0

�Z�
Γa.

�P£ �

Òlt���t
n
��t��r����tN~���ort§�3�r�Ï�<���r��¸������
�r�Z��s!��²D���

∂Ω
Ã<nport8»W��~º�xÇd���r�W�r����|
�����3�r�Ï���µ�Z�¶��~2����²µ²�t4�

����� (!����
	 �´��t�³´t������µ�r¨¶���c�Ê�Wt4�º³´tN����²µ|:�����3���W�������r¨/~º�r��³a����t �8¸6or�µ²�tË��ortÈ~ºtN�����W�>�����W���Ï���µ�Z�:��~§�4��²�²µtN�
(-, 6��! �,��5/.�Æ�����½Zt4~F��ort2³´����s ��³���ort%z}��²µ¢Zt���Í w10r²µt4�������3�r�Ï���µ�Z�«¸6or����o,��~p�8»W��~º���Z���rt��p���r�r���X·��µs!���������
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��³���ort�t�·r��������ÇW~º�Z��Çr���r¨6Çd���r�W�r����|2�����3�r�Ï���µ�Z�)���3�<��~G���r�r²���t4�%�Z�
Γa

¸6or����o%��t��r��t4~�t��R��~m��ort��������µ»W������²
²���sB�µ����³G��o3t8����s(�r�r���#���µ�Z�3��²����Zs!�����mÃ
������Ç3²µt4s ��� �p�����ÈÇdt%��t4¸6���µ�º��t��
�r�3��t4�p��ort<³´�Z²µ²��#¸6���r¨B³´����s �











G0∂tW + Gx∂xW + Gy∂yW + Gz∂zW = 0
���

Ω,

(MΓm
− Gn)W = 0

�Z�
Γm,

(MΓa
− Gn)W = 0

���
Γa.

�aÁ �

¸6ort4��t
W = (E,H)t

��t4�r��tN~ºt4�R��~)��ortÈt�²�t4��������s!��¨Z�rt������«»3t4²��Ô���3�Õs!�#�����µ·
G0

���Z�Z�������3~§��ort
�3���Z�Wt4�º���µtN~���³���ort%s(t4�������

G0 =

(

ε
Ä��

3 03×3

03×3 µ
Ä��

3

)

,

¸6ort4��t<Ä��
k

��~���ort<����t��R���µ��|Ës!�#�����µ·«��³G~��µÌ4t
k
���W�

0l×m

��o3t
l ×m

�R�3²µ²�s!�#�����µ·�ÃiÒ�t���t
Gl

¸6�µ��o
l ∈ {x, y, z}

��~p~��3��o!��o3�#�
GlW = (H× el,−E× el)

t
Æ�¸6ort���t

el

��~p���,t�²�t�s(t��R�p��³m��ort2�4���r�Z�r������²
ÇW��~�t2��³

R
3 �

Gl =

(

03×3 Nel

N t
el

03×3

)

,

¸6or��²�t
Gn

��~6~��3��o
��o3���
GnW = (H × n,−E× n)t

���3�,��~6¨���¢�t4�«Ç}|"�

Gn =

(

03×3 Nn

N t
n

03×3

) ¸6�µ��o
Nn =





0 nz −ny

−nz 0 nx

ny −nx 0



 .

nport2s!�#��������tN~
G+

n

���3�
G−

n

����t���ort2�rt�¨R�#����¢�t2���3�«�W�R~º�µ����¢�tx�3������~ � ��³Ds!�������Ï·
Gn

Ã��/t<�rt�»3�rt
��²�~��

|Gn|= G+
n
− G−

n

Ã�nport4��t�³´����t
|Gn|

��~p¨Z�µ¢Zt��
ÇR|"�

|Gn|=

(

NnN t
n

03×3

03×3 N t
n
Nn

)

.

KG���3��²�²µ|ZÆm��ort!s!�#��������t4~
MΓm

���3�
MΓa

����t(�3~�t4�k³´���<����½}���r¨È�µ�R���¶�Z�������r�R�2��ort!s(t�����²�²µ���!���W�
��Ç3~�����Çr�µ�3¨§Çd���r�W�r����|Ë���Z�3���µ�������3~+�

MΓm
=

(

03×3 Nn

−N t
n

03×3

) ���3�
MΓa

= |Gn|.
��N �

ÄÅ�È�3���º�������r²����4Æ}¸�t%�r����t2��o3���
(MΓa

− Gn)W = 0 ⇔ G−
n
W = 0

Ã
� Þ � Gn = TΛT−1 � æ êPå Λ

ç(úXæèç���ã�é#ç�ë�ó�ç�êPîPæ �,ã��Fð�æ���ðºé ��ç�ëÀùNðºì%ã�� Gn

ê[åXð�é G
±
n = TΛ±T−1 � åXð�îað Λ+

� îað�ì[ä�ð�ñ�êPæ ��ð�ë 	
Λ
− �`ñ�ã�é�ê[ç�æÀéXì�êPåXðiä�ã�ì[æ êPæ ��ð � îPð�ì[ä�ð�ñÅê[æ ��ð�ë 	2éXð	��ç�ê[æ ��ð
�Dð�æ���ð�é ��ç�ëÀùXð�ã���êPåXð�ó�ç�ê[îaæ � Gn

�
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ÄÅ�B��or��~F~����3��|�ÆZ¸�t��r��~�����t����µÌ4t���ortl~�|�~���t�s �PÁ �E¸6�µ��o(��t4~��WtN���i���<��ortp����s(t6¢#��������Çr²µtp�3~����r¨<��ortx�������3½ZÍ
ul������²�~º�Z�
~���ort4sBt-�

G0

(

W
n+1 −W

n

∆t

)

+ (Gx∂x + Gy∂y + Gz∂z)

(

W
n+1 + W

n

2

)

= 0
�BT �

¸6ort4��t
W

n
��~p��ort§���r�r���X·}��s!�#���µ�Z�«��³

W
�#�l����sBt

tn = n∆t
���W�

∆t
��t4�r����t4~p��ort%���µs(t§~º��t4�mÃ

K3���6tN����o
tn
Æ�¸�t<��oR�W~p�rt�tN�«���!~º�Z²µ¢Ztx��ort<³´��²�²��#¸6�µ�r¨BÇd���r�3�3����|Ë¢#��²��rt<�r���ZÇr²�t�s �











βG0W + (Gx∂x + Gy∂y + Gz∂z)W = F,
���

Ω,

(MΓm
− Gn)W = 0

���
Γm,

(MΓa
− Gn)W = 0

���
Γa.

�a� �

¸6ort4��t
β =

2

∆t

Æ
W = W

n+1 ���W�
F = βG0W

n− (Gx∂x +Gy∂y +Gz∂z)W
n
Ãinpor��~�~�|�~���t�s

�4���!Çdtl��t�³´�Z��s§�r²�����tN�B�Z~F�8~�|}s(sBt���������Kr���µtN��������o3~�~º|�~º��t�s ���W�!���������������r¨<���%��ortl��t4~��r²µ��~�~����#��tN�!���
¿�����Â[Æ���ort8��~�~��}��������tN�ËÇd���r�3�3����|!¢X��²µ�3t%�r���ZÇr²�t�s �P� ����~p¸�t4²µ²µÍ[�d�Z~�t4�,���,��ort<³´�r�3���������3��²m~º�W����t-�

V = {W ∈ H(curl) × H(curl); (MΓm
− Gn)W|Γm

= 0, (MΓa
− Gn)W|Γa

= 0}

nportxs!�����!sB������¢#�#�������(³´�Z�F�3~����r¨)�§�������r½RÍÅu������Z²�~����(~���o3t�s(t����#��o3t�����o3���DÆ�³´�Z�F���3~������3��t�Æ}�8~�t4��Í
�Z�3�<������t4�4ÆN�r�}¸6�µ�W�%�µ�8����sBtZÆX�µs(�r²������Ï�E~���o3t�s(tF��~���ort�³´�Z²µ²��#¸6�µ�3¨6��tN~º�r²µ�������3��t����r�µ�3¨6��ort����Z�3~ºt4��¢#���������
�3���Z�Wt4�º��|!��³���ort8~ºt4s(�ÏÍÅ����~�����t���t2t�²�t4�������Zs!��¨��3t������xt��rt4��¨Z|�Ã
��Ø � �:¯ 8  ��� ( 6���� �	� �3� 6�	� ��� � ��� � 	��4 �3��(�.-5����B�
	 ��5��� .�
 , � �-�� 5��1� ,�
��

En =
1

2

∫

Ω

(Wn)t(G0W
n)dx =

1

2

∫

Ω

ε ‖ E
n ‖2 dx +

1

2

∫

Ω

µ ‖ H
n ‖2 dx

������5F��S� 6"��5��� .�
D� 6 5��!5�� �5�	� �1(361�5/. �5F�4�� � �
En+1 ≤ En

�.(35�� ��.� 6"� * (-	��4��
 	 �!5�6��� ��&�1� �5 �����
(-, 6���5�	1� � ��(-, 6��3 �,��5 . ,1�32S5��-(! �
� 6��

Γa = ∅ � �

�  �+� � �Ï³l¸�tË����½ZtË��o3t
~�����²����)�r�������3���(��³ �BT �)Ç}| (

W
n+1 + W

n

2

) ���3�>���R��t�¨Z������t,�#¢�t��
Ω
¸�t

�ZÇ������µ�*�

En+1 − En

∆t
= −

∫

Ω

(

W
n+1 + W

n

2

)t

Gxyz

(

W
n+1 + W

n

2

)

dx
�[¤ �

¸6�µ��o
Gxyz ≡ (Gx∂x + Gy∂y + Gz∂z)

Ã ��t%�����Èt4��~���²µ|Ë~�t�t<��o3�#� �
∫

Ω

W
tGxyzW =

∫

∂Ω

W
t(GnW)ds −

∫

Ω

W
tGxyzW.
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nport4��t�³´����t�Æ
∫

Ω

W
tGxyzW =

1

2

∫

∂Ω

W
t(GnW)ds,

=
1

2

∫

Γm

W
t(GnW)ds +

1

2

∫

Γa

W
t(GnW)ds,

=
1

2

∫

Γm

W
t(MΓm

W)ds +
1

2

∫

Γa

W
t(MΓa

W)ds,

���3�c�3~��µ�r¨k�r�#¸ ��ort,ÇW�Z�r�3�r����|����dt����#���Z��~ ��N �%¸�tË¨Zt�� �P~º���3��t
MΓm

��~)~�½�t�¸pÍÅ~�|Rs(s(t��������!���W�
|Gn|

��~p�d�Z~��Ï���µ¢Zt � �
∫

Ω

W
t(Gx∂x + Gy∂y + Gz∂z)W =

1

2

∫

Γa

W
t(|Gn|W)ds ≥ 0.

�BM �

K3���Zs �[¤ �p���3� �
M ����ort8�����3��²µ�3~������,³´��²�²µ�#¸�~�t4�Z~º��²�|�Ã

����� �$�*� �����&��%/ "��� � ��� ��� ��
�� � � % '��  "�

� t��
Th

Çdt8�!����~�����t�����~����������«��³D��ort8���ZsB�3�������������3��²
Ω
~��3��o,��o3���+�

Ωh ≡ Th =
⋃

K∈Th

K

ÄÅ�«��or��~�~º���W��|�Æ}��ortl�}�rs(t���������²`���3�r���X·���s!�#�������
Wh

��³m��ortx~���²����������«��³m�r����Çr²�t�s �PÁ �F²µ��t4~��µ�«��ort
~��3�Z��t

C1([0, T ]; Vh)
¸6ort4��t-�

Vh =
{

V ∈ [L2(Ω)]3 × [L2(Ω)]3| ∀K ∈ Th, V e|K ∈ Pp(K)
}

.
�a¦ �

¸6ort4��t
Pp(K)

��t4�r����t4~E�x~��3�Z��tF��³3�d��²�|R�3��s(����²}t�²�t�s(t��R��~G��³W��t�¨Z��t4t����Gs(�Z~º�
p
�#¢Zt��m��ortpt�²�t�s(t��R�

K
Ã
��|(����½}�µ�r¨§�r�#¸Ô��ort<~�����²������r���}�r�3���p��³��aÁ �FÇ}|!�8��t�¨��3²����F¢�tN��������»Wt�²��

V
���3�«�µ�R��t�¨����#���µ�3¨8�#¢�t4�

���,t4²µt4s(t��R�
K
Æ�¸�t<¨�t�� �

∫

K

(G0∂tWh)
t
Vdx +

∫

K





∑

l∈{x,y,z}

Gl∂lWh





t

Vdx = 0 , ∀V ∈ Vh,
�º�4� �

à�à�é3\ ���º÷��
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��� (35[� �� �

���3�
�µ�R��t4¨����#���µ�Z�«Ç}|Ë�3���º��~p|R��t�²��r~+�

∫

K

(G0∂tWh)t
Vdx −

∫

K

W
t
h





∑

l∈{x,y,z}

Gl∂lV



 dx

+

∫

∂K

(GnK
Wh)t

Vds = 0 , ∀V ∈ Vh,

�º��� �

¸6ort4��t
nK

��~B��ortÈ�r�r�µ�!������¸p�����>�r�Z��s!��²����k��ortÈÇW�Z����t4�(��³lt4²µt4sBt4�R�
K
ÃÐÄÅ�Õt4�R�3�#���µ�Z� �º��� �

¸�t¶~º����²µ²x�rt�tN�Ð���Ð��t�»3�rt¶��� ���r�r���X·}��s!�#���µ�Z�Õ��³x��ort¶Çd���r�3�3����|Ð���Z��t�¨Z����²6���dt������3��Æp����²µ²�t4� ��(3�5
5[2S� �� �
	1(3��� 2-*2���c¿µ�Z��ÂµÍ�¿��N£NÂ Ã�nport��DÆ�UF�dÃ ���Z� ��Çdt4���Zs(t4~+�

∫

K

(G0∂tWh)
t
Vdx −

∫

K

W
t
h





∑

l∈{x,y,z}

Gl∂lV



 dx

+
∑

F∈∂K

∫

F

(ΦF (Wh))
t
Vds = 0 , ∀V ∈ Vh.

���X£�� �

nport(��t�»3�r�µ�������/��³
ΦF

�3t�t4�3~l���,t4�3~��r��t)��ort(���Z�3~���~º��t4�3��|Ê��³���ort(���3�r���X·���s!�#�������Ês(t���or����Ã8Ä �
�rt��dt��3�r~����,��ort<��|}�dt%��³D³a�Z��t-�

ΦF (Wh) =























IF,KGnF
{Wh}

�µ³
F ∈ F0,

1

2
(MF,K + IF,KGnF

)Wh

�µ³
F ∈ Fm,

1

2
(MF,K + IF,KGnF

)Wh

�µ³
F ∈ Fa.

���X£#Ç �

¸6ort4��t
F0
��t��r����tN~���ort%~ºt�����³D�r�r��t�²�|(�µ�R��t4���W��²d³a����t4~���³

Th

���W�
Fm

�´��t4~��WtN�����µ¢Zt�²�|
Fa

�F��ort2~�t��
��³D³a�Z��t4~p�Z�Ë��ort%ÇW�Z�r�3�r����|

Γm

�´��t4~��dt4�����µ¢Zt�²�|
Γa

��Ã�u�����t2��o3����¸�t%���r�����port���t%�(��t��R��t���t4�«~���ort4sBt
�Z~B�µ�õ¿��4ÁXÂ ÆF³´�Z�B��ortÊt4¢X��²µ�W�#�������Õ��³x��ort �3�r·:��or�����3¨�o ���Ô�µ�R��t4���W��²�³a����t

F ∈ F0
Ã wÊ�Z��t4�#¢�t4�4Æ

I�rt��r����t4~F��o3tD�5�	��
� ��5�	 �%� (!�B � *2Çdt���¸�t�t4�Ë³a�Z��t4~����W�!t�²�t�s(t��R��~���³
Th

¸6or�Z~�tx�r�µs(t��W~º�����Ë��~
nF ×nE�

nF

�i�}�rs)Çdt��6��³�³a�Z��t4~6���3�
nE

�i�}�rs)Çdt��6��³Gt4²µt4sBt4�R��~��p���3�,��~6�rt�»3�rtN�
ÇR|"�

IF,K =































0
�µ³

F
���}t4~p�r����ÇWt4²µ�Z�r¨B���

K
Æ

1
�µ³

F ∈ K
���3�

F
���3�

K
oW�X¢�tx��ort8~���s(t

�Z����t��R���#�������
(
�[Ã t

sign(nt
F nK) = 1),

−1
�µ³

F ∈ K
���3�

F
���W�

K
���(�r���6o3�X¢�t

��ort8~���s(tx�Z����t��R���#�������
(
�[Ã t

(sign(nt
F nK) = −1).

K3���%�Ë³a�Z��t
F = K ∩ K̃

¸6ort4��t
K̃
��~%�,�rt���¨�o}Çd�����µ�3¨«t�²�t�s(t4�Z�%��³

K
Æm¸�t(��t�»3�3t§��ort2���rs(����³

��ort%¢�tN��������»3t�²��
Vh

���3�,�Ï��~��X¢�t4����¨�tl�Z~��

JVhKF = IF,KVh|K + IFK̃Vh|K̃

���3�
{Vh}F =

1

2
(Vh|K + Vh|K̃).

�º�4Á �
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¸6ort4��t
Vh|K

��t4�r����t4~���ort2��t4~º���������������Ë��³
Vh

���)��ortxt4²µt4s(t��R�
K
ÃGÄÅ�«��ortx�3��tN~ºt4�Z�6���Z~ºtZÆZ¸�t2�3~ºt

��ort!��t4�Z��t���t4� �3��·¶³´�Z�2��ort!���R��t����3��²�³a�Z��tN~(¿µ�NÁXÂ�¸6or��²µtB³´���<��ortB³a����t4~
F
Ã Kr���<Çd���r�W�r����|Ê³a����t4~4Æ�¸�t

~�t�� �

MF,K =











IF,K

(

03×3 NnF

−N t
nF

03×3

) �µ³
F ∈ Fm

Æ

|GnF
|
�µ³

F ∈ Fa

Ã
�º��N �

vx~º���r¨B�r�#¸ ��ort2¸�t4��½B³´�Z��s ���X£�� �����W�ËÇ}|Ë~º�3sBs(���r¨)�#¢Zt�����²�²dt4²µt4s(t��R��~
K
��³

Th

ÆZ��ort<�r����Çr²�t�s
���6o3���3�
��~����(»3�W�

Wh ∈ Vh

~º�W��o«��o3�#�
∀V ∈ Vh

�

∫

Ωh

(G0∂tWh)
t
Vdx −

∑

K∈Th

∫

K

W
t
h





∑

l∈{x,y,z}

Gl∂lV



 dx

+
∑

F∈Fm∪Fa

∫

F

(

1

2
(MF,K + IF,KGnF

)Wh

)t

Vds

+
∑

F∈F0

∫

F

(GnF
{Wh}F )

t
JVKF ds = 0.

�º��T �

npor��~x¸�tN��½,³´����s)�r²��#���µ�Z�Ê��~x�µ�W~º�r����t4�ÊÇ}|c¿µ�Z��Æ`t4�R�3��������� ��NWÃ £�� �ÅÂE���3�¶���3������t4�
���,�r����Çr²�t�s �aÁ ��Ã
npo3t2�����}¢�t4��¨Zt��3��t6�r���Z�Wt4�º���µtN~F��³m��o3t<~�t�s(�µÍ �r��~�����t����µÌ4t4�!�r����Ç3²µt4s oW�X¢�tlÇdt�t4�
~º���W���µtN�Ë���k¿��4ÁXÂm¸6o3t���t
�µ��~x��~x~�or�#¸6�È��oW�#�l��ort(~º�3��������²�t������Z��ÇWt4o3�X¢�tN~l�Z~

O(hmin(p,s))
¸6o3t���t

p
��~���ort)�d��²�|}�r��s(����²�������t��

���3�
s
���Zs(t4~�³´����s ��ort8��~�~º�3sBtN�«��t�¨Z�r²������Ï��|(��³G��o3t8~º�Z²µ�����µ�Z�,��³D��ort8���Z�Z���µ�}�r�Z�3~p�r����Çr²�t�sÈÃ

����� � ��
' � ��� ���*% 
� � �&� � 
 � � ����� �&��%/ "��� � ��� � � '&��
) ���*�

KG����~º�E��t4s(����½2��o3�#�G��ortp²���~º�G���R��t4¨�����²Z��t���s���³�UF�dÃ �º��T �G�4���)Çdtp��t4¸6���µ�º��t��B��~��´¸6�µ��o
K̃
�x�rt���¨�o}Çd�����µ�3¨

t4²µt4s(t��R�6��³
K
���

∑

F∈F0

∫

F

(GnF
{Wh}F )t JVKF ds =

∑

K∈Th

∑

F∈∂K
F∈F0

∫

F

1

2

(

GnF
Wh|K

)t (

IF,KV|K

)

ds

+
∑

K∈Th

∑

F∈∂K
F∈F0

∫

F

1

2

(

GnF
Wh|K̃

)t
(

IF,KV|K

)

ds,

à�à�é3\ ���º÷��
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��oR�W~��

∑

F∈F0

∫

F

(GnF
{Wh}F )

t
JVKF +

∑

F∈Fm∪Fa

∫

F

(

1

2
(MF,K + IF,KGnF

)Wh

)t

Vds

=
∑

K∈Th

∫

∂K

1

2

(

GnF
Wh|K

)t (

IF,KV|K

)

ds

+
∑

K∈Th

∑

F∈∂K
F∈F0

∫

F

1

2

(

GnF
Wh|K̃

)t
(

IF,KV|K

)

ds

+
∑

K∈Th

∑

F∈∂K
F∈(Fm∪Fa)

∫

F

1

2

(

MF,KWh|K

)t
V|Kds,

Çr�r�+�

∫

∂K

(

GnF
Wh|K

)t (

IF,KV|K

)

ds =

∫

K

W
t
h





∑

l∈{x,y,z}

Gl∂lV



 dx

+

∫

K





∑

l∈{x,y,z}

Gl∂lWh





t

Vdx,

nG��½}���r¨(�µ�R���!�Z�����Z�r�R�p��ort8��ÇW�#¢Ztxt�·}�3��tN~�~��µ�Z�3~4Æ U��WÃ ���&T ��Çdt4���Zs(t4~+�

∫

Ωh

(G0∂tWh)
t
Vdx −

1

2

∑

K∈Th

∫

K

W
t
h





∑

l∈{x,y,z}

Gl∂lV



 dx

+
1

2

∫

K





∑

l∈{x,y,z}

Gl∂lWh





t

Vdx

+
1

2

∑

K∈Th

∑

F∈∂K
F∈F0

∫

F

(

GnF
Wh|K̃

)t
(

IF,KV|K

)

ds

+
1

2

∑

K∈Th

∑

F∈∂K
F∈(Fm∪Fa)

∫

F

(

MF,KWh|K

)t
V|Kds = 0,
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�Z�6t4�R�r��¢X��²µt4�R��²�| �

2

∫

Ωh

(G0∂tWh)t
Vdx −

∑

K∈Th

∫

K

W
t
h





∑

l∈{x,y,z}

Gl∂lV



 dx +

∑

K∈Th

∫

K





∑

l∈{x,y,z}

Gl∂lWh





t

Vdx +

∑

F∈F0

∫

F

[

(

GnF
Wh|K

)t
(

IF,K̃V|K̃

)

+
(

GnF
Wh|K̃

)t
(

IF,KV|K

)

]

ds +

∑

F∈Fm∪Fa

∫

F

(MF,KWh)t
Vds = 0.

�º�4� �

�/t%�r�#¸@���R���������3��t2��ort<³´��²�²µ�#¸6���r¨(Çr��²µ���rtN���p³´����s!~��



























































a(W,V) = 2

∫

Ωh

(G0W)t
Vdx,

b(W,V) = −

∫

Ωh

W
t





∑

l∈{x,y,z}

Gl∂lV



 dx +

∫

Ωh





∑

l∈{x,y,z}

Gl∂lW





t

Vdx,

c(W,V) =
∑

F∈F0

∫

F

[

(

GnF
W|K

)t
(

IF,K̃V|K̃

)

+
(

GnF
W|K̃

)t
(

IF,KV|K

)

]

ds

+
∑

F∈Fm∪Fa

∫

F

(MF,KW)
t
Vds

npo}�3~��º��T ����~pt4�R�r��¢#��²�t��R�6���B»3�W�
Wh ∈ Vh

~º�W��o«��o3�#�
∀V ∈ Vh

�

a(∂tW,V) + b(W,V) + c(W,V) = 0, ∀V ∈ Vh.
�º�X¤ �

ul����t8��o3���l��o3t8Çr��²µ���rt4���6³´����s
b(W,V)

��~l~�½�t4¸pÍ ~�|}s(sBt��������x��oR�W~
b(Wh,Wh) = 0

Ã K3�r����ort4�ºÍ
s(�Z��tZÆr~º���3��t

GnF

��~�~�|}sBs(t��������<���W�
IF,K̃ = −IF,K

¸�t%��Çr������� �

c(Wh,Wh) =
∑

F∈Fm∪Fa

∫

F

(MF,KWh)
t
Whds.

���3��Ær�3~����r¨B��ort%Çd���r�W�r����|Ë���dt����#������~ �
N �p���3�,~����3��t
MΓm

��~l~º½Zt�¸pÍÅ~º|}s(s(t�������� �

c(Wh,Wh) =
∑

F∈Fa

∫

F

(|GnF
|Wh)

t
Whds.

����M �
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nport���������²µ²�|8����~�����t�����Ì�t4�)�r����Çr²�t�sõÇ}|<��ort��������r½RÍÅu�������²�~����8~���ort�s(t���~���o3t��8���l»W�3�
W

n+1
h ∈ Vh~��3��o,��o3���

∀V ∈ Vh

�

βa(Wn+1
h ,V) + b(Wn+1

h ,V) + c(Wn+1
h ,V)

= βa(Wn
h ,V) − b(Wn

h ,V) − c(Wn
h ,V),

�º�4¦ �

¸6ort4��t
β =

2

∆t

Æ�¨Z�µ¢Zt��
W 0

h = Wh(0)
Æ�¸6ort4��t

Wh(0)
��~«��o3t�����~�����t�����Ì4��������� ��³%��ortk���R������²

�����3�r�Ï���µ�Z�mÃinpor��~l����~�����t���t<�r���ZÇr²�t�s o3�Z~6�B�r�r���Z�3t8~º�Z²µ�����µ�Z�
�Z~6~����#��t4�,ÇR|«��ort2³´�Z²µ²��#¸6�µ�3¨B��t4~��r²µ�4Ã
��Ø � �:¯ > �����"���!� � . ��5��1�!2 6D�3� 6�	� ��� � �� � ,�� ���

�.�5��
Wh ∈ Vh

6 2#	1� ����(!�

βa(Wh,V) + b(Wh,V) + c(Wh,V) = 0, ∀V ∈ Vh.
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�  �+� �Ivl~��µ�3¨FUF�dÃ ����M �%���3����ortË³a�����)��o3���8��ort«Çr�µ²����rt4���%³´����s
b(W,V)

��~8~º½Zt�¸pÍÅ~º|}s(s(t��������B¸�t
¨Zt�� �

βa(Wh,Wh) + b(Wh,Wh) + c(Wh,Wh) = 2β

∫

Ωh

(G0Wh)
t
Whdx

+
∑

F∈Fa

∫

F

W
t
h|GnF

|Whds = 0.

z}���3��t
G0

��~�~�|}s(sBt��������2�d�Z~��Ï���µ¢Zt%��t�»3�3�Ï��t8���3�
|GnF

|
��~p�d�Z~��Ï���µ¢Zt�Æ}��o3t8�����W��²��3~º�����,³´��²�²��#¸�~�Ã

Ñ��r�µ��t4���l�����W~ºtN�Z�3t��3��t2��³E��ort%³a�Z���6��o3�#����ort%Çr��²µ���rtN���6³´�Z��s
b(W,V)

��~�~�½�t�¸pÍÅ~�|Rs(s(t��������<���3�
��³��r�����dt�����| �º�+M ����~���ort<³´�Z²µ²��#¸6���r¨!����~�����t���t%�����3�Z��t����3�����p��³ � t�s(s!�È��Ã
��Ø � �:¯ O ���",.� �-�� 5��"����� �3� 6�	� ��� � ��5��� . 
 ,�
��

En
h =

1

4
a(Wn

h ,Wn
h),

�[£�� �
������5 ��S� 6H��5��� . 
 � 6 5��35 � �5�	� �1(&6 �5 . �5 �4�� � �

En+1
h ≤ En

h

�%(35��)��"� 6 � * (-	��4��
 	1�35#6��� ��3�1�)�5
(-, 6���5�	1� � ��(-, 6��3 �,��5 . ,1�32S5��-(! �
� 6��

Γa = ∅ � �
�  �+� �5��o3�R�R~ºtÊ�Z~Ë����t4~º�Ë³´�r�W���������

V =
W

n+1
h + W

n
h

2

�µ� �º�4¦ �(���3�Ô�3~�tÈ��ortÈ��ortÊ³a������~(��o3�#�
b(W,V)

��~��x~º½Zt�¸pÍÅ~º|}s(s(t��������EÇr��²µ���rt4���m³´�Z��sÈÆ#���3�%��o3���
GnF

���W�
|GnF

|
����tF~º|}s(s(t���������s!�#��������tN~�Ã

ÄÅ�(~º�3sBs!����|ZÆ4��ort���������²�²�|<�r��~�����t����µÌ4t4�8�3���ZÇr²µt4sÈÆ#¸6or����oB�����)Çdt�~�t�t4�§��~E������sBt6����~�����t�����Ì4���������8��³
�§~º|�~º��t4s ��³D���������3����|§�r�Ï¼`t���t��R������²`tN�Z�W�#�������W~�ÆR��~��r�3�����3�r�Ï���µ�Z�3��²�²µ|!~º����Çr²µt2���3�,~ºtN���Z�3�!������t4�����4����Í
���#��t����8����s(t�ÃGnport�~��3��������²Z�Z�����r���Z��|x��~�¨���¢�t4�8Ç}|l��ort������}¢�t4��¨Zt��3��tE�r���Z�Wt4�º���µtN~D��³���ort�����~������R�����}�r���3~
É<��²µt4��½}���ÈsBt���or���È�3~����r¨Ë��t4�Z��t���t4� �3�r·}tN~%¿��4ÁXÂ Ã K����3��²µ²�|�ÆW�Ï�l�3��tN~ºt4��¢Zt4~6�!����~�����t���t%t4²µtN��������s!��¨��rt������
t4�rt���¨�|ZÆ}¸6or����oÈ��~6���È��sB�d���������R�p�3���Z�Wt4�º��|(³´�Z�6²µ�Z�r¨B����sBt8~���s)�r²��#���µ�Z�3~�Ã
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npo3t8�r�����d�Z~�t4�,�µs(�r²������Ï�<Ó2É<n6Ó s(t���or���Èo3��~6Çdt�t4�È»3��~��x���r�r²��µtN�
���(��ort8�}�rs(t������4��²m��t4~���²������µ�Z�
��³
��ort<��¸���ÍÅ���µs(t4�3~º�����W��²W�������3~�¢�t4��~�txs!��¨��rt������2wk�#·�¸�t4²µ²�tN�R�3�#���µ�Z�3~��































µ
∂Hx

∂t
+

∂Ez

∂y
= 0,

µ
∂Hy

∂t
−

∂Ez

∂x
= 0,

ε
∂Ez

∂t
−

∂Hy

∂x
+

∂Hx

∂y
= 0.

nportk�µs(�r²������Ï�ÈÓ2É<n6Ó¥s(t���or��� �r���Z�W�R~ºtN�Ôort���t¶��t4�R�r����tN~B��ort���tN~º�Z²µ�����µ�Z� ��³8�>~º�W����~ºtÊ²��µ�3t4���
~�|�~���t�s �#�FtN����o§����sBtx~���t��!or�#¸�t�¢Zt��NÆX³´�����r�Z��ÍÅ����~��dt���~º��¢�tps!�#��t�������²�~4Æ���ort����}t �Ë���µt4�Z����³d��or��~F~�|�~���t�s
����t<���µs(t§�µ�3�rt��dt��3��t4�R�4Æ��(³´t4�����r��t8��o3�#�2�����ÊÇdt8����½Zt��Ê���Z���,�Z�����Z�r�R�6���,sB���r��s(�µÌ4t8��o3t§���3���Ï���µ�Z�3��²
����s(�r�����#���µ�Z�3��²��#¢Zt���ort4�Z��Ã������3~�t4�R�rt4�R��²�|�Ær���È��or��~�~º���3�r|�Æ3¸�t8��tN������t4�
���!�3~ºt8� � vT³a������������Ì4�#���µ�Z�
s(t���or���%³´�Z�G~��3����~�t�s!�#��������tN~Ds(����tF�3��tN����~ºt4²µ|ZÆ4��ortpw¶vlwÊ��z8s§�r²Ï���Ï³´�����R����²}~º�3����~�t�s!�#�����µ·8~º�Z²µ¢Zt���¿ N�Â[Ã
npo3t(~��3����~�t)s!�#�����µ·k��o3�����Z����t4����Ì����r¨!��ort(�µs(�r²������µ�)Ó2É<n6Ó s(t���or����o3��~<�,Çr²µ����½¶~º�����3�����r��tB¸6o3t���t
��ort8~��µÌ4t%��³i�(Çr²µ����½Ë��~

3np × 3np

Æ
np

Çdt����r¨(��o3t%�R�3s)Çdt�����³E��t4¨���t�tN~p��³G³´��t4t4���Zs ��~�~��}��������tN�!���Ë�
�3�}�3��²m�d��²�|}�r��s(����²mÇ3�Z~º��~p��³E��ort)~��3����t

Pp

�[Ã t
np = ((p + 1)(p + 2))/2

Ã�npor��~�s!�#�����µ·«��~6³a�Z�����Z��tN�
�Z�3��tx³´���6��²µ²�Çdt�³´�Z��tx��ort2���µs(t%~���t��r�3�µ�r¨(²��}���mÃinport4�mÆ�t4�Z��o«²��µ�rtN���6~�|}~º��t4s ���R¢Zt���~º�����,��s(���r�R��~F���B�
³´�Z��¸p�����«���3�
�§ÇW����½}¸������,~º�Z²µ¢Ztx�W~º���r¨B��ort<���������3¨��r²���� � ���3�ÈvT³a�Z�����Z��~4Ã

��� � � ���*�&� 
 ��� ��� � � � � � ��� ��  "����� � �

npo3t<»3��~º�p��tN~��l�4��~�tx��o3�#��¸�t8���Z�3~�����t4�p��~p��ort%�r�����3��¨Z���������«��³E���,t4�µ¨Zt��rs(����t%���Ê�§�3�r�Ï������|«~��Z�W����t
�4�X¢}�Ï��|Ê¸6�µ��oc�dt���³´t4����²µ|/���Z�3���3�������r¨È¸���²µ²�~�Ã(npor��~<��tN~��)�4��~�tB��²µ²��#¸�~<�È���µ��t4���)���ZsB�W������~����¶¸6�µ��o>���
t�·r�����B~º�Z²µ�����µ�Z�mÃkÒlt���t�Æi�µ�§¸6��²µ²p��²�~º�kÇWt,�3~ºtN�c���/��t�s(�Z�3~���������t(��o3�#�(¸�t,�����3�r���8����½Zt,���r¢X���R����¨Zt
��³l��ortÊ�r�����d�Z~�t4�:��s(�r²������Ï�«Ó<É<n6Ó�Í

Pp

s(t���or���Ô�Ï³2��ortÈ�r�W��t���²µ|}���r¨cs(t4~�oÕ��~(�r�r�µ³´����s �´�Z�Ë�R�3��~��ÏÍ
�3�r�Ï³´�Z��s ��¸6or��²�t8~º�rÇW~������R������²���t4���W���������W~p��³G��ort8����s(�r�����µ�r¨B���µs(t)�4���
ÇWt8�Z��or�µt4¢�tN�«���
��ort8�4��~�t2��³
�B�r�Z��Í �r�r�µ³´����s s(t4~�omÃ Kr�Z�p��or��~p�r�r���W�R~ºtZÆ�¸�t%s!��½�t2�3~ºt%��³D��¸��B���������r¨��r²����ps(t4~�ortN~ �a~�t�t%KG�µ¨WÃ�� � �

� �Ë�r�3�Ï³´�Z��s�s(t4~�o¶���Z�3~º��~º�����r¨Ë��³��N�-M3�%¢�t���������tN~l���3�ÊÁZ£����B���������r¨Z²µtN~�Ãlnpo3t)�r�Z��Í �r�µs(t��W~º�����rtN�
����s(t)~���t��¶��������tN~º�d���3�r�µ�r¨B���,� K � Í

P0 �
�<��~

(∆t)u = 0.017678
s �´��ort8�3oR|�~����4��²����µs(t)~º��t4�

��~§��t�»W�rt4�cÇ}|
(∆t)u = (∆t)u/3.108 ~���ÃFKr�Z�%��ort«�µ�R��t4���d��²��#���µ�Z�c������t���~ p ≥ 1

ÆD��ort!���µs(t
~���t��
�������3��²�²�|!�3~ºtN�Ë��~p� K � Í

Pp × (∆t)u

¸6ort���t%� K � Í
Pp

��~���ort)� K � �}�rs§ÇWt4�p�Z~�~��������#��t4�B���
��ort8Ó<É<n6ÓlÍ

Pp

s(t���o3�}�mÃ

� �)�3����Í �r�r�µ³´����s s(t4~�o,���Z�3~���~º�����r¨B��³F�+NZ���8¢�t���������tN~p���3�
£Z¤&N}£2���������r¨Z²µtN~�ÃEnport<���������)Çdt���¸�t�t4�
��ort
²�����¨�t4~º�§���3�Ð~�s!��²�²µtN~��Bt4��¨Zt4~8��³���o3��~Bs(t4~�o:��~,�#¤3M3ÃkÄÅ�:��or��~§�4��~�t�ÆE��o3t,s(���r�µs§�rs ���W�
s!�#·��µs§�rs�¢#��²��rt4~l��³E��ort)����s(t§~º��t�������t%��tN~º�dt4������¢�t�²�|
¨���¢�t��ÊÇ}|

(∆t)m = 0.000434
sI���3�

(∆t)M = 0.070617
sÈÃ�nport2����s(t)~���t��
�3~�t4�
�µ�
��ort8~º��s)�3²����������3~���~x� K � Í

Pp × (∆t)m

Ã

à�à�é3\ ���º÷��
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K3���(��o3tÊt�·��r²������Ï�ËÓ<É<n6Ó�Í
Pp

s(t���or����Æl� K � Í
Pp ≤ 1

���3�Ð��ort¶�Z�����3��²p¢#��²��rtÈ��~«������������t4�ÕÇ}|
~º����Çr��²µ�µ��|)��~�~��rtN~i¸6or��²µt2� K � Í

Pp

�����BÇdtl~�t������)���!����Çr�µ����������²µ|8²�����¨�tp¢#��²��rt6³´�Z�i��o3t��µs(�r²������µ��Ó2É<n6ÓlÍ
Pp

s(t���o3�}�BÇr�r����~������3~º���������rtN�)���(�r���Z��������t�Ç}|)�Z�����r���Z��|%��~�~��rtN~i��~i�µ��¸6�µ²�²rÇdt�~ºo3�#¸6�§���B��ort�~�t4�R�rt4²PÃ
��t4~��r²Ï��~�����t2¨���¢�t��
���FKG��¨3Ã3£)���Ë�B���,��ort<³´����s ��³���ort<����s(t%t�¢Z��²����������
��³G¢X���������W~6�Z�W���R���µ����t4~+�E��ort
� £Èt��������%Çdt���¸�t�t��c��ort«�}�rs(t4��������²F���3�ct�·r�����B~º�Z²µ�����µ�Z�3~4ÆD��ort,����~�����t���t«t��rt4��¨Z| �P£r� �8���3�/��o3t

Ez����s(�d���rt4�Z�E��³3��ort�t�²�t4���������F»3t�²���ÃEnportp~º��s)�r²��#���µ�Z�3~�¸�t4��t����������µtN�%�����G³´������t4�§�dt������}�3~�Ãi����s(�r�����µ�r¨
���µs(tN~)����t!~º�3sBs!������Ì�tN�����:nG��ÇmÃ��Ë���3�:£}Ã
Ä �)��~8��²�t4���%³´���Zs���ort4~�tË��t4~��r²Ï��~2��o3���§�Ê~�t4���Z�3�/������t��
��s(�r²������Ï�B����s(t,���R��t�¨Z�����������:~���ort�s(t,��~B�r���B�¶¨Z�}�}�:�������µ�Z�:�Ï³l��ort
�r�3��t4��²�|}�µ�3¨ks(t4~�oÐ��~)�3�r�Ï³´�Z��sÈÃ
ÄÅ�W��t�tN��Æ#��o3t��}�rs(t���������²�����~��Wt4��~��µ�Z�)���R�����}�r�3��tN�8Ç}|<��ortl�������r½RÍÅu������Z²�~����8~���ort�s(t��r������Çr²�|8��t4¨�������tN~
��ort
�#¢�t�����²�²F�Z�����3���Z��|k��³���o3t
�4��²����r²��#���µ�Z�mÃ�Òl�#¸�t4¢�t��NÆE�Ï³l�k�r���rÍ[�r�3�Ï³´�Z��s�s(t4~�oÐ��~)�W~ºtN�c��ort4�Õ���
��s(�r²������Ï�i~���o3t�s(t�Çdt4���Zs(t4~G��¢}����Çr²�tF~���������t4¨�|<��t4~��r�µ��t���ortp����s(�r�r���#���µ�Z�3��²Z�#¢�t4��ortN���2��³���ortp~º�Z²µ�����µ�Z�
��³��Ë²��µ�rtN���l~�|�~���t�sI�#�xt4����oÈ���µs(t§�Ï��t����#�������DÃln���½}�µ�r¨!���R���
���������r�R�6��ort)���µs(t§ÇWt4o3�X¢}�µ�Z����³E��o3t � £
t4�������%�Z� K���¨3Ã Nk���W� TrÆ�¸�t«~�t�t(��o3�#�(�k� K � ¢X��²µ�3tË��³%�N£rÃ � �a��tN~º�dt4������¢�t�²�|)NWÃ � �2³´���8��ortË��s(�r²������Ï�
Ó<É<n6ÓlÍ

P1
sBt���or��� �a��tN~º�dt4������¢�t�²�|)Ó<É<n6Ó�Í

P2
s(t���or��� �E|}��t�²��r~F���!������t�������Çr²�t6~º�Z²µ�r�������mÃ Kr�Z�i��ortN~ºt

¢#��²µ�rtN~)��³���o3tÊ� K � ÆG��ortÈ¨Z�����:���Ð�#¢Zt�����²�²F���ZsB�3�������r¨ �[���Fv��8���µs(tN~§Çdt���¸�t�t4�:��ort,��s(�r²������Ï�Ë���W�
t�·��r²µ�����µ�Fs(t���or���r~���~F��tN~º�dt4������¢�t�²�|)tN�R�3��²3���)Á3Ã Á8���3�Ë£�ÃÀ£��a�r����t6��o3���F��ort�¨���¢�t4�,���Fv ���µs(tN~F���3��²��3��t
��ort<³a�������Z����Ì4���������Ë���µs(tN~ ��Ã
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KG��¨��r��t(� �iv��3�Ï³´�Z��s �´²�t�³¹���p���3�
�r���rÍ[�r�3�Ï³´�Z��s �a����¨�oR� �Fs(tN~ºortN~p��³i�B�r�r�µ������|«~��R�3����t2�4�X¢}�Ï��|
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npo3tk~ºtN���Z�3�Ô��tN~��È����~�tÊ��o3�#�
¸�tk�����3~�����t��Ë��~«��ortk�r�Ï¼`���Z�����µ�Z� ��³8�>�r²����3tk¸p�X¢�tÈÇ}| �:�Wt4�º³´tN����²�|
�����3�r�3�����µ�r¨8~��R�3����t���³�~º����t6²�t��r¨���o!�

= 0.25
sÈÃinportp³a����Í[»3t�²��)Çd���3�3�r����|

Γa

¸6ort���t���ort�»3��~º�i������t��
z��µ²�¢�t4�ºÍÅw 0r²�t�����Ç3~º�Z��Ç3�µ�r¨!�����3���µ�������Ê��~l���r�r²��µtN�È��~x��t�»W�rt4�Ê�Z~��Ë~��Z�W����t2��³�~º����t8²�t��r¨���o¶�

= 1.0
sÈÃ

������o:~��Z�W����t4~8����tË��t��R��t4��tN�>�#�8��ort«�Z����¨����
[0.0 , 0.0]

Ã �/t«s!��½ZtË�3~�tË��³��Ê�3����Í �r�r�µ³´����s¥s(tN~ºo
�P~ºt4t KG��¨3ÃD¤ �2���Z�3~���~º�����r¨«��³��Z�r�+MË¢�t���������tN~x���3�:�N�R¤�¦Z£B���������r¨Z²µtN~�Ã%nport(���#���µ�,ÇWt���¸�t4t��¶��ortB²�����¨Zt4~º�
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	���������������������������! "��#�%$&��')(+*-,.����/�10�2#(3�4�
�35#6 �#¤

 1e-04

 0.001

 0.01

 0.1

 0  5e-09  1e-08  1.5e-08  2e-08  2.5e-08  3e-08  3.5e-08  4e-08  4.5e-08  5e-08

Explicit DGTD-P1 - CFL=0.3
Implicit DGTD-P1 - CFL=1.0
Implicit DGTD-P1 - CFL=1.5

 0.122

 0.123

 0.124

 0.125

 0.126

 0.127

 0.128

 0  5e-09  1e-08  1.5e-08  2e-08  2.5e-08  3e-08  3.5e-08  4e-08  4.5e-08  5e-08

Exact
Explicit DGTD-P1 - CFL=0.3
Implicit DGTD-P1 - CFL=1.0
Implicit DGTD-P1 - CFL=1.5

KG�µ¨Z�r��t%£ ��UF�µ¨Zt��rs(����t%���
�(�r�3�Ï������|«~��R�3����t<���X¢}�µ��|(Í�v��3�Ï³´�Z��s s(tN~ºo
���������

P1 �
	���������������
	�	��������������������! "��#	�$�%&	�'('��)'+*,����-/.�0)�1�2�����(3�'�	���	�	���	�'�4!56*87/�!�(���!�9.
np��s(t%�µ�R��t4¨����#���µ�Z� wÊt���or��� � K � Í

Pp

����vT����sBt
Ui·��r²������Ï� Ó<É<n6ÓlÍ

P1
�rÃ Á �&TB~ºtN�

ÄÅs(�r²������Ï� Í ��Ã � N N!~ºtN�
Í Í ��Ã T ÁZ�(~ºtN�

nG��Çr²�t!� � U���¨�t4�rs(�}�rt%�µ�Ê�B�r�r�µ������|«~��R�3����t<���X¢}�Ï��|(Í�v��r�µ³´����s s(t4~�o
:�;=< ���>�
	��?*A@�B �DC -E��	�'����F% ��G�H 7#0!�(	I�9J��!'�K��L�M0N���>�!�/.
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��M ����� (3� ���� (����	� �D�!� �1(35 (35���
��� (35[� �� �

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  5e-09  1e-08  1.5e-08  2e-08  2.5e-08  3e-08  3.5e-08  4e-08  4.5e-08  5e-08

Exact
Explicit DGTD-P1 - CFL=0.3
Implicit DGTD-P1 - CFL=1.0
Implicit DGTD-P1 - CFL=1.5

KG�µ¨Z�r��t<Á���UF�µ¨Zt��rs(����t%���
�(�r�3�Ï������|«~��R�3����t<���X¢}�µ��|(Í�v��3�Ï³´�Z��s s(tN~ºo
� �>�
	�	�� �����E���>�!�F�! Ez � ��������� P1 �
	�������

np��s(t%�µ�R��t4¨����#���µ�Z� wÊt���or��� � K � Í
Pp

����vT����sBt
Ui·��r²������Ï� Ó<É<n6ÓlÍ

P1
�rÃ Á N-NRÁ§~�t4�

ÄÅs(�r²������Ï� Í �X£�Ã � �4ÁZÁ§~�t4�
Í Í £!N3Ã � �R¤)~�t4�

Ui·��r²������Ï� Ó<É<n6ÓlÍ
P2

�rÃÀ£ £�� TZ¤)~ºtN�
ÄÅs(�r²������Ï� Í £�Ã � �4¦R£�ÁB~ºtN�

Í Í N3Ã � ¦�Á M§~�t4�
Í Í �rÃ � �Z£��§~�t4�

nG��Çr²�t8£ � U���¨�t��3sB����t%���Ê�B�r�r�µ������|«~��R�3����t2�4�X¢}�Ï��|!ÍFul����Í �r�r�µ³´����s s(t4~�o
:�;=< ���>�
	��?*A@�B �DC -E��	�'����F% ��G�H 7#0!�(	I�9J��!'�K��L�M0N���>�!�/.
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	���������������������������! "��#�%$&��')(+*-,.����/�10�2#(3�4�
�35#6 �N¦

 1e-04

 0.001

 0.01

 0  5e-09  1e-08  1.5e-08  2e-08  2.5e-08  3e-08  3.5e-08  4e-08  4.5e-08  5e-08

Explicit DGTD-P1 - CFL=0.3
Implicit DGTD-P1 - CFL=12.0
Implicit DGTD-P1 - CFL=24.0

 0.1244

 0.1245

 0.1246

 0.1247

 0.1248

 0.1249

 0.125

 0.1251

 0.1252

 0  5e-09  1e-08  1.5e-08  2e-08  2.5e-08  3e-08  3.5e-08  4e-08  4.5e-08  5e-08

Exact
Explicit DGTD-P1 - CFL=0.3

Implicit DGTD-P1 - CFL=12.0
Implicit DGTD-P1 - CFL=24.0

K���¨��3��t N�� U���¨�t4�rs(����t%�µ�Ê�B�r�r�µ������|,~��R�3����t<���X¢}�µ��|!ÍFu��Z��Í[�3�r�Ï³´�Z��s sBtN~ºo
���������

P1 �
	���������������
	�	��������������������! "��#	�$�%&	�'('��)'+*,����-/.�0)�1�2�����(3�'�	���	�	���	�'�4!56*87/�!�(���!�9.
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��� (35[� �� �

 1e-05

 1e-04

 0.001

 0  5e-09  1e-08  1.5e-08  2e-08  2.5e-08  3e-08  3.5e-08  4e-08  4.5e-08  5e-08

Explicit DGTD-P2 - CFL=0.2
Implicit DGTD-P2 - CFL=2.0
Implicit DGTD-P2 - CFL=4.0
Implicit DGTD-P2 - CFL=6.0

 0.12496

 0.12498

 0.125

 0.12502

 0.12504

 0.12506

 0  5e-09  1e-08  1.5e-08  2e-08  2.5e-08  3e-08  3.5e-08  4e-08  4.5e-08  5e-08

Exact
Explicit DGTD-P2 - CFL=0.2
Implicit DGTD-P2 - CFL=2.0
Implicit DGTD-P2 - CFL=4.0
Implicit DGTD-P2 - CFL=6.0

K���¨��3��t%T � U���¨�t4�rs(����t%�µ�Ê�B�r�r�µ������|,~��R�3����t<���X¢}�µ��|!ÍFu��Z��Í[�3�r�Ï³´�Z��s sBtN~ºo
���������

P2 �
	���������������
	�	��������������������! "��#	�$�%&	�'('��)'+*,����-/.�0)�1�2�����(3�'�	���	�	���	�'�4!56*87/�!�(���!�9.
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-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  5e-09  1e-08  1.5e-08  2e-08  2.5e-08  3e-08  3.5e-08  4e-08  4.5e-08  5e-08

Exact
Explicit DGTD-P1 - CFL=0.3

Implicit DGTD-P1 - CFL=12.0
Implicit DGTD-P1 - CFL=24.0

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  5e-09  1e-08  1.5e-08  2e-08  2.5e-08  3e-08  3.5e-08  4e-08  4.5e-08  5e-08

Exact
Explicit DGTD-P2 - CFL=0.2
Implicit DGTD-P2 - CFL=2.0
Implicit DGTD-P2 - CFL=4.0
Implicit DGTD-P2 - CFL=6.0

K���¨��3��t%��� U���¨�t4�rs(����t%�µ�Ê�B�r�r�µ������|,~��R�3����t<���X¢}�µ��|!ÍFu��Z��Í[�3�r�Ï³´�Z��s sBtN~ºo
� �>�
	?	�� �����������!� �! Ez � ��������� P1 �
	�������6*,���!-/. 0!�#� ��������� P2 �
	������� *87/�)�(�����9.
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£Z£ ����� (3� ���� (����	� �D�!� �1(35 (35���
��� (35[� �� �

���3�>~�s(��²µ²�t4~º�)tN��¨�tN~8��³6��or��~)s(t4~�o>��~§Á TZ¤}ÃÈÄÅ�>��or��~§�4��~�t�Æ���ort,sB���r��s)�rs ���3�cs!�#·���s)�rs ¢#��²��rt4~
��³���o3t)���µs(t(~���t�������t§��tN~º�dt4������¢�t4²µ|È¨���¢�t4�kÇ}|

(∆t)m = 0.000286
s����3�

(∆t)M = 0.098589
s
Ã

Ñx~��r��t�¢}�����3~�²�|�Ær��ort8���µs(tB~���t��Ê�3~�t4�Ê���È��o3t§~��µs§�r²����������3~l��~<� K � Í
Pp × (∆t)m

Ãlz}�µs§�r²��#�������W~�o3�X¢Zt
Çdt�t4�Ê�����W���3����t4�,³´������or��t�t<³´��t4�R�rt4�3����t4~p��³���ort8���3������t��R���r²����3t%¸��X¢Zt�ÆSK

�
Á����(w¶ÒlÌ�Æ#K

�
�Z���(w¶Ò�Ì

���3�FK
�
¦��Z�!w¶Ò�ÌZÃ�ÄÅ�¶t4�Z��o¶���Z~ºtZÆW~��µs§�r²����������3~x����t)����������t4�
�����l³´���x��ort4�¶�Wt4�������r~l���3�Ê�Ë����~�����t���t

K3���r����t����������3~º³´����s ��~6���r�3²µ��t4�,���B��ort<»3t�²��È���ZsB�d���3t��R��~6���3�����r¨B��ort%²���~º�6�Wt4��������Ã
�6tN~º�3²Ï��~�����t�~�or�#¸6�B��� KG�µ¨WÃ!Ml���(�4�2�µ�B��t���s(~E��³3��ort

x
Í ¸6��~�t<�4Ó �r��~º�����µÇ3���������§³´���

y = 0.25
s0��³

��ortx�r��~�����t���t�Kr���3����t��F�������3~º³´����s �PÓ KEn �i��³
Ez

Ã K3����t4����o!������»3¨Z�r���#������� �PÓ2É<n6ÓlÍ
Pp

s(t���or���Ë���W�
³´��t4�R�rt4�3��| K ��Æ�¸�t�~�or�#¸:��ortl����~�������Çr�����µ�Z�(��³mÓ KEn �

Ez

�G³´���i��ort6���µs(t�t�·}�3²µ�����µ�F����²����r²����������(¸6or����o(��~
�����3~�����t���t4�<ort4��t���~D��ort���t�³´t���t��3��t�~���²����������DÆX���3�<��¸��x����~º�����µÇr�r�������3~���³WÓ KEn �

Ez

�����Z����t4~��W�Z�3�����r¨p���
���µs(tp��sB�3²µ�����µ�F����²����r²����������3~G�3~����r¨<��tN~º�dt4������¢�t�²�|%��ortps(��·��µs§�rs0��²�²��#¸���Çr²µt6� K � |R��t�²������r¨%�<~º�Z²µ�����µ�Z�
��o3�#�E»r�i��ortp��t�³´t���t��3��t��Z�rt�ÆZ���3�B�2²�����¨Zt���� K � |}��t�²����µ�3¨<�2²�t4~�~E�������r���#��tp~���²����������mÃGu�����tp��oW�#�E��ortN~ºt
�NÓ�����~�������Çr�����µ�Z�3~6����t<�r²����º��t4�
���,��t���s!~p��³G��ort8��t4¨���t�tN~p��³G³´��t4t4���Zs ��o3���l����t<²µ��������tN�«�Z�,��ort%²��µ�rt
y = 0.25

s �a~�t�t,��²�~�� KG�µ¨WÃ�¤ �8���3�c��ort«��~�~��}��������tN�c¢X��²µ�3t4~8��³�Ó KEn �
Ez

�%����t«���Zs(�r����tN�:��~8��ort
s(tN���È¢#��²��rt8��³G��o3t8²µ���4��²[Æ3t�²�t�s(t4�Z��Í[¸6��~�t�Ær¢#��²��rtN~�Ã�����s(�r�����µ�3¨(����sBtN~l����t8~��rs(s!�����µÌ4t4�
�µ�¶nG��ÇDÃ3ÁrÃ
npo3t4~�t2��t4~��r²µ��~6�4��²�²`³´���p��¸��Bs!���µ�È��t�s!����½�~��

� ��~lt�·��WtN����t4��Æd��o3t)s!�#·���s)�rs���²�²µ�#¸p��Ç3²µt§� K � ¢#��²��rtB��t4����tN��~�t4~p¸6ort4�Ê��ort)³´��tN�R�rt��3��|,��³i��ort
�µ�W������t��R�,�3²����rtk¸p�X¢�tÊ���3����t4�Z~ºtN~�Ã�ul���È~º�r���r����~����r¨�²�|�Æ6��tN~º�r�µ��tk��ortk³a�����«��oW�#�«��ortk��s(�r²������Ï�
Ó2É<n6Óõs(t���or���Ë��~��r�3�����3���µ�������W��²�²µ|!~º����Ç3²µtZÆZ��ort2s(��·��µs§�rs ��²�²µ�#¸p��Çr²�t2� K � ¢X��²µ�3tx��~F¨Zt��rt4�ºÍ
��²�²µ|,������������t4�
Ç}|Ë�ro}|�~����4��²m���Z�3~�����t4�����������3~4Ã

� ��~,�>��tN~º�3²Ï�NÆp³´���,�c¨Z�µ¢Zt�� ���R��t����d��²��#������� �Z����t4�4Æ���ortk¨R�����Ô���T���Fv�����s(tk�[Ã tÊ��ortk���#���µ�>��³
���Fv ����s(t§��³i��ortBt�·��r²������Ï�%Ó<É<n6Ó �4��²����r²��#���µ�Z�Ê���«��ortË���Fv0����s(t§��³���ortB��sB�3²µ�����µ�<Ó<É<n6Ó
����²����r²����������mÆx��t4����tN��~�t4~Ë¸6o3t�� ��ortk³´��t4�R�rt4�3��| ���3����t4�Z~ºtN~�Ã Kr�Z�«���3~������3��t�Æl³´���

p = 2
��or��~

���������Ê�����r¨�tN~x³´���Zs�¤}Ã T,³´���DK
�
ÁZ���
w¶Ò�ÌË���¶ÁrÃ �
³´���DK

�
¦Z���Èw¶ÒlÌ�Ã,Òl�#¸�t4¢�t4�4Æ�³´�Z�)�È¨���¢�t4�

³´��tN�R�rt��3��|�Æ}��or��~�¨R�����«���3����t4�Z~ºtN~F¸6�µ��o,��ort2���Z��t����W�Z²����������,������t�� �D³´�Z� K
�
¦Z���8wkÒ�Ì�Æ}��or��~p���������

��~���tN~º�dt4������¢�t�²�|!t4�R�3��²`���ËÁ3Ã �§³´���
p = 2

���3�FT�Ã T%³´�Z�
p = 3

Ã

� 7 �8�
�	�A
7D���8� 9)�, �"#A«��A,$G��. �%$ �!7

ÄÅ�/��or��~)�3���dt��)¸�t!o3�X¢Zt!~����3����t4�c���c��sB�3²µ�����µ�§Ó<É<n6Ó�Í
Pp

s(t���or���/³´���§~º�Z²µ¢}���r¨
��ort!���µs(tË���Zs!�����
wk�#·�¸�t4²µ²`tN�Z�W�#�������W~��Z�«�r�W~������3�����r��t4�«���������r¨Z�r²�����s(tN~ºortN~�Ãinpor��~ps(t���or���«��~p�r���rÍ ����~�~º���3�#���µ¢Zt�Æ�~�t4��Í
�Z�3�Ë�Z���rt��p�������r���#��t2���Ë����s(t%���

p + 1
ÍP��o«������t4���Z�����3������t2�µ�
~º�3�Z��tZÃEÑx~p�3~��3��²`¸6�µ��o,����sBt<��s(�r²µ�����µ�

~���ort4sBtN~�Æ���o3��~§s(t���o3�}�:��tN�Z�3�µ��t4~2��ort«��t4~���²����������c��³l�¶~º�W����~ºt!²��µ�3t4���§~º|�~º��t�s��#�§t4����oc���µs(t
~���t��mÃ
K3���8�3����ÍÅ����~º�dt���~º��¢�t(s!�#��t�������²�~4Æm��ort,���}t �Ë����t��R��~8��³p��ort,��~�~º�������#��t4�/~º�W����~ºt!s!�#�����µ·/����tË�����3~º�����R�
���:���µs(tZÃ:n���½R���r¨��µ�R���/���4�����3�Z�§��or��~§³´t4�����r��t,���:��ort
²µ���rt4���B~�|�~���t�s ~���²����������Õ~���������t�¨Z|c��~B�k½Zt�|
���r¨Z��tN���µt4�R��³´������Ç��������r���r¨§�§����s(�r�r���#���µ�Z�3��²�²�|§t �!���µt4�R��s(t���or����Ã�Kr�Z�F��¸���ÍÅ����sBt4�3~��µ�Z�3��²W�r���ZÇr²�t�s!~�Æ
�%�r�µ��t4���F~º�Z²µ¢Zt��iÇ3�Z~ºtN�)�Z�Ë� � vÔ³a�������Z����Ì4���������(~º�3��o!�Z~E��ort6�Z�rt����r������t4�B�µ�(��or��~F~º���3��|§��~F¨�t4�rt�����²�²µ|
�����3~�����t���t4�
��~���ort%�������µs!��²D~���������t4¨�|�Ær����²µtN��~º�p³´���Zs ��o3t8����s(�r�r�����r¨(����s(t8�W�Z�µ�R����³G¢}��t�¸%Ã�ÄÅ�
��o3��~
~º���W��|�Æ�Ç}|Ê�����Z�������r¨
�«s§�r²Ï���Ï³´�����R����²E~º�3����~�t)s!�������Ï·¶~���²�¢�t��NÆd¸�t§o3�X¢�tB��²�t4����²�|È�rt�s(���3~º�����#��t4�È��o3�#�
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X
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1

KG��¨��r��t)¤/��Óx�Ï¼`���Z�����µ�Z�,��³G�(�r²����rt<¸p�X¢�t2Ç}|«�(~��R�3����t-�����������3¨��r²����ps(t4~�o

Kr��t4�R�rt��W��| np�µs(t%���R��t�¨Z����������� wÊt���or��� � K � Í
Pp

���FvT���µs(t
Á��Z�BwkÒ�Ì Ui·��r²µ�����µ� Ó<É<n6Ó�Í

P1
�rÃ Á �4�Z�Z£8~�t4�

Í ÄÅsB�3²µ�����µ� Í ��TrÃ � ÁR¤#�B~�t4�
Í Ui·��r²µ�����µ� Ó<É<n6Ó�Í

P2
�rÃÀ£ T��}¤�¤%~�t4�

Í ÄÅsB�3²µ�����µ� Í ��TrÃ � ¤#�Z£§~�t4�
���Z�BwkÒ�Ì Ui·��r²µ�����µ� Ó<É<n6Ó�Í

P1
�rÃ Á ¤!T!MB~�t4�

Í ÄÅsB�3²µ�����µ� Í ¤}Ã � Á-M�ÁB~�t4�
Í Ui·��r²µ�����µ� Ó<É<n6Ó�Í

P2
�rÃÀ£ Á��}¤&N§~�t4�

Í ÄÅsB�3²µ�����µ� Í ¤}Ã � ¤#�R¤)~�t4�
¦��Z�BwkÒ�Ì Ui·��r²µ�����µ� Ó<É<n6Ó�Í

P2
�rÃÀ£ £��N¦r�x~�t4�

Í ÄÅsB�3²µ�����µ� Í T�Ã � ¤&NZ�B~�t4�
Í Ui·��r²µ�����µ� Ó<É<n6Ó�Í

P3
�rÃ�� MR¤Z¤}�x~�t4�

Í ÄÅsB�3²µ�����µ� Í T�Ã � ��T�¦r�x~�t4�
n���Çr²�t8Á��iÓl�µ¼`���Z���������
��³i�B�r²����rt<¸p�X¢�t2ÇR|
�(~��R�3����t
:�;=< ���>�
	��?*A@�B �DC -E��	�'����F% ��G�H 7#0!�(	I�9J��!'�K��L�M0N���>�!�/.
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Explicit DGTD-P1 - CFL=0.3
Implicit DGTD-P1 - CFL=15.0
Implicit DGTD-P1 - CFL=16.0
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Explicit DGTD-P2 - CFL=0.2
Implicit DGTD-P2 - CFL=15.0
Implicit DGTD-P2 - CFL=16.0

KG�µ¨Z�r��t"M���Ól�µ¼d�������������
��³i�B�r²����rt<¸��X¢ZtxÇ}|«�!~��R�3����t � K
�
Á��Z�§w¶ÒlÌ

� � �E���L�('��>7����������2�! ���"� * Ez .�� y = 0.75 �� ��-�� ��������� P1 �
	���#��� ��� �!�(���!�F� ��������� P2 �
	���#���
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Explicit DGTD-P1 - CFL=0.3
Implicit DGTD-P1 - CFL=7.0
Implicit DGTD-P1 - CFL=8.0
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Explicit DGTD-P2 - CFL=0.2
Implicit DGTD-P2 - CFL=7.0
Implicit DGTD-P2 - CFL=8.0

KG�µ¨Z�r��t%¦���Ól�µ¼d�������������
��³i�B�r²����rt<¸��X¢ZtxÇ}|«�!~��R�3����t � K
�
���Z�§w¶ÒlÌ

� � �E���L�('��>7����������2�! ���"� * Ez .�� y = 0.75 �� ��-�� ��������� P1 �
	���#��� ��� �!�(���!�F� ��������� P2 �
	���#���
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Explicit DGTD-P2 - CFL=0.2
Implicit DGTD-P2 - CFL=5.0
Implicit DGTD-P2 - CFL=6.0
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Explicit DGTD-P3 - CFL=0.1
Implicit DGTD-P3 - CFL=5.0
Implicit DGTD-P3 - CFL=6.0

KG�µ¨Z�r��t(�N���iÓl�µ¼`���Z���������
��³E�(�r²����rt<¸p�X¢�t2ÇR|,�B~��R�3����t ��K
�
¦��Z�§wkÒ�Ì

� � �E���L�('��>7����������2�! ���"� * Ez .�� y = 0.75 �� ��-�� ��������� P2 �
	���#��� ��� �!�(���!�F� ��������� P3 �
	���#���
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���c�µs(�r²������Ï�B����~����Z�R�����R�3���3~8É<��²µt4��½}�������µs(t«�r��s!�����c��~8�¶¢R����Ç3²µt!�}�rs(t���������²�~º�����#��t�¨Z|Ê³´���)~���²�¢}�µ�3¨
t4²µtN�������Zs(��¨��rt������l¸p�X¢�t2�r�����3��¨Z���������Ë�r����Ç3²µt4s(~p�Z�,²�������²µ²�|Ë��t�»3�rtN�«�3�3~������W�����3��tN�,s(tN~ºortN~�Ã
���Z�3��t4���r���r¨c³´�����r��tk¸�����½}~4Æp���r�Ë»3��~º�«�ZÇ���t4������¢�t¶¸6��²µ²xÇWtk���Ð�Z�r���r�Ë��ort��µs(�r²������µ�
Ó<É<n6Ó�Í

Pps(t���or���!�r�����d�Z~�t4�Bort4��t����8��ortx�4��~�t6��³���ort���or��t4t�ÍÅ����sBt4�3~��µ�Z�3��²����µs(t2����s!�����Ëw¶��·}¸�t�²�²3tN�R�3�#���µ�Z�3~�Ã
K3���Zs���ort«s!�#��ort�s!����������²�³´����s)�r²��#���µ�Z�/�d�����R�§��³p¢}��t�¸%Æ���or��~§t�·}��t4�3~º�����c¸6��²µ²�Çdt«~��������µ¨ZoR�º³´����¸p������Ã
w¶����t��#¢�t4�4ÆE¸�t
�4���Õ��tN��~����3��Çr²µ|/t�·��dt4���B��o3�#�B��o3t,��ort��Z��t���������²���t4~��r²µ��~B��³2~ºtN��������� £¶¸6��²�²�~����µ²�²6ÇWt
¢#��²µ���
�µ�
��o3t8Á�Ó����Z~ºtZÃ�Ò��#¸�t�¢Zt��NÆZ³´����s ��ort8����s(�r�����#�������W��²�t �Ë���µt4�3��|,¢R��t�¸6�d�����R�4Æ��µ����~l��²�t4���p��o3�#�
�x¨�²���ÇW��²}���µ��t4���E�r�µ��t4���E~���²�¢�t4��~��3��o§�Z~D��ort�s)�r²µ���µ³´���Z�R����²}s(t���or���§�Z�����r��t4�)�µ�)��or��~i~º���3��|%¸6��²�²R�3���iÇWt
���)���4��t4������Çr²µtF�������µ�Z�§���rtF���l��ort�²�����¨Zt�s(t�s(����|%�����3�����Ï��|2��tN�R�r�µ��t4�2³´�Z�D��ortp~º��s)�r²��#���µ�Z�8��³r��t4��²µ��~º�����
��or��t�t�ÍÅ����s(t��3~��µ�Z�3��²d�r����Çr²�t�s!~4Æ}t4~��WtN������²�²µ|!�µ³D��ort%����s(�r�r���#���µ�Z�3��²����Zs!�����«��~6����~�����t����µÌ4t4�«�3~º���r¨B�r��Í
~º�����3�����r��t4�)��t�������ortN������²}sBtN~ºo3t4~4Ã�ÄÅ�B��o3��~������R��t�·}�4Æ��3������²µ²�t�²�����s(�r�����µ�r¨%¸6��²�²�ÇWt��<s!���W�r�#������|%�3�#��o
���3�È��²µ��or�Z�r¨�o¶wkvlwÊ��z/¿ N�ÂG��~x�(�3������²�²�t�²D~��3����~�t2s!�������Ï·È~º�Z²µ¢Zt��NÆr¸�t%�3²����È���«�����3~����rt����«z���o}¸p����Ì
��|}�dt6����s!�����§�rt4���Zs(�W�R~º�µ�������Bs(t���o3�}�,¿��4�XÂ3�Z~i�ls(t4���)���<Çr�r��²��B���Bo}|RÇ3�����8�µ��t4��������¢�t���������tN���i~º�Z²µ¢Zt��NÆ
���3�k~º����²�²iÇWt4�rt�»r�<³´����s���ortB³a�����<��o3�#�2��ort!~��3����~�t)s!�#�����µ·k��~�~º����������t4�Ê���Ê�,~��rÇ�ÍÅ���Zs(���µ���r����Çr²�t�s
�4���
ÇWt<³a�Z��������t4�,���3��tx³´�Z����²�²�ÇWt�³´����t2��ort<���µs(t8~º��t��3�r�µ�3¨!²µ�}���DÃ

�x�
��o3t8����ort��6o3���3��Æ3�!��oW����������t�����~º�����x��³E���r�6��s(�r²µ�����µ�xÓ<É<n6Ó�Í
Pp

s(t���or���È¸6or����oÊ�����ÈÇdt%�µsBÍ
�3���#¢Zt4�Ê��~<��o3t§���µs(tË�Z�����3���Z��|È��o3���Z�r¨�ok��ortË��or�Z����t§��³p���/��²Ï��t����3�#���µ¢Zt§��s(�r²������Ï�%���µs(t(�µ�R��t�¨����#���µ�Z�
~���ort4sBtZÃDÄÅ�3�rt�t4�mÆX��ortl�������r½RÍÅu�������²�~����8~���ort�s(tF�W~ºtN�8���8��o3��~i~º���3�r|%��~G�r�Z��Í �r��~�~º���3������¢�tF���3�)~�t4�����3�}Í
�Z���rt��§�Z�����r������tZÃ/Òl�#¸�t4¢�t��NÆE�Ï�(��~B��²�~��k��o3�����Z����t����µÌ4t4�cÇ}|>��~�t4�����3�>�Z���rt��)�}�rs(t4��������²�����~��Wt4��~��µ�Z�
¸6o3����o���~2��ort(s(���µ�k³a���������<²��µs(�µ�����r¨
��ort«� K � ��o3���<�4���/ÇWt(�3~�t4�k�µ�/�r������������t�Ã �x�rt§�d�Z~�~��µÇr²�t!����Í
�3���R����o8���%�µ�W����t4��~�t���ortx�������r������|%��³W��ort2�������r½RÍÅu������Z²�~����)~���ort4sBt6��~E���8���r�r²�|§�%�rt�³´t4���ºÍÅ���Z����t4���������
���c����s(t«�r������tN���r��t¶¿µ�N�XÂ Ã¶Ñ��:t�·}�dt4����tN�:����¢#���Z����¨ZtB��³6��or��~)�Z�����r���Z��|�t��ro3���3��t4s(t��R�§~º�����#��t4¨�|���~
��o3�#�p�µ��¸6��²µ²d�r��t4~�t���¢�t�ÇW��~����l�r���Z�Wt4�º���µtN~���³m��ort2�r�3�rt���²µ|}���r¨§~�t4�����3�!�Z���rt����Z�����r������tl~���ort4sBt2��s(���3¨
¸6o3����omÆ��3�3���Z�3���µ�������3��²m~�����Çr��²µ�µ��|�Ã

KG���3��²�²µ|ZÆl�Z�rt¶s!�X| �Z�3t4~º������� ��Çd���r�«��o3t�¢}����Çr��²µ�µ��|Ô��³)�:¨Z²µ�ZÇ3��²�²�|Õ��s(�r²µ�����µ�
����sBt��µ�R��t�¨����#���µ�Z�
~º�����#��t�¨Z|!�µ�Ê��t4�º�������«�r��������������²m~º�µ���3���������3~6~��3��oÈ��~���or�Z~�t<�µ�}¢��Z²µ¢}���r¨(�)���������3¨��r²��#���µ�Z�«¸6or����oÈ��~p�r�3�ÏÍ
³´�Z��s���²µs(�R~��%t�¢Zt���|}¸6ort���t8t�·r��t����%���/�
²��}�4��²��µÌ4t4�k��t4¨������k¸6o3t���t)��ort(sBtN~ºo/��~<or�µ¨Zor²�|¶��t�»3�rtN�k���W�
�3�3~������W�����3��tN��Ã!ÄÅ�>~º�3��oc���Z~ºtN~�ÆG�
²µ������²µ²�|¶��s(�r²µ�����µ�§~º�����#��t�¨�|>¿À£�£XÂF¸6�µ²�²��r����ÇW��Çr²�|¶�r���#¢�t§���ÈÇdt!��ort
s(�R~��(���r�r�����3�����#��tË~���������t�¨Z|�ÃkÓxt4~���¨��r���r¨�~��3��oÐ�k²µ���4��²�²µ|/�µs(�r²������µ� �a���BoR|}Çr�����ct�·��r²������Ï���X��sB�3²µ�����µ���
Ó<É<n6ÓlÍ

Pp

¸6�µ²�²mÇdt8�����W~º����t���t4�«�µ�Ê�§³´�����r��t%¸�����½`Ã
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