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<>=@?BADC�EGF�EGFH?B=JILKNM OPAQC
∗ RHS:T:UWV KNXZY[<2XZCNY

† R E[C\YBXZ]_^B=a`b=cX UZU Kd^B? ‡
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� �,<�& 8Dv 6�'�&,24'�& 8 2�3$}�t��@}~�@j ��zcr�} v�tytw���h�d{@�wv�}~���L� }~����|Çj2�����"}~v�t�jQ���u�N{�}Ç�@v�t2ÐÂ�@}~�@j ��}~�Û��{@�h�cvxjQ��� |~{u��ÕsØ�}Çtxjb{@���hj �'Ò'Ësvxfd�¦v
�Q���af��P�@j���|Ç��jQzh����}Ç�2� {s{����u}~�d�¦vxjDt Ì�e�fhj�zh}~vUTZÔ�j |��ÛØ�j�}~�cv��x{u�u��� j$��t>���a�@�h�u}~vx}Ç{�����|��h��v��ÈiLj i�zdjQ�bf��@tn�Èzcrcv�jQt$Ð·}~�aÉ·���'vDË
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v )09�<�+4)7- � 9,+ � &�1 <D),1 <�9�2 - v 6�6�$ 3.- /�/�<�9 10+,-�'�& 8 ' - v 6�6 8 <�& 8 6�-�1
v )09�<�+4)7- � 9,+ � &�1 <D),1 <�9�2�2,2D. � ) � 1 � )7-�$ 3.- /�/�<�9 <�1�'3)02St&($4>. � ) � 1 � )7- '�& 8 1
v )09�<�+4)7- � 9,+ � &�1 <D),1 <�9�2�(,2D. � ) � 1 � )7-�$ 3.-
v )09�<�+4)7- � 9,+ � &�1 <D),1 <�9�2 8 � .,5�64-/.0-�),1(202,2D. � ) � 1 � ),-S$�5�- /�/�<�9 <�1 10+7- 8 � .,5�6�-/.�-�),1 �.- '6)02St&($4Y. � ) � 1 � )7- '�& 8 1
v )09�<�+4)7- � 9,+ � &�1 <D),1 <�9�2 8 � .,5�64-/.0-�),1(20(,2D. � ) � 1 � ),-S$�5�-
v )09�<�+4)7- � 9,+ � &�1 <D),1�187 � 2�-�)z�,2/5 � </),1,9�2 � )�2 v 5�57-�&(2*57'�&�1S$ 3.-9/�/ '�&(- 10+,- 187 � -�)z�45 � </),179 � )�10+7-3) v 5�57-�&St 6�- - 1:4
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x
T
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e�fhjQ�_Ë:Ø�f�j �Ïvxfh}�t�txj�v2{�É���{@�uÔ��@�h����vx}Ç{���t>|ÇjQ����tnvx{Û���h�h}��@��jÈzh} v�TWÔdj |��Ï� {��uÔd���h���¦v�}~{@�_ËÊØ�jÈ�Q���"����t�v��@j�v2}~v�}~� ��{@��twv����cv
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e�{���{@i8���uvxj�v�fhjy}Ç�cvxj ��txjQ�'v�}~{@��{�É\v�Ø�{2��}Ç�����h|����������Qt Ë�Ø�j�Ô���t�v���{�iL�h�hvxj�vxf�jy}~�cv�j ��twjD�'vx}Ç{��8{�É\v�fhj }Ç����jQtx�djD�'vx}Ç��jytx�h�h�N{��xvx}Ç�h�
� }~����|ÇjQtQÌRQ �8É·�@�'vQË@}~�Lv�fhj�Ý ¬sÞ ß }Ç�h�h�uv����¦v���Ë@txj �@j ����|u��}Ç��� �h|���������� tH���xj�{�ÉÀvxj ��tx�h�h�N{��xvxjD�8zcr�vxfhjbt���iLjy� }~����|Çj�ÌBks{�Ë@} v�tx{������ht
}Ç�cvxj ��jQtwvx}Ç�h�Lv�{Èvx��r�v�{ ��´���Á�» vxfhj�}Ç�cvxjQ��txjQ��vx}Ç{���t�{�ÉB� }~����|ÇjQtQËuv�{��P��{@}Ç��vx{È��jQ� {�iL�h�uv�j�vxfhjQi	jD����f�vx}ÇiLj$����� t�� {��cv���}~�hjD��}~�
v�fhj i ���xj$� {���tx}��uj ��jQ�ÊÌ�ÚÏj�v��x}ÇjQ�Ûvx{��dtwj8� 9�1 � $�$ .0'*5�Ø�fh}Ç��fÑv���Õ@jQtb������}Ç�b{�É���}Ç��� |~jDtb�����Ñ�xj vx�h����tyvxfhjQ}~�LÐ·��v>iL{@twvbv�Ø�{cÒ
}Ç�cvxj ��txjQ�'v�}~{@�"�N{�}Ç�cv�tQÌ

Eb{¦Ø�jQ��j �DË¦jQ�@��f8�c�hjQ�xr�ÉÂ{����n����}~��{�É\tx�h�h�N{��xvx}Ç�h�2��}Ç����|ÇjQtB}Ç�Lvxfhj�iÈ���8v���Õ�jDtH�2twiÈ��|~|h��i8{@�h�cv�{�ÉNvx}ÇiLj�vx{2zNjb����txØ�j ��jQ�ÊË
�����ÏØ�fhj �Ïvxf�}Çt�����txØ�jQ�2}Çt�jQi8�hv�r6ÐÂzNjQ�Q����txjLvxf�jÈ}~�cvxjQ��txjQ��vx}Ç{��Ïf���t��h{�v�zNj jQ�Í� {�iL�h�uv�jQ�Ïr�j v�Ò�Ë_vxf�}Çt��c�hjQ�xrJ}~�d�u����jDt2���
{¦�@j ��fhjQ�@�ÊÌ�ma����tQË�|Ç}~Õ@j 9*1#� $�$ .�'�5hË\f��P��j����

O(log(n))
�c�hj ��r�v�}~iLj$� {�iL�h|Çj*�u} v�rÑ���d�

O(n)
tx����� j���{�iL�h|Çj*�u}~v�r�ËdØ�fhj ��j

n}�tyv�fhj$�s�hi�zdjQ�b{�É�����}Ç��ty{�É�tx�h�h�N{��xvx}Ç�h����}Ç����|ÇjQtQÌ�P��u�djQ�x}ÇiLj �cv�t>{��ÛÝ ¬sÞQß Ô�|~jDtbtxfh{¦Ø�jQ��vxfd�¦vyv�fh{@txj$iÈ���dty}Ç�����h�n��zh}Ç���@j �
�¦����}��¦vx}Ç{��"{��"vxfhj����h�h�h}Ç�h�8vx}ÇiLjQtQËhzh�uv�Õ@j j �"vxf�jniLjD�����h����f����h��jD��{¦��jQ����|Ç|NÝ ¬cÞQß txj�v�t ÌHmÛ{@�xjQ{¦��j �DËs��iLjQi8{@�xrÈ{¦�@j � U�{¦Ø
{u� � �h��t�{���vxfhj2z�}~�@��jQtwv�Ô�|Çj N ¹òÃ�¶�O�
 Ð �(}~�@�h��j8�PÒ'Ì�ku}~��� j�vxfhj2}Ç���u�dt�v��x}���|:���h�h|Ç}Ç�Q��zh}Ç|Ç} v�r�{�É({@�h��Ø�{���Õ�}Çtb��������}���|ZËuØ�j��h{8��{�v
� {���tx}Ç�hj ��vxf�{@txj>iÈ���dt���t�����}Ç�@v�j ��jQtwvx}Ç�h�È��{@�@v��x}Çzh�uv�}~{@��v�{�v�fhj2j ��f������ j iLj �cv�{�É�vxfhj�� }~������|Ç����Õ@j ���hj |Ê�����"�h�x{@��v�fhj i	}~�
v�fhj2�xjDt�v�{�É�v�fh}ÇtyØ�{@�xÕ\Ì
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	�� �f��Q������f
e�fhj + �#� 1,2 �.- 2�3��c��i$zNj ��v�rs�dj2Ø���t�}ÇiL�h�x{¦�@jQ��zcr�ÉÂ{�|Ç|~{¦Ø�}Ç�h��v�Ø�{È�u}Ç��jQ�'v�}~{@��t��h��jQtxj �cvxjD��}Ç�"vxfh}�tytxjQ�'v�}~{@�_Ì
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Q �atx{�iLj2� �@twjDt Ëuv�fhj�����vx����|:�ujQ����j j�{�É(vxfhj���|Ç��j z�����}Ç�>�s�hi$zNj ��ty��{@iL�h�uvxjD��}Çt�{@�h|Çr�{���j�Ëh}ZÌ j@Ì�v�fhjQtxj2�s�hi$zNj ��t�����j2}~��É·�@�'v
���¦v�}~{@����|��s�hi�zdjQ��t�ÐÂj�Ì ��Ì�ÉÂ{@��vxf�j�}~�cv�j ��twjD�'vx}Ç{��Í�N{�}Ç�cv${�É�v�Ø�{Ñv�������j �cv�� }~����|ÇjQt�Ò'Ì>Ey{¦Ø�j �@j �2}Ç� ©\ª_«�¬ÛÙ ÌÓ�uË%+ � � 1,2 �.- 2�3�}�t
�h{�v${��hvx}Çi8}WV jD�ÏÉÂ{��2v�fh}�t$tx�djD��}���|��Q��txj�Ë(tw{dË(��|~|�{@�djQ����vx}Ç{���t�{@�ÍvxfhjDtwj��c��i$zNj ��t2f��P��j8v�fhj�t���iLj���{@i8��|~j��s}~v�r�Ë(Ø�fhjQ�hj �@j �
+ �#� 1(2 �.- 2�3$}�t��L���¦vx}Ç{��d��|\�s�hi$zNj ��{@���h{�vDÌ

ÚÏjb�����ujQ�È�.Ud����Ë <�9�24&('�1,< � )7'(6�Ësv�{2vxf�j�+ � � 1,2 �.- 2�3n�s�hi�zdjQ�Hv�rs�djyØ�f�}Ç��fÈ}Ç���u}�� ��vxjQt�Ø�fhj�v�fhj ��} v�}�t������¦v�}~{@����|u�s�hi�zdjQ�
{@�b�h{�vQÌ�e�fh}�t Ud����twf�{��h|��Ñzdj�twj vyvx{ ³Z¼'²�» Ø�fhj �hjQ��jQ��vxfhj��s�hi$zNj �>}Çtb}Ç�ujQ�cvx}~Ô�jQ�Û�@ty���¦vx}Ç{��d��|ZÌ � |~|({��Nj ���¦v�}~{@��t�}Ç�c�@{�|Ç�s}~�h�
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v�rs�Nj��ujQ�h{�v�jQ�a�@t'&��)(������Ötwj v�t <�9�24&('417< � )7'�6����uv�{�iÈ�¦v�}Ç�Q��|Ç|~r"vx{ ³Z¼'²�» Ìbe�fhj�txjQ� {�����v���Õ@jQt�v�fhj�v�fh��j j$� {cj Ü���}Çj �cv�t�� ��{�É
v�fhjy�N{�|Çrc��{�iL}Ç��|_ÐÂ�h|Ç��tH{@�hjy�����u} v�}~{@����|uzN{s{�|ÇjQ���_Ë�tx�djD��}~ÉÂrc}Ç�h�2Ø�fhj vxfhjQ�Hvxf�jy��|Ç��j z�����}Ç���s�hi$zNj ��}�tBv�fhjytwiÈ��|~|ÇjQtwv��x{s{�vB{�Édv�fhj
�N{�|Çrs�h{�iL}���|h{@���h{�v'Ò'Ì Qµv�}�t��h�Lv�{2vxf�jy��txj �Hv�{�}Ç�hj �cvx}~ÉÂrL{��8vxfhjQ}~�����h��|~}�� ��vx}Ç{��8vxfh{ctwjy�Q��txjQt������L��txj�vxfhj>�x}Ç��fcv�� {���twvx�����'v�{��
}Ç�Ñ{����uj ��vx{È{@�uvx}ÇiL} VQjnvxfhjQ}~�y{¦Ø��Ñ��{u�uj@Ì
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v�fhj�Ô���t�vb� {���twvx�����'v�{��DÌ(e�f�{@txj��Q��txjQt������djD���
T�}Ç��vxfhj2}Ç�cvxj ��txjQ�'v�}~{@�"{�É:v�Ø�{8v�������j �cvy��}Ç����|ÇjQt4B
T�}Ç��vxfhj2}Ç�cvxj ��txjQ�'v�}~{@�"{�É(�8|Ç}~�hj��������È��}Ç��� |~jnvxfd�¦vy����jnv�������j �cv�B
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e�fhj���jQ�hj ����|_}��ujD��{�É '�¹ò³ »�¼'¶À¸s¿ ��{�iL�����x}�tx{���t�� {���tx}Çtwv�tb}~�J��{�iL�h�hvx}Ç�h�"���Ö���h���x{��u}ÇiL��vxj2��jQtx�h|~vQËdvx{��@j�v�fhj �yØ�}~vxfÏ���ÛjQ�x��{��
zN{��h�d�ÊÌ QµÉNv�fhjbjQ�x��{��BzN{��h�d�È}Çt�twiÈ��|Ç|�jQ�h{�����f_Ëc��{�iL�����x}Ç�h�nvxf�jb���h���x{��u}ÇiL��vxj��¦��|Ç�hjQt�}Çt�j �h{@�h��f8vx{$��}Ç��j�vxfhj>�xjDtw��| v�{�ÉNv�fhj
� {�iL������}�tw{@��{�Éhv�fhj�j*�h����v��¦��|Ç�hjDt Ë¦Ø�fh}���f���|~|Ç{¦Øyt:vx{���{��d��|Ç���uj���j ��r2�c�h}Ç��Õs|Çr�Ì � vxfhjQ�xØ�}�twj@Ë¦Ø�j�t��Pr>v�f��¦v(vxf�j�Ôd| v�j �<= ´¦¶À¹ÓÃ Ëc�����
v�fhj>� {�iL�h�uv��¦vx}Ç{��L}�t��u{@�hjy��tx}Ç�h�2j*�h����v�����}~vxfhiLj�v�}Ç��Ì���|ÇjQ���x|Çr�Ë�vxfhjbj ���x{@��tB�hjQjQ�8v�{�zdjbÕ�j �hv���t�txiÈ��|Ç|d�@tH�d{ctxtx}Çzh|~jyvx{$�P�@{�}��
v�{c{ÑiÈ���srÛÔd| v�j ��É·��}Ç|Ç�h�xjDt Ë�tw}Ç����jLj��s�Nj �dtw}Ç��j8j*�h����v���{�iL�h�hv��¦v�}~{@�Ji���twv�zNjÈ��txjQ�J}~�Jvxfd�¦v$� �@twj@Ë_�����Övxf�j���{�iL�h�hv��¦v�}~{@��t
{�É�j ����{��nzd{@�h���J{��h|Çra}Ç���u��� jL���J{¦�@j ��fhjQ�@� � �D���µÌLe�f�j8� {�i$z�}~����vx}Ç{��J{�É�j��h���'v�� {�iL�h�uv��¦vx}Ç{��Ï�����ÖÔ�|~vxjQ�x}Ç�h��vxjD��fh�h}��@��jQt
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