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tz�s_lqy_dPSVQ�Uq{~lVq{§Z�F�S 3¡�¢¤« � V¯�S~lV<XdVU�s_%�pT/qS�jxSrzV¯XdhjXk_lVUT §¨qs~y�I�S 3¡�¢��S~lq=¬itw�jtz�S|�Xdhi�s_l�5@W§¨q{~Q�SV�®��Stu_dtzq{�ºX�q{§
qsoi�kV��Æ_lX%¥%tu_dP tz�SPSVU~lt­_������UV{«

:j« � V%�StzXl��x�XlX �y�S~lq{|s~l��TWTWtz�S|Z_dV<��PS�Stwv1xSVQoih
¥%PStw��P�_dq]TWqj�jV<rjTpxj_dxº��rSV"@S��rzx�Xdtuqs��q�§ITWq{rzV<��x�rz�{~
oStz���jtz�S|���_�q=¬sVU~drw�{�S�Stu��|�Xdt­_lV<X<£1�sX §¨~dV�vsx�VU�s_lruh/tz��XnhjXn_dVUT�XKo�tuqsruqs|{hs«ÊaÌ_�X,V<XlXnV<����VmrztuV�XKtz��V�Xd�<��� ªtz�S|¯tz����qs��XdtzXn_dV<�s_	tz�1_dVU~lTWV<�jtw��_lVQXn_l��_dV<X	o1h
tz��Xk_����1_l����VUq{xºX�~lV<�s�Æ_dtzq{�ºXU£=_dP���_K��~lVb�����SrutzV<��oIV�§¨q{~lV
_ltuTWV<�#qs�SV<X<« OQPStzX%Xdq{rz¬{V<X,_lV<�jtzq{x�X ����� W �����[��
 �S~dqsoSrzVUT�XU£i¥%tu_dP�q{xj_%tz�s_l~dqj�Sx���tz�S|�_d~�����Xl�{��_dtzq{��X
A3�{X�6�B�},�{��7.DÆ«

�S« � V]XnP�q=¥ PSq=¥ _lq�VU���Uqj�jVp�I�� Ä¡
¢!tz�s_lqp_lPSV¯oStzqj�lP�VUTWtz�<��rFXn_dqj��P��sXk_ltz�
π ª �U��rw��xSrzx�X<£iXdq
_lP���_Q¥�V�<���¦~dxS� �I�S 3¡�¢'�S~dqs|{~���TWX�tu� Yi}Ktw\ q{~�`btuqiYi�St5«:OQPSV¤T��{tu�¦��~dqsoSruV<T�PSVU~lV¤twX�_dqCVU���Uqj�jV

tz�S�Sxj_Z����_d_dV<~d��X<£SXdx���P#_dP���_%_dPSV
Xn_dqj��P��sXk_ltz�]XnVUT��{�s_dtw�UX%tzX%�S~lV<XnV<~d¬{V���«
cZ_dPSV<~�rz�{�S|{x��{|{V�XZ§¨q{~p�jtu¬{V<~lXdV/TWqj�SVUrztu�S|�_��{Xd±jX¯tz� XdhjXn_dVUT�X]oStzq{rzq{|sh:P��=¬{VWoIVUVU� �S~lq{�IqsXdV<�C~lV ª�UVU�s_lruhs« `bV�_�� oStz���jVU~�XF6 }�O¯�T:<7¯�jVU~ltz¬{V §Ò~lq{T _lPSV

π ª �U�{rz�UxSrux�X<£bV<����oSrzV:tz�s_lVU~��{�Æ_ltuqs��X�o1h _khi�IV8�Uq ªtz����tw�jVU�º��V ~l��_dPSV<~#_lP����©��P����S�SV<r�����TWV V�v1x���rzt­_khs« Qb_ _lPSV¦Xl��TWV�_dtzTWV{£]oIV�_�� oStz���jV<~lX:�U�{�fV"@ ª�S~lV<XlX/XnqsT/V�Xd����_ltz�{rQ�{Xd�IV<�Æ_�X���_/TWVUTpo�~l�{�SV<X<£K�{� �{Xd�ºV��Æ_W�{�S�S~dq1�{��PSV<�¦o1h �{TpoStuV<�s_�Xn_ hirzV��U�{rz�UxSrzt
6�Bb��~��;:1£+�%}�Y + �5P�7Ì«dQm� �s�8PSqj�p�S~lV<�jV���V<XlXdq{~Zq{§��I�S 3¡�¢°¥b�sXZ��~dV�XnVU�1_dV��8tu� 6 �+M��T:<75£�tz�s_l~dqS�jx���tz�S|
_lPSV�tw�jV<��q{§KTpxSru_dt ª �S~dq{®�rzVpqsoi�kV��Æ_lXy§¨q{~]XnhjXn_dV<TWXyoStzq{rzq{|sh{«lQb_¯_dPStwXy_dtzT/Vs£�PSq=¥bVU¬{VU~�£Itu_¯¥b�sXZ�Sq{_¯h{V�_�UruV���~ZPSq�¥ _lq�V"@j�S~lV<XlXZXnx���P8q{oj�kV<��_lXZtz�C�¤TWq{~lVp��qs��XdVU~d¬���_dtz¬{V�rw���S|sx���|sV�¥%t­_lP8��~dqs�ºV<~yXnhi�1_l��@:�{���
XdVUT����1_dtw�UX<«

*��������[%b'
� OQPSV8��qs~dV�q{§ �I�S 3¡�¢ tzX�tz�s_d~lqj�jxº��V<� tz� YjV<�Æ_ltuqs� � �{��� turzrzx�Xn_d~���_dV�� §¨q{~�TWqj�jV<rutz�S|
TWq{rzV<�UxSrw��~¤oStz���jtz�S| ��_�q=¬{V<~drw�����Stu��|¦Xntu_lV<X¤tz� YiV��Æ_dtzq{� / « �I�� 3¡�¢ � X�TpxSru_dt ª �S~dq{®�rzV:qsoi�kV��Æ_�X¤¥%tu_dPtz�SPSVU~ltu_l�{����V¯�{~dV¯�jtwXl��x�XlXnV��¤tu� YjV<�Æ_ltuqs�nP�« BbO%\CBbX�§¨q{~%�lPSV<T/tw�U�{rF~dV��{�Æ_ltzq{��X,tz� YiV��Æ_dtzqs� :pT/q{_dtz¬���_dV
_lPSV¯Xn_dqS�lP��sXk_ltz�yXnV<TW�{�s_ltz�<X,q{§Z�F�S 3¡�¢!tz��YjV<�Æ_ltuqs�#�S«	a ��YiV��Æ_dtzq{� �i£i¥bV¯XnP�q=¥ P�q=¥ _dq�V<����qj�jVytz�S�Sxj_
����_n_lVU~l��XQo1h#�/���{T/tz�S|��jtwXl��tz�Srutz�SVs«

� � �/�����	��

�����U���������b

���b�#������� ����� 1 "
�����°� 
]�Ê��$Q��"��

� V,�S~lV<XdVU�1_+_lPSV��Uq{~lV q{§K�I�S 3¡�¢ AfB�q{~lV%�I�S 3¡�¢ DÆ£=¥%PStz��P
twX��%�SV<¥¦Xn_dqj��P��sXk_ltz�
π ª �U�{rz�UxSrzx�X+¥%tu_dP
tz�S�Sxj_����_n_lVU~l��XU«�OQPStwX�rw��_n_dV<~	rz�{�S|{xº��|{V�VUrzVUTWVU�1_ ¥b�{X��S~lVU¬itzq{x�Xdruh��S~dqs�IqsXdV<��§¨q{~�_kh1�IV����Uq{���UxS~d~lVU�1_�q{oj�kV<��_lX

A�ilk ¡�¢ DÊtu�
_dP�Vb�{Xdh1�º�lPS~lq{��q{x�X
π ª �<��rw��xSrzx�XÊo1h�mK�sXd�Uq{���UVUrzqsXÊ�����
O�qs±{q{~lq 6 },\ N + � / £�myO=8 / 7Ì«�a �S�Sxj_����_n_lVU~l��X	�{~dVbTWq�_ltu¬���_lV<�poih
����_n_lVU~l��T���_��lP�tu�S|]tz��§¨xS���Æ_ltzq{����rS�S~lq{|{~���TWTWtu�S|yrw���S|sx���|sV<X�q�§º_dP�V%\UN

§Ä�{T/tzrzh{£Êo�xj_p��rzqsXdVUrzh:_dtzV<��_dq8��q{TWTpxS�Stw�U��_dtzq{� tz� � XdT���~d_]T������SVU~�«3Q��S~dqS��V<XlX]�U�{��qs�Srzh8~lV<��V<tu¬{V
_lxS�SrzV<XQ§¨q{~%¥%P�tz��P�tu_m�S~lq=¬itw�jV<X%�/TW��_l��PStz�S|Wtz�S�Sxj_Z����_d_dVU~l�+«
OQPSV�¬{qj�<��oSxSrw��~lh ��qs��XntwXn_lX�q{§y�{� tz�j®��Stu_dV:XdV�_�q�§ �_	)��%)%&'"�=%b� W '"


N = {x, y, z, . . .}
£�� XnVU_

q{§�� #(���_'"


$%&� W '"

A
£	�{���¦�:XdV�_�q�§ !
��%b���c���5% %b� W '"


f ∈ F
« aÌ_
®)@iV�Xp��~lt­_ltuV�X]§¨q{~p�S~lqj��V�XdX
�����

ÝÒá�É+ÝÒâ
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������������������������ 
�!"��#$����%&�"��#�#('�%)�+*�,.-�'
����
 :

}K~lqj��V�XdXdV<X
P ::= P1 | P2

����~���rzrzVUr��Uq{TW�IqsXdt­_ltuqs�
| new x:ρ. P

��P��{�S�SVUrÊ��~lV<��_dtzq{�
| C1 + . . . + Cn

Xnx�T
(n ≥ 0)

| A(x̃)
���S�Srztw�U��_ltuqs�

E¯x��{~l�jV�����~dqj�UV<XlXnV�X
C ::= x?f(ỹ).P

����_n_lVU~l��tu�S��xj_
| x!f(ỹ).P

_lxS�SrzV�q{xj_l�Sxj_
�yV�®��Stu_dtzq{�ºX

D ::= A(ỹ) , P

O���o�ruV J;hKYihi�s_���@#q�§�B�qs~dV��F�S 3¡�¢

§¨xS����_dtzq{�:�º��TWV<X<« � Vp¥%~dtu_dV
A/n
qs~

f/n
§¨q{~y��XnhiTpoIqsr+q�§K��~lt­_kh

n ≥ 0
«ba �:q{~��jVU~%_dq��{�U�Uq{xS�1_%§¨q{~


��f�<�_	)��
�������#(����'�
 £s_lPSVZ¬{qj�<��oSxSrw�{~dh���qsT/��~dtwXnV�X	§¨xS�º�Æ_dtzq{�ºX
ρ : F →]0,∞]

_dq��jVU®��SV 
��f�<�_	)��
����.� #(����'�

§¨qs~,V<¬{VU~lh/��P������SVUr5«�aÌ§�XnqsT/Vm§¨xS����_dtzq{�

ρ
twX��sXdXdtu|s�SV<�/_dq

x
_lPSVU�

ρ(f)
twXK_dP�VZ~���_lVmq{§F_lPSVy����tz~

(x, f)
«

OQPSV�Xnhi�s_���@ q�§ B�qs~dV��I�S 3¡�¢ twXy�jV�®���V<�:tz�8O��{oSruVnJ�« � Vp¥%~lt­_lV
x̃
§¨qs~m®��Stu_dVs£I�Iq1XdXdtuo�ruh#V<T/�S_ h

XdV<v1xSVU�º��V<X%q�§ ��P������SVUrwX
x1, . . . , xn

¥%PSV<~dV
n ≥ 0

« � PSV<�SVU¬{V<~m¥�V�xºXnV]_lxS�SrzV<X
f(x̃)
q{~%_dVU~lT�X

A(x̃)¥�V/�{XlXnx�T/V
_dPº��_y_dPSV��ixSTpoIVU~¯q�§,�{~d|sxSTWVU�1_lXeA¨_dPSV/ruV<�S|�_lP8q{§
x̃
DmtwXyV<v1x���rÊ_lq¤_dP�V�~dV�Xn�IV��Æ_dtz¬{Vp�{~dtu_kh

q{§
f
q{~

A
«�}K~lqj�UV<XlX
V"@j�S~lV<XlXntzq{�ºX
��~lV¤~����S|sV<� q=¬{V<~po1h

P
« OQPSV�qs�Srzh ��_lq{TWtz�¤V�@i��~dV<XlXdtuqs� A¨_dP���_

�<���S�Sq{_/oIV �jV���q{TW�Iq1XnV��¦tz�s_lq q�_lPSVU~�X_DptzX�_lPSV�|sx���~��jV�� ��PSq{tw��V�q�§yruV<�S|�_lP
n = 0

_lP���_�¥�V�¥%~dtu_dV
�sX

0
«nr @j�S~lV<XlXntzq{�ºX

P1|P2
�SVU�Sq�_lVW_dP�V����{~l�{rurzVUrK�Uq{TW�IqsXdt­_ltuqs��q{§b��~dqj�UV<XlXnV�X

P1
�{���

P2
« Q�_dVU~lT

new x:ρ. P
�jV�Xd��~ltzoIV<X,_dPSV¯tz�s_d~lqj�jx���_dtzq{��q�§��p�SV<¥ �lPº���S�SV<r

x
Xl��q{��tu�S|�q=¬{V<~

P �
_dP�Vy~���_lVm§¨xS����_dtzq{�

ρ
®�@jV�X%Xn_dqS�lP��sXk_ltz�¯~���_lV<X

ρ(f)
§¨q{~Z��rzr+����tz~lX

(x, f)
¥%PSVU~lV

f ∈ F
« � V
�U�{��qsT/tu_m~���_lV¯§¨xS���Æ_ltuqs��X

ρtz�:_lPSV/�jV���rw��~���_ltuqs� q{§,����P������SVUr
x
tu§���rzr�~lV<�s�Æ_dtzq{�ºXmq{�

x
��~lV
tz��Xn_l���1_l�{�SVUqsx�XU£It5« Vs«

ρ(f) = ∞
§¨q{~

�{rur
f ∈ F

«�Qm��V�@j�S~dV�XdXdtzq{�
A(x̃)

���S�SrztzV<Xb_dPSV
�jV�®���t­_ltuqs��q�§	���º��~���TWV�_l~dtw�Z�S~lqj��V�XdX
A
¥%tu_dP �s�Æ_lx���r

���{~l�{TWV�_dV<~lX
x̃
«

Q XdxST q�§�|{x��{~l�SV<�¤�S~dqS��V<XlXdV<X
C1 + . . . + Cn

q54FVU~�Xb�/��PSq{tw��V¯oIV�_k¥�VUV<�
n ≥ 0

�Uq{TWTpxS�Stw�U��_ltzq{�
�{r­_lVU~l����_ltu¬{V�X

C1, . . . , Cn
«dQ�|sx���~��jV<�:tz�S�SxS_

x?f(ỹ)
�jV<Xl��~ltuoIV�X¯�#��qsT/Tpx��Stz�<��_ltuqs�C�s�Æ_�£F~lV<�s�jh�_dq

~lV<��V<tu¬sV�� _dx��SruV¤_dPº��_ptwXp��qs��Xn_d~lx��Æ_lV<� o1h
f
q�¬{VU~

x
« OQPSV#�lP��{�S�SVUrwX

ỹ
tu�¦tz�S�SxS_�|{x��{~l�SX
XdVU~l¬{V��sX

����_n_lVU~l��¬��{~dtw��o�ruV�X
�
_dP�V<XdV���~lV�oIqsxS����¬��{~dtw��oSrzV<XZ_lP���_p��~lV�~lVU�Srw�s��V<�Co1h8_dPSV¤�lPº���S�SV<rzX]~lV<��V<tu¬{V����{X

tz�S�Sxj_�«�QZ�8q{xj_l�Sxj_y|{xº��~��jV<���S~lqj��V�XdX
x!f(ỹ).P

�SV<Xl��~dtzoIV<XZ�¤��qsTWTpxS�Stw�U��_ltuqs�:�s�Æ_Z¥%tzrzrutz�S|�_lq�XdVU���
_lxS�SrzV

f(ỹ)
q�¬{VU~%��P������SVUr

x
�������Uq{�1_dtz�1xSV
�{X

P
«

Q)�jV�®���t­_ltuqs� q�§b���{~l�{TWV�_d~ltw�p��~dqj�UV<XlX¯P��{X]_dPSVW§¨qs~dT
A(x̃) , P

¥%P�VU~lV
A
tzX
���S~lqj�UV<XlX¯����TWV

¥%tu_dP
x̃
�sX�§¨q{~lT���rj���{~l�{T/VU_dV<~lX AÒ_lP���_,tzXK�]XdV<v1xSV<����VQq{§IoIq{xS�º�/��P������SVUrwX_D�« � q�_lVb_lP���_�£�§¨qs~ TWqj�jVUrztz�S|

�Uq{�1¬{V<�StzVU����Vs£I¥�V��{rurzq�¥
P
_dq���qs�s_l�{tu�:§¨~lVUV���P��{�S�SVUr����{T/V�XZoIV<Xdtw�jV<XZ_dPSV����{~l�{TWV�_dV<~lXmtz�

x̃
« OQPSV

XdV�_Kq�§ !
# '
'��
	���%�%b'��)%b� W '�
 §¨q{~ �S~lqj�UV<XlXnV�X
P
�{����|sx���~��jV<���S~dqS��V<XlXdV<X

C
�{~dV%�jVU��q�_dV���oih !��

(P )
���º�

!��
(C)
~dV�Xn�IV��Æ_ltu¬{V<ruhs«KOQPSV<~dV
��~lVy_lPS~lVUV
Xd�Uq{�IV]o��{~dtz�S|���qs��Xk_l~dxº�Æ_lX�h �SV<¥foStz���jV<~

new x:ρ. P
£�tu�S��xj_

����_n_lVU~l��X
� ?f(x̃).P

£j���º�¤�SV�®��Stu_dtzq{��X
A(x̃) , P

« S�q{~lT���rzruhs£{_lPSV<XdV¯XdV�_�Xb��~lVy�jV�®��SV��¤oihWtz���jx���_dtzq{�
qs��_lPSV
Xn_d~lx��Æ_lxS~dV]q{§	Xnx���P�V�@i��~dV�XdXdtuqs��Xbtu�:O���oSrzV
�j«
� VZ�jVU®��SV%_dP�VZXk_lqj�lPº�{Xn_dtw� ª §¨~dV<Vbqs�IVU~���_ltuqs����rSXnV<TW�{�s_ltz�<X q�§I_lPSV π ª �U�{rz�UxSruxºX	tz�W_dV<~dT�X q{§��]oStz����~lh~lVUrw��_ltuqs�#oIV�_k¥�V<VU� V"@j�S~lV<XlXdtuqs��XU£i_dPSVpXnq��<��rzruV��pAÄq{�SV
Xk_lVU��DQ~dV��jx���_dtzq{�+« � V�¥%tzrurÊrz��_dVU~m~dVU®��SV�t­_m_dq¤�

É�É°Ï5s)t�u"v
t
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!��
(x?f(ỹ).P ) = {x} ∪ (

!��
(P ) − {ỹ})!��

(P1 | P2) =
!��

(P1) ∪
!��

(P2)!��
(x!f(ỹ).P ) = {x} ∪

!��
(P ) ∪ {ỹ}!��

(new x:ρ. P ) =
!��

(P ) − {x}!��
(C1 + . . . + Cn) =

!��
(C1) ∪ . . . ∪

!��
(Cn)

O���oSrzV
��h S�~lVUV]¬��{~dtw��o�ruV�X

(P1|P2)|P3 ≡ P1|(P2|P3) P1|P2 ≡ P2|P1

. . . + C1 + C2 + . . . ≡ . . . + C2 + C1 + . . . P |0 ≡ P
new x:ρ. (P1|P2) ≡ P1| new x:ρ. P2

t­§
x /∈

!��
(P1) P1 ≡ P2

t­§
P1 ≡α P2

new x1:ρ1. new x2:ρ2. P ≡ new x2:ρ2. new x1:ρ1. P
tu§

x1 6= x2

O���o�ruV / h Q�@itzq{T�XQq{§�_dPSV
Xn_d~lx���_dxS~���r+��q{��|{~lxSVU���UV

_lVU~l����~lh�~lVUrw��_ltuqs�C�{�S�jtz�S|�Xn_dqj��P��sXk_ltz�prz�{oIVUrwXU«
OQPSV�~lV<�jxº�Æ_dtzq{�C~lVUrw��_ltuqs�8twX¯�Uruq1XnV��:xS���SVU~¯_dPSV/x�Xdx��{r
Xn_d~lx��Æ_lxS~���r+��q{�S|s~dx�VU���UV�oIV�_k¥�VUV<��V�@i��~dV�XdXdtuqs��X<«
OQPSV 
��c#��)���c��#(�5� �_�5%T\Z#��)'"%&�_' twX%_dPSV�XnT��{rurzV<Xn_m~lVUrw��_dtzq{� tz���jx��UV<� oih�_dP�Vp��@jtzq{T�X%tu�8O��{oSruV / «baÌ_

tw�jVU�1_dtu®�V<X
V"@j�S~lV<XlXntzqs��X¯TWqj�jxSrzq:�sXdXdqj��tw��_ltu¬itu_ hC����� ��qsTWTpxj_l��_dtz¬1tu_khCq�§Q���{~l�{rurzVUrK��qsT/�Iq1Xntu_dtzqs�+£+t5« V{«
_lPSV�qs~l�jV<~ptu�

P1| . . . |Pn
�jqiV<Xp�Sq{_�TW��_n_lVU~�£	q{~��jVU~ptz���jVU�IV<���jVU�º��V#q�§Z��ru_dVU~l����_dtz¬{V<X
tu� XnxST�X<£ �{���

Xl��qs�ºV�V"@i_l~dx�Xdtzq{�+« � V���rwXnq��{XlXnxSTWV#��qs�S|{~lxSVU�º��V¤q�§
α ª ��qs�1¬{VU~d_ltuoSrzV¤�S~lqj�UV<XdXdV<X<£�t5« Vs«C_dP���_W�U��� oIVqsoj_l�{tu�SV�� §¨~lq{T'���Sq{_dPSV<~yo1h:~lVU����TWtz�S|�oIq{x����8���{T/V�XU£F¥%tu_dPSqsxj_��U���S_dxS~ltu��|¤§¨~lVUV�����TWV�XU«3A3YiV<Vp§¨qs~

tz��Xn_l���º��V 6 ?mqs�)8s�<7+§¨q{~m��§¨qs~dT��{r��SV�®��Stu_dtzq{� q�§
α ª ��qs�1¬{V<~lXdtuqs�+« DO��{oSruVeP��jVU®��SV�Xm_dPSV #('_Y��)��������% #('"�g��������% «¯OQPSV
®�~�Xk_¯��@jtzq{T�_lVUrzrzXZP�q=¥ _lq¤tz�s_lVU~l�S~lV�_¯�lPSqstz�UV<X

�
tu_

�Uq{TW�S~dtwXdV<Xm��P����S�SV<r��Uq{TWTpxS�Stw�U��_ltzq{�:�{��� ����_d_dVU~l�:T���_l��PStz�S|�«QaÌ_¯���S��rutzV<X%_dq¤_ ¥�q��Uq{TW�SrzVUTWVU�1_l��~lh
T���_��lP�tu�S|#�{r­_lVU~l����_ltz¬{V<Xmtz�8���{~l�{rurzVUr��lPSqstz�UV<X<£I�{�8q{xj_l�Sxj_]��ru_dV<~d�º��_dtz¬{V

x!f(ỹ).P1
¥%turzrztu�S|�_dq#XdVU�º�8�

_lVU~lT
f(ỹ)
�����8���8tu�S�SxS_¯����_d_dVU~l�

x?f(z̃).P2
qs� _lPSV�Xl��TWVp��P����S��VUr

x �
_lPStwXZ����_n_lVU~d�8T���_��lPSV�XZtu�

_lP���_yt­_ytzXmo�xSturu_yx�Xdtu�S|�_dP�VpXl��TWV]§¨xS�º�Æ_dtzq{�CXnhiTpoIqsr
f
«Q�%V��jx���_dtzq{�8�U�{����V<rzXZ��rzrÊq�_dP�VU~y��ru_dVU~l����_dtz¬{V<X<£

XdxSo�Xn_dtu_dxj_lV<XK_lPSVm�º��_n_lVU~l� � XK¬���~ltw��oSrzV<X
z̃
oihp_lPSVZ~dV���VUtz¬{V��W�lP��{�S�SV<rzX

ỹ
tu��_dPSVy��qs�s_dtz�1xº��_dtzqs�

P2
q�§F_lPSV

tz�S�Sxj_�£��{���#~lV<�jx��UV<Xb_dP�V�~dV�XnxSru_%tz�����{~l�{rzruV<rF¥%t­_lP�_dPSV
��qs�s_ltu�ix���_ltuqs��q�§�_dP�V�q{xj_l�Sxj_
P1
«

*�%�� 
 W �5�f�
	 �[% \F�c� � ��'"
 �
��% ,
'3#('_�
'"� ��'_YC� ��'"#$�U�_	)��%�%b'�� � cZ_dP�VU~]XdVU�º�jtu�S| ��_d_dV<T/�S_lX�Xnx�Xd�IVU�º�
xS�1_dtzr�� XnxStu_l�{oSrzVCtz�S�SxS_ ����_d_dVU~l� oIV<��qsTWV<X#�=¬��{turw��o�ruVs«�OQP�tzX#§¨�s�Æ_ �S~dq�¬{V<X�V"@i_l~dV<TWVUrzh�x�XdV�§¨x�ry§¨qs~
�Uq{����x�~d~lVU�1_]TWqj�jVUrztz�S|�«��m�Iqs� ~dV���VU�S_dtzq{�+£�_lxS�SrzV<X
�{~dV/tzTWTWV<�jtw��_lVUrzhC�jV���qsT/�Iq1XnV���£+tz� ��qs�s_d~��{Xn_¯_dq
_lPSV

π ª �U��rw��x�rux�XQ¥%tu_dP:�S��_���_dV<~dT�X�6 `b}�my�T:�75«OQPSV����S�Srztw�U��_ltuqs� ��@jtzq{T^xS�j§¨qsrz��X�q{�SV#q�§m_dPSV �jV�®��Stu_ltuqs��X�q�§m_dPSV�����~���TWV�_l~dtw���S~lqj��V�XdXdV<X
tz� �
|stu¬{V<��XdV�_

∆
« Qm� ���S�Srztw�U��_ltzq{�

A(ỹ)
~lV<�jx��UV<X¯tu� q{��VWXk_lVU�C_lq �jVU®��Stu_dtzq{�

P
tu� ¥%PStw�lP�_dP�V�§¨qs~dT��{r

���{~l�{TWV�_dV<~lX
ỹ
¥�VU~lV ~lVU�Srw�{�UV<� o1h _dP�V8�s�Æ_dxº��rm����~���TWV�_lVU~�X

x̃
« }	��~���TWVU_d~ltz� �jVU®��St­_ltzq{��X¤TW�=h oIV

~lV<��x�~lXdtu¬sV{£jV{« |º«
A
TW�=h�qS�U��xS~mtz�

P
«b�%V<�Sx��Æ_ltuqs�:�<��� oIV
�{�S�SrztuV���tz�:�{~doStu_d~���~lh¤�Uq{�s_lV"@i_�XU£�PSq=¥bVU¬{VU~

�Sq{_%xS�º�jVU~Z�lPSqstz�UV<XQq{~%tz� �jVU®��Stu_dtzq{��X<«
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B�q{TWTpxS�Stw�U��_dtzq{�+£��lPSqstz�UV{£S�{���#����_n_dV<~d��T���_l��PStu��|)h
x!f(ỹ).P1 + . . . | x?f(z̃).P2 + . . . → P1 | P2[z̃ 7→ ỹ]

t­§
z̃
§¨~lVUV¯§¨q{~

ỹ
tz�

P2Qm���Srutw�U��_dtzq{��q{§	�jV�®º�St­_ltuqs��X�h
A(x̃) → P [ỹ 7→ x̃]

tu§
A(ỹ) , P

tu�
∆
£������

ỹ
§¨~lVUV¯§¨qs~

x̃
tu�

P
B�q{�1_dV"@i_Z�������Uq{�S|s~dxSV<����V]�Uruq1XnxS~lVZh

P → P ′

new c:ρ. P → new c:ρ. P ′

P → P ′

P | Q → P ′ | Q
P ≡ P ′ P ′ → Q′ Q ≡ Q′

P → Q

O���o�ruV�P�h �%V<�Sx��Æ_ltuqs��~lVUrw��_ltuqs��§¨q{~m��®��Stu_dVpXnVU_%q{§	�jV�®��Stu_dtzq{�ºX
∆

���������	��
�����
����������

�	� ��������� ���  �	� ���������!� �� tz�s_dV<~l�s�Æ_ltuqs� �jV<rz�=h
"$# ��� "$# ��� ��%'&��'(*)+�, _ltuTWV<�
&�-	./(0) "$# ��� ���!%'&/1 -�203��4 tzTWT/V��jtw��_dV
&�-	./(0) &/1 -52036��) ��%'.�(/&��'(*)+�, _ltuTWV<�
"$# ��� &/1 -52036��) ���!%'./(�&/1 -�203��4 tzTWT/V��jtw��_dV
"$# ��� "$# ���

��7��98:��;=<+>?�@�6A5��B*���DC?
��

S�tz|{xS~lV JZh,cy¬{V<~drw�����Stu��|/Xdt­_lV<X � ����� ���

OQPSV,Xdh1�1_l�5@yq{§1_lPSV,oStzqj�lPSV<TWtz�<��rsXk_lqj�lPº�{Xn_dtw�
π ª �U��rw��x�rux�X+tzX+_dPSV�Xd�{TWVK�{X+q{x�~lX�V�@j�UVU�j_Ê§¨q{~+§¨xS���Æ_ltuqs����{TWV<XU« � V/�U�{�8V"@j�S~lV<XlXm�Iq{rzhs�{�jtw��tz�S�SxS_]���º�:q{xj_l�Sxj_¯o1h x�Xdtz�S|#�jxSTWTph�§¨x����Æ_ltuqs�8�º��TWV<X@EGFÊ IH

i§¨qs~m��rzr+��~ltu_dtzV<X
i ≥ 0

tu��§¨q{rzruq�¥%tz�S|WXdPSq{~d_l�Uxj_lXb§¨qs~m��rzr+XdV<v1xSVU�º��V<X
ỹ
q�§	��P����S��VUr+����TWV<XQq{§�ruV<�S|�_lP

i
h

x?(ỹ).P =def x?(
EGF+ IH

i(ỹ)).P
�{���

x!(ỹ).P =def x!(
EGF+ IH

i(ỹ)).P

J K �
��$%�b�#�U
��ML���" 2���"ON 
]� &QP
$Q�	��
 �����U"RNg������$%�

� V
tz�1_d~lqj�jx���V�_lPSVpTWqj�jVUrztu��|��Iq�¥�V<~mq�§
�I�S 3¡�¢ o1h�V�@j�{TW�SruV�X%_dP���_Zqj�<��xS~m§¨~dV�vsx�VU�s_lruh�tz�8XdhjXk_lVUT�X
oStzq{rzq{|sh{« � Vp��q{�ºXntw�jVU~%q�¬{V<~drw���S�Stz�S|WXdtu_dV<XQ_lP���_y��rzrzq=¥ §¨q{~Z��Xntz�S|sruV�¬1twXdt­_lq{~m��_Z��_ltuTWVnA¨q�¬{VU~lrz�{�S�Stz�S|
XdVUT����SP�q{~lV<X
DÆ«�OQPStwX	Xdt­_lx���_ltzq{�p§¨~dV�v1xSVU�1_drzh
�{�S�IV<�{~lX�tz�/XdhjXk_lVUT�X�oStzq{rzq{|sh]¥%PSVU�/TWqj�jVUrztz�S|¯TWq{rzV<��x�rz�{~
oStz���jtz�S|�«
� Vy~lV<Xn_d~ltz��_,qsxS~�XnV<ru¬{V�X	_lq
_k¥�qpq�¬{VU~lrw���S�Stz�S|pXntu_dV�X � ����� �S� �sX,turzrzx�Xk_l~���_dV���tu� S�tu|sxS~dVeJTAÄ�;DÆ« r,�s�lP

q{§�_dPSV<T �<��� oIV
VUtu_dP�VU~m§¨~dV<V{£�oIq{xS�º��£�qs~%oSrzqj��±{V<��«%cy�Srzh�§¨~dV<V
Xdt­_lV<XZ�U��� oIV
oIq{x�����oih#¬itzXdtu_dq{~�X<«Ka �
_lPStzX¯�U�sXnVs£S_lPSVpq{_dPSV<~Zq�¬{VU~lrz�{�S�Stz�S|¤Xdt­_lVpTpx�Xk_¯oIV<�Uq{TWV
oSrzqj��±{V<��« � VpTWqj�jV<r�Xntu_dV�Xy�{XmTpx�r­_lt ª �S~lq�®�rzVqsoi�kV��Æ_y¥%tu_dP:_dP�~dV<V
�S~lq�®�rzV<X �	� ���/T "$# ��� £ �	� ����TU&�-�.�(*) £º����� �+� ����TU&�1 -52036��) «=S�tz|{x�~dV��W��~dV�XnV<�s_lXm_dPSV<tu~
�jVU®��Stu_dtzq{��X	oihpXdxST�X�tz��_dPSV

π ª �U��rw��x�rux�X<«�`bV�Xntw�jVbq{§ºtu_lX	q�¥%��tw�jVU�s_ltu_ hRV � £{�]Xntu_dVQtwX	����~���TWV�_l~dtgKUV���oih
_lPSVptw�jV<�s_dtu_kh q{§ _dPSV -��6W*� # q=¬sVU~lrz�{�S�Stz�S|¤Xdt­_lV{«yOQP�V��jV�®º�Stu��|#XdxST�XyXd�IV<��tu§¨h tu�1_dVU~d§Ä�{�UV<Xm§¨q{~y�S~lq�®ºruV�XU£

É�É°Ï5s)t�u"v
t
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+,�"!-�,A�BC��9D��!FE����#G
,

+H�I!-��J�KD�*� �,ALB,��9M��!FE����#G
+H�I!-��J�KD�*� �,ALB,��9D��!FE����#G

,N B,��OP4��5��6QA�G N +>�	!L�RJS4F��;��R6,ALB,��9D��!FE����#G 7#7T!M�"BU�#6V B,��OW4��X��Y�Z[A�G N +W�X!D��J\4��]��Y�ZR�R6:ALB,��9D��!FE����-G 7#7^�=B_BU�#6��X�F!��V ��!RE�����`F;���4��]��Y�Z,A�G N +H��!3��J�KD�*���HALB,��9M��!RE����#G 7F7^�"B\BU�-6��X�R!L�
+��a!�� JS4#��;��F6CA�B,��9M��!RE����#G

,B,��O>;���4��=� 6bA�G N +H��!3��J�KD�*���HALB,��9M��!RE����#G 7F7T!D�=BU�-6V ��!RE�����`R4��X��Y�Z[A�G N +��a!��RJS4F��;��R6,ALB,��9D��!FE����#G 7F7^�"B\BU�-6��X�R!L�
+W�X!D��J\4��]��Y�ZR�R6:ALB,��9D��!FE����#G

,B,��OP;���4��]��Y�Z,A�G N +H��!3��JUKM�c���,A�BC��9D��!RE����#G 7F7^�=B_BU�#6��X�F!��

S�tu|sxS~dV
��h�cy¬{VU~lrz�{�S�Stz�S|/Xdtu_dV<X%TWqj�jxSrzV

t5« Vs«u£Q¥%PStw�lP�§¨xS����_dtzq{��X���~lV�qZ4IV<~dV�� q{~¤�����SrutzV<�²���º� q{�²¥%PStw�lP ��P����S��VUrwXU« }K~dq{®�rzV �	� ���/T "$# ��� §¨qs~
tz��Xn_l���º��V{£SqZ4IV<~lXb§¨x����Æ_dtzqs��X &��'(*) ���º� &�1 -5203 o1h�¥%P�tz��P tu_Z�U�{��oIV<�Uq{TWV &�-�.�(*) qs~ &/1 -�203 �S) £S���º���<���
�{�S�Srzh�§¨xS����_dtzq{� .�(/&�1 -5203 q�§�_dPSV -��6W*� # Xdt­_lV{«
\:xSru_dt ª �S~lq�®�rzV¯q{oj�kV<�Æ_�XbhituV<rz�#���#VUrzVU|1���s_%Xnqsruxj_ltuqs�¤_dq/V"@j�S~lV<XlXbXnV<TW�{�SPSqs~dV�X+AÄXdt­_lV<Xb¥%tu_dP ��_QTWqsXn_qs�SVK¬itwXntu_lq{~�DÆ« Q ¬itwXntu_dqs~��U�{��qs�Sruh¯o�tu����_dq "$# � � Xdtu_dV<X�Xdtz����V,�SqZq�_lPSVU~��S~lq�®�rzVKqZ4IV<~lX+_dPSV &��'(*) §¨xS����_dtzq{�+«

OQPStwX�V"@j�Srzq{tu_lX¯_lPSV¤��rzVU¬{V<~
��qsxS�Srutz�S| oIVU_ ¥�V<VU� ����_n_dV<~d� TW��_l��PStz�S|:���º� Xdh1�º�lPS~lq{�StgK<��_dtzq{��o1hCtz�S�Sxj_
����_n_lVU~l��XU«
OQPSV�TWqsXn_]_lV<�jtzq{x�X
�sXn�IV��Æ_
q�§bq�¬{VU~lrw���S�Stz�S| Xdt­_lV<X�twX]_dq:±{VUV<� Xn_l��_dV�X��Uq{��XdtzXn_dV<�s_�« � P�VU�SV<¬{VU~p�

Xdt­_lVp|sV�_lX &�-�.�(*) £ºtu_�XZq�¬{VU~lrw���S�Stz�S|¤�ºV<VU~yTpx�Xn_ed 
 
 ´ ¹ d �j� ´ ! µ oIV���qsT/V &�1 -52036��) £ºt3« V{«y¥%tu_dPSqsxj_]���ih
V<rz�{��XnVQq�§FXdtuTpxSrw��_lV<�p_ltuTWVs«	OQPSV%�s�Æ_lq{~ �	� ���/TU&�-�.�(0)	� V �/� -��6W*� #  V<�j§¨q{~���V�X�_dP�tzX o1h��{�S�Srzh1tz�S|¯§¨xS���Æ_ltuqs�
&�1 -5203 q{�Wtu_lXK�IVUV<~<«	OQPSVmXn_dqS�lP��sXk_ltz�Q~l��_dV%q�§I_dPStwX §¨xS����_dtzq{���SVUV��SX TpxºXk_K_dPix�XKoIV

∞
«	OQPStwX _dV<��PS�Stwv1xSV

¥�qs~d±jXQq{�Srzh�tu§	tzT/TWV<�Stz��_dV]_l~�����Xdt­_ltuqs��XQP��=¬{V]�S~ltzq{~lt­_kh¤q�¬{VU~Q_dtzTWV ª ��qs��Xnx�T/tz�S|�q{�SV<X<£�������xS���SVU~%_lPSV�sXdXdxSTW�j_dtzq{�C_lP���_�§¨xS���Æ_ltuqs� &�1 -52�3 tzX]tzTWTWV<�jtw��_lV{«3?mtz|{PSV�Xk_��S~ltzq{~lt­_kh:q�§btuTWTWV<�Stz��_dV/_l~l�{��Xdt­_ltuqs��X¯tzX
|sx���~����1_dVUV���oih�_dPSV/Xn_lqj�lP��sXk_ltw�
XdVUT����1_dtw�UXm_lq#��qsTWV AÄXdVUV�~dxSrzV A=f E�gIDmtz��O��{oSruV :5D�«¯OQP�tzXy¥b�=h{£I¥�V
Xdq{rz¬{V¤��_dV��jtzq{x�Xp��_lq{TWtw��tu_ h��S~lq{oSrzVUT�X�¥%P�turzV���¬sq{tw�jtu��| PSV���¬itzVU~
V"@i_dV<��Xntzqs��X�q�§Q_dPSV

π ª �U��rw��x�rux�X�oih_l~l�{��Xd�s�Æ_ltuqs��X+6�B�},�s��7Ì«
cy�SV��IqsXlXntzoSrzV¤XnV<v1xSV<����V�q{§%Xk_���_lV¤�lPº���S|sV<X]twX�|stu¬sVU� tz�LS�tz|sxS~dVFJ;AÄo�D�«#a �St­_ltz�{rurzhs£�¥�V��{XlXnxSTWV¤�

���{~l�{rurzVUrF�Uq{TW�IqsXdtu_dtzq{��q�§Ê_k¥�q�§¨~lVUV�Xntu_dV�XQ�����¤_k¥�q/§Ò~lVUV]¬1twXdt­_lq{~�XU«	OQPSV¯®�~�Xk_Q�º��~���TWV�_lVU~bq�§ �	� ����T "$# � �
~lV�§¨VU~�Xb_dqWtu_lX%tw�jVU�1_dtu_kh#�{����_dPSV
XdV<�Uq{����_dq�t­_�X%�ºV<VU~�� X�h

�	� ���/T "$# �������S� �
′
 

|
�	� ���/T "$# �������

′
� �� 

| h � �6� ��- # T "$# � � | h � � � ��- # T "$# � �
−→

�	� ���/TU&�-�.�(*)+���S� �
′
 

|
�	� ���/T "$# �������

′
� �� 

| h � �6� ��- # T "$# � � | h � � � ��- # TjiS� ���� 
6−→

�	� ���/TU&�-�.�(*)+���S� �
′
 

|
�	� ���/TU&�-	./(0)	���

′
� �� 

| h � �6� ��- # TjiS� ���  | h � � � ��- # TjiS� ��� ′  OQPSVZ®�~�Xk_b~lV<�jx���_dtzq{��Xn_dV<��twXb�����{�S�Srztz�<��_ltuqs�¤q�§+§¨xS���Æ_ltuqs� &��'(0) q{§ � o1hW_dPSV]XnV���qs��� h � � � ��- # T "$# ����jVU®��SV<�ptz� S�tu|sxS~lV / £�¥%P�tz��P���qs��XdxSTWV<XÊ_dtzTWV{« � q�¥ �	� ����T "$# � �/�����!� �� P��{X��Z�Iq�_lVU�1_dtw��ri��PSq{tw��V�oIVU_ ¥�V<VU�
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� �5���"!F�,�(A�G
,

�S�"� ��!3�H��JSK-� ���jA�G
�S�"� ��!-� �DJSK3� ���jA�G

,
�W`F4��5��6 A�G N �U�"�#��!M�P�LJ ��!>A-��GV � ′ `#4��5��6 A�G N �U���F�I!3�P�LJ ��!�A#� ′ G

�U���F�I!3�P�LJ ��!>A����5!R�[G
,

���5!R� `-;���4��=� 6jA�G N �S�"�R�"!3�H��JSK-� ���jA�G

S�tu|sxS~lV / h mytzXdt­_lq{~�XbTWqj�SxSruV]§¨q{~mXdtu_dV<X � �{��� � �

� _dtzTWV#��q{�ºXnxSTWtz�S|:_d~�����Xdt­_ltuqs� ¥%PSVU~lV�§¨xS���Æ_ltzq{� &��'(0) q�§ ��� twXp���S��rutzV<� oih�_dPSV¤®�~�Xk_ h � �6� ��- # T "$# � � £�{��������tzT/TWV<�Stz��_dV/_d~�����Xdtu_dtzq{���{�S�Srzh1tz�S|#§¨xS���Æ_ltuqs� &/1 -52�3 q�§ ��� o1h �	� ���/TU&�-	./(0)	����� ���  «
}K~ltzq{~lt­_kh:tzX
|stu¬{V<��_lqWtzT/TWV��jtz��_dV]_d~�����Xdtu_dtzq{��X<£jXdqWq{�Srzh�_lPSV�rz��_n_lVU~Q§¨xS�º�Æ_dtzq{�:�<����oIV��{�S�SrztuV���«
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−→
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′
 
|
�	� ����TU&�1 -52�3 ��)+���

′
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| h � � � ��- # TjiS� ���� | h � �6� ��- # T "$# ���OQPSVU~lVUo1hs£�t­_�oIV<�Uq{TWV<X¯tuTW�IqsXlXdtuoSrzVp_lq�VU�s_lVU~]tz�s_lq ����VU~l~dqs�SVUq{xºXZ�Uq{�j®º|{xS~���_ltuqs�:tz��¥%PStw��P�oIq�_dP
�	� ��� X%��~lV &�-�.�(*) «

� K �#�Æ�������#�	��� ��$ &)(�*+$%�,��� � ����� 1 "��#$Q�	����
p"#�b$

OQPSV�§¨xSrzrW�I�S 3¡�¢ rw���S|sx���|sV:§¨V���_lxS~dV�X#TpxSru_dt ª �S~dq{®�rzV�q{oj�kV<��_lX�¥%tu_dP Xn_l��_dtw�Ctz�SPSV<~dtu_l�{����Vs«)a � _dPStwXXdV<�Æ_ltzq{�+£ � V
�jV�®º�SV]_dPSV�XnV
��qs����VU�S_lXb§¨qs~dT���rzrzh¤�{����XdPSq=¥fPSq�¥ _lq���qsTW�SturzV¯_lPSVUT�_dq B�q{~lV��I�S 3¡�¢¤«
�I�S 3¡�¢°XnxS�S�Iqs~n_�X%_lPSV�����~��{�Stu|sT°q�§	�kTWqsruV���xSrzV<Xy�{Xy��q{�º��xS~l~dV<�s_Zqsoi�kV��Æ_lX�
p�¤~lV�®���VUTWVU�s_¯q�§ _lPSV

���{~l�s�jtz|{T��nT/qsruV���xSrzV<X��{X¤�S~lqj��V�XdXdV<X�
�oih²�%VU|{V<¬������ YjP����Stz~lq�« *=,�-�'_���3������


�'"
 ��qs~d~lV<Xd�Iq{��� _dq
Xd�IV<��tzV<XQq�§�TWq{rzV<�UxSrzV<XU«�Q©��rw�{XlXbq{§�� W �����c�

`
� #(�����g' �Z,�-�'_��� twX%�/XdV�_mq�§	�jV�®���t­_ltuqs��XQoih�XdxST�XU£SV<�{��P#q{§

¥%PStw��P �jVU®��SV<Xm�/�S~lq�®�rzV{«

�&��

��� 1(�̃ 1) , � 1
1 + . . . + � 1

n1

. . .
�&��
��� m(�̃ m) , � m

1 + . . . + � m
nmQ T����kqs~%�s�j¬��{�s_l�{|{V¯q�§�q{oj�kV<��_ ª q{~ltuV<�s_���_dtzqs�¤§¨qs~mXnhjXn_dV<TWXQo�tuqsruqs|{tw�U��rFtwXQTWqj�jV<r�V�@1_lVU��XdtzoSturztu_ h�oihqsoi�kV��Æ_%tz�SPSVU~ltu_l�{����V{« � xSTWVU~lq{xºXbV"@S�{T/�SrzV<X%��~lV¯VUrw��oIq{~���_lV<�¤tz�p6 M]xj_��{�s�<7Ì«�Q©XdtuTW�SrzVU~m�U�sXnV¯twXQ|{tz¬{VU�

tz�LS�tz|{xS~lV$P�«8OQPStwXptzX��:�S~lq{TWq�_lVU~�£���� F��²~lVU|stuqs� �Uq{�1_d~lq{rzrutz�S| _d~����ºXd�U~dtz�j_dtzq{� tz�Stu_dtw��_ltuqs�+£	¥%PStw�lP
q�¬{VU~lrz�{��Xm¥%tu_dP ���8qs�IVU~���_lq{~Z~dV<|{tzq{�+«lQ��S~dqsTWq�_dV<~ZtwXZ_dPix�X¯rutz±{V/���Cq=¬{V<~drw�����Stu��|�Xntu_dVs£FV"@S��V<�j_y_dPº��_
tu_y�<���:tu��t­_ltz��_dV
_d~�����Xl��~ltu�j_ltzq{��¥%P�VU�:oIqsxS��� o1h ���Iq{rzhiT/V<~l�sXnVs«bOQPStzXZ�SVU¥ §¨xS����_dtzq{���{rzt­_kh�tzXy�{�S�jV��
oih�tu�SPSV<~dtu_�������Vs« � V¯�SV�@1_%�jVU®��SV¯tz�SPSVU~lt­_������UVZ§¨q{~bTpxSru_lt ª �S~dq{®�rzVyq{oj�kV<��_lX<« � V¯V�@1_lVU���#��rw�{XlX 
�&�� _dq
�&���� �sXb§¨q{rzruq�¥mX�h
� 4���� � %R)D��@�� � � 4!�
� 4����FJ0�#"FA ˜$ " G �R%F)���@���� � �&% ' "(*)

+
" V NMNMN V ' "+ )
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+
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� �=��Be�R!L� � � %R)D��@�� � +C��!#� � % � �W� !��c��!��H7#8

�(��?�/5@��
� ����BQ�F! �#� JU4-��;��#6CA�BC��9D��!RE����#G �R%F)���@���� � � %
B,�DO[���W� !�����!�� A�G N � �5�(BU� !���� J0K�� �#�,A�BC��9D��!FE����#G

S�tu|sxS~dV�P)h }K~lq{TWq�_lVU~�Xbtu��PSVU~lt­_%§¨~lq{T�q=¬{V<~drw���S�Stz�S|WXntu_dV�X

OQPStwXmXn�IV���tu®º�U��_ltzq{�#¥%tu_dP tz�SPSV<~dtu_l�{����V��U�{��oIV��Uq{TW�StzruV]tz�s_lq��SV�®��Stu_dtzq{�ºXQq{§�B�q{~lV��I�S 3¡�¢$h
� 4����FJ0� " A ˜$ " G ,

' "" V NDNMN V ' "+ )�� � 4�� 7→ � 4������
NMNMN� 4����FJ0� , A ˜$ , G ,

' , " V NDNMN V ' ,+ .�� � 4�� 7→ � 4!�����
OQPSVmXdxSo�Xn_dtu_dxj_ltuqs�W~lVU���{T/V�X ��rzrj~lV<�UxS~�Xntz¬{VQ�U�{rurwX�_lq]��~dq{®�ruV�X 
�&�� T ��� tu�1_dq�~lV<�UxS~lXdtz¬{VQ�U��rzrwX�_lq 
�&����	T �	�§¨qs~

1 ≤
�
≤

( «
�I�S 3¡�¢��S~dq�¬itz�SV<XZ�¤TWqj�jx�ruV/XnhjXn_dVUT §¨q{~y|s~dqsxS�Stz�S|�XnVU_lXZq{§,�jV�®���t­_ltuqs��XZ_dq{|sV�_lPSVU~¯Xnq¤_dPº��_y_dPSV<h

�<��� oIV
V�@i_dVU�º�jV<� oih#TpxSru_dtz�SrzVptz�SPSVU~lt­_������UV{«Q\:qS�jxSrzV<XmtuTW�Iqs~n_y�jV�®º�St­_ltuqs��X%§¨~lq{T°q{_dPSV<~lXZ�{Xmx�Xnx��{r5«
Yix���P TWqj�jx�ruV
�jV<�IVU���jV<����tzV<Xm�<��� oºV
~dV<Xdq{rz¬{V��#Xk_���_dtw�U�{rzruhs£S�{X%ruqs�S|��{XQ_dPSV<h�~lVUT���tz� �{�Uhi�Urutw��£S¥%PStw�lP
�I�� Ä¡
¢��sXdXdxSTWV<X<«	OQP�V��jVU_l�{turwXQq{§�_dPSV�TWqj�jxSrzV�XdhjXn_dVUT�X%�{~dV¯qsxj_%q{§�_dP�V�Xl��qs�IV¯q{§�_dPStwX%���{�IVU~�«
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π ª �<��rw��xSrzx�X�twX¤|sxStz�jV��²o1h _dPSV������{ruqs|{h¦_lq ��qs�s_dtz�1xSqsx�X�_dtzTWV\8�{~d±{q�¬¤�lPº��tz��X A�BbO%\pBbX_D�§¨q{~m��PSV<T/tw�U�{r�~lV<�s�Æ_dtzq{�ºXU«
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 ¥%t­_lP:Xn_l��_dV<X

q ∈ S
tzXZ��§Ä�{T/tzrzh

{Xt | t ∈ R+}
q�§�~������jqsT�¬��{~dtw��oSrzV<X�¥%t­_lP#¬��{ruxSV�X�tz�

S
« OQPSV<XdV]�jV�®���V¯�S~lq{o��{oStzrutu_dtzV<X

Pr(Xt ∈ S′)§¨qs~m��rzr+XdxSo�XnVU_lX
S′ ⊆ S

£St3« V{«	_lPSV��S~lq{o��{oSturztu_ h�_lP���_%_dP�V��S~dqS��V<XlXbtzX%tz� Xdq{TWV�Xk_���_lV]q�§
S′
��_Q_dtzTWV

t
«

Q �
��%)���[%)�)�5� 
 ��� W '�� ��#��;� �L�_	)���[%��_����� ��� twX�� ��qs�s_ltu�ixSq{x�XW_dtzTWV8Xk_lqj�lPº�{Xn_dtw�#�S~lqj��V�XdX<£,¥%tu_dP
TWVUTWqs~dhirzV<XlX
Xdq��kq{xS~l� _dtzT/V�X
§¨qs~/��rzrbXk_���_dV�XU«�\:q{~lV�§¨q{~lT���rzruhs£	�pBbO%\CB�q�¬{VU~

S
tzX/�8�Uq{�s_ltu�ixSq{xºX

_ltuTWV�Xn_dqj��P��{Xn_ltz���S~dqS��V<XlX
{Xt | t ∈ R+}

¥%t­_lPCXk_���_dV�Xmtz�
S
£º_dP���_¯Xd��_dtwXk®�V�X%_dPSV�\8�{~d±{q�¬��S~lq{�IV<~n_kh{£

t5« Vs«	§¨q{~m��rzr
q0, . . . , qn+1 ∈ S

�{������rzrF_ltuTWV��Iqstu�1_lX
0 ≤ t0 < . . . < tn+1

h

Pr(Xtn+1
= qn+1 | Xtn

= qn, . . . , Xt0 = q0) = Pr(Xtn+1
= qn+1 | Xtn

= qn)OQPSV���~dqso���oStzrztzXn_dtw��oIV<P��=¬1tzq{~�q�§Z�pBbO%\pB�twX��jVU_dV<~dTWtz�SV<� o1h _lPSV��jtwXn_d~ltuoSxS_dtzq{� q{§mtu_lX�tz�Stu_dtw��r
Xn_l��_dV<X�A3��_Q_dtzT/V

0
Db������tu_lX ��#(��%�
��[������%U#(�5�f'"
 « OQP�Vy_d~����ºXntu_dtzq{��~���_lV

r
§¨~dqsT Xn_l��_dV

q
_lqWXk_���_lV

q′
tzX%�

¬��{rzxSVy_dP���_ �dXd�<��rzV<X�P�q=¥ _lPSV3AÄq{�SV�Xn_dV<��D,_d~����ºXntu_dtzq{�#�S~lq{o��{oStzrutu_ h¤oIV�_k¥�VUV<�
q
�{���

q′
tz����~lV<�sXnV�X�¥%tu_dP

_ltuTWV!
l6 ?ZVU~��s�<75« � Vb¥%~ltu_dV
q

r
−→ q′
tu�p_dPStwX	�U�sXnVs« SSqs~	XntzTW�Srztz�Ut­_kh{£�¥�VQ��qs��Xntw�jVU~�BbO%\CBbX�¥%t­_lP/�yXntz�S|{rzV

tz�Stu_dtw��r Xn_l��_dV{«pOQPSV<XdV/�<���CoIV/tw�jVU�1_dtu®�V<��¥%t­_lP �#\8�{~d±sq=¬itw��� _l~l�{��Xntu_dtzq{��XdhiXn_dV<T
(S, (

r
−→)r∈R+ , q0)¥%PSV<~dV

q0 ∈ S
twX�_dPSV]tu�Stu_dtw��r+Xk_���_dV]����� r

−→ ⊆ S × S
�{~dVZ_d~�����Xdtu_dtzq{��~dV<rz��_dtzq{��X,§¨q{~Q�{rur

r ∈ R+ £jXdx���P
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_lP���_%§¨q{~m�{rur
q, q′ ∈ S

_dPSV<~dV�V"@jtzXn_lXm��_%TWq1Xk_%qs�SV
r ∈ R+ Xl��_ltzXn§¨hitu��| q

r
−→ q′
«

OQPSVpXk_lqj��P��{Xn_dtw�¯_dtzT/VpVU¬{qsruxj_ltzq{� q�§K�nBbO%\CBf�U�{� oIVp��qsTW�Sxj_dV�� o1h^E¯tzrzruV�Xn�StzV � X ��#

���#('_�;�"������%
W '"�.	��<Y A J<81���TD 6GE¯tur¨����7ºt­§�V��{��P�Xk_���_dVm�IVU~lTWt­_�X qs�Sruh/�¯®���t­_lVm�1x�TpoIVU~,q�§F_d~�����Xdt­_ltuqs��X<£{�sX ¥�VZ�{XlXnxSTWV
tz�#_dPSV
XnV�v1xSVUr5« Qb_Q_ltuTWV

0
_dPSV��S~lqj��V�XdXQXk_���~d_lXbtz� Xk_���_lV

q0
«,YixS���IqsXdVy_lP���_Q_lPSV]��~dqj�UV<XlX�P��sXbTWq�¬{V<�

_lq�Xn_l��_dV
q
��_%_ltuTWV
�Iq{tz�s_

t
�{���#rzV�_

{q
ri−→ qi}i

oIV
��rzr>AÒ®���t­_lVUrzh#T����ih�D�_l~�����Xdt­_ltuqs��X%Xn_l��~d_dtz�S|Wtz�
q
«

�y~l�=¥f�SVUrw��hjX
ti > 0

§¨qs~m��rzr
i
§¨~dqsT��{��V"@j�Iq{��VU�s_ltz�{r+�jtwXk_l~dtzoSxj_ltuqs��¥%tu_dP ~���_dV

ri
«,�Z~���¥f¥%tu_dP V<v1x��{r

�S~lq{o��{oStzrutu_kh¤Xdq{TWV
j
£S¥%t­_lP�TWtz�StzTW�{r

tj
«K\:q�¬{Vy_lq�Xn_l��_lV

qj
��_%_dtzT/V��Iqstu�1_

t + tj
«

� �[�.��'�
 � ��'�� 
 Y5�9#('
��� W '"�.	���Y V<v1xStz¬���rzVU�1_drzh �jVU_dVU~lTWtu��V<X/_dPSV:Xn_dqj��P��sXk_ltz�#oIVUP��=¬ituqs~/q�§¯�LBbO%\CB
6GE¯tur¨����7Ì«Êa �
Xn_l��_dV

q
��_+_dtzTWV

t
tu_+®�~�Xk_��Uq{TW�Sxj_lV<X�_lPSV,�jV<rz�=hyxS�s_lturs_dPSV,�SV"@i_+_l~l�{��Xdt­_ltuqs�3AÄ�U�{rurzV<� 
���-��5��#�%

��� W ' D�£soih/�j~���¥%tz�S|��]�ixSTpoIVU~K§¨~lq{T!_dP�VmV"@j�Iq{�SV<�s_ltz�{r��jtwXk_l~dtzoSxj_ltuqs�W¥%tu_dP�~���_dV
↓ s =def

∑
q

ri−→qi

ri
«

YiV���q{�º��£Ê_dP�V�Xk_���_dV
qj
_lq:|{q _dq:twX
�S~l�=¥%� ¥%tu_dP¦�S~lq{oº��oStzrutu_kh

Pr(q −→ qj) =def rj/
∑

q
r′−→q′

r′
t­§

q
rj

−→ qj
�����

0
q{_dPSV<~d¥%twXdV{«

� V/��V"@i_]tzrurzx�Xn_d~���_dV$BbO%\CBbXy§¨q{~]XdhjXk_lVUT�Xyq{§���PSVUTWtw�U��r	~lV<�s�Æ_dtzq{�C~dxSrzV<X<« � VWXn_l��~d_y§¨~lq{T'�#XdV�_
q{§���PSVUTWtz�<��r�Xd�IV<��tzV<X

X,Y, Z
���º����XdV�_Qq{§���PSVUTWtw�U�{rI~lV<�s�Æ_dtzqs�¤~dx�ruV�X�q�§Ê_dPSV¯§¨q{rzruq�¥%tz�S|p§¨q{~lT�£j¥%PSVU~lV

r ∈ R+ £S~dV<XdVU~l¬itz�S|p_dP�V
XnhiTpoIq{r + §¨q{~m��PSqstz�UVZh

X | Y
r
−→ Z1 | . . . | ZkB�PSVUTWtw�U��rZXnqsruxj_ltuqs��X

P
�{~dV�Tpx�r­_ltzXdV�_�X�q�§]Xd�IV<��tzV<X<£�¥%PSVU~lV V<�{��P�qj�U�UxS~d~lVU���UV#tz� _lPSV:TpxSr­_ltwXnVU_

~lVU�S~lV<XdVU�1_lX��pTWq{rzV<�UxSrzVyq�§+_lPSV]Xn�IV���tzV<X<«�B�PSV<T/tw�U�{rI~lxSrzV<Xb�{Xb�{oºq�¬{Vy�{�S�Srzh��sXK§¨qsrurzq�¥mXK_lq/����PSVUTWtw�U��r
Xdq{rzxj_dtzq{�

P
« r��{��P����{tz~�q�§]T/qsruV���xSrzV<X�q�§�Xn�IV<�UtuV�X

X
�{���

Y
�U�{��tu�1_dV<~l�s�Æ_���_¤~l��_dV

r
£bhitzVUrw�jtu��|

qs�SVpTWq{rzV<��x�ruVpq{§KV<�s�lP8q�§K_dPSV/Xd�IV<�UtuV�X
Z1, . . . , Zk

«¯OQPSV/Xdq{rzxj_dtzq{�8q{oj_���tz�SV<�:twX
P − {| X,Y |} ∪ {|

Z1, . . . , Zk |}
« Q%�U�Uq{~��jtu��| _dq¦_dPSV � 	)' W ���_�5��� ��� � ! � ��
_
 �I���c���5% £b_lPSVCXd�ºV<V<��q{§��¦��PSVUTWtw�U��r

~lV<�s�Æ_dtzq{�#tz�:�WXdq{rzxj_dtzq{��twX%�S~dqs�Iq{~d_dtzq{���{rº_lq/_lPSV��1x�TpoIVU~mq{§��IqsXlXntzoSrzV]tu�1_dVU~��{��_dtzq{��XQq{§�tu_lX%~lV<�s�Æ_l�{�s_�X
tz�W_lPSVyXdq{rzxj_dtzq{�Ê«�aÌ_�twX��jtwXk_l~dtzoSxj_lV<��V"@j�Iq{��VU�s_ltz�{rurzhs£s�{�����jVU®��SV<X�� BbO%\pB ¥%tu_dP��lP�VUTWtz�<��rIXnqsruxS_dtzq{��X
�sXQXn_l��_dV�X%������_lPSV]§¨q{rzrzq=¥%tz�S|�_l~�����Xdt­_ltuqs��X�h

P
n·r
−−→

{
P − {| X,Y |}
∪{| Z1, . . . , Zk |}

¥%PSV<~dV
n =

{
](X ∈ P ) × ](Y ∈ P )

tu§
X 6= Y(

](X ∈ P )
2

) V<rzXdV
(

m

2

)
= 1

2 m (m − 1)
��qsxS�s_�Xb_lPSV��1xSTpoIV<~%q{§�_ ¥bq ª VUrzVUTWVU�1_mXdxSo�XnVU_lX%tu�:XnVU_lX%q�§	�U�{~l�Stu���{rutu_kh m

«
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� V%�jVU®��SVb_lPSV%Xn_dqS�lP��sXk_ltz�bXdVUT����1_dtw�UX	q�§ B�q{~lVZ�I�� 3¡�¢ o1h��{XlXnqj�Utz��_dtz�S|¯�
π ª �U�{rz�UxSruxºX��S~lqj��V<XlX�¥%t­_lPW�BbO%\CBy«�OQPSV%Xk_���_dV�X�q�§�_dPStwX \8�{~d±{q�¬]��P��{tu�/�{~dV,_lPSV AÄ��qsxS�s_���oSrzh�tz�j®���t­_lV<D�XdV�_ q�§I��qs�S|{~lxSV<����Vb��rw�{XlXnV�X

q{§
π ª �U�{rz�UxSruxºX��S~dqS��V<XlXnV�XÊ¥%t­_lP�~lV<Xn�IV��Æ_�_lq¯Xn_d~lx���_dxS~���ri��qs�S|{~lxSV<����V{«�OQPStwX	�jt�4IV<~lX�§¨~lq{T 6 }K~dt98;:�7j¥%PSVU~lV
_k¥�q���qs�S|{~lxSVU�1_Q�S~lqj��V�XdXdV<Xb�{~dV]�sXdXdqj��tw��_lV<�¤¥%tu_dP�_ ¥bq��jta4FVU~lVU�1_mXn_l��_dV�XU«KYitz���UV���qs�S|{~lxSV<�s_Q�S~lqj��V�XdXdV<X
�{~dV�oIV<P���¬itzq{~���rzruh�V<v1xStz¬���rzVU�1_m¥bV
oIVUrztuV<¬{V�_dPº��_Z_dPSV<tu~y�sXdXdqj�Utz��_lV<��Xn_lqj�lP��sXk_ltw��Xk_���_dV�XZXnPSqsxSrw����q�_ZoIV
�jtwXn_dtz�S|{xStwXdPSV<���SVUtu_dPSV<~<«,\:qs~dV<q=¬sVU~<£itz� 6 }K~lt98;:<7Ì£j_lPSV
�{xj_dPSqs~%�S~lq{�IqsXdV<XQ� �g�Z,
'"�.��'_Yn
�' W ��%��c���"
 ¥%PSVU~lV
rw��oIV<rzXm��~lV]Xdq ª �U�{rurzV<� � #(��� !d�f'�# W 
 £St5« V{«+A¨�IqsXlXdtuoSrzh�ruqs�S|TDQXk_l~dtz�S|1XQx�XnV��#_dq�rzqj�U�{rutgKUV]tz�s_dV<~l�s�Æ_dtz�S|�XdxSo ª
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_lVU~lTWX<«�OQPSq1XnV,rz�{oIVUrwXÊ�{~dVK��V<��V�XdXl��~lhm_lqZ�S~dqs�IVU~lruh¯�<��rw��xSrw��_lVKtz�s_dV<~l�s�Æ_ltuqs��~l��_dV<X<« � V�tu�ºXk_lV<�{���S~lq{�Iq1XnV
� #('
Y��)���c���5%L
"' W ��%��c���"
 £���±itz����q{§QXdVUT����s_ltw�UX]±i�Sq�¥%��_dq oIV�TWq{~lV/tz�s_lxStu_dtz¬{V¤���º��VUrzVU|s�{�s_�«¤Y1_dtzrzr3£
¥�VW_lVUTW�Iq{~���~ltzruh8x�XnV�rw��oIV<rzX�oSxj_ptz�¦��Tpx���P¦XdtzT/��ruV<~]§¨qs~dT^hp��rw��oIV<rKtzX
�{� tz�s_lVU|{V<~�qs~
�#_lxS�SrzV�q{§
§¨qsxS~mtz�s_lVU|sVU~�XU« S�tz���{rurzh{£I�����:��qs�s_d~���~lh�_lqU6 }K~lt98;:<7Ì£ºq{xS~yXnV<TW�{�s_ltz�<XQ_���±{V�X%tz�s_dq��s�U�Uq{xS�s_ZtzT/TWV��jtz��_dV
_l~l�{��Xntu_dtzq{�ºX�¥%PStw�lP ¥�VCVUTW�SPº�{Xdt�K<V<��_dP�VCtuTW�Iq{~d_l�{����V8tz�²_lPSVCoStzq{rzq{|stz�<��rmV"@S��TW�SrzV8tz� XdV<��_dtzq{� / «
Yix���P _l~l�{��Xdt­_ltuqs��X%~dV�v1xStu~lV
Xn�IV���tu®º�
��q{��Xdtw�jVU~���_ltuqs� hK¥�VpXnP�q=¥ PSq�¥f_lPSVUh �U�{� oIV
~lVUTWq=¬{V��#tz�:qs~l�jV<~
_lqWq{oj_���tz���{��V<v1xStz¬���rzVU�1_m\8��~l±{q=¬itw���¤_l~l�{��Xntu_dtzq{��XdhjXn_dVUT «KOQPSV¯_lPSVUqs~dVUT J]Xn_���_dV�Xb_dPSV
��qs~d~lV<��_d�SV�XdX
q{§�_dPSV]_l~l�{��Xk§¨qs~dT���_ltzq{�+«

����� ���	��

�����	����
����������	����

�

� V%®�~lXn_,��qs��Xdtz�jV<~	_dP�V !
#(��\ W '�%)� q{§I_dPSV
π ª �<��rw��xSrzx�X	¥%tu_dP�q{xj_,�S~lq{�IVU~,XnxSTWT���_ltuqs�+£{�º��~���TWV�_l~dtw���S~lq ª�UV<XdXdV<X<£Itz�j®���t­_lV/~l��_dV�XU£������

new ª oStz���jV<~lX<«]OQPSV/~dV<T���tz�Stu��|��S~lqj��V<XlXdV<XZ�{~dVp�º��~���rzruV<r���q{TW�Iq1Xntu_dtzq{��X
C1 | . . . | Cn

« OQPSVyXn_l~dx���_dxS~���rI��qs�S|{~lxSVU�º��V%_dxS~l��X,_dPSV<T�tz�s_lqpTpxSru_dtwXdV�_�X�q�§+|sx���~��jV<�W�S~lqj�UV<XlXnV�XU£{t5« V{«
tz�s_lq���PSVUTWtw�U��rÊXnqsruxS_dtzq{��XQ¥%PSqsXdV�Xn�IV���tzV<X%�{~dV¯|sx���~��jV<����~dqj�UV<XlXnV�XU«
YixS�S�IqsXdVp¥�Vp±i�Sq�¥ _dPSV�~l��_dV�§¨xS�º�Æ_dtzq{�ºX

%(x)
§¨q{~¯��rzr��lP��{�S�SVUrwX

x
«ZOQPSV

π ª �U��rw��xSrzx�Xm¥%tu_lP8tz�S�Sxj_����_n_lVU~l��Xb_dPSV<�:�jV�®���V<XQ_dPSV]§¨qsrurzq�¥%tu�S|��lP�VUTWtz�<��r�~lV<�s�Æ_ltuqs�#~dxSrzVZh

x?f(z̃).Q1 | x!f(ỹ).Q2
%(x)(f)
−−−−−→ Q1[z̃ 7→ ỹ] | Q2OQPStwX��jV�®��SV�X��FBbO%\CBy« SSq{~]V�@j�{TW�SruVs£+�sXdXdxSTWV
n
TWq{rzV<�UxSrzV<X¯q�§b��®º~lXn_�Xd�IV<��tzV<X

x!f().P1
�����

mq{§,���Sq�_lPSVU~¯�jt�4IV<~dV<�s_¯q{��V
x!f().P2

£I¥%PStw�lP��{rur�¥Q���s_y_dq�~lV<�s�Æ_y¥%t­_lP���Xntz�S|{rzVpTWq{rzV<��xSrzVpq{§,��_dPStz~l�
±itz���

x?f().P
«KOQPSV
\8�{~d±{q�¬itz����_d~�����Xdt­_ltuqs��XQ�{~dV;h

n
Y

i=1

x!f().P1 |
m

Y

i=1

x!f().P2 | x?f().P

8

<

:

n×%(x)(f)
−−−−−−−→

Qn−1
i=1 x!f().P1 |

Qm

i=1 x!f().P2 | P

m×%(x)(f)
−−−−−−−→

Qn

i=1 x!f().P1 |
Qm−1

i=1 x!f().P2 | P

� V:®�~�Xk_��jtwXl��x�XlX/_ltzT/VC��qs��XdxSTWtu�S| _d~�����Xdtu_dtzq{��X
P

r
−→ P ′

¥%PSV<~dV
r ∈ R+ «fOQPSV<XdV8�U�{�j_dxS~lVV<¬{VU~lhs_lPStz�S|�£jV"@S��V<�j_%�º��~���TWV�_l~dtw�Z��~dqj�UV<XlXbxS�j§¨q{rw�jtz�S|¤�����#tz�1¬{qS�U��_ltuqs�#q�§�§¨xS����_dtzq{��Xmq�§�~���_dV

∞
«

� V¤®�~�Xk_��SV�®��SV�rw��oIV<ruV�� ~lV<�jxº�Æ_dtzq{� Xn_dV<��X
P

s
−→
w

Q
¥%PSVU~lV

P
�{���

Q
��~lV�tz�¦�S~lVU�SV�@ �Sqs~dT���r

§¨qs~dT £1_dP���_QtwXb������~���rzrzVUrI�Uq{TW�IqsXdtu_dtzq{�¤q{§�XdxST�X�¥%P�VU~lVy~dV�Xk_l~dtw�Æ_ltuqs��X,Pº��¬{VyoIV<VU�#�Sx�XdPSV<�#�{PSV<�{���{���
tz�C¥%PStw�lPCoIqsxS���8¬���~ltz�{oSruV�XZ��~lVp~dV<����TWV<�8�{����~d_<«]OQPSV�~���_lV
§¨xS���Æ_ltzq{�

%(x)
twXZ_dPSV<�C~lV<�s� qZ4 §¨~lq{T

_lPSV
v1x����s_ltu®�VU~%�S~lV�®�@#tz��~lxSruV$A�F����nD�«
 �´"!�#Pd � dÄ¸$#&%

P
�9
d�[% � #('"%&'�' %&��# W ���T!"��# W � � %<!�!"�5#d
(	��5#�� �n� (

P = new x̃:ρ. (P1 | . . . | Pm)� 	)'"#(' '
�Z�
	
Pi

'��[�[	)'"#$�9
$�5% � � � �����
�5�c���5%
A(ỹ)

����#n�^
�� W
C1 + . . . + Cn

� 	)'"#(' '
�Z�
	
Cj

�9
3�[%
� %�! �I�5# �$\5�)�5#(YZ'_Y � #(���
'�




x?f(ỹ).Q
��#

x!f(ỹ).Q
� 	)'�# '

Q
�9
 �[% � %<! � �U�5#('_� ��'�#��l�FYZ'/��%��[�c���5%

A(ỹ) , P
�9
��[% � %<!�� (

P
�g
 �[% � %�! �

� P���_%~lVUT���tz��X�§¨~dqsT)���j§	��§Ò_dV<~Q~lVUTWq�¬1tz�S|p_lq{� ª ruV<¬{VUr new ª oStz���jV<~lXQ�{~dV¯TpxSru_dtwXnVU_lXQq{§�Xnx�TWX%���º��{�S�Srztz�<��_dtzq{�ºXU«FQmrzrb�{�S�Srutw�U��_dtzq{�ºX�Tpx�Xn_�P��=¬{V¤oIVUVU� ~dV��jx���V�� oIV�§¨qs~dV�_dtzTWV#��qs��Xnx�T/tz�S|:_d~����ºXntu_dtzq{��X
�{�S�Srzh{£�Xnq#¥�V�P��=¬{V���TpxSr­_ltwXnVU_¯q{§,XdxST�X<«lr,�s�lP�XdxST tzXyrztz±{V���TWq{rzV<�UxSruVs£FV"@S��V<�j_y_dP���_¯V��{��P8q�§,tu_lX
��PSq{tw��V�XbqZ4IV<~lXQtu_lX%q�¥%��tu�1_dVU~��{��_dtzq{��X<«
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( ���
g

)

Cj1
i1

= x?f(z̃).new x̃1:ρ1. Q1 Cj2
i2

= x!f(ỹ).new x̃2:ρ2. Q2

Πn
i=1

∑mi

j=1 Cj
i

%(x)(f)
−−−−−−→
i1,j1,i2,j2

{
new x̃1:ρ1. new x̃2:ρ2.

(Q1[z̃ 7→ ỹ] | Q2 | Πn
i=1,i6=i1,i2

∑mi

j=1 Cj
i )¥%P�VU~lV

Q1, Q2
P��=¬{V¯��q/_dqs� ª rzVU¬{V<r new ª oStu�º�jVU~�X%�����

1 ≤ i1 6= i2 ≤ n, 1 ≤ j1 ≤ mi1 , 1 ≤ j2 ≤ mi2

(
�Ê�S�

)
Pi1 = A(ỹ) A(x̃) , new z̃:ρ. Q

tz�
∆

Πn
i=1Pi

∞
−→
i1

new z̃:ρ. (Q[x̃ 7→ ỹ] | Πn
i=1,i6=i1

Pi)¥%P�VU~lV
Q
Pº�{XQ�Sq/_lq{� ª rzVU¬{VUr new ª oStz���jV<~lX%�{��� 1 ≤ i1 ≤ n

(
F����

)
P

s
−→
w

Q %(x) = ρ

new x:ρ. P
s
−→
w

new x:ρ. Q

¥%P�VU~lV
s ∈ R+ ∪ {∞}, w ∈ N ∪ N4

� d 
 ´ � ¸$# ����
 d #�� �U��� # � d � dÄ¸$# �
(r, r′ ∈ R+, w ∈ N4)

(
f E(g

)

P ≡ P ′ r =
∑

P ′
r′−→
w

Q′≡Q

r′ 6= 0 ¬∃R∃w′ ∈ N ∪ N4. P ′ ∞
−→
w′

R

P
r
−→ Q	 
 
 ´ ¹ d �j� ´ �<�=� # � d � dÄ¸$# �

( ���
EGF H

)
P ≡ P ′

n = ]{w ∈ N ∪ N4 | P ′ ∞
−→
w

Q′ ≡ Q} 6= 0

m = ]{w ∈ N ∪ N4 | P ′ ∞
−→
w

Q′′}

P
∞(n/m)
−−−−−→ Q

O���oSrzVe:�h�OQtuTWV���_d~�����Xdt­_ltuqs��X%q�§ B�q{~lV/�I�� Ä¡
¢)¥%t­_lP:~dV�Xn�IV��Æ_%_lq¤�¤XnVU_
∆
q�§K�jV�®º�St­_ltuqs��Xmtz�:�S~lVU�SV"@

�Sqs~dT��{rI§¨q{~lT £S���º���/|{rzq{o��{r��{XlXdtu|s�STWVU�s_
%
q�§	��P����S�SV<rzXQ_dq�~l��_dV¯§¨xS���Æ_ltuqs��XU«

a �
x?f().0 + x?f().0 | x!f().0

_lPSVU~lV���~lV]_k¥�q¤�Iq1XdXdtzoSruV
tz�s_lVU~��{��_dtzq{��Xm¥%tu_dP8~���_lV
r = %(x)(f)rzV<�s�jtu��|]_lq�_lPSVyXl��TWVZXn_l��_lV{« � Vy�<���W_lPStu��±/q{§

x?f().0+x?f().0
�{X,�
�S~lq�_dV<tu��¥%tu_dP�_k¥�qptw�jVU�s_ltz�<��r

�jqsT���tz��XU£���qsT/��ruV<T/V<�s_���~lh�_dq�q{��V��jqsTW�{tz��q�§ XnqsT/V�q�_lPSVU~m�S~dq{_dVUtz��~lVU�S~lV<XdVU�1_dV���oih
x!f().0

«�OQPSV
q�¬{VU~���rzrF~l��_dV]q�§�_dP�V�tu�1_dVU~��{��_dtzq{�#_dP1xºXm�jq{xSo�ruV�X�h

@�
U§ A�D
.0 + x?f().0 |

@
� § A�D
.0

r
−−−−→
1.1.2.1

0

�����
x?f().0 +

@�
�§ A�D
.0 |

@
� § A�D
.0

r
−−−−→
1.2.2.1

0

XdxST�X%xS�#_lq
x?f().0 + x?f().0 | x!f().0

2r
−→ 0
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�%xSrzV A
���

gID
�jVU®��SV�X
rw��oIV<ruV�� ~lV<�Sx��Æ_ltuqs��X
P

r
−−−−−−→
i1,j1,i2,j2

Q
_lP���_/�jtwXk_ltu�S|sxStwXnP �Uq{TWTpxS�Stw�U��_dtzq{�

�s�Æ_dtzq{�ºX	¥%tu_dP¤tz�jV<�s_ltz�<��r�~lV<�{��_l���1_lXK�����W~dV�XnxSru_lX<£{¥%PStzrzVmx�Xntz�S|
�Sta4FVU~lVU�s_�qj�U�UxS~d~lVU�º��V<X	q�§+�lPSqstw��Vm��ru_dV<~ ª����_dtz¬{V<Xmtz�CXnx�TWX<«mOQPSq1XnV
qj�<��xS~l~dV<����V�X%�{~dV
tw�jVU�1_dtu®�V<�8o1h ���;,_'��G
 tu�
N4 _lP���_¯Xd�IV<��tu§¨h#_lPSVp�1xSTpoIV<~lXq{§+_dPSV¯~lV<�s�Æ_ltu�S|/XnxST�X�A

i1, i2
D����º��_dP�V¯~dV��{�Æ_ltu��|��lP�q{tw��V<X

(j1, j2)
« �%xSrzV A"f�E(gIDb�jV�®���V<X�_d~����ºXntu_dtzq{��X

P
r
−→ Q

o1h�XdxSTWTWtu��| xS�¦�{rurK~���_dV�X]q�§Q�{rur,�jt�4IV<~dV<�s_
tz�s_lVU~��{�Æ_ltuqs��X]ruV��{�jtz�S|�§¨~lq{T
P
_dq

Q
«¤OQP�V<XnV

~lV<�jx���_dtzq{� ~lxSrzV<X#��~lVC�SV�®��SV�� ¥%t­_lPf�U��~lV{£ZXnq _lP���_ ��qs~d~lV<Xd�Iq{���jtz�S|¦tz�s_lVU~��{��_dtzq{��X�tz� Xn_d~lx��Æ_lxS~���rzruh
�Uq{�S|{~lxSV<�s_Q��~dqj�UV<XlXnV�Xb�{~dV]�Sq�_Z��q{x��s_dV���_k¥%tz�UV{«
� Vy�SV"@i_�_dxS~l��_dq � W W '
Y����5�f' ��#(��%)

�[������%)


P
∞(p)
−−−→ Q

£1¥%PSVU~lV
p ∈ [0, 1]

twX��
�S~lq{o��{oSturztu_ hs«��mxSruV
A=f E(g+D
V<��Xnx�~dV<Xp_dP���_�_dtzTWV���qs��XdxSTWtu�S|8_l~l�{��Xdt­_ltuqs��X����S�Srzh q{�Srzh¦��§Ò_lVU~W��rzr�tzTWTWV<�jtw��_lV#P���¬{V#oIVUVU�
~lV<�jx��UV<��« a ��_dPStwX¤�<�{XdV{£b��rzrm�<��rzrzX

A(ỹ)
q{� _lq{�²ruV<¬{VUrmTpx�Xk_¤Pº��¬{V oIV<VU�²~dV��jx���V�� oIV�§¨q{~lV{« � q{_dV

_lP���_�_lPStwX�qs~l�jV<~]twX�tzT/�Iqs~n_����1_]§¨qs~
� �S~dqs�IVU~
��qsxS�s_
q{§�_lPSV��Iq1XdXdtzoSruV�tu�1_dVU~��{��_dtzq{��X<«�a ���jV<V<��£�t­§%�{�
�{�S�Srztz�<��_dtzq{��PStz�SV<X�����tu�1_dV<~l�s�Æ_dtzq{��q{�¤Xdq{TWV%�º��_n_lVU~l�+£{_lPSVy���S�Srztw�U��_ltuqs�WxS�S§¨q{rw�jtu��|p��P����S|sV<X	_lPSVZ~l��_dV
q{§i_lPSV��s�Æ_dtzq{�
tu�i¬{q{rz¬itu�S|%_lPStzX�����_n_dV<~d�Ê«Êa TWTWV<�jtw��_lVK_d~�����Xdtu_dtzq{��XÊ�<����oIV�rutw��V<��XnV���o1h]�Uq{TWTpxS�Stw�U��_dtzq{�
A
���

gID�£{q{~	o1hp�{�S�Srztz�<��_ltuqs��X�q{§º���{~l�{T/VU_d~ltz�,��~dqj�UV<XlX��jV�®���t­_ltuqs��X=A ���S��DÆ« OQPSV<tu~ rz�{oIVUrwX	��~lV�tz�
N∪N4 «

� q�_dVp_dP���_Z_dP�Vprw��oIV<ruV�� ~lV<�jxº�Æ_dtzq{�8tzXytu�º�jVU�IVU�º�jVU�s_]q�§ _dP�V���PSq{tw��Vpq�§ _dP�Vp�S~lVU��V"@ �Sq{~lT���r+§¨qs~dT �{X
Xn_l��_dV<�#oih¤_dPSV]§¨qsrurzq�¥%tu�S|WrzVUTWT��S«
��´ 
 
¦� % � '"�

P
��%&Y

P ′
,_' �[% � #('�%b' 'p%&��# W ���&!"��# W �5%bY

s ∈ R+ ∪ {∞}
���.!

P ≡ P ′
��%&Y

P
s
−→
w

Q
���.	�'�% �[	)'"#(' '�';�9
��

Q′ ≡ Q
��%&Y

w′

��)�_	^�.	��5�

P ′ s
−→
w′

Q′
�

� � ¸+¸����%Yi_d~���tz|{Ps_d§¨q{~l¥b��~���«

� V]TWVU~l|{V¯rw��oIVUrzV<��tzTWTWV<�jtw��_lVy_l~l�{��Xdt­_ltuqs��X�¥%tu_dP�~lxSrzV A
� �

EGF H DÆ«�QZr­_lPSq{x�|{P#oIV<tu�S|WtzT/TWV��jtz��_dV
¥�VZ¥b�{�s_,_lqp�sXdXdqj��tw��_lV%�S~dqso���oStzrzt­_ltuV�XU£s¥%PStw��P��lP��{~l�s�Æ_lVU~lt�K<Vb_lPSVZ�1x�TpoIVU~�q{§�tzTWT/V��jtz��_dVZtz�s_lVU~��{��_dtzq{��X
rzV<�s�jtu��|#_dq:���Uq{TWTWq{� Xn_l��_dVW¥%t­_lP ~lV<Xd�IV<�Æ_]_dq _dPSVW_dq�_���r �1x�TpoIVU~�q{§�VU�º��oSrzV<��tuTWTWV<�Stz��_dVWtz�s_lVU~ ª�s�Æ_dtzq{�ºXU«ISSqs~Ztz��Xk_������UV{£IruVU_

%(x)(f) = ∞
£Itu�

x?f().P + x?f().P | x?f().Q | x!f().0
£º§¨qs~yXdq{TWV

P 6≡ Q
£j_lPSV
�{XlXnqj�Utz��_dV<���S~lq{o��{oSturztu_dtzV<Xb~lV��ºV<�Æ_Q_lP���_y��qsxj_%q�§ / tz�s_lVU~��{��_dtzq{��XQruV��{��_dq

P
£����º�CJ]q{xj_

q{§ / _dq
Q
h

x?f().P + x?f().P | x?f().Q | x!f().0
∞(2/3)
−−−−−→ P

x?f().P + x?f().P | x?f().Q | x!f().0
∞(1/3)
−−−−−→ Q

��´ 
 
¦�
	 �&	)' !"���.��� � �.%T\ � #(� � '"#�����'�
�	����gY��

 �

≡ ◦
r
−→ ◦ ≡ ⊆

r
−→
�

� �
≡ ◦

∞(p)
−−−→ ◦ ≡ ⊆

∞(p)
−−−→

�

� �d� !
P

r
−→ Q

��%&Y
P

r′

−→ Q
�[	�'�%

r = r′
�

� �d� !
P

∞(p1)
−−−−→ Q

�5%bY
P

∞(p2)
−−−−→ Q

�.	�'�%
p1 = p2

� ��%&Y

� �>!"�5#e�5�[�
P
� ∑

P
∞(p)
−−−→Q

p = 1
�
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���������
	���
������������������������ 
�!"��#$����%&�"��#�#('�%)�+*�,.-�'
����
 J<:

� � ¸+¸����
J{«=NÊV�_

P ≡ ◦
r
−→ ◦ ≡ Q

£ _lPSVU� _lPSVU~lV��{~dV
P ′
�{���

Q′
Xdx���P _lP���_

P ≡ P ′
£
P ′ r

−→ Q′
�{���

Q′ ≡ Q
«¤Yitu�º��V

P ′ r
−→ Q′

twX]�SV<�UV<XlXd�{~dtzrzh tz�j§¨VU~l~dV��Coih A"f�E(g+DÆ£+_lPSVU~lVWtzX
P ′′ ≡ P ′

A J<D¯Xdx���P
_lP���_

r =
∑

P ′′
r′−→
w

Q′′≡Q′

r′ 6= 0
A5�ZDÆ£������

¬∃R∃w′ ∈ N ∪ N4.P ′′ ∞
−→
w′

R
A / DÆ«�S�~dqsT

P ′ ≡ P

�{��� A J<D�£�¥�VQP��=¬{V
P ≡ P ′′

A J �GDÆ£s������o1h
Q′ ≡ Q

�{��� A5�ZD�¥�VQP��=¬{V
r =

∑
P ′′

r′−→
w

Q′′≡Q
r′ 6= 0

A5�#�GDÆ«KOQPSV<�+£So1hCA J �GDÆ£ A3��� D�£ A / Db�{���#o1hCA=f E�gIDÆ£�¥�V��Uq{���Urux��SV
P

r
−→ Q
«

�j«mYitzTWturw��~%_dq/_lPSV��S~lVU¬ituqsx�Xb�Iqstu�1_<£So1h�~lxSrzV3A
� �

EGF H DQ����� NÊVUTWT�� J{«
/ «mYix��S�IqsXdV¤_dPº��_

P
r
−→ Q

�����
P

r′

−→ Q
£	_lPSVU� oih ~dx�ruVpA"f�E(gID�£	_lPSVU~lV#�{~dV

P1
�{���

P2
Xdx���P

_lP���_
P1 ≡ P ≡ P2

�{���
r =

∑
P1

r1−−→
w1

Q1≡Q
r1
���º�

r′ =
∑

P2

r2−−→
w2

Q2≡Q
r2
« ?mq�¥�VU¬{V<~<£

oih N+VUTWT��LJ{£	_lPSVU~lV�twX
Q1 ≡ Q

Xdx���P¦_dPº��_
P1

r1−−→
w1

Q1
t�4�_lPSVU~lV�twX

Q2 ≡ Q
Xdx���P¦_dP���_

P2
r2−−→
w2

Q2
�����

r1 = r2
«KOQPSVU~lV�§¨q{~lV{£

r = r′
«

P�«mYitzTWturw��~%_dq/_lPSV��S~lVU¬ituqsx�Xb�Iqstu�1_<£Sx�Xdtu��|3N+VUTWT�� J{«
:j«=QyXdXdxSTWV{£s¥%tu_dPSqsxj_,ruq1XdX q�§F|sVU�SV<~l�{rutu_kh{£�_lP���_

P
twX tz���S~dV<�SV"@/�Sq{~lTW�{ri§¨qs~dT « N+VU_

{Q1, . . . , Qk}oIV
_dP�V�XnVU_ AÄxS� ª _dq ≡ D%q{§K�{rurÊ_dPSVp�Iq1XdXdtzoSruV
tzTWT/V��jtw��_dV��{���:�jtwXn_dtz���Æ_]�jVU~ltu¬���_ltu¬{V�X%q�§
P
£º_dP���_

twXWXl��_dtwXn§¨hitu�S|
∀i ∈ {1, . . . , k} P

∞(pi)
−−−−→ Qi

�{���
i 6= j ⇒ Qi 6≡ Qj

« N+VU_
X = {w ∈

N ∪ N4 | P
∞
−→
w

Q′′}
�{���

Yi = {w ∈ N ∪ N4 | P
∞
−→
w

Q′ ≡ Qi}
«²aÌ_¤tzX��UruV���~/_lP���_�£

i 6= j ⇒ Yi∩Yj = ∅
AÄXdtu�º��V

Qi 6≡ Qj
D ���º� ⋃

1≤i≤k Yi = X
« OQPSVU~lV�§¨qs~dV ∑

1≤i≤k ]Yi = ]X
£

�{����£SXdtz����V
pi = ]Yi/]X

£ ∑
1≤i≤k pi = 1

«
ut

����� � ����� ��� ���	� ��
�
 ��

����� � �������$�	����
 �

a ��_dP�VZ�S~lV<XdVU���UVmq�§�tzTWTWV<�jtw��_lVm_d~�����Xdtu_dtzq{��X<£�_lPSVZ~lV<�jxº�Æ_dtzq{�¤~dV<rz��_dtzq{� r
−→
�jqiV<X,�Sq�_b�jVU®��SVy�p\8��~l±{q ª¬itw����_l~l�{��Xntu_ltuqs� XdhjXk_lVUT AÄtu�¦¥%PStw�lP¦�{rurK~���_lV<X���~lV/®��Stu_dV�DÆ«�OÊq8�U�{�j_dxS~lV/_lPSV¤Xn_dqS�lP��sXk_ltz�W�Sh1�º��TWtz�<X

q{§���~dqj�UV<XlXnV�XU£i¥�V]tz��Xk_lV<�s���jV�®��SV]_lPSV 
�� -�����#�% ��� W ' � �5# � W '���'"#

 AÄt5« Vs«	_dPSV����{~l�{T/VU_dV<~bq{§	����V"@j�Iq ª�SV<�s_ltz�{rurzh��jtzXn_d~ltzoSxj_dV����S~lq{oº��oStzrutu_kh/¥%PStz��P��SV�_dV<~dTWtz�SVm_lPSV¯Xnq��kqsxS~d�W_ltuTWVytz���
|{tz¬{V<�¤Xn_l��_dV<D,�����W_lPSV
� # �;,_�;,"�.���.�c��'"
 � !�

������' �
	���% \T'�
 §¨qs~m��rzr

P,Q
�{Xb§¨qsrurzq�¥mX���h

↓ P =

{
∞

tu§
P

∞(p)
−−−→ Q,∑

P
r−→Q

r
q{_dPSV<~d¥%twXdV{« Pr(P −→ Q) =





r/
∑

P
r′−→Q′

r′
tu§

P
r
−→ Q

p
tu§

P
∞(p)
−−−→ Q

0
q�_lPSVU~l¥%twXnV
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����[%&'����	� ��'
	 #('�%

(
���1 1g

1)
P

∞
−→
w

Q n = ]{w′ ∈ N ∪ N4 | P
∞
−→
w′

Q′}

P
∞(1/n)
−−−−−→

w
Q

w ∈ N ∪ N4

(
���1 1g

2)
P

r
−→
w

Q Q
∞(p1)
−−−−→

w1

. . .
∞(pn)
−−−−→

wn

Qn 6
∞
−→

P
rp1...pn
=⇒

ww1...wn

Qn

r ∈ R+

(
���1 1g sum)

P ≡ P ′ r =
∑

P ′
r′

=⇒
w1...wn

Q′≡Q
r′

P
r

=⇒ Q

O���o�ruV��)h rKrztuTWtz����_ltzq{� q�§�tzT/TWV��jtz��_dV]_d~����ºXntu_dtzq{��X%������T/V<~d|stu��|�_dtzT/V��#_d~�����Xdtu_dtzq{��X

� V��{~dV
�Sq�¥©|{tz¬itu��|¤�{�:tz�s_lVU~d��~dVU_l��_ltzq{�:q�§	_lPSVp~lV<�jxº�Æ_dtzq{�CXnV<TW�{�s_ltz�<Xm¥%tu_dP8tzTWTWV<�jtw��_lV
_d~�����Xdt ª_ltuqs��Xbtz�#_dVU~lT�Xbq{§ BbO%\CBbX�§¨qs~Q�S~lqj��V�XdXdV<X,_dP���_m�U�{����q�_%V"@jPStzoSt­_%tz�j®���t­_lV�XdV<v1xSV<����V<Xbq{§�tzT/TWV��jtz��_dV
_l~l�{��Xntu_dtzq{�ºXU«COQPSV#\8��~l±{q�¬itz��� _l~l�{��Xntu_dtzq{� XdhjXk_lVUT �jV<~dtz¬itu��|CXk_���_lVUTWVU�1_lX

P
r

=⇒ Q
twX��jV�®���V<� tu�

O���oSrzV8�S«fOQPSV:tw�jV<� twX¤v1xStu_dVCXntzTWturw��~�_dq _lP���_�q�§ 6 `Q�lE�8ZP�7fh:_lPSV:_d~�����Xdt­_ltuqs��X��{~dV qsoj_l�{tu�SV�� oih
tz�s_lVU|{~���_ltu��| tzT/TWV��jtz��_dV:_l~l�{��Xdt­_ltuqs��XWtz�s_lq¦_dtzTWVC��qs��Xnx�T/tz�S| _l~l�{��Xntu_ltuqs��XU« Qm� V�@S��TW�SrzV §¨q{~¤_dPStwX
_l~l�{��Xk§¨qs~dT���_dtzq{��twX%�sXb§Òqsrzruq�¥mX�h

P





r1−→ Q1 6
∞
−→

r2−→ Q2

{
∞(p)
−−−→ Q21 6

∞
−→

∞(1−p)
−−−−−→ Q22 6

∞
−→

oIV���qsT/V�X
P





r1=⇒ Q1
r2p
=⇒ Q21

r2(1−p)
=⇒ Q22

a � |{V<�SVU~���r5£,� XnV�v1xSVU���UV�q�§y~lV<�jx���_dtzq{��X
P

r
−→ P1

∞(p1)
−−−−→ . . . Pn

∞(pn)
−−−−→ Q 6

∞
−→
~lV<�jx��UV<X�_dq

P
rp1...pn
=⇒ Q

« ?Zq=¥bVU¬{VU~�£F¥bV/Tpx�Xk_�oIVU¥Q��~lV�q�§�TWVU~l|{tz�S|�tz�Stu_dtw��rzrzh8�jtwXn_dtz���Æ_
Xn_l��_lV<X<«
a ���jV<V<��£+tz�C_lPSV
�S~lVU¬itzq{x�XKV�@j�{TW�SruVs£stu§

Q22 ≡ Q1
_dPSV<��_dP�V�BbO%\CB�XdPSq{xSrw��P��=¬{V%_d~����ºXntu_dtzq{��X

P
r1+r2(1−p)

=⇒ Q1
�{���

P
r2p
=⇒ Q21

«
a ��q{~��jVU~y_lq#tz�j§¨VU~]_dPSV�XnV�_l~l�{��Xntu_dtzq{�ºXy�Uq{~l~dV��Æ_lruhs£º_lPSV/V<rutzTWtu����_dtzq{���S~lqj��V<�SxS~dV/�jV�®���V<X
rw��oIV<ruV��
_d~����ºXntu_dtzq{��X r

=⇒
w

¥%t­_lP ���;,_'��G

w ∈ (N∪N4)? ~dV<�S~dV�XnV<�s_dtz�S| � �5�[	T
 tz��_dP�VQrw��oIVUrzV<�/�jV<~dtz¬���_dtzq{�

_l~dV<V<XQq�§ r
−→
«

��´ 
 
¦��� � '"�
P

��%bY
P ′

,
'e�[% � #('�%b' 'n%&��# W ���;!"��# W � �.!
P ≡ P ′

��%&Y
P

r
=⇒

w
Q
��#('"
 � �

P
∞(p)
=⇒

w

Q
� ���[	)'"% �.	�'�#(' ' ';�9
���


Q′ ≡ Q
��%&Y

w′

��)�
	^�[	)���

P ′ r
=⇒
w′

Q′
�f#('"
 � �

P ′ ∞(p)
=⇒
w′

Q′
� �

� � ¸+¸����
J{«mYix��S�IqsXdV]_dPº��_

P
r

=⇒
w

Q
£�oih#~dx�ruV

(
���1 1g

2)
£�¥�V
P��=¬{V

P
r0−−→
w0

Q0
�{���

Q0
∞(p1)
−−−−→

w1

· · ·
∞(pn)
−−−−→

wn

Qn = Q 6
∞
−→
¥%PSV<~dV

r = r0p1 . . . pn
�{���

w = w0w1 . . . wn
«�`bh N+V<TWTW�pJ{£+_lPSVU~lVWV"@jtwXk_�X

Q′
0 ≡ Q0

Xnxº�lP¦_dP���_
P ′ r0−−→

w′

0

Q′
0

«
Q′

0

twXp�SV<��V�XdXl��~ltzruhCtz� �S~lVU�SV"@ �Sqs~dT���rK§¨q{~lT «8OQP1x�Xpoih
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�!"��#$����%&�"��#�#('�%)�+*�,.-�'
����
 J=�

NÊVUTWT�� J{£�_dPSV<~dVW�{~dV
Q′

1 ≡ Q1, . . . Q
′
n = Q′ ≡ Q

��rzr	tu����~dV<�SV"@8�Sqs~dT���r�§¨qs~dT Xnx���PC_dP���_
Q′

0

∞(p1)
−−−−→

w′

1

· · ·
∞(pn)
−−−−→

w′

n

Q′
n 6

∞
−→
«²OQP�VU~lV�§¨q{~lV{£,oih ~lxSrzV

(
���1 1g

2)
£

P ′ r
=⇒
w′

Q′ ≡ Q
¥%PSVU~lV

w′ = w′
0w

′
1 . . . w′

n

«

�j«mYix��S�IqsXdV:_lP���_
P

∞(p)
−−−→

w
Q
£moih�~lxSrzV

(
���1 1g

1)
£m¥�VCP��=¬{V

P
∞
−→
w

Q
�{���

p = 1/]{w0 ∈

N ∪ N4 | P
∞
−−→
w0

R}
«K`bhnNÊVUTWT�� J{£j_dPSV<~dV]V�@jtzXn_

w′
�{���

Q′ ≡ Q
Xdx���P#_lP���_

P ′ ∞
−→
w′

Q′
�{���

]{w0 ∈ N ∪ N4 | P
∞
−−→
w0

R} = ]{w′
0 ∈ N ∪ N4 | P ′ ∞

−−→
w′

0

R′}
«ZOQPSV<~dVU§Òqs~dVs£�oih

(
���s 1g

1)
£I¥�V

P��=¬{V
P ′ ∞(p)

−−−→
w′

Q′
«

ut

��´ 
 
¦���
≡ ◦

r
=⇒ ◦ ≡ ⊆

r
=⇒

��%&Y3� !
P

r
=⇒ Q

�5%bY
P

r′

=⇒ Q
�[	)'"%

r = r′
�

� � ¸+¸����%YjtuTWtzrz�{~Q_dqW_dPSV��S~lqiq�§�q{§ N+V<T/T�����x�Xdtz�S|3N+V<T/T�� / «

SSq{~����1h
P
Xdx���P _lP���_

P 6
∞
−→
£
(P/≡, (

r
=⇒)r∈R+ , P/≡)

twXp�:\8�{~d±{q�¬itz����_d~����ºXntu_dtzq{�¦XnhjXn_dV<T��
¥%tu_dP:Xdq��kqsxS~l��_dtzTWV�����~���TWV�_lVU~�Xb�{����_d~����ºXntu_dtzq{���S~dqso���oStzrzt­_ltuV�X�h

⇓ P =
∑

P
r

=⇒Q

r
�����

Pr(P ⇒ Q) =

{
r/

∑
P

r′
=⇒Q′

r′
t­§

P
r

=⇒ Q

0
q�_lPSVU~l¥%tzXdV

a �8q{~��jV<~m_dq#XdPSq�¥ _dPº��_y_dPStwX¯�jV�®º�SV<X¯��\8��~l±{q�¬1tw��� TWqj�jV<rÊ§¨qs~Z_dPSV�~lV<�jx���_dtzq{�CXnV<T����s_ltw�UXZ¥%tu_dP
tzTWT/V��jtw��_dV8_d~�����Xdtu_dtzq{��X<£b¥bVCXnP�q=¥°_lP���_�_dPSV<tu~��jhi����TWtw�UX���qstu���Utz�SV{£b_lP���_#twX�hC_lPSV�Xnq��kq{x�~d��_dtzTWV
���{~l�{TWV�_dV<~lXW�{��� _lPSV _l~l�{��Xntu_ltuqs� �S~lq{oº��oStzrutu_dtzV<XW¥%tu_dP ~dV�Xn�IV<��_W_lq r

−→
��~lV tz�jV<�s_ltz�<��r%_lq _lPSqsXdV q{§

r
=⇒
« ?mq�¥�VU¬{V<~<£�_d~����ºXntu_dtzq{�/��~dqso���oStzrzt­_ltuV�X �<���WoIVm�Uq{TW����~lV<��qs�Sruhp§¨q{~K�S~lqj��V�XdXdV<X	�IVU~d§¨q{~lTWtu�S|¯_ltzT/V��

_l~l�{��Xntu_dtzq{�ºXFA¨_dPº��_#tzX¤�S~lqj��V�XdXdV<X
P
Xnxº�lP²_dPº��_

P 6
∞
−→

DÆ« � V:_lP1x�X#�jV�®���VC�¦XdxStu_l�{oSruV:_l~l�{��Xntu_dtzq{�
�S~lq{o��{oStzrutu_kh

Pr(P � Q)
§¨qs~

P 6
∞
−→
�����

Q 6
∞
−→
£�_dPº��_�tzX
_dPSV���~dqso���oStzrzt­_khC_dq8~lV<�s�lP

Q
§¨~lq{T

Poih¤��XdV<v1xSV<����V¯q�§+_l~l�{��Xdt­_ltuqs��X�TW�s�jV¯q�§�q{�SVy_dtzT/V��¤_l~l�{��Xntu_dtzq{�#�{���¤�Iq1XdXdtuo�ruh¤XnV<¬{VU~���rºtz�s_lVU~lTWV<�jtw��_lV
tzTWT/V��jtw��_dV#_l~l�{��Xdt­_ltuqs��XU«LSSqs~dT��{rurzh{£

Pr(P � Q)
tzX�_dP�V Xnx�T q�§Z_dPSV���~dqso���oStzrzt­_ltuV�X�q�§y�{rur%Xdx��lP

XdV<v1xSVU�º��V<X�h

Pr(P � Q) =
∑

P
r−→Q1

∞(p1)
−−−−→...Qn

∞(pn)
−−−−→Q6

∞−→

(
Pr(P −→ Q1) ×

∏n
i=1 pi

)
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↓ P = ⇓ P
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∞
−−→ ¿ È Å5Ö�
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Pr(P � Q) = Pr(P ⇒ Q)

�

� � ¸+¸����
�
� � W '_YF�_�5#�#('_���c%&'"
_
 � S�tz~lXn_<£I�Sq{_dV
_dP���_Z§¨q{~¯���ih

P
¥�VpP��=¬{V ∑

P
∞(p)
−−−→

w
Q

p = 1
«ma �8q{~��jVU~m_dq

XdPSq�¥ _dPº��_
↓ P = ⇓ P

£St­_mtwX%Xdx�o¤��tzVU�1_<£Soih�~dxSrzV<X A=f E�gIDQ�{���pA ���1 1g�������D�_dq¤XnPSq�¥ _lP���_
∑

P
r−→
w

Q

r =
∑

P
r

=⇒
w

Q

r
A J<D

S�q{~¯���1h
n ≥ 1

£I¥�V��SV�®��SVp_dPSV�~dV<rz��_dtzq{�
P

( ∞(p)
−−−→

w

)n
Q
TWV<�{�Stu��|�_lPSVprzq{�S|sV<Xn_y�jVU~ltz¬���_ltzq{� q{§

tzTWT/V��jtw��_dV �s�Æ_dtzq{�ºXprzV<�s�jtu��|8§¨~lq{T
P
_dq

Q
�{��� ¥%PStw�lP rzVU�S|{_dP twXWXnT���rzrzVU~�qs~/V<v1x���r�_lq

n
«

\:qs~dV¯§¨q{~lT���rzruhs£
P

( ∞(p)
−−−→

w

)n
Q
ta4

�
V<t­_lPSVU~ptu§Q_lPSVU~lV¤V"@jtzXn_�X
�LA¨xS��tzv1xSV�D
XnV�vsx�VU����V

P
∞(p1)
−−−−→

w1

Q1 . . .
∞(pn)
−−−−→

wn

Qn = Q
���º�

Xdx���P#_dPº��_
p = pi × . . . × pn

�{���
w = w1 . . . wn

£Sq{~

�
qs~Qtu§

n > 1
���º�

P
( ∞(p)
−−−→

w

)(n−1)
Q
«

E¯tz¬{VU�
P
£jruVU_Qx�X%�jV�®��SV

nP
�{X�_dPSV]rzVU�S|{_dP#q�§Ê_dP�V¯rzq{�S|sV<Xn_Q�jVU~ltu¬���_ltuqs�¤q{§ÊtzTWT/V��jtw��_dV��{�Æ_ltzq{��X

rzV<�s�jtu��| §¨~dqsT
P
_lqCXnqsT/V¤�S~dqS��V<XlX

Q
«:`bhC_dPSV�P1hi�Iq�_lPSV<XdtwX�q�§%�Sqs�SV¤tu�j®º�St­_lV#XnV�v1xSVU���UV<X�q{§

tzTWT/V��jtw��_dV��s�Æ_dtzq{�ºXU£IXnx���PC���:tz�s_dV<|{VU~¯��rz¥b��hjX%V�@jtzXn_lXy����� tu§
P

( ∞(p)
−−−→

w

)nP
Q
_dPSV<�

Q 6
∞
−→
«%aÌ_

twXy�UruV���~m_lP���_
P

r
=⇒

w
Q
ta4¦VUtu_dPSV<~

P
r
−→
w

Q 6
∞
−→
q{~�£

P
r′

−−→
w0

R
( ∞(p)
−−−→

w′

)nR
Q
§¨q{~¯Xdq{TWV

R
���º�

¥%PSV<~dV
r = pr′

���º�
w = w0w

′
« \:qs~dVUq�¬{VU~�£sq{�SV]�U����V��{Xdturzh�XnP�q=¥ A¨oih�tz���jx��Æ_ltuqs�#q{�

n
DK_dPº��_

§¨qs~m���1h
P
�����

n
£ ∑

P
(

∞(p)
−−−→

w

)n

Q
p = 1
«KOQPSV<~dVU§¨q{~lV{£i|stu¬{V<�

P
£S¥�V�P���¬{V

∑

P
r

=⇒
w

Q

r =
∑

P
r′−−→
w0

R

(
r ×

( ∑

R
(

∞(p)
−−−→

w′

)nR
Q

p
))

=
∑

P
r′−−→
w0

R

(
r × 1

)

=
∑

P
r−→
w

Q

r
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 � `bh�_dtzTWV<�8��qs~d~lV<��_d�SV�XdX<£j¥bV
P���¬{V ∑

P
r′

=⇒Q
r′ =

∑
P

r′−→Q
r′

A J�DÆ«

\:qs~dV<q=¬{V<~<£sq{��Vy�<����V<�sXntzrzhWXdPSq�¥²_lP���_
P

∞(p)
−−−→ Q

£it�4 ∑
P

∞(p′)
−−−−→

w
R≡Q

p′ = p
A5�ZDÆ«>E¯tu¬{V<�

P
£

Q
�{���#ruV<�S|�_lP �jV<~dtz¬���_dtzq{�

n
£S¥�V]P��=¬{VZh

Pr(P
r
−→ Q1

∞(p1)
−−−−→ . . . Qn

∞(pn)
−−−−→ Qn+1 ≡ Q 6

∞
−→)

= (
∑

P
r′−→Q′

r′)−1(r ×
∏

1≤i≤n pi)

= (
∑

P
r′

=⇒Q′

r′)−1(r ×
∏

1≤i≤n pi)
oih A J<D

= (
∑

P
r′

=⇒Q′

r′)−1
(
(
∑

P
r′−→
w

Q′≡Q1

r′) ×
∏

1≤i≤n

(∑
Qi

∞(p′

i
)

−−−−→
w

Q′≡Qi+1

p′i
)) oihCA3�ZD

= (
∑

P
r′

=⇒Q′

r′)−1
(∑

P
r0−−→
w0

Q′

1

∞(p′

1)

−−−−→
w1

...
∞(p′

n)

−−−−→
wn

Q′

n+1≡Q

(r0 ×
∏

1≤i≤n p′i)
)

OQPSV<~dVU§¨q{~lV{£ XnxSTWTWtz�S|Cq�¬{VU~��{rurbruV<�S|�_lP �jVU~ltz¬���_ltuqs��X
n
£ ¥�V#�Uq{����rzx��jV�_dP���_

Pr(P � Q) =
Pr(P ⇒ Q)

«
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� � "����32#�U"RN 1 " � �¤�°� 
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� V¯�Sq�¥ VU���Uqj�jVyqsxS~
π ª �U�{rz�UxSrzx�X�¥%t­_lP#tz�S�Sxj_%����_d_dV<~d��Xbo��{��±�tu�1_dq�_dP�V]Xk_lqj��P��{Xn_dtw� π ª �<��rw��xSrzx�X<«	OQPSVrw��_d_dVU~,�<���WoIV%tw�jVU�1_dtu®�V<���sX�_lPSVZXn�IV���tw��r��U�sXnV%¥%t­_lP��]xS�Stwv1xSV%§¨xS���Æ_ltuqs������TWV%�IVU~,�{~dtu_khnAÄ¥�VZ�{XlXnxSTWV

�{~dtu_dtzV<X]oIq{xS���SV<� o1h�XnqsTWV
max

D�h
F ′ = {

EGF+ IH
i | 0 ≤ i ≤ max}

«�a � ¥%P���_�§¨q{rzruq�¥mXU£Ê¥�V�¥%~dtu_dV
EGFÊ IH8tu��Xn_dV��{�#q{§ EGF+ IH

i
«
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� V��{XlXnx�T/V]�p_lq�_l�{rFqs~l�jV<~dtz�S|
<
qs���p®��Stu_dV
XnVU_Qq{§Ê§¨xS����_dtzq{�����{T/V�X

F
« OQP�tzXQTWV<�{��X�_dPº��_

F
P��sX

��xS�Stwv1xSV/~dV<�S~lV<XnV<�s_���_ltuqs�
F = {f1, . . . , fn}

¥%t­_lP
f1 < . . . < fn

«�cyx�~yV<����qj�Stu�S|#x�XdV<X¯��P��{�S�SVUr
���{TWV<Xb§¨~dqsT)_dPSV
XdV�_

N × F
« � V
�jVU�Sq{_dV]V<ruV<T/V<�s_�X

(x, f)
q�§�_lPStzXmXdV�_%oih

xf
«�S�q{~%V<�{��P���P��{�S�SVUr

x
¥�V
�SV�®��SVp�¤XnV�v1xSVU���UV�q�§

n
�lPº���S�SV<rzX

xF

�sXQ§¨q{rzruq�¥mX�h
xF = ����� xf1

, . . . , xfn

«=B�P��{�S�SV<rzXmtu� _lPSV
_���~l|{V�_Zrw���S|sx���|sV��{~dVp�sXdXdqj��tw��_lV<� ��~���_lVnAÒ_dPº��_¯TW�=h�oIVptu�j®º�St­_lV<Dmoih�TWV<�{��Xmq{§	_lPSVpVU�º��qj�jtz�S|¤q{§

%�jVU®��SV<�#�{X
J%K(xf ) = %(x)(f)

« � V¯¥%~dtu_dV
x̃, ỹ
§¨q{~�_dP�V¯��qs���U��_dV<����_ltuqs��q�§+_ ¥bq�XdV<v1xSV<����V�X

x̃
�{���

ỹ
«

aÌ§
x̃ = x1, . . . , xn

_dPSV<� ¥�V]rzV�_
x̃F = ����� x1F , . . . , xnF
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ỹF
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Jnew x:ρ. P K = � ��� new xf1
:ρ(f1). · · · .new xfn

:ρ(fn). JP K
JP1 | P2K = ����� JP1K | JP2K JA(ỹ)K = ����� A(ỹF )

JC1 + · · · + CnK = ����� JC1K + · · · + JCnK JA(x̃) , P K = ����� A(x̃F ) , JP K
Jx?f(ỹ).P K = ����� xf?(ỹF ).JP K Jx!f(ỹ).P K = ����� xf !(ỹF ).JP K

O��{oSruVp��h r,����qj�jtz�S|�q�§�tz�S�Sxj_Z����_d_dV<~d��X

� � ��!
JP K ≡ Q

�[	)'"% �.	�'�#(' ' ';�9

�c

P ′ ∈ JQK−1
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P ≡ P ′

�

� �
P ≡ P ′

� !e��%&Yn�5%)� 
$� !
JP K ≡ JP ′K

�

� �
P

�9
��[% � #('�%b' 'n%b�5# W �5�Z!"�5# W � (
JP K
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 �

� � ¸+¸����
J{«%`bh�tu���jxº�Æ_dtzq{� qs�#_dPSV
�jVU®��Stu_dtzq{� q�§�§¨~lVUV<�SV<XlX%��q{�º�jt­_ltuqs��X<«
�j«%`bh�tz���jx��Æ_ltuqs�¦q{� _dPSV#Xk_l~dx���_dxS~lV�q{§

P
« � q{_dV�_dPº��_
_lPSV¤rzVUTWT�� T��=hC§Ä��tzrK§¨q{~p�S~dqS��V<XlXdV<X

P¥%tu_dP�§¨x����Æ_ltuqs� Xdh1TpoIqsrzX�q{xj_�Xntw�jV
F
« QZX¤�¦��q{x��s_dV<~�V�@j�{TW�SruV:ruVU_

F = ∅
�{�����Uq{��Xdtw�jVU~

x?f().0[x 7→ y]
«

/ «%`bh�tu���jxº�Æ_dtzq{� qs�#_dPSV
Xn_d~lx��Æ_lxS~dV]q{§
P
«

P�«%`bh�tu���jxº�Æ_dtzq{� qs� �jVU~ltu¬���_dtzqs��Xbq�§
P ≡ P ′

~dV�Xn�+«
JP K ≡ JP ′K

«
:j«%`bh�tu���jxº�Æ_dtzq{� qs�#_dPSV
Xn_d~lx��Æ_lxS~dV]q{§

P
«

OQPSV�§¨q{rzruq�¥%tz�S|�_dPSV<q{~lVUT'XnPSq�¥mXZ_lPSVW��qs~d~lV<��_d�SV�XdXZq{§,q{x�~¯VU���Uqj�jtz�S|�«
aÌ_���rzruq�¥mXyx�Xy_lq#~lxS��XdtzT ªxSrw��_ltuqs��X¯q{§�TWqj�jV<rzX]V"@j�S~lV<XlXdV<�8tz� q{x�~
π ª �U�{rz�UxSruxºX¯¥%t­_lP q{oj�kV<��_lX<£+¬itw����� tzT/�SrzVUTWV<�s_l��_dtzq{� q{§,_lPSVqs~dtz|{tz����r�Xn_dqj��P��{Xn_dtw�
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s ∈ R+ ∪ {∞(p) | p ∈]0, 1]}
�[��	)����Y�
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P
s
→ Q
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∆
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JP K
s
→ JQK

#('�������� ��' ���
J∆K

�

OQPSVpXn_l��_dVUTWVU�1_
P

s
→ Q

~lVUrw��_dtz¬{V]_dq
∆
TWV<�{��XQ_lP���_m_lPSVU~lV�V�@itwXn_lXmXdq{TWV]§¨xS�º�Æ_dtzq{�

% : N → F →
(R+∪{∞})

Xdx���Pp_dP���_
P

s
→ Q
~dVUrw��_dtz¬{V,_dq

∆
�����

%
«	OQPSVb¬��{ruxSV�X

%(x)
¥%turzrioIV�_lPSVb~���_lV

ρ
�sXdXdtz|{�SV<�

_lq
x
tu�¤_lPSV¯�jV���rw��~���_ltuqs�

new x:ρ
«	aÌ_QPSq{rw�SX,§¨q{~b�{rur

ρ
�{���

x
_dP���_

%(x) = ρ
t�4

J%K(xf ) = ρ(f)
§¨q{~

�{rur
f ∈ F

«
OQPSV#Xn_l��_lVUTWVU�1_

JP K
s
→ JQK

~lVUrw��_ltu¬{V¤_dq
J∆K
TWV<�{��X
_dP���_p_lPSVU~lV�V"@jtwXk_�X�XnqsT/V¤§¨xS����_dtzq{�

%′ :

{xf | f ∈ F , x ∈ N } → (R+ ∪ {∞})
Xdx��lP _dP���_

JP K
s
→ JQK

~dV<rz��_dtz¬{V/_dq
J∆K
�{���

%′
«#OQPSV

Xdt­_lx���_ltuqs���jt�4FVU~�XKtu�W_lP���_,_dPSVU~lVmV"@jtwXk_�X qs�Srzh��
Xntz�S|sruV%§¨xS���Æ_ltuqs� EGFÊ IH¤§¨q{~���rzrº��~lt­_ltuV�XU« � Vy��~lV%��rutu_d_drzV
Xdruqs�S�1h/tz�¤tw�jV<�s_dtu§¨hitu��|��p�Uq{��Xn_l�{�s_,§¨xS���Æ_ltuqs��¥%t­_lP¤tu_lXb��qs��Xn_l���1_�¬���rzxSV{£1t5« Vs«

%′(xf ) = %′(xf )(
EGF+ IH

)
«
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 ��J

� ��� � � �	�	���$�	

����� � �������

� VK�S~dq�¬{V �%Xdrutz|{P1_drzhyXn_d~lq{�S|sVU~��S~dqs�IqsXdt­_ltzq{�Z_lP����
OQPSVUqs~dV<T �i« � V,�jVU®��SV,�b_d~�����Xdrw��_dtzq{�¯q�§1§¨x����Æ_ltuqs��X
% : N → F → (R+ ∪ {∞})

_dq�§¨xS���Æ_ltuqs��X
J%K : {xf | f ∈ F , x ∈ N }

Xnxº�lP�_dP���_b§¨q{~%��rzr
x ∈ N�{���

f ∈ F
h

J%K(xf ) = ����� %(x)(f)
OQPSV�_d~�����Xdrw��_dtzq{� twX�q{�1_dqº£Êt5« VW§¨qs~
�{rzr

%′ : {xf | f ∈ F , x ∈ N } → (R+ ∪ {∞})
_dPSV<~dV¤V"@jtzXn_lX

Xdq{TWV
% : N → F → (R+ ∪ {∞})

Xdx��lP:_dP���_
%′ = J%K

«=?ZVU���UV{£�_lPSV
_dPSVUqs~dV<T�§¨q{rzrzq=¥mX%§¨~dqsT�_dP�V
§¨qsrurzq=¥%tz�S|W�S~dqs�IqsXdt­_ltuqs� h
� � ¸ �K¸ � d � d3¸ #&%

P
s
→ Q

� �[�.	U#('"
 � '_���=�f�
∆

��%&Y
%
� (

JP K
s
→ JQK

� �[�[	 #('�
 � '
��� ���
J∆K

�5%bY

J%K
�

� V¯�SV<V<�#XnqsTWV¯��x�@jtzrutw��~lh/rzVUTWT��{X<£1oIVU§¨q{~lVy¥�V¯�<���#XdPSq�¥²_lPSV¯�S~lq{�IqsXdtu_dtzq{��§¨q{~btz�j®���t­_lV¯~���_lV<X�tu�
NÊVUTWTW�e8
�{���W§Òqs~K®º�St­_lVZ~���_lV<XKtz�nN+VUTWT��$J<�j« Qmrzrº_dPSV�XnV+N+V<TWTW�sXKP�q{rw�/§¨q{~b��rzrº�S~dqS��V<XlXdV<X

P,Q,Q′�{���8�jV�®º�St­_ltuqs��X
∆
¥%tu_dP8§¨xS�º�Æ_dtzq{�ºXytu�

F
£I~���_lV<X

s ∈ R+ ∪ {∞}
qs~

r ∈ R+ £I§¨xS����_dtzq{��X %
£Frz�{oIVUrwX

w ∈ N ∪ N4 £����º�#�S~lq{o��{oSturztu_dtzV<X p ∈]0, 1]
«>SSqs~%�Uq{�1¬sVU�StzVU���UV{£j¥�V
�jV�®���V

Jnew y1:ρ1. · · · . new yn:ρnK = ����� Jnew y1:ρ1K. · · · . Jnew yn:ρnK
Jnew y:ρK = � ��� new yf1

:ρ(f1). · · · . new yfn
:ρ(fn)

��´ 
 
¦��� ��!
P

s
−→
w

Q
� �[�[	^#('"
 � '_���>���

∆
��%&Y

%
���[	)'"%

JP K
s
−→
w

JQK
� �[�.	^# '"
 � '
�"� �f�

J∆K
�5%bY

J%K
�

� � ¸+¸�����`bh:~lxSruV/tz���jx��Æ_ltzq{�+« � V/��VUV<�8_dq �Uq{��Xdtz�jV<~y_dPSV/_dPS~lVUV/~dxSrzV<X A�F����nDÆ£ A �Ê�S�)DÆ£������ A
� �

g+D
oih¤¥%P�tz��P#_lqWtz�j§¨VU~

P
s
−→
w

Q
«

�
�%x�ruV$A�F����nDÆ«�YjxS�S�IqsXdV¯_dPº��_

new x:ρ. P
s
−→
w

new x:ρ. Q
tzX%tz�j§¨VU~l~dV����{Xb§¨q{rzrzq=¥mX�h

P
s
−→
w

Q %(x) = ρ

new x:ρ. P
s
−→
w

new x:ρ. Q

OQPSVCtz���jx��Æ_ltuqs� Pihi�Iq�_dP�V<XdtzX¤hitzVUrw�SX�_lP���_
JP K

s
−→
w

JQK
«]QyX#��~l|{xSV<�²�{oIq=¬{Vs£

%(x) = ρ
twX

V�vsx�tu¬���rzVU�s_m_lq�_dPº��_
J%K(xf ) = ρ(f)

§¨q{~y�{rur
f ∈ F

« � V��U��� _lP1x�XZtz�j§¨VU~
Jnew x:ρ. P K

r
−→
w

Jnew x:ρ. QK
oih#���S��ruhitz�S|/_dPSV$A�F����nDQ~dxSrzV]tz� �{��t­_lVU~���_ltu¬{V]T����S�SV<~�h

JP K
s
−→
w

JQK %(xf1
) = JρK(f1) . . . J%K(xfn

) = ρ(fn)

new xf1
:ρ(f1). · · · . new xfn

:ρ(fn). JP K
s
−→
w

new xf1
:ρ(f1). · · · . new xfn

:ρ(fn). JQK
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t



�s� � �����c��'�#���� 	)��� 


����[%&'����	� ��'
	 #('�%

�
�%x�ruV$A ���S��DÆ«,a �#_dP�tzXm�<�{XdV{£i_dPSVQ�kx��S|{TWVU�1_mP��sXQoIVUVU�:�jVU~ltz¬{V<���{Xb§¨q{rzrzq=¥mX�h

Pi1 = A(ỹ) A(x̃) , new z̃:ρ. Q
tu�

∆

Πn
i=1Pi

∞
−→
i1

new z̃:ρ. (Q[x̃ 7→ ỹ] | Πn
i=1,i6=i1

Pi)

`bh¤_d~�����Xdrz��_dtzq{��_dPSV]§¨qsrurzq�¥%tu�S|W~lxSruV]tz��Xn_l�{����V��{�S�SrztuV�Xb_dqiq�h

JPi1K = A(ỹF ) A(x̃F ) , Jnew z̃:ρ. QK
tz�

J∆K

Πn
i=1JPiK

∞
−→
i1

Jnew z̃:ρK (JQK[x̃F 7→ ỹF ] | Πn
i=1,i6=i1

JPiK)

`bh N+VUTWT��3:j£j_dPStwX%twX
JΠn

i=1PiK
∞
−→
i1

Jnew z̃:ρ. (Q[x̃ 7→ ỹ] | Πn
i=1,i6=i1

Pi)K
«

�
�%x�ruV3A

� �
gID�«KOQPSV��kx��S|{TWVU�s_mP��{X�_lP1x�XQoIV<VU�#tz�j§¨V<~d~lV<��o1h��{�#�{�S�Srztz�<��_ltuqs��q�§Ê_lPSV���qsT/Tpx��St ª�<��_dtzq{��~lxSruV;h

Cj1
i1

= x?f(z̃).new x̃1:ρ1. Q1 Cj2
i2

= x!f(ỹ).new x̃2:ρ2. Q2

Πn
i=1

∑mi

j=1 Cj
i

%(x)(f)
−−−−−−→
i1,j1,i2,j2

{
new x̃1:ρ1. new x̃2:ρ2.

(Q1[z̃ 7→ ỹ] | Q2 | Πn
i=1,i6=i1,i2

∑mi

j=1 Cj
i )

� V
�U���#_lPSVU�:�{�S�Srzh�_lPSV
��q{TWTpxS��tz�<��_dtzq{��~lxSruV
�{Xb§¨q{rzruq�¥mXb_dqjq)h

JCj1
i1

K = xf?(z̃F ).Jnew x̃1:ρ1. Q1K JCj2
i2

K = xf !(ỹF ).Jnew x̃2:ρ2. Q2K

Πn
i=1

∑mi

j=1JC
j
i K

%(xf )
−−−−−−→
i1,j1,i2,j2

{
Jnew x̃1:ρ1. new x̃2:ρ2.

(Q1[z̃ 7→ ỹ] | Q2 | Πn
i=1,i6=i1,i2

∑mi

j=1 Cj
i )K

��´ 
 
¦��� ��!
JP K

s
−→
w

Q′
� �[�[	 # '"
 � '
�"�l�f�

J∆K
�5%bY

J%K
�[	)'"% �[	)'"#(' ' ';�9
���


Q ∈ JQ′K−1


�)�
	

�.	��5�
P

s
−→
w

Q
� �[�.	F# '"
 � '
�"�����

∆
��%bY

%
�

� � ¸+¸�����`bh:~lxSruV/tz���jx��Æ_ltzq{�+« � V/��VUV<�8_dq �Uq{��Xdtz�jV<~y_dPSV/_dPS~lVUV/~dxSrzV<X A�F����nDÆ£ A �Ê�S�)DÆ£������ A
� �

g+D
oih¤¥%P�tz��P#_lqWtz�j§¨VU~

JP K
s
−→
w

Q′
¥%tu_dP ~lV<Xd�IV<��_b_lq

J∆K
�{���

J%K
«

�
�%x�ruV$A�F����nDÆ«Ka ��_dPStwXm�U�sXnVs£i_dPSV
�{oºq�¬{V��kx��S|{TWVU�1_m¥b�sXbtz�j§¨V<~d~lV<���{Xb§¨qsrurzq=¥mX�h

JP1K
s
−→
w

Q′
1 J%K(xf1

) = ρ(f1) . . . J%K(xfn
) = ρ(fn)

JP K = new xf1
:ρ(f1). · · · . new xfn

:ρ(fn). JP1K
s
−→
w

Q′ = new xf1
:ρ(f1). · · · . new xfn

:ρ(fn). Q′
1

`bh tz���jx���_dtzq{��P1hi�Iq�_lPSV<XdtwXU£I_dP�VU~lV�V"@jtzXn_lX
Q1 ∈ JQ′

1K
−1 Xnxº�lP8_lP���_ P1

s
−→
w

Q1
¥%tu_dP�~dV�Xn�IV��Æ_

_lq
∆
�����

%
«	OQPSVmPihi�Iq�_dP�V<XnV�X q�§F_dPSVZ~dxSrzV%hitzVUrw�

%(x) = ρ
« � VZ�<���/_lP1x�X����S�Srzhp_dPSV A�F����nD
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~lxSrzV��{Xb§¨q{rzrzq=¥mX�h

P1
s
−→
w

Q1 %(x) = ρ

new x:ρ. P1
s
−→
w

new x:ρ. Q1

NÊVUTWT��W�WXnP�q=¥mXb_dP���_
Jnew x:ρ. P1K

s
−→
w

Jnew x:ρ. Q1K
«KOQPStwXQtwXQV�v1xStu¬���rzVU�s_Q_lq)h

JP K
s
−→
w

new xf1
:ρ(f1). · · · . new xfn

:ρ(fn). JQ1K = Q′

�
�%x�ruV$A ���S��DÆ«�OQPSVb�kx��S|{TWVU�1_mP��sXQtu��_dPStwXm�U�sXnV]oIVUV<��tz�j§¨VU~l~dV����{Xb§¨q{rzruq�¥mX�h

JPi1K = A(ỹF ) A(x̃F ) , Jnew z̃:ρ. Q1K
tz�

J∆K

JP K = Πn
i=1JPiK

∞
−→
i1

Q′ = Jnew z̃:ρK (JQ1K[x̃F 7→ ỹF ] | Πn
i=1,i6=i1

JPiK)

`bh N+V<T/T��L:j£b¥�V:P��=¬{V
JQ1K[x̃F 7→ ỹF ] = JQ1[x̃ 7→ ỹ]K

«V?mV<����Vs£
Q′ = JQK

¥%PSVU~lV
Q = new ỹ:ρ. (Q1[x̃ 7→ ỹ] | Πn

i=1,i6=i1
Pi)
« S�xS~d_dPSV<~dTWq{~lV{£�¥�V#�U�{�¦tu�S§¨VU~

P
∞
−→
i1

Q
�sX

§¨qsrurzq=¥mX�h

Pi1 = A(ỹ) A(x̃) , new ỹ:ρ. Q1
tz�

∆

P = Πn
i=1Pi

∞
−→
i1

Q = new ỹ:ρ. (Q1[x̃ 7→ ỹ] | Πn
i=1,i6=i1

Pi)

�
�%x�ruV$A

� �
gID�«KOQPSVQ�kx��j|{TWV<�s_mtwX%�Sq=¥ftz�j§¨VU~l~dV����{Xb§¨q{rzruq�¥mX�h

JCj1
i1

K = xf?(z̃F ).Jnew x̃1:ρ1. Q1K JCj2
i2

K = xf !(ỹF ).Jnew x̃2:ρ2. Q2K

JP K = Πn
i=1

∑mi

j=1JC
j
i K

%(xf )
−−−−−−→
i1,j1,i2,j2

Q′

¥%PSV<~dV
Q′ = Jnew x̃1:ρ1K Jnew x̃2:ρ2K (JQ1K[z̃F 7→ ỹF ] | JQ2K | Π

n
i=1,i6=i1,i2

∑mi

j=1JC
j
i K)
«

OQPSV�Xnx�o�Xk_lt­_lxj_dtzq{� NÊVUTWT��n:/hitzVUrw�SXmV�v1x���rzt­_kh#oIVU_ ¥�V<VU�
JQ1K[z̃F 7→ ỹF ]

�����
JQ1[z̃ 7→ ỹ]K

«
OQPix�XU£

Q′ = JQK
¥%PSVU~lV

Q = new x̃1:ρ1. new x̃2:ρ2. (Q1[z̃ 7→ ỹ] | Q2 | Π
n
i=1,i6=i1,i2

∑mi

j=1 Cj
i )
«

?ZVU���UV{£S¥�V
�U����tz�j§¨VU~
P

%(x)(f)
−−−−−−→
i1,j1,i2,j2

Q
�sXb§¨q{rzruq�¥mX�h

Cj1
i1

= x?f(z̃).new x̃1:ρ1. Q1 Cj2
i2

= x!f(ỹ).new x̃2:ρ2. Q2

Πn
i=1

∑mi

j=1 Cj
i

%(x)(f)
−−−−−−→
i1,j1,i2,j2

{
new x̃1:ρ1. new x̃2:ρ2.

(Q1[z̃ 7→ ỹ] | Q2 | Πn
i=1,i6=i1,i2

∑mi

j=1 Cj
i )

��´ 
 
¦���
P

s
−→
w

Q
� �[�[	F#('"
 � '_�����f�

∆
�5%bY

%
� (

JP K
s
−→
w

JQK
� �[�.	^#('"
 � '_�����f�

J∆K
��%bY

J%K
�
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� � ¸+¸�����OQPSVptuTW�Srztz�<��_ltuqs� §¨~dqsT�_lPSVprzV�§Ò_Z_lq�_lPSVp~ltu|sPs_ZtwXZXdPSq�¥%�:o1h^NÊVUTWTW���S«�SSqs~m_dPSV��Uq{�i¬{VU~�XnV
�sXdXdxSTWV

JP K
s
−→
w

JQK
¥%tu_dPC~lV<Xd�IV<�Æ_Z_lq

J∆K
�����

J%K
«]`bh^NÊVUTWT�� �/_lPSVU~lVpV�@itwXn_lX

R ∈ JJQKK−1

Xdx���P#_dP���_
P

s
−→
w

R
«,Yitz����V

J·K
twXQtz���kV<��_dtz¬{V{£Stu_%§¨q{rzrzq=¥mXb_lP���_

R = Q
Xnq/_lP���_

P
s
−→
w

Q
«

��´ 
 
¦���
P

∞(p)
−−−→ Q

� �9�.	 # '"
 � '
�"�>�f�
∆

��%&Y
%
� (

JP K
∞(p)
−−−→ JQK

� �[�[	 #('�
 � '
�"�>�f�
J∆K

�5%bY

J%K
�

� � ¸+¸����
�
⇒
���sx��j|{TWV<�s_lX

P
∞(p)
−−−→ Q

¥%tu_dP ~dV�Xn�IV��Æ_Q_dq
∆
�{���

%
��~lV]�jVU~ltz¬{V<�#o1h�~lxSrzV3A

� �
E F H D�h

P ≡ P ′
n = ]{w ∈ N ∪ N4 | P ′ ∞

−→
w

R′ ≡ Q} 6= 0

m = ]{w ∈ N ∪ N4 | P ′ ∞
−→
w

R′}

P
∞(n/m)
−−−−−→ Q

A5�ZD

OQPSV
��qs~d~lV<Xd�Iq{���jtz�S|Z�kx��j|sTWVU�s_y�U�{�#oIV
�jV<~dtz¬{V<���{Xb§¨qsrurzq=¥mXQoih�~dxSrzV3A
� �

EGF H D�h

JP K ≡ JP ′K
n = ]{w ∈ N ∪ N4 | JP ′K

∞
−→
w

R ≡ JQK} 6= 0

m = ]{w ∈ N ∪ N4 | JP ′K
∞
−→
w

R}

JP K
∞(n/m)
−−−−−→ JQK

A / D

O�q#XdVUV
_lPStzX<£F¥�V�Tpx�Xn_]XnP�q=¥©_dP���_
∃R′.P ′ ∞

−→
w

R′ ≡ Q
tzXyV<v1xStz¬��{ruV<�s_Z_lq

∃R.JP ′K
∞
−→
w

R ≡

JQK
«KOQPStwXb§¨qsrurzq�¥mX�§¨~lq{T N+V<T/T��sX�:j£S�S£��{���:�i«

�
⇐
�%OQPSVQ�kx��j|sT/V<�s_

JP K
∞(n/m)
−−−−−→ JQK

T�x�Xk_moIV�tz�j§¨VU~l~dV��#�sXb§¨q{rzruq�¥mX�h

JP K ≡ P1

n = ]{w ∈ N ∪ N4 | P1
∞
−→
w

R ≡ JQK} 6= 0

m = ]{w ∈ N ∪ N4 | P1
∞
−→
w

R}

JP K
∞(n/m)
−−−−−→ JQK

Yitz���UV
JP K ≡ P1

¥bVy�<�������S��ruh3N+V<TWTW� :�¥%PStw�lP�hituV<rz��XK_lPSVyV"@jtwXk_lVU���UVZq�§
P ′ ∈ JP1K

−1 Xdx���P_lP���_
P ≡ P ′

« � t­_lP:_dPStwX
P ′
_dPSVptu�S§¨VU~lVU����V�Xk_lVU�LA / DQoIV���q{TWV�X%¬���rztz��£IXnq�_dP���_Z¥�V��U���:tz�j§¨VU~
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