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Convergence of moments in the almost sure central
Limit theorem for multivariate martingales

Abstract: In this report, new almost sure convergence properties for multivariate
martingale transforms are established. Assuming some regularity conditions both on
the increasing process and on the moments of the martingale, one can show that
normalized moments of any even order do also converge in the almost sure cental
limit theorem for martingales. In addition, a conjecture about convergence under
wider hypotheses is formulated, the goal being to cover a larger class of processes.
Cases studies are proposed, including linear models and some branching processes
with immigration, for which new asymptotic estimation and prediction errors are
obtained.

Key-words: Almost sure cental limit theorem, moment, regression, multivariate
martingale.



Convergence des moments dans le TLCPS pour martingales vectorielles 3

1 Introduction

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi avec
E[X,] =0 et E[X?] = 02. Si S,, = X1 + --- + X,,, on a par le théoréme de la limite
centrale
Sn L
—
Vn

ce qui entraine que, pour toute fonction A continue bornée,

nlin;oE[h(%)] - /Rh(w)dG(ar)

oi1 G est la mesure gaussienne N(0, o2). On a également, par le théoréme de la limite
centrale presque str (TLCPS), que la mesure emprique aléatoire

N(0,0?)

1 1
—ds, = G ps.
logn;k NG

En d’autres termes, pour toute fonction A continue bornée,

1 &1 S
Jirgo@;%h(ﬁ> = /Rh(:n)dG(m) p.S.

Ce théoreme a été démontré par [2] et [16,17], et dans sa forme présente par [11].
Le TLCPS a aussi été établi dans un cadre martingales par [3,4], [5] et [14, 15],
plus précisément défini de la maniére suivante. Soit (g,) une suite de différences
de martingales adaptée a une filtration F = (F,,). Soit (®,) une suite de variables
aléatoires adaptée a [F. La transformée de martingale réelle (M,,) est définie, pour
tout n > 1, par

n
Mn d:ef Z (I)k_lfjk.
k=1
On définit également le coefficient d’explosion f,, associé a (®,,) par

2 n
def q)n def 2
fn= = avec S, = E o7
" k=0

Le TLCPS pour les martingales [3] peut alors s’exprimer en version simplifiée de
la fagon suivante. Sous des hypotheses raisonnables de moment et de convergence
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4 Bernard Bercu, Peggy Cénac, Guy Fayolle

ad hoc, on a pour toute fonction A continue bornée

e logsnzz:fk ( V=1 1) :/Rh(x)dG(x) p.s. (1)

Une démarche naturelle est de chercher a savoir si cette convergence reste vraie
pour des fonctions h non bornées. On trouve dans [1] que, si (g,,) admet un moment
conditionnel d’ordre > 2p fini, alors la convergence (1) est vraie pour h(z) = x?
avec p > 1.

Théoreme 1.1 (Convergence des moments dans le TLCPS scalaire). On suppose que
(en) vérifie E[E?LH | Fn] = 02 p.s. et qu’il existe un entier p > 1 et un réel a > 2p
tels que

sup E[|len+1|*Fn] < o0 p.s.

n>0

Si (fn) tend vers zéro p.s., on a

- 2\p o !
lim ! ka<Mk> = (2p)! p.s. (2)

n—oo log s, — Sk_1 2rp)

On reconnait, dans la limite (2), le moment d’ordre 2p de la loi gaussienne A (0, o?).
Dans ce rapport, on propose un résultat analogue au théoreme 1.1 de [1] dans un
cadre vectoriel.

Soit (M) une martingale a valeurs dans R? adaptée & une filtration F. On suppose
que (M,,) est de carré intégrable. Son processus croissant est la suite ((M),) de
matrices carrées d’ordre d, symétriques et définies positives, données par

M), =Y E[(Mg — My—1)(My, — My_1)"|Fy_1].
k=1

Un premier TLCPS pour les martingales vectorielles discretes a été établi dans [5]
et [6] sous des conditions assez restrictives sur le processus croissant ((M),,). Notre
objectif est de montrer que, sous des hypotheses appropriées sur ((M),), il y a
convergence des moments d’ordre pair dans le TLCPS pour (M,,). On va se placer
dans le cadre plus générale des transformées de martingales vectorielles (M,,) de la
forme

def

n
My = Mo +) ®porep

k=1

INRIA



Convergence des moments dans le TLCPS pour martingales vectorielles 5

ou My peut étre choisie arbitrairement et (®,,) est une suite de vecteurs aléatoires
de R? adaptée & F. On note également

n
Sp =) &0+ 8 (3)
k=0
ou S est une matrice déterministe, symétrique et définie positive. Il est clair que, si
E[e2,, | Fu] = 0? p.s., alors le processus croissant de (M,,) est donné par (M), =
02S,_1. On définit le coefficient d’explosion associé a (®,,) par

o= 045,10, = et @)

avec d,, = det(Sy).

Le rapport est organisé de la facon suivante. On énonce dans la section 2 les princi-
paux résultats de convergence pour les transformées de martingales vectorielles. Les
applications statistiques sur le calcul des erreurs d’estimation et de prédiction dans
les modeles de régressions linéaires font ’objet de la section 3. On étudie en parti-
culier les modeles autorégressifs et les processus de branchement avec immigration.
Les démonstrations des résultats ne sont pas données dans leur intégralité, mais les
idées clés sont indiquées. On se reportera a [7] pour le détail des preuves.

2 Convergence des moments dans le TLCPS pour les martingales
vectorielles

Notre objectif est d’établir une généralisation du théoreme 1.1 au cadre vectoriel.
Sous des hypotheéses de moment appropriées sur (g,) ainsi que des hypotheses de
convergence raisonnables sur ((M),), on va montrer la convergence des moments
normalisés d’ordre pair dans le TLCPS pour (M,,).

Théoreme 2.1. On suppose que (,,) vérifie E[siﬂ | F] = 02 p.s. et qu’il existe un
entier p > 1 et un réel a > 2p tels que

(Hp) ig%EUgnHM}—"] < o0 p.s.

On suppose également que (fy) tend vers zéro p.s. et qu’il existe une suite aléatoire
positive (au,) croissante vers infini et une matrice L symétrique et inversible telles
que

lim 'S, =L p.s. (5)

n—oo
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6 Bernard Bercu, Peggy Cénac, Guy Fayolle

Alors, on a presque sirement

p—1
Tim. log - Z Fe(MES M) = ((p) = da2pj1;[1(d+ 2j), (6)
. - p
Jim dn;(Méskile) (M My)" = Ap) = 5(p). (7)

Remarque 1. La limite ¢(p) correspond au moment d’ordre 2p de la norme d’un vec-
teur gaussien N(0,0%1,). Par conséquent, le théoréme 2.1 établit bien la convergence
des moments d’ordre 2p dans le TLCPS pour les martingales vectorielles. La norma-
lisation déterministe du TLCPS de [5] est remplacée par la normalisation aléatoire
naturelle donnée par le processus croissant.

Remarque 2. L’hypothése de convergence (5) entraine que (f,) tend vers zéro p.s.
si et seulement si o, ~ a,—1 p.s. car det L > 0 et

Démonstration. La démonstration complete du théoreme 2.1 figure dans [7]. On
indique seulement ici les idées principales de la preuve. Pour alléger les notations,
on commence par définir les variables

V, £ M.STL M, (8)
on E ool LT,
v = ol MILTIM,,.

Tout d’abord, on peut remarquer, en utilisant le symétrie de L, que la convergence
(5) entraine que presque stirement

fn = ¢n+0(()0n)7 (9)
Vo = vp+o(vy). (10)

On déduit directement de (10) que Vi = v} + o(vh). Pour déterminer la limite (6),
il suffit donc, d’aprés le lemme de Toeplitz, d’étudier la convergence presque stre

1
I 2 11
Jim bg ka =N Z_:sokvk (11)

INRIA



Convergence des moments dans le TLCPS pour martingales vectorielles

On prouve le théoreme 2.1 par récurrence sur p > 1. L’idée de la preuve est inspirée
de celle de [1] dans le cas scalaire. Il s’agit dans un premier temps d’écrire une relation
de récurrence sur M’ L~'M,,. Par définition de la suite (M), on a la décomposition

M! L My = MELTI M, + 26,01 ®E L7 M, + €2, 0L L1,

On pose
By = tr(L7Y28,L71/2),
Bn — Bn-1 5 — MfLL_l(I)n

Yn=——""-" et
! B " B

Simg, = 6;_11M£L_1Mn, on déduit alors de la décomposition ci-dessus que

Mp+1 = (1 - Vn)mn + 26n5n—|-1 + %5%+1-

La preuve du théoréme repose ensuite sur le lemme suivant.

Lemme 2.2. Sous les hypothéses du théoréme 2.1, si g, = MfLS;_l1<I>n, on a

: 1 - 2 p—1 /\(p)
Jim logd, kZ:l(l = fe)gemy, = o1 DS

Si l'on éleve 1'égalité (13) a la puissance p, on obtient

D k

k—C kol L ck—4 =k _k+e

mh. = ZZZ CyCh Yy (1 = Vo))" eR
k=0 ¢=0

Apres quelques simplifications élémentaires, on trouve la relation de récurrence

mb 1+ An(p) = mY + Bny1(p) + Wata(p)

avec

n 2p—1 n
An(p) = BB = BL_)mb, Buga(p) = Y. > bi(O)ehys,
k=1 l=1 k=1

RR n°® 6056
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8 Bernard Bercu, Peggy Cénac, Guy Fayolle

n
2
Wn—i—l(p) = Z’Yﬁgkﬁ_l’
k=1
Sil</{<p-1,ona

1£/2] |
bu(0) = Y 2 HOLICL e (1= wmie)”
7=0

tandis que si p < £ < 2p—1,

14/2)
s e
()= > 2B Ale (1= p)ma)”
j=t=(p=1)
+CEPoI=t gy P

La preuve consiste en 1’étude des comportements asymptotiques de W, +1(p), Bn+1(p)
et mb, afin d’en déduire des informations sur A, (p). Tout d’abord, pour p =1, on a
par le lemme de Chow [8, page 22|

lim

—W,ha1(1) = 2 .S.
nﬂoologﬁnwﬂ() o” ps

Il est aussi facile de voir que By11(1) = 0(An(1)) p.s. On déduit également de la
relation (2.30) de [19] que my,+1 = o(log B,) p-s. Par suite, on a par I’égalité (17)

! A, (1) =0? pas.

"l_r’go lOg Bn

Cependant, il résulte immédiatement de ’hypotheése de convergence (5) que

lim @ =d p.s.

n—00 Yn

ce qui implique log d,, ~ dlog 3, p.s. On tire alors

2
lim A, (1) = % p.S.

n=oo logd,

ce qui entraine la convergence (14) pour p = 1. On suppose ensuite que p > 2. On
trouve par le lemme de Chow que

Wys1(p) = o(logd,) ps.

INRIA



Convergence des moments dans le TLCPS pour martingales vectorielles 9

On peut également montrer que

Buit(p) = e l(p) log du + o(log du) + 0(An(p) s

La relation (2.30) de [19] entraine aussi que m}, = o(log d,,). On obtient ainsi

lim

p

:W

ce qui achéve la preuve de (14) car

R T SR 1 ((p)
=1 2(p) = 2 pas.
i g, 2wk = g A = G e

Pour la seconde partie du lemme 2.2, on raisonne de la méme maniere via I’égalité

p k
Vit = D) 2ICRCE fgn TR (18)
k=0 £=0
avec g, = ®L.S1 M, et h, = M!S ' M,. O

Dans la plupart des applications statistiques, I'hypothese de convergence (5) est
vérifiée. Cependant, cette hypothese technique a été introduite de fagon a pouvoir
contourner le probléeme vectoriel en se ramenant d’une certaine fagcon au cadre sca-
laire. En effet, 'hypothése (5) entraine que toutes les valeurs propres de la matrice
Sy tendent vers 'infini a la méme vitesse a,. Il est naturel d’espérer pouvoir établir
le résultat suivant sans 'hypotheése de convergence (5).

Conjecture 2.3. On suppose que (ey,) vérifie (H,) pour un entier p > 1. Alors, on a

Z fr (Mzisk__lle)p = (’)(IOg dn) P.s.
k=1

> (MESH M) — (MES, ' My)” = O(logdy,)  p.s.
k=1

RR n°® 6056



10 Bernard Bercu, Peggy Cénac, Guy Fayolle

3 Applications

3.1 Modeles de regression linéaire

A partir de nouvelles propriétés asymptotiques presque stires pour les puissances de
transformées de martingales vectorielles, on va établir des résultats de convergence
sur les erreurs d’estimation et de prédiction associées aux modeles de régression
linéaire. Ces derniers sont définis, pour tout n > 1, par la relation

Xpi1 = 0"®,, + £p41 (19)

ot § € R? est le parameétre inconnu du modele. Les variables aléatoires X,,, ®,, et
€n sont respectivement ’observation, le vecteur de régression et le bruit du systeme.
On propose ci-apres deux illustrations des résultats de la section 2 portant sur les
processus autorégressifs linéaires et ainsi que sur les processus de branchement avec
immigration.

Pour une suite d’estimateurs (9 ) de 6, on s’intéresse a la performance asymptotique
de 9 @, comme prédicteur de X, +1. Plus précisément, on se concentre sur 'erreur de
prédiction X, 411 — 9 ®,, et sur erreur d’estimation 9 —6. 1l est plus approprié (voir
par exemple [10]) de considérer les erreurs cumulées de prédiction et d’estimation,
respectivement définies, pour tout p > 1, par

n—1
Cu(p) = Y (X1 — 055)* (20)
k=0
et
p) =D kY0 — 0] (21)
k=1

Dans le cas scalaire d = 1, sous des hypotheéses de moment appropriées, des résultats
asymptotiques sur (C,(p)) et (Gyn(p)) se trouvent dans [1] avec l'estimateur des
moindre carrés

0, =S, 12 Op_1 X (22)

INRIA



Convergence des moments dans le TLCPS pour martingales vectorielles 11

Notre but est d’étendre ces résultats au cadre multidimensionnel. Dans ce contexte,
il y a dans [8,19] des résultats asymptotiques pour (C,(p)) et (G, (p)) mais seulement
dans le cas p = 1. Pour la consistance forte de ’estimateur des moindres carrés, on
peut également consulter les travaux de [12,18]. Ces résultats sont étendus dans
[9]. D’autre part, le comportement asymptotique de l’estimateur empirique de la
covariance associée au modele (19) est étudié dans [9,12,13,18]. On peut se poser
la question générale suivante : comment utiliser les résultats de convergence de la
section 2 afin obtenir le comportement asymptotique des suites (Cy,(p)) et (Gn(p))?
On peut déduire de (19) et de (22) que

§n —0= S,:_lan avec M, = My + Zn: Dp_qep (23)
k=1
ou My = —S56. On pose alors
T, = (9 — an)t<1>n = Xpi1 — @;L(I)n — Ena1- (24)
Les relations (23) et (24) permettent d’écrire
m2 = M!S ®,0L St M,
Par ailleurs, en appliquant la formule de Riccati [8], on a
=S 4 (1= f)S, 1, 0,®08,

Par conséquent,

an(1) = MLSTE M, — MESTIM, = (1 — fo)n2. (25)
Il est souvent difficile d’obtenir des résultats asymptotiques sur le coefficient d’ex-
plosion f,,. Dans les modeles considérés dans ce rapport, (f,) converge p.s. vers zéro.
Pour étudier le comportement asymptotique de (G, (p)) et (Cy(p)), on va utiliser des
propriétés asymptotiques de (an(l))p , sous des hypotheses de moments appropriées.
Du méme coup, on estime les moments d’ordre 2p du bruit (g,).

Corollaire 3.1. Sous les hypothéses du théoréme 2.1, on a

lim 1d Z(ak(l))p:{ 0, = p>1 (26)

o st p=1.

RR n°® 6056



12 Bernard Bercu, Peggy Cénac, Guy Fayolle

Démonstration. Dans le cas particulier p = 1, la convergence (26) correspond exac-
tement a (7). On suppose maintenant p > 1. On déduit de l'inégalité

et de la convergence presque stire de (f,) vers zéro, en appliquant le lemme de
Kronecker et le lemme 2.2, que

n n

Z(ak(l))p < lim Z(kak)p =0 p.s.

0< lim
k=1 n—ce log dn =

n—00 log "

3.2 Estimation des moments, erreurs d’estimation et de prédiction

2

On suppose que le bruit (,,) vérifie E[e2_; | F,] = o? ainsi que (H;). Si

1 n
§ 2
An = — ks
n
k=1

la loi forte des grands nombres pour les martingales entraine que (A,,) converge p.s.
vers 2. Sous les hypotheses du théoréme 2.1 avec p = 1, on déduit alors de (26) que
l'estimateur de o2

1 n—1 N )
Iy =~ > (Xpg1 — 0,24)
k=0
est fortement consistant avec
. . _ 2
nh_)ngo Tog 0. (T —A,) =0" ps. (27)

On peut maintenant proposer des estimateurs consistants des moments d’ordre
supérieur de (e,,). Pour tout p > 1,

n—1

1 N
Fu(2p) = —~ > (Kigr — 01.0)% (28)
k=0

est un estimateur naturel du moment o(2p) d’ordre 2p du bruit (g,,). On peut remar-
quer que nI',(2p) = Cy(p). Le corollaire suivant donne des résultats asymptotiques

pour I';,(2p).

INRIA
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Corollaire 3.2. On se place sous les hypothéses du théoreme 2.1 avec p > 2. Pour
tout entier 1 < q < p tel que, pour tout n > 0, IE[ n+1“7:n] = 0(2q), T'n(2q) est un
estimateur fortement consistant de o(2q) et

(T2 - 23 c0) — 0 (E%Y) s (29
k=1

Démonstration. On a déja vu par (27) que le corollaire 3.2 est vrai pour ¢ = 1. On
peut donc supposer que ¢ > 2. Si l'on développe I'expression de I';,(2¢), on a par
(24)

2q—1 n—1

n—1
n(Cn(2q9) — An(29)) = ZT( + Z CZZ’]Tzq €€£+1
k=0 (=1

On déduit de (25) et de la convergence p.s. de (f;) vers zéro associés au corollaire 3.1
que

Zﬂzq =o(logd,) p.s.
k=0

Pour tout ¢ € {1,...,2¢ — 1}, on a la décomposition

Z 7T2q Z€£+1 Po(0) + Qn(0),

avec
2q—L -
E ™ - et E 7Tk ek+1

olto,(f) =E[e 4 ‘fn] et ent1(£) = 41—, (¢). Tout d’ abord, puisque les moments
o, (¢) sont presque stirement bornés, on a

Zw2q Y =0(logd,) ps.

On peut également montrer qu’on a ’estimation

|Qn(O)> = O(nlogd,) p.s.

Par conséquent, on obtient

n?(Tn(2g) — An(29))* = O(nlogd,) D,

ce qui acheve la preuve du corollaire 3.2. O

RR n°® 6056



14 Bernard Bercu, Peggy Cénac, Guy Fayolle

Il est maintenant possible de déduire du corollaire 3.2 le comportement asympto-
tique de (Cy,(q)). Sous les hypotheses du corollaire 3.2, la convergence (29) implique
que C,(q)/n converge p.s. vers o(2q). De plus, comme (£,,) admet un moment condi-
tionnel fini d’ordre a > 2p, on peut déduire du lemme de Chow que, pour tout c tel
que 2pa~t < ec< 1,

=o(n 1) ps. (30)

1 n
2
n Z 5kq —o(2q)
k=1

Il découle alors de (29) et (30) que, si logd,, = o(n¢),

1 2

— Cn(q) —o(29)

n

Avant d’obtenir des résultats sur les erreurs cumulées d’estimation (G, (p)), on
énonce un autre corollaire du théoreme 2.1.

Corollaire 3.3. Sous les hypothéses du théoréme 2.1, on a

1 " ~ ~ P
I (B~ 0)'sw(0 —0)) = ¢ 5. 1
lim logdn;fk Ok —0)' S0k —0) ) =L(p) ps (31)
De plus, on suppose qu’il existe une matrice inversible L telle que
lim S, =L (32)
Jim -~ Sy = P.S.

Alors, on a

n

St (= 01— 0) =) ps. (33)

k=1

lim
n—oo logn

Remarque 3. Comme L est définie positive, on tire immédiatement de (33) que
Gn(p) = O(logn) p.s.

Démonstration. On montre facilement & partir de la définition de S), et de I'estima-
teur des moindres carrés 6,, que

(6, — 6)'S0 (6, — 0) = Vi + g2.

INRIA



Convergence des moments dans le TLCPS pour martingales vectorielles 15

Ainsi, on déduit de la convergence (6), de la limite nulle du coefficient d’explosion
fn et du lemme de Kronecker que presque strement

. - ) I : 1 -
lim > (0= 0)'5k(Bk - 0))" = 1im ond ;21 FVP = ((p).

n—0o00 log dn P n—00

Ainsi la convergence (31) est une conséquence immédiate du théoréeme 2.1. Pour la
deuxiéme partie du corollaire, on peut déja montrer en utilisant la racine carrée de
L que

é -0 tl/ én -0 ~ (n 2mnﬂn P dzmnﬂ P p.S.
n n
Ainsi, on obtient

n p+1 p
1 d my,

_ ~ t ~ p
kZ_lkp 1((9k—0) L(Hk—0)> nh_)ngo logn >

lim
n—oo logn

On cherche a comparer cette somme avec celle étudiée dans le lemme 2.2. Grace a
une transformation d’Abel, on a la décomposition

p P
Z’Ykmk_E (3 —d(n—1)) - 5o 20+Tn+dz 3’ (34)
avec
ns Zﬁ/ﬂk = Z QLT Dy ~
et )
def - mz mp
= Z<ﬁk Br+1 >(E ~ kd).

On peut voir aisément que

5—(2n —d(n— 1)) — 7;—:1)20 = o(log dn) p-s.

Il reste a prouver que r,, = o(log n) p.s. En effet, on aura alors par le lemme 2.2 que

mp _ 1, 15~ (D)
i logn Z Be En—m logn ];%mk ot P

RR n°® 6056



16 Bernard Bercu, Peggy Cénac, Guy Fayolle

On écrit r,, comme somme deux termes :

n—1 n—1
Y —kd Y —kd
Tn = Z ﬂk (mi - mi—i—l) + Z ﬂk ’Wf'i‘lmi—i-l' (35)
k=1 k=1

Ensuite, en utilisant la preuve du théoréme 2.1 et la décomposition (16), on trouve
pour le premier terme

n—1

) 1 Yp—kdy
N ; kﬁk (5kp(6£ — By_)my — Wit — be1)=0  ps.

On déduit directement du lemme 2.2 et de la convergence presque sire de 3, —nd/f3,
vers zéro, que le deuxiéme terme est aussi un o(logn) p.s. Finalement, on obtient

n

S (G- 0) L0k -0)) =) ps.

k=1

lim
n—oo logn

O

On va maintenant appliquer ces résultats aux processus autorégressifs linéaires ainsi
qu’aux processus de branchement avec immigration, qui sont des cas particuliers du
modele de régression (19).

3.3 Processus autorégressif linéaire

Le processus autorégressif linéaire est un cas particulier du modele de régression
(19). 11 est défini pour tout n > 1, par

d

Xnt1 = Z O Xn—kt1 + Ent1- (36)
=1

La matrice compagne C' associée & ce processus est donnée par

01 0o 0a—1 ba

1 0 0

c-| 0 1 0 0
0 0 1 0

INRIA



Convergence des moments dans le TLCPS pour martingales vectorielles 17

On s’intéresse ici seulement au cas stable, c’est-a-dire quand p(C) < 1, ou p(C)
désigne le rayon spectral de la matrice compagne C. On suppose que (£,) est soit
une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi centrée et de variance
02, soit une suite de différences de martingales satisfaisant E[e2 | | F,] = 02 avec

un moment conditionnel d’ordre > 2 fini. Si

10 ...0
e D
00 ...0

le résultat de convergence (32) est vérifié avec L donnée par
o0
L=>Y c*r(chH*. (37)
k=0

De plus, on peut facilement voir que L est inversible. Par conséquent, log d,, est p.s.
équivalent & dlogn. Sous les hypotheéses du corollaire 3.2, I';,(2¢) est un estimateur
fortement consistant de o(2q),

(Fn(2q) — %kzn::lazq)z = (’)(loin> p.S. (38)

et le corollaire 3.3 s’applique en remplacant log d,, par dlogn. Sous les hypotheses
du corollaire 3.3, on a aussi

Gn(p) = O(logn) ps.

Finalement, la convergence (33) est vérifiée pour L donnée par (37).

3.4 Processus de branchement avec immigration

3.4.1 Estimation de la moyenne

On considere un processus de branchement (X,,) sujet & une composante d’immigra-
tion indépendante a chaque génération. La notion d’immigration correspond au fait

que la population de référence peut s’enrichir d’apports extérieurs : par exemple, on
peut modéliser I’évolution d’un patrimoine génétique, de phénomenes en écologie,
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18 Bernard Bercu, Peggy Cénac, Guy Fayolle

en physique des particules ou en épidémiologie. Le processus de branchement (X,,)
est donné par la relation de récurrence

Xn
Xni1=> Yoi+Inn (39)
k=1
avec Xg = 1. La variable aléatoire I,, correspond a leffectif de 'immigration a

la n® génération tandis que, pour tout 1 < k < X,,, Y, ;. désigne le nombre de
descendants du k¢ individu de la n® génération. On suppose que les suites (Y, 1) et
(I,) sont indépendantes et constituées de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi a valeurs dans N. On pose

E[Yn,k]

var[Yy, k]

)

m, E[I,] = A,

o?, var[I,] = b2

La relation de récurrence (39) peut s’écrire sous la forme autorégressive
Xn+1 = an + A+ En+1, (40)

ou (ey,) est une suite de différences de martingales. Le processus (X,,) est donc un
cas particulier de (19) avec ®! = (X,,,1) et 8 = (m, \). Cependant, dans ce modele,
le moment conditionnel d’ordre 2 du bruit n’est pas presque stirement borné car

Elel ) | Fn] = 0°X,, +V°.
Pour cette raison, on considere le modele de régression suivant
)?n—i-l = etin +gn+17
ou les variables aléatoires )Z'nﬂ, ®,, et g, sont données par

—X:n-l—l = Cgl/zXn-‘rl: (AISn = Cgl/ZCI)na
1/2

gn—i—l = CT_L En+l, Cp = Xn +1.

Avec ce modele, on a clairement la majoration
E[E2,, | Fu] <o® +0%

De plus, dans le cas stable m < 1, la convergence suivante a été établie dans [20]

n
lim n~'S, & lim n_l(S + Z cglfbk@’;) =1L

n—o0 n—oo
k=0

INRIA



Convergence des moments dans le TLCPS pour martingales vectorielles 19

ou L est la matrice définie positive donnée par
B[] Bl
X+1 X+1
L=
X 1
E|xq] Elxh]
La notation X désigne une variable aléatoire suivant la loi stationnaire associée a

la chaine de Markov (X,,). Par conséquent, les hypotheses des corollaires 3.2 et 3.3
sont vérifiées. On obtient donc

(me0-23°)" — o) s
k=1
i = o(n

L 6ua) - o(29)

c—1
- )

p-s.

Gn(p) = O(logn) ps

3.4.2 Estimation de la variance

La définition de (e,,) dans la relation (40) permet d’écrire la décomposition
epi1 = 0" X + b2+ vn 1,
ou (vy,) est une suite de différences de martingales vérifiant
E[vi+1|fn] =201 X2 + X, (1" — 30 + 4b%0?) 4+ v — b4,

en notant 74 et v* les moments centrés d’ordre 4 de (Y, %) et (I,,). Par conséquent,
on a la majoration
E[cg2vi+1|fn] <7t av’e? + 0L

Comme la moyenne 6 est inconnue, on utilise I'estimateur des variances n! = (02, b?)
défini par

n
-~ -1 25 2 ~ A
= Qn ch Preiy1,  Eht1 = Xpp1 — 0Py,
k=1

n
Qn="5+) c; P},
k=1
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20 Bernard Bercu, Peggy Cénac, Guy Fayolle

D’apres [20], dans le cas stable m < 1, I'hypotheése de convergence (32) est vérifiée
puisque
lim n~'Q, = A

n—oo

ou A est la matrice définie positive donnée par
B[] Bl
(X+1)2 (X+1)2

Bl Bl

Ainsi les hypotheses des corollaires 3.2 et 3.3 sont également vérifiées. Les compor-
tements asymptotiques des erreurs d’estimation et de prédiction cumulées sont donc
identiques au cas de I'estimation de la moyenne.
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