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❆❜str❛❝t✿ ❲✐t❤✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s✱ s♦♠❡ s❡r✈✐❝❡s ✭s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛ ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ❡t❝✳✮ ❛r❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② s♦♠❡ s❡r✈❡rs t♦ s♦♠❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ■♥ s♣✐t❡
♦❢ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❣r✐❞s✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥
♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ s❡✈❡r❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ♦♥ ✇✐❞❡✲❛r❡❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠s ❛r❡ t✇♦ ♠❛❥♦r ✐s✲
s✉❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ t♦♦❧s ❝♦♣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❝❤ ♣❧❛t❢♦r♠s✳
❊♠❡r❣✐♥❣ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ❞❛t❛ ✐t❡♠s ✇❤✐❧❡ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳

❲❡ st✉❞② ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❛ ♣✉r❡ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♥❡✇ tr✐❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r② t❤❛t s✉♣♣♦rts r❛♥❣❡
q✉❡r✐❡s ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ s❡❛r❝❤ str✐♥❣s✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❛✉❧t✲
t♦❧❡r❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳
❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜♦t❤ ❜② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡tr✐❝s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r s②st❡♠s ❡①❤✐❜✐ts ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✬ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r✉♥
✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❣r✐❞✬s ❞❛t❛ s❡ts✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❙❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r②✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s✱ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r✱ ♣r❡✜① tr❡❡s

❚❤✐s t❡①t ✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❛ r❡s❡❛r❝❤ r❡♣♦rt ♦❢ t❤❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞✉ P❛r❛❧✲
❧é❧✐s♠❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥s✲❧②♦♥✳❢r✴▲■P✳



❯♥ ❆r❜r❡ ❞❡ Pré✜①❡ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❉é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡
❙❡r✈✐❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ●r✐❧❧❡s ❞❡ ❈❛❧❝✉❧ ▲❛r❣❡ ➱❝❤❡❧❧❡

❘és✉♠é ✿ ❉❛♥s ❧❡s ❣r✐❧❧❡s ❞❡s s❡r✈❡✉rs ♦✛r❡♥t ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❛✉① ❝❧✐❡♥ts ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r
❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r✱ ❧❡s ❝❧✐❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ à ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❡s
r❡tr♦✉✈❡r✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❡♣✉✐s ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❣r✐❧❧❡s
s♦✐❡♥t ❡✣❝❛❝❡s s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡ ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❡❧❧❡s
♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t à ❧❛r❣❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ❣r✐❧❧❡s
❢✉t✉r❡s✳ P♦✉r ❞❡ t❡❧s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r♦♣♦sés✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s✱ q✉✐ ❞❡✈r♦♥t êtr❡ ✢❡①✐❜❧❡s
❡t ♣❛ss❡r à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡
♣❛♣✐❡r ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ♣♦✉r ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛✐r✲à✲♣❛✐r✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ♣ré✜①❡s✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❉é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s✱ ❣r✐❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣❛✐r✲à✲♣❛✐r✱ ❛r❜r❡s ❞❡ ♣ré✜①❡s
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱ ❣r✐❞s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡s♦✉r❝❡s ✭❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❞❛t❛ st♦r❛❣❡✱ ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ❡t❝✳✮ ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐♥❢r❛s✲
tr✉❝t✉r❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs ✭s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✱
s❡❝✉r✐t②✱ r❡s♦✉r❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r②✱ ❡t❝✳✮ st✐❧❧ ❤✐♥❞❡r t❤❡✐r ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ❛❞♦♣t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱
t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ s❡r✈✐❝❡s ♦❢ ❛ ❣r✐❞ ✐s t❤❡
s❡t ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② s♦♠❡ s❡r✈❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r✐❞ t♦ s♦♠❡
❝❧✐❡♥ts✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❛ st❛t✐❝ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♦r s❡♠✐✲❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱
❧♦s❡ t❤❡✐r ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ❢✉t✉r❡ ❣r✐❞s s❤❛❧❧
t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳

❚❤❡ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ♦❜❥❡❝ts ✭❞❛t❛
✐t❡♠s✱ ✜❧❡s✱ ❡t❝✳✮ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ■❛♠♥✐t❝❤✐ ❛♥❞ ❋♦st❡r s✉❣✲
❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✼❪ t❤❛t ❣r✐❞s✱ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❢♦r s❤❛r✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❜✉t ❞♦
♥♦t ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t♦❞❛②✬s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐ss✉❡s✿

✶✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✴r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ✉s❡r ♠❛② ✇❛♥t t♦
❞✐s❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ s❡r✈✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙❯◆ ❙✸▲ ❧✐❜r❛r②✱ ✇❤♦s❡ ❡✈❡r② r♦✉t✐♥❡✬s ♥❛♠❡
❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❙✸▲ str✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ♣r❡✜① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ r❛♥❣❡✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✿ ❙✸▲✯ ≡ ❬❙✸▲❀❙✸▼❬ ❛♥❞ r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s ♣r♦❝❡ss❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ♣❛rt✐❛❧
str✐♥❣ q✉❡r✐❡s✳

✷✳ ▼✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛ s❡❛r❝❤✳ ❆s s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ✭♥❛♠❡
♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❡✱ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✱ ❡t❝✳✮✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢
q✉❡r✐❡s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✳

✸✳ ❋❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥❝❡✳ ❚❤❡ t♦♦❧ ♠✉st r❡♠❛✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐✳❡✳✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❥♦✐♥s ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ♦❢ ♥♦❞❡s✳

✹✳ ▲♦❝❛❧✐t② ❛✇❛r❡♥❡ss✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♣♦♦r r♦✉t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳

❖✉r ✜rst ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✇❛s t♦ ✉s❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❍❛s❤ ❚❛❜❧❡s ✭❉❍❚s✮✳ ❉❍❚s✱ ❢✉❧❧② ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t s②st❡♠s✱ ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❡①tr❡♠❡❧②
❧❛r❣❡ s②st❡♠s ✭s✉❝❤ ❛s ♠✉s✐❝ ✜❧❡ s❤❛r✐♥❣ s②st❡♠s✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ s❝❛❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
t❤❛t t❤❡ ❧♦♦❦✉♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❜② ❦❡②✲❜❛s❡❞ r♦✉t✐♥❣ ✭❑❇❘✮ r❡q✉✐r❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s

❘❘ ♥➦ ✻✵✷✽



✹ ❊✳ ❈❛r♦♥✱ ❋✳ ❉❡s♣r❡③✱ ❈✳ ❚❡❞❡s❝❤✐

❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ st❛t❡ t❤❛t t②♣✐❝❛❧❧② ❣r♦✇ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ❯♥❢♦r✲
t✉♥❛t❡❧②✱ ❉❍❚s ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❧❛② ❞♦❡s ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧✐t② ✭■Ps ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❤❛s❤❡❞✮✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
♣♦♦r r♦✉t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡② ♦♥❧② s✉♣♣♦rt ❡①❛❝t ♠❛t❝❤ q✉❡r✐❡s✳ ❚❤❡s❡
❞r❛✇❜❛❝❦s ❧❡❞ ✉s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♦✉r ♦✇♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ▲❡①✐❝❛❧ P❧❛❝❡♠❡♥t ❚❛❜❧❡
✭❉▲P❚✮ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❉▲P❚ ✐s ❛ ♥♦✈❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① tr❡❡
❜✉✐❧t ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛s s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧
s❡❛r❝❤ str✐♥❣✱ r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛ s❡❛r❝❤❡s✳ ❚♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦✈❡r ♣❡❡r✲t♦✲
♣❡❡r ♣❧❛t❢♦r♠s✱ t❤❡ ❉▲P❚ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜② r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧
❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❝❛❧✐t② ❛✇❛r❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❛ ♠❡ss❛❣❡
♣❛ss✐♥❣ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❜② ❞❡t❛✐❧✐♥❣ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s
❛♥❞ t❤❡♥ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❉▲P❚ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛ s❡ts r❡✢❡❝t✐♥❣
s❡r✈✐❝❡s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s✳

❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❣✐✈❡s ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✐♥ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✢❡①✐❜❧❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐t② ❛✇❛r❡♥❡ss✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❡①♣♦s❡❞
❤♦✇ ✇❡ ♠♦❞❡❧ s❡r✈✐❝❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ t❤❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ▲❡①✐❝❛❧ P❧❛❝❡♠❡♥t ❚❛❜❧❡ ✭❉▲P❚✮
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✺ ❛♥❞ ✻ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❉▲P❚✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉▲P❚ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ❜② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❆s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② st❛t❡❞✱ ❉❍❚s ❞♦ ♥♦t ❛❞❞r❡ss s❡✈❡r❛❧ ♦❢ ♦✉r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❋✐rst t❤❡②
s✉♣♣♦rt ♦♥❧② ❡①❛❝t ♠❛t❝❤ q✉❡r✐❡s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡✐r ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t
t❤❡ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ ♣❡❡rs ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r♦✉t✐♥❣✳

▼❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✐♥❥❡❝t s♦♠❡ ❧♦❝❛❧✐t② ✐♥t♦ ❉❍❚s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❬✾✱ ✶✺✱
✶✽✱ ✶✾✱ ✷✵✱ ✷✶❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣❧② ♠❛✐♥❧② t♦ t♦r✐ ❛♥❞ r✐♥❣s✱ ❛♥❞
❛r❡ ♥♦t tr✐✈✐❛❧ t♦ ❛❞❛♣t t♦ ♣r❡✜① tr❡❡s✳

❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ s❡❛r❝❤❡s ♦✈❡r ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢
✇♦r❦s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② ❍❛rr❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ ❛♥❞ st✐❧❧ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✱ ❛✐♠s ❛t ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❉❍❚s
✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❞✐s❝♦✈❡r②✳

■◆❙✴❚✇✐♥❡ ❬✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❳▼▲✲❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❬✶✼❪ ❡①t❡♥❞s tr❛✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❉❍❚s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❛❝❡ ✜❧❧✐♥❣
❝✉r✈❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❬✽✱ ✶✻❪ s✉♣♣♦rts ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s✳ ❬✶❪ ♠❛♣s ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ s♣❛❝❡ t♦ ❞✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❛rt❡s✐❛♥ s♣❛❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍✐❧❜❡rt
♠❛♣♣✐♥❣✳ ❇✉✐❧t ♦♥ t♦♣ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❉❍❚s✱ ❙❲❖❘❉ ❬✶✸❪ ✐s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡

■◆❘■❆



❆ ❉②♥❛♠✐❝ Pr❡✜① ❚r❡❡ ❢♦r ❙❡r✈✐❝❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ✇✐t❤✐♥ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ●r✐❞s ✺

❛✐♠✐♥❣ ❛t ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❜② ❛♥s✇❡r✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❛ttr✐❜✉t❡
r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s✳

❈❧♦s❡r t♦ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ tr✐❡✲str✉❝t✉r❡❞ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r s♦✲
❧✉t✐♦♥s✳ ❆ tr✐❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♦t❤❡r ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝
❧❛t❡♥❝② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡✈❡r❛❧
s✉❜tr❡❡ ♣❡rt❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❣❡✳ ❙❦✐♣ ❣r❛♣❤s ❬✷❪ ✐s ❛ tr✐❡✲str✉❝t✉r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧s♦
s✉♣♣♦rt✐♥❣ r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❛♥❣❡
q✉❡r✐❡s ✐s ✐♥ O(m log(n))✱ m ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♣❡rt❛✐♥❡❞ ❜② ❛ r❛♥❣❡ q✉❡r②
❛♥❞ n t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳ P❍❚ ❬✶✹❪ ✐s ❛❧s♦ ❝❧♦s❡ t♦ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜✉t r❡❧✐❡s
♦♥ ❛ ❉❍❚✱ ❡❛❝❤ r♦✉t✐♥❣ ❤♦♣ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ tr✐❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❉❍❚ ❧♦♦❦✉♣✳ ◆♦❞❡✇✐③ ❬✹❪✱
❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ tr✐❡✱ ❞♦ ♥♦t ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❥♦✐♥s ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ♦❢ ♣❡❡rs✱ ❛ss✉♠✲
✐♥❣ t❤❡♠ r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❬✺❪ str✉❝t✉r❡s t❤❡ ♦✈❡r❧❛② ✐ts❡❧❢ ❛s ❛ tr✐❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❦❡②✲s♣❛❝❡✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧✐t② ❛✇❛r❡♥❡ss ✐ss✉❡✳

❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❜✉✐❧❞ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧ tr✐❡ ❛✳❦✳❛✳✱
❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① tr❡❡ ♦❢ s❡r✈✐❝❡s ❜❡✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❡❞✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ tr❡❡ ✐s ♠❛♣♣❡❞
♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❧✐❦❡ ❛ ❉❍❚✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ♦❢ ❬✶✹❪ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❉❍❚ ❛s ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ ♣❡❡rs✱ t❤❡
r♦✉t✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❧✐♥❦s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r s❝❤❡♠❡ ❝♦♣❡s ✇✐t❤ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤✐❧❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐ts ❧♦❝❛❧✐t②✱ st✐❧❧ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ tr❡❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t♦ ❞✐st✐♥❝t
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s tr✐❡✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s t♦ r❡♠✐♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋✐rst✱ ♦✉r ❧♦❣✐❝❛❧ tr❡❡ ✐s ❜✉✐❧t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡r✈✐❝❡s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡❝❧❛r❡❞✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐t② ❛✇❛r❡♥❡ss ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✐ts❡❧❢✱
♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✱ ✇✐t❤♦✉t r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛ t✐♠❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳

✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s

■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r✱ ✇❡ r❡str✐❝t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s✿ ✶ ✲ ❚❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡
s❡r✈✐❝❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥❛♠❡ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❡✳❣✳✱ ❉●❊▼▼ ❢r♦♠ t❤❡ ❇▲❆❙ ❬✻❪ ♦r
❙✸▲❴♠❛t❴♠✉❧t❴❛❞❞t♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❯◆ ❙✸▲ ❧✐❜r❛r②✳ ✷ ✲ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r t②♣❡ ♦❢ t❤❡
s❡r✈❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ✉s❡rs t♦ s❡♥❞ ♠✐s❝♦❞❡❞ ❞❛t❛✱ ❡✳❣✳✱ P♦✇❡r P❈✱ ①✽✻✱ ❡t❝✳
✸ ✲ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡r t❤❛t ♣r❡s❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳✱ ▲✐♥✉① ▼❛♥❞r❛❦❡✱ ▼❆❈
❖❙ ❳✱ ❡t❝✳ ✹ ✲ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❡r ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝❧✐❡♥t t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ♠❛❝❤✐♥❡
♦r ❛ ❝❧✉st❡r ❤❡✬s ❝❧♦s❡ t♦ ♦r tr✉sts✳ ❚♦ ❡❛s❡ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱ ✇❡ s♣❡❝✐❢②
♠❛❝❤✐♥❡s✴❝❧✉st❡rs✴♥❡t✇♦r❦s ✐♥ r❡✈❡rs❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ❢r✳❣r✐❞✺✵✵✵✳✯✱ ❡❞✉✳✯✱ ❡t❝✳ ❚❤❡

❘❘ ♥➦ ✻✵✷✽



✻ ❊✳ ❈❛r♦♥✱ ❋✳ ❉❡s♣r❡③✱ ❈✳ ❚❡❞❡s❝❤✐

❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ■P ❛❞❞r❡ss✱ t♦♦✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡
❜❡♥❡❛t❤ ❢♦r t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❙ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❉●❊▼▼ s❡r✈✐❝❡✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❛ s❡r✈❡r ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ ❛ ❉❡❜✐❛♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ P♦✇❡r P❈ ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡s
✐s ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭t♦ ❛❧❧♦✇ ❝❧✐❡♥ts t♦ ❝♦♥♥❡❝t t♦ ✐t✳✮ ❚♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ❛ (key, value) ♣❛✐r ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡♠✳

❙ ❂ ④ ❉●❊▼▼✱ ▲✐♥✉① ❉❡❜✐❛♥ ✸✱ P♦✇❡rP❈ ●✺✱ ❝♦♠✳❣r✐❞✳♥✶ ⑥

↓

✭❦❡②✱ ✈❛❧✉❡✮

✭❉●❊▼▼✱ ♥✶✳❣r✐❞✳❝♦♠✮

✭▲✐♥✉① ❉❡❜✐❛♥ ✸✱ ♥✶✳❣r✐❞✳❝♦♠✮

✭P♦✇❡rP❈ ●✺✱ ♥✶✳❣r✐❞✳❝♦♠✮

✭❝♦♠✳❣r✐❞✳♥✶✱ ♥✶✳❣r✐❞✳❝♦♠✮

✹ ❚❤❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ▲❡①✐❝❛❧ P❧❛❝❡♠❡♥t ❚❛❜❧❡✿ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡
❉✐str✐❜✉t❡❞ ▲❡①✐❝❛❧ P❧❛❝❡♠❡♥t ❚❛❜❧❡ ✭❉▲P❚ ✮✳

❼ ❉▲P❚ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❚❤❡ ❉▲P❚ st♦r❡s s❡r✈✐❝❡s✬ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉♥❞❡r t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ (key, value) ♣❛✐rs✳ ❚❤❡ ❉▲P❚ s✉♣♣♦rts ❡①❛❝t ♠❛t❝❤ r❡q✉❡sts✱ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥
❦❡②✱ ♣❛rt✐❛❧ s❡❛r❝❤ str✐♥❣s ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡✐r ♥❛♠❡✱ ❛ ❝❧✐❡♥t s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡✲
q✉❡st ❉❚❘ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ❛❧❧ s❡r✈✐❝❡s ✇❤♦s❡ ♥❛♠❡ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❉❚❘ str✐♥❣✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❉❚❘❙▼✱ ❉❚❘▼▼ ♦r ❉❚❘❙❱✳ ■t ❛❧s♦ s✉♣♣♦rts✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱ r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s✳
▼✉❧t✐✲❛ttr✐❜✉t❡ s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

❼ ▲♦❣✐❝❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❉▲P❚ ✐s ❛ r❡❞✉❝❡❞
tr✐❡ ❛✳❦✳❛✳✱ ❛ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① tr❡❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡♥t✐t② ♦❢ t❤✐s tr✐❡ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧
♥♦❞❡✳ ❊❛❝❤ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❦❡②✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ t②♣❡s
♦❢ ❦❡②s✿ ❆ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛ r❡❛❧ ❦❡② st♦r❡s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
s❡r✈✐❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❉●❊▼▼ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡❛❧ ❦❡② ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ s❡r✈❡r ❤❛s
❞❡❝❧❛r❡❞ ❛ s❡r✈✐❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❉●❊▼▼ ♥❛♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡❛✈❡s
♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② r❡❛❧ ❦❡②s✳ ❆ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❦❡② ✐s t❤❡
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❆ ❉②♥❛♠✐❝ Pr❡✜① ❚r❡❡ ❢♦r ❙❡r✈✐❝❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ✇✐t❤✐♥ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ●r✐❞s ✼

r♦♦t ♦❢ ❛ s✉❜tr❡❡ ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s✬ ■❉s s❤❛r❡ t❤✐s ✈✐rt✉❛❧ ❦❡② ❛s ❝♦♠♠♦♥ ❧♦♥❣❡st
♣r❡✜①✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ tr❡❡✱ ✇❤❡♥ t❤r❡❡ s❡r✈✐❝❡s ❛r❡
❞❡❝❧❛r❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳

❼ ▼❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ tr❡❡ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡s ❛r❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳ ▲❡t✬s ❝❛❧❧ t❤❡♠
♣❡❡rs✳ ❆ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ✐s ❤♦st❡❞ ❜② ❛ ♣❡❡r✳ ❆ ♣❡❡r ❤❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❤♦st ③❡r♦✱
♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡s✱ ❡❛❝❤ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡ss r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ✐t✳ ❚❤✐s
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❖♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❉❍❚✱
❜✉t ❛♥② t♦♦❧ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ r❡♣♦s✐t♦r② ✭❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦r ♥♦t✮ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ✐t✳

❼ ❘♦✉t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❲❤❡r❡❛s ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡s ♦❢ ❉❍❚s r❡♣r❡s❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧
♥♦❞❡s✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❉▲P❚ r❡♣r❡s❡♥t ❦❡②s ♦❢ ❞❡❝❧❛r❡❞ s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ tr✐❡ ❣r♦✇s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t r❡❛❧ ❦❡②s ❞❡❝❧❛r❡❞✳ ❲❡ ❞❡t❛✐❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳

❼ ❋❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥❝❡ ❚❤❡ ❉▲P❚ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❧✐♥❦s ♦❢ t❤❡ tr✐❡✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠❛✐♥ ❡✣❝✐❡♥t ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♦❢ ♣❡❡rs✳

❼ ▲♦❝❛❧✐t② ❛✇❛r❡♥❡ss ❆ ❣r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ s♣❛♥♥✐♥❣
tr✐❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ♦♥❡ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐t② ❛✇❛r❡♥❡ss ✇✐t❤✐♥ t❤❡
tr✐❡✳

✺ ❈r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉▲P❚

✺✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ tr❡❡

❋✐rst r❡❝❛❧❧ t❤❛t s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛♥♥❡r✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❜✉✐❧❞ ❛ tr✐❡ ♦❢
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❦❡②✲s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❛♣ ✐t ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛s s❡✈❡r❛❧ ♣r❡✈✐♦✉s
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❜✉✐❧❞ ✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡r✈✐❝❡s ❜❡✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❡❞✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ (key, value) ♣❛✐r✳ ❚❤❡ ♣❛✐r ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ tr❡❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❦❡②✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ❛ ❉❍❚✱ t❤❡ s❡r✈❡r t❤❛t ❞❡❝❧❛r❡s ❛ s❡r✈✐❝❡
♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ ❛ ♣❡❡r ❤♦st✐♥❣ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❜② ❛♥ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭♥❛♠❡ s❡r✈❡r✱ ✇❡❜ ♣❛❣❡✱ ✳✳✳✮ ❛♥❞ s❡♥❞s ❛♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ r❡q✉❡st t♦ ✐t✳ ❚❤❡
r❡q✉❡st ✐s r♦✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡✜① tr❡❡ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②
✐♥s❡rt t❤❡ ♣❛✐r✳ ❆ ❣❛✐♥ ♦❢ t✐♠❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ s❡♥❞✐♥❣ ❛❧❧ r❡q✉❡sts t♦ t❤❡ r♦♦t✱
❜✉t ✐t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t♦ ❦♥♦✇ ✐t ❢r♦♠ ❛♥②✇❤❡r❡✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡✱ ♦♥ r❡❝❡✐♣t ♦❢ ❛♥ ✐♥s❡rt✐♦♥

❘❘ ♥➦ ✻✵✷✽



✽ ❊✳ ❈❛r♦♥✱ ❋✳ ❉❡s♣r❡③✱ ❈✳ ❚❡❞❡s❝❤✐

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① tr❡❡✳ ◆♦❞❡s st♦r✐♥❣ s♦♠❡ s❡r✈✐❝❡s✬ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s ✭❧❛❜❡❧❡❞ ❜② r❡❛❧ ❦❡②s✮ ❛r❡ ❜❧❛❝❦ ✜❧❧❡❞✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ✈✐rt✉❛❧ ❦❡②s✳ ✭✶✮
❋✐rst ❛ ❉●❊▼▼ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞✳ ✭✷✮ ❆ ❉❚❘❙▼ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r
♣❛r❡♥t✱ ✇❤♦s❡ ■❉ ✐s t❤❡✐r ❧♦♥❣❡st ❝♦♠♠♦♥ ♣r❡✜① ❉✳ ✭✸✮ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❉❚❘▼▼ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞
❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡ ❉❚❘ ✐s ❝r❡❛t❡❞✳

r❡q✉❡st ♦♥ t❤❡ S = (key = k, value = v) ♣❛✐r ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r♦✉t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢♦✉r ❞✐st✐♥❝t ❝❛s❡s✿

k ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ k ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ ♥♦
♥♦❞❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞✱ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ✐♥s❡rts v ✐♥t♦ ✐ts t❛❜❧❡✳

k ✐s ♣r❡✜①❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ s❡❛r❝❤ ❛♠♦♥❣ ✐ts
❝❤✐❧❞r❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✱ ♦♥❡ ❦❡② t❤❛t s❤❛r❡s ♦♥❡ ♠♦r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r t❤❛♥ ✐ts❡❧❢ ✇✐t❤
k✳ ■❢ s✉❝❤ ❛ ❝❤✐❧❞ ❡①✐sts✱ t❤❡ r❡q✉❡st ✐s ❢♦r✇❛r❞❡❞ t♦ ✐t✱ ❡❧s❡✱ ♥♦ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r
✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♣r❡✜①❡s k ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝❤❛r❛❝t❡rs t❤❛♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ❆
♥❡✇ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❝❤✐❧❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❤♦st❡❞ ❜② ❛ ♣❡❡r✱
v ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡✳

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✐s ♣r❡✜①❡❞ ❜② k✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ t❤❡
♣❛r❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ♣r❡✜①❡❞ ❜② k t♦♦✱ S ♠✉st ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞
✉♣♣❡r ✐♥ t❤❡ tr✐❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ❢♦r✇❛r❞s t❤❡ r❡q✉❡st t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t✳ ❖t❤❡r✲
✇✐s❡✱ S ♠✉st ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ❜r❛♥❝❤✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥t✳
❙✉❝❤ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ ❤♦st❡❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t♦ ✐♥s❡rt v ✐♥t♦ ✐ts t❛❜❧❡✳

❉❡❢❛✉❧t ■❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ❤❛s ❛ ♣❛r❡♥t ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ♣r❡✜①❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❡✜① ♦❢ k ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡
✐❞❡♥t✐✜❡r✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ❢♦r✇❛r❞s t❤❡ r❡q✉❡st t♦ ✐t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡

■◆❘■❆



❆ ❉②♥❛♠✐❝ Pr❡✜① ❚r❡❡ ❢♦r ❙❡r✈✐❝❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ✇✐t❤✐♥ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ●r✐❞s ✾

st♦r✐♥❣ k ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ❛r❡ s✐❜❧✐♥❣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ♣❛r❡♥t ❞♦❡s
♥♦t ❡①✐st ✭r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ❚✇♦ ♥♦❞❡s ♠✉st ❜❡ ❝r❡❛t❡❞✱ t❤❡
❢✉t✉r❡ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② k ❛♥❞ st♦r✐♥❣ S ✭s✐❜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡✮ ❛♥❞ t❤❡✐r
♣❛r❡♥t ✇❤♦s❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① ♦❢ k ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡
✐❞❡♥t✐✜❡r ✭♣♦ss✐❜❧② t❤❡ ❡♠♣t② str✐♥❣✮✳

❲❡ ♥♦✇ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ ♠❛♣ t❤❡ tr❡❡ ♦♥t♦ ♣❡❡rs✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ str✉❝t✉r❡
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❉❍❚ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❡❡r t♦ ❤♦st ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ❉❍❚ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ■❉✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥② ❉❍❚ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❘❡♠✐♥❞
t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡ t❤❡ ❉❍❚ ❛s ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ ♣❡❡rs✳ ❚❤✉s t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣❡❡r ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❉❍❚ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡❡rs ✐s ♥♦t
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡s✳ ❆♥ ✐ss✉❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❉❍❚ t♦ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡s
♦♥ t❤❡ ♣❡❡rs ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞✱ ♠❛✐♥❧② ❢♦r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✐t st♦r❡s
❛♥❞ ♦♥ ✐ts ❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✭♥♦❞❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛r❡ ♠♦r❡ s♦❧✐❝✐t❡❞ t❤❛♥ ❧❡❛✈❡s
✇❤❡♥ r♦✉t✐♥❣ r❡q✉❡sts✮✳ ❆ ✜rst s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ t✉♥❡ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❧♦❝❛❧❧②
t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ r❡q✉❡sts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ❛♠♦♥❣ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t r❡♣❧✐❝❛s✳ ❆♥♦t❤❡r
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❉❍❚ ❢♦r t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❉❍❚s ♠❛❦❡ t✇♦ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳
❋✐rst✱ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ ♣❡❡rs ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❤❛t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡♥s✉r❡❞
♦♥ r❡❛❧ ❣r✐❞s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ✐t❡♠ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡
r❡q✉❡st❡❞✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐s❝✉ss ♠♦r❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❞ ❧❡t ✐t ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❉❍❚✳ ❲❡
r❡❧② ♦♥ s❡✈❡r❛❧ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢
♣❡❡rs ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ♦❢ ❦❡②s ✐♥s✐❞❡ ❉❍❚s ❬✶✵✱ ✶✷❪✳ ❚♦ ❛❞❛♣t t❤❡s❡ ✇♦r❦s t♦ ♦✉r
❝❛s❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❉❍❚s ❜② ♦✉r ❧♦❣✐❝❛❧
♥♦❞❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦❞❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲
s❡rt✐♦♥ r❡q✉❡st✳ ❚❤❡ ❈❖▼▼❖◆P❘❊❋■❳ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❝♦♠♠♦♥ ♣r❡✜①
♦❢ t✇♦ str✐♥❣s✳ ❚❤❡ ◆❊❲◆❖❉❊ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ●❊❚P❊❊❘
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❡❡r✳
❚❤❡ ❤♦st❘❡q r❡q✉❡st ✐s s❡♥t t♦ t❤❡ ♣❡❡r ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ t♦ ❤♦st ❛ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ♥♦❞❡✳
❚❤❡ ✉♣❞❛t❡❈❤✐❧❞ ❛♥❞ ❛❞❞❈❤✐❧❞ r❡q✉❡sts ❛r❡ s❡♥t t♦ ♥♦❞❡s t❤❛t ♠✉st ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r
r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡✐r ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥ r❡❝❡✐♣t
♦❢ t❤❡s❡ r❡q✉❡sts ❛r❡ ♥♦t ❣✐✈❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧❧② tr✐✈✐❛❧✳

❘❘ ♥➦ ✻✵✷✽



✶✵ ❊✳ ❈❛r♦♥✱ ❋✳ ❉❡s♣r❡③✱ ❈✳ ❚❡❞❡s❝❤✐

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ■♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ s❡r✈✐❝❡
❈♦♥st❛♥ts✿

loc✿ ❧♦❝❛❧ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡
loc.ID✿ ■❉ ♦❢ loc

❱❛r✐❛❜❧❡s✿

loc.children✿ s❡t ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ loc

loc.parent✿ ♣❛r❡♥t ♦❢ loc

loc.host✿ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❡❡r ❤♦st✐♥❣ loc

prefix✿ str✐♥❣
prefixParent✿ str✐♥❣

❯♣♦♥ ❘❊❈❊■P❚ ♦❢ < ❧♦❣❘❡q✱ ID >

prefix✿❂ ❈❖▼▼❖◆P❘❊❋■❳✭ID✱ loc.ID✮
✐❢ ✭❙■❩❊❖❋✭prefix✮ ❂ ❙■❩❊❖❋✭loc.ID✮ ❂ ❙■❩❊❖❋✭ID✮✮ t❤❡♥

✴✴ ◆♦❞❡ ❢♦✉♥❞✳ ❙t♦r✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ s❡r✈✐❝❡✳
❡❧s❡✐❢ ✭❙■❩❊❖❋✭prefix✮ ❂ ❙■❩❊❖❋✭loc.ID✮✮ t❤❡♥

✐❢ ✭∃f ∈ loc.children | ❙■❩❊❖❋✭❈❖▼▼❖◆P❘❊❋■❳✭f.ID✱ ID✮✮
> ❙■❩❊❖❋✭loc.ID✮✮ t❤❡♥

❙❊◆❉ < ❧♦❣❘❡q✱ ID> ❚❖ f

❡❧s❡ ✴✴ ❆ ♥♦❞❡ n ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❝❤✐❧❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❤♦st❡❞
n✿❂ ◆❊❲◆❖❉❊✭ID✱ parent = loc✱ children = ∅✮
n.host✿❂ ●❊❚P❊❊❘✭✮
❙❊◆❉ <❤♦st❘❡q✱ n> ❚❖ n.host

loc.children✰❂ ④n⑥
❡♥❞✐❢

❡❧s❡✐❢ ✭❙■❩❊❖❋✭prefix✮ ❂ ❙■❩❊❖❋✭ID✮✮ t❤❡♥
✐❢ ✭loc.parent = ⊥✮ t❤❡♥

✴✴loc ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t r♦♦t
n✿❂ ◆❊❲◆❖❉❊✭ID✱ parent✿❂⊥✱ children✿❂④loc⑥✮
n.host✿❂ ●❊❚P❊❊❘✭✮ ✴✴ ❜✉t ✐ts ♣❛r❡♥t ✐s ❝r❡❛t❡❞
❙❊◆❉ <❤♦st❘❡q✱ n> ❚❖ n.host ✴✴ ❛♥❞ ❤♦st❡❞
loc.parent✿❂n

❡❧s❡

prefixParent✿❂❈❖▼▼❖◆P❘❊❋■❳✭ID✱ loc.parent.ID✮
✐❢ ✭❙■❩❊❖❋✭prefixParent✮❂❙■❩❊❖❋✭ID✮✮ t❤❡♥

❙❊◆❉ <❧♦❣❘❡q✱ ID> ❚❖ loc.parent ✴✴ ❣♦✐♥❣ ✉♣
❡❧s❡ ✴✴ ❆ ♥♦❞❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ loc ❛♥❞ loc.parent

n✿❂ ◆❊❲◆❖❉❊✭ID✱ parent✿❂loc.parent✱ children✿❂④loc⑥✮
n.host✿❂ ●❊❚P❊❊❘✭✮
❙❊◆❉ <❤♦st❘❡q✱ n> ❚❖ n.host

❙❊◆❉ <✉♣❞❛t❡❈❤✐❧❞✱ n> ❚❖ loc.parent

loc.parent✿❂n

❡♥❞✐❢ ❡♥❞✐❢

❡❧s❡

✐❢ ✭loc.parent = ⊥✮ ❛♥❞ ✭✭❈❖▼▼❖◆P❘❊❋■❳✭prefix✱ loc.parent.ID✮
❂ ❙■❩❊❖❋✭♣r❡✜①✮✮ t❤❡♥

❙❊◆❉ < ❧♦❣❘❡q✱ ID > ❚❖ loc.parent

❡❧s❡ ✴✴ loc ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡ n ❛r❡ s✐❜❧✐♥❣s✱ t❤❡② ♥❡❡❞ ❛ ♣❛r❡♥t p

p✿❂◆❊❲◆❖❉❊✭prefix✱ parent✿❂loc.parent✱ children✿❂④loc⑥✮
p.host✿❂●❊❚P❊❊❘✭✮
n✿❂◆❊❲◆❖❉❊✭ID✱ parent✿❂p✱ children✿❂④loc⑥✮
❙❊◆❉ < ❤♦st❘❡q✱ p > ❚❖ p.host

❙❊◆❉ < ❤♦st❘❡q✱ n > ❚❖ n.host

❙❊◆❉ < ❛❞❞❈❤✐❧❞✱ n > ❚❖ p

loc.parent✿❂p

❡♥❞✐❢

❡♥❞✐❢

✺✳✷ ❋❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐t②

❚♦ ❢❛❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r k✱ st❛t✐❝❛❧❧②

■◆❘■❆



❆ ❉②♥❛♠✐❝ Pr❡✜① ❚r❡❡ ❢♦r ❙❡r✈✐❝❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ✇✐t❤✐♥ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ●r✐❞s ✶✶

✜①❡❞✱ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♣❡❡rs ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ♠✉st ❜❡
♣r❡s❡♥t✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ tr✐❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✇✐t❤ k = 2✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ tr✐❡✳

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❧♦❝❛❧✐t② ❛✇❛r❡♥❡ss ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr✐❡✱ ✇❡ tr② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ tr✐❡✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♣❡❡r✴r❡♣❧✐❝❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦❣✐❝❛❧
♥♦❞❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❡ ❤❛✈❡ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥❞ ✇❡ ♠✉st
❦❡❡♣ ♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤✐s s♣❛♥♥✐♥❣ tr✐❡✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss s♦♠❡✇❤❛t
❞✐✛❡r❡♥t ♦❢ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✐ts ♣❛r❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♣❛♥♥✐♥❣ tr✐❡ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡
t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛ r♦✉t✐♥❣ t❛❜❧❡ ♦❢ s✐③❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❛s✲
♣❡❝ts ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❣r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝ ❧♦❝❛❧❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♣❡❡r ❛♠♦♥❣ t❤❡
r❡♣❧✐❝❛s ♦❢ ❡❛❝❤ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ✐ts t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ tr✐❡ t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② tr❡❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

❚❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇✐t❤ ❣r❡❡❞② ❧♦❝❛❧✐t② ❛✇❛r❡♥❡ss✱ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② t❤❡ ♣❛rt ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ r♦♦t ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✱ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜②
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r♦♦ts ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✭♦♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡✱ t❤❡r❡✬s ♦♥❧② ♦♥❡ r♦♦t ✭✶✮✮✱ st❛rts
❜② t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡♠ s❤❛♣❡ ❛
❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦✱ s♦ ❡❛❝❤ r♦♦t ❤❛s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ✐ts r❡♣❧✐❝❛✳ ❊❛❝❤ r♦♦t
❜❡✐♥❣ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ st❛rt❡r ♦❢ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥
s❝❤❡♠❡✱ ♥♦t ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝t❡❞ r♦♦t ✐♥✐t✐❛t❡s t❤❡ ✇❛✈❡ ❜② t❡st✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐ts r❡♣❧✐❝❛s✱ ❧❡t k′ ❜❡ t❤✐s ♥✉♠❜❡r✳ ■t r❡♣❧✐❝❛t❡s k − k′ t✐♠❡s ✐ts❡❧❢ ♦♥ ♣❡❡rs ✐t
❞✐s❝♦✈❡rs ✈✐❛ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉s❡❞✳ ❖♥❝❡ t❤❡ r♦♦t ✐s r❡♣❧✐❝❛t❡❞✱ ✐t s❡♥❞s ❛
s❝❛♥❘❡q r❡q✉❡st t♦ ✐ts❡❧❢✱ ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐❡ ✭✷✮✳

❘❘ ♥➦ ✻✵✷✽



✶✷ ❊✳ ❈❛r♦♥✱ ❋✳ ❉❡s♣r❡③✱ ❈✳ ❚❡❞❡s❝❤✐

❖♥ r❡❝❡✐♣t ♦❢ ❛ s❝❛♥❘❡q r❡q✉❡st✱ ❛ ♥♦❞❡ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt ❝♦♠♠♦♥
t♦ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✳ ■t tr❡❛ts ✐ts ❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡♠✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ t❡sts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❝❤❛❜❧❡ r❡♣❧✐❝❛s✱ ❣❡ts t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢
♣❡❡rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ k r❡♣❧✐❝❛s ❢♦r t❤✐s ❝❤✐❧❞ ❛♥❞ s❡♥❞s ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥❘❡q r❡q✉❡st
t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡♣❧✐❝❛s t❤❛t ✇✐❧❧ s❡♥❞ ✐ts ❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦❞❡ str✉❝t✉r❡ t♦
t❤❡ ♣❡❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■t t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡st ♣❡❡r✴r❡♣❧✐❝❛ ❛❢t❡r r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s
❝❤✐❧❞ ✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ●❊❚❇❊❙❚❘❊P▲■❈❆ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ s❡♥❞s ❛ s❝❛♥❘❡q r❡q✉❡st t♦
t❤❡ ♣❡❡r✴r❡♣❧✐❝❛ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢ t❤✉s ❧❛✉♥❝❤✐♥❣
t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s s✉❜tr✐❡✱ t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ ❝❤✐❧❞r❡♥
♦❢ t❤❡ r♦♦t ✭✸✱ ✹✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st r❡♣❧✐❝❛ ♦❢
❡❛❝❤ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤✐❧❞ ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤✐❝❤ r❡♣❧✐❝❛✴♣❡❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ r♦✉t✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝❤✐❧❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥❡①t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss st❛rts✳ ❚❤❡♥ ✐t ❞❡s✐❣♥❛t❡s
t❤❡ r❡♣❧✐❝❛✴♣❡❡r r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜tr✐❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤✐❧❞✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
❈♦♥st❛♥ts✿

loc✿ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡
k✿ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r

❱❛r✐❛❜❧❡s✿

loc.children✿ s❡t ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ loc

n.R✿ s❡t ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ n

✴✴ ❖♥ t❤❡ r♦♦t ♦♥❧②
✴✴ ❘❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ r♦♦t✱ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②

k′✿❂●❊❚◆❇❘❊P▲■❈❆❙✭loc✮

✇❤✐❧❡ k′ < k ❞♦

p✿❂●❊❚P❊❊❘✭✮
❙❊◆❉ < ❤♦st❘❡q✱ loc> ❚❖ p

k′✰✰
❢♦r ❛❧❧ ④f ∈ loc.children⑥ ❞♦

✴✴ ■♥❢♦r♠✐♥❣ ♠② ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ t❤❡✐r ♥❡✇ ♣❛r❡♥t
❙❊◆❉ < ❛❞❞P❛r❡♥t✱ p> ❚❖ f

❞♦♥❡

loc.R✰❂④p⑥
❞♦♥❡

✴✴ ▲❛✉♥❝❤✐♥❣ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr✐❡
❙❊◆❉ <s❝❛♥❘❡q> ❚❖ loc

✴✴ ❖♥ ❡✈❡r② ♥♦❞❡
❯♣♦♥ ❘❊❈❊■P❚ ♦❢ < s❝❛♥❘❡q>

❢♦r ❛❧❧ ④f ∈ loc.children⑥ ❞♦

k′✿❂ ●❊❚◆❇❘❊P▲■❈❆❙✭f✮

✇❤✐❧❡ k′ < k ❞♦

p✿❂ ●❊❚P❊❊❘✭✮
❙❊◆❉ <r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥❘❡q✱ p> ❚❖ f

f.R✰❂④p⑥
❞♦♥❡

next✿❂ ●❊❚❇❊❙❚❘❊P▲■❈❆✭f.R✮
✴✴ ▲❛✉♥❝❤ t❤❡ s❝❛♥ ✐♥ t❤✐s s✉❜tr✐❡
❙❊◆❉ < s❝❛♥❘❡q> ❚❖ next

❞♦♥❡

■◆❘■❆
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐t②✳

✻ ■♥t❡rr♦❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❉▲P❚

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❦❡②
♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❦❡②s✳

❚♦ ♣r♦❝❡ss ❛ ❞✐s❝♦✈❡r② r❡q✉❡st ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❦❡②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦♦❦✉♣
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❍❚s✱ t❤❡ ❉▲P❚ ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮✳ ❚❤❡
r❡q✉❡st ✐s s❡♥t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❜② t❤❡ ❝❧✐❡♥t✱ ✐s r♦✉t❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ r❡q✉❡st✳ ❚❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t st♦r❡s
t❤❡ ❦❡② r❡q✉❡st❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧✐❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇❤♦s❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✐s t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ❦❡②✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥♦❞❡ st♦r✐♥❣ t❤❡ ❦❡② ✇❛♥t❡❞ s❡♥❞s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s❡r✈✐❝❡s
❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥t✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❦❡②s r❡q✉❡st ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ st❡♣s✱ s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❜✮✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❉❚❘✯ r❡q✉❡st✳ ❚❤❡ r❡q✉❡st ✐s ✜rst r♦✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❚❘✱ ❛s

❘❘ ♥➦ ✻✵✷✽



✶✹ ❊✳ ❈❛r♦♥✱ ❋✳ ❉❡s♣r❡③✱ ❈✳ ❚❡❞❡s❝❤✐

❢♦r ❛♥ ❡①❛❝t ❦❡②✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡
r❡q✉❡st❡❞ ❦❡②✱ ❜✉t t❤❡ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❦❡② ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♣r❡✜①❡❞ ❜②
t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ❦❡②✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧ t❤✐s ♥♦❞❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤✐s r❡q✉❡st✳ ❚❤❡
r❡q✉❡st❡❞ ❦❡②s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ✇❤♦s❡ r♦♦t ✐s t❤✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♥♦❞❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♥♦❞❡ ❢♦✉♥❞✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ tr❛✈❡rs❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✈❡r② ♥♦❞❡s ♦❢ ✐ts s✉❜tr❡❡✳
❊❛❝❤ ♥♦❞❡ s❡♥❞s ✐ts ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞s t❤❡ r❡q✉❡st t♦ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✳
❚❤❡ ❝❧✐❡♥t ❝❛♥ st♦♣ ❧✐st❡♥✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ✐❢ s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡❝❡✐✈❡❞✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❛ r❛♥❣❡ q✉❡r② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t❤❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✿
❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❛ r❛♥❣❡ q✉❡r② ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❡✜①✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ r♦✉t❡ t❤❡ r❡q✉❡st
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♣r❡✜① ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ ✐ts s✉❜tr❡❡✱
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡q✉❡st ♦♥ ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♥♦❞❡ ♦♥❧② t♦ ✐ts ♦✇♥ s✉❜tr❡❡s ✇❤♦s❡ s❡t ♦❢
■❉s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝♦✈❡rs t❤❡ r❛♥❣❡✳

❛✳ ❋✉❧❧ ❦❡② ❜✳ P❛rt✐❛❧ ❦❡②

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤❡ ❝❧✐❡♥t s❡♥❞s ❛ ❞✐s❝♦✈❡r② r❡q✉❡st t♦ ❛ ♥♦❞❡ ✐t ❦♥♦✇s ✭✶✮✳ ❚❤❡ r❡q✉❡st ✐s
r♦✉t❡❞ ✭✷✱✸✱✹✮✳ ❘❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ s❡♥t ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡ st♦r✐♥❣ t❤❡ ❦❡②
♦r ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ✇❤♦s❡ r♦♦t ✐s t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♥♦❞❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛ttr✐❜✉t❡ s❡❛r❝❤❡s✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ♦♥❡ tr❡❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛ttr✐❜✉t❡✱ ❛♥❞
❡❛❝❤ (key, value) ♣❛✐r ✐s ✐♥❞❡①❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❦❡②✳ ❚♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ tr❡❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❛ttr✐❜✉t❡s ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥
✉♥❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ ❛ s❡r✈✐❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❧✐❦❡ ❛ ♣❡❡r✳ ❚♦ ❜❡ s✉r❡ ♦❢ t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❛r❝❤❡❞✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ♦♥❡ tr❡❡ ♣❡r ❛ttr✐❜✉t❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦✉r
♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❢♦✉r ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① tr❡❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ✭❧♦❝❛t✐♦♥✮
♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ st♦r❡❞ ❜② s❡♥❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ r❡q✉❡st t♦ ❡❛❝❤ tr❡❡✳ ❚♦ ♣❡r✲
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❢♦r♠ ❛♥ ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ t❤❡ ❝❧✐❡♥t s❡♥❞s ♦♥❡ r❡q✉❡st t♦ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢
❡❛❝❤ tr❡❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r s❡r✈✐❝❡s ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ r❡q✉❡st ④❉❚❘❙▼✱ ▲✐♥✉①✯✱

P♦✇❡rP❈✯✱ ✯⑥✱ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ✇✐❧❧ s❡♥❞ t❤r❡❡ r❡q✉❡sts ✭t❤❡ r❡✈❡rs❡❞ ❛❞❞r❡ss ✐s ❤❡r❡ ♥♦t
r❡q✉❡st❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧✐❡♥t✮✳ ❚❤❡ r❡q✉❡st ♦♥ ❉❚❘❙▼ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡♥t t♦ t❤❡ s❡r✈✐❝❡s✬ tr❡❡✱
▲✐♥✉①✯ t♦ t❤❡ s②st❡♠ tr❡❡ ❛♥❞ P♦✇❡rP❈ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs tr❡❡✳ ❘❡q✉❡sts ❛r❡ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t❧② ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❡❛❝❤ tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s
❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❥✉st ♥❡❡❞s t♦ ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ t♦ ❦❡❡♣ ✇❤❛t r❡❛❧❧② ♠❛t❝❤❡s
✐ts r❡q✉❡st✳

✼ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❉▲P❚

❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❉▲P❚ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ✉s❡❞ ✐♥ P✷P
♥❡t✇♦r❦s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r❡✜① tr❡❡ ♦❢ s✐③❡ n✱ A t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❦❡②s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ♠❛① ❜♦✉♥❞ Tmax ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❦❡②s✱ ✇❤❛t s❡❡♠s r❡❛❧✐st✐❝✱ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❛❧s♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Tmax✳ ■♥ t❤❡
✇♦rst ❝❛s❡✱ ❛ r❡q✉❡st ♠✉st ❜❡ r♦✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❧❡❛❢ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✈✐❛ t❤❡ r♦♦t✱ ✇❤❛t ✐♥❞✉❝❡s
t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 2 × Tmax = O(Tmax) = O(1)✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
t❤❡ ❞❡♣t❤ ✐s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❋♦r r❡q✉❡sts r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❛❧ str✐♥❣✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
♥♦❞❡ ✐s ❛❣❛✐♥ O(Tmax)✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t ❛✈♦✐❞ t❤❡ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡
s✉❜tr❡❡✳ ❚❤✐s tr❛✈❡rs❛❧ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❛❣❛✐♥ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❛ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ O(Tmax)✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s r❡q✉✐r❡❞ ✐s ✐♥ O(n)✳ ❆
♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛ r❡q✉❡st ✐s ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ tr❡❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t✐♠❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ Tmax ♦❢ t❤❡ tr❡❡s✳ ❆❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ A

❛s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❡♥tr② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r ✇✐t❤✐♥ ✐ts r♦✉t✐♥❣ t❛❜❧❡✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ t❛❜❧❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② |A|✳
Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r♦✉t✐♥❣ t❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ st❛t✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
❛s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ |A| ❝❡❧❧s✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ O(1) ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛r❛❝t❡r s❡❛r❝❤❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦✉r r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✉s✳ ▲❡t ✉s
❜r✐❡✢② ❝♦♠♣❛r❡ ❡❛❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ♦✉rs✳ ❙❦✐♣ ●r❛♣❤ ❜✉✐❧❞s ❛ s❦✐♣ ❧✐sts ❜❛s❡❞ tr✐❡ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❛ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛ r❛♥❣❡
q✉❡r② ✇✐t❤✐♥ ❙❦✐♣ ❣r❛♣❤s ✐s ✐♥ O(m log(n))✱ m ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✐✳❡✳✱ ❛ log(n) ❢❛❝t♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✐♥ ♦✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ Pr❡✜① ❍❛s❤
❚r❡❡ ❜✉✐❧❞s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ tr✐❡ ✇❤♦s❡ ❧❡❛✈❡s ♠❛♥❛❣❡❞ t❤❡ ❦❡②s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❜r❛♥❝❤
❛♥❞ ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ♣❡❡rs ♦❢ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❉❍❚✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ tr✐❡ ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ t♦♣
♦❢ ❛ ❉❍❚✱ t❤❡ ❧♦♦❦✉♣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ✐♥ O(log(D) log(N))✱ N ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢

❘❘ ♥➦ ✻✵✷✽



✶✻ ❊✳ ❈❛r♦♥✱ ❋✳ ❉❡s♣r❡③✱ ❈✳ ❚❡❞❡s❝❤✐

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❙❦✐♣ ●r❛♣❤s P❍❚ P✲●r✐❞ ❉▲P❚

■♥s❡rt✐♦♥ O(log(n)) O(D) O(log(Π)) O(Tmax)
▲♦♦❦✉♣ O(log(n)) O(log(D) log(N)) O(log(Π)) O(Tmax)
❘❛♥❣❡ ♠❡ss❛❣❡s O(m log(n)) O(o) O(ΠR) O(m)
❘❛♥❣❡ t✐♠❡ O(log(n)) O(D) O(log(Π)) O(Tmax)
❋❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡♣❛✐r ❉❍❚✲❜❛s❡❞ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥
▲♦❝❛❧✐t② ✲ ✲ ✲ ❣r❡❡❞②

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❉▲P❚ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

t❤❡ ❉❍❚ ❛♥❞ D t❤❡ ♠❛① s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡②s✳ o ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛
r❛♥❣❡ q✉❡r②✳ P✲●r✐❞ ❜✉✐❧❞s ❛ tr✐❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❦❡②✲s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ s✐③❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Π✳
❊❛❝❤ ❧❡❛❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r❡✜① ❛♥❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❡❡r✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢
t❤❡ P✲●r✐❞ tr✐❡ ✐s st❛t✐❝ ✐♥ O(log(Π))✳ ΠR t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❛ r❛♥❣❡ q✉❡r②
R✳ ◆♦❞❡✇✐③ ❛ss✉♠❡s ❛ st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤❛t ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉s❡ ✐♥
♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤♦s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♦✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❜✉✐❧❞s
❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① tr❡❡ t❤❛t ❜❡tt❡r r❡✢❡❝ts t❤❡ s❡t ♦❢ s❡r✈✐❝❡s ❞❡❝❧❛r❡❞✱ t❤✉s
❛✈♦✐❞✐♥❣ ✉s❡❧❡ss ❤♦♣s✱ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② r❛r❡❧② r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛① ❜♦✉♥❞ Tmax✳ l ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ♣❡rt❛✐♥❡❞ ❜② ❛ r❛♥❣❡ q✉❡r②✳ ❆s ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♠♠❡♥t✱ ♦♥❧②
t❤❡ ❉▲P❚✱ ❡✈❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧②✱ ❛❝❤✐❡✈❡s s♦♠❡ ❧♦❝❛❧✐t② ❛✇❛r❡♥❡ss✳

✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❆ s✐♠✉❧❛t♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❡①❛❝t ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❦❡②s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❣r✐❞s ❞❛t❛ s❡ts t❛❦❡♥ ❢r♦♠ r❡❛❧ ❣r✐❞s✿ ✼✸✺ ♥❛♠❡s ♦❢ s❡r✈✐❝❡s✱ ✶✷✾ ♥❛♠❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱
✶✽✾ ❖❙ ♥❛♠❡s ❛♥❞ ✸✾✽✺ ♥❛♠❡s ♦r ■Ps ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❲❡ ✜rst t❡st❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❧♦❣✐❝❛❧ ❤♦♣s ✇❤❡♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ r❡q✉❡st✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❧♦❣✐❝❛❧ ❤♦♣s t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ r❡q✉❡st ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥t❛❝t ♥♦❞❡✳ ❋♦r t❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❢♦✉r ❞❛t❛ s❡ts ♣❧✉s ❛ ❞❛t❛ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✵✵✵ r❛♥❞♦♠ str✐♥❣s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ✶✵✵✵✵
r❛♥❞♦♠ str✐♥❣s✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ❤♦✇ t❤❡ tr❡❡ ❣r♦✇s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t
❞❡❝❧❛r❡❞ ❦❡②s✳ ❊❛❝❤ ❦❡② ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ s❡t ✐s ♥♦✇ ✐♥s❡rt❡❞ ♦♥❝❡✳ ❆s ✇❡ s❡❡ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✱
t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✭✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ✈✐rt✉❛❧ ❦❡②s ♦r r❡❛❧ ❦❡②s✮ ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❦❡②s ✭r❡❛❧ ❦❡②s✮✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇s

■◆❘■❆



❆ ❉②♥❛♠✐❝ Pr❡✜① ❚r❡❡ ❢♦r ❙❡r✈✐❝❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ✇✐t❤✐♥ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ●r✐❞s ✶✼

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 0  2000  4000  6000  8000  10000N
um

be
r 

of
 lo

gi
ca

l h
op

s 
fo

r 
an

 in
se

rt
io

n 
re

qu
es

t

Number of insertion requests

735 services (1006 nodes) [average]
189 OS (255 nopeuds) [average]

Random words up to 20 characters [average]
129 processors (173 nodes) [average]

3985 machines (5250 nodes) [average]

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ❤♦♣s✳

❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s st♦r✐♥❣ ✈✐rt✉❛❧ ❦❡②s✱ ♥❡❛r ✸✵✪ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✳✹✪✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ❤♦♣s ♦♥ t❤❡ s✉❜♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡rr♦✲
❣❛t✐♦♥ r❡q✉❡sts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥
✐♥s❡rt✐♦♥ r❡q✉❡sts✳

✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ t♦♦❧✱ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s ✇✐t❤ ❛ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✛❡r✐♥❣ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❜② s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛
r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❧♦❝❛❧✐t②✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡tr✐❝s ❡①❤✐❜✐t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
❚❤✐s ✐s✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ✜rst tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧✐t② ❞✐✲
r❡❝t❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② st✉❞②✐♥❣ s♦♠❡ r❡♣❛✐r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛rr②✐♥❣
♦✉t ❛ ♠♦r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ tr❡❡s ♦✈❡r ❉❍❚✲❧✐❦❡
♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❧♦❝❛❧✐t② ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❞❡✲

❘❘ ♥➦ ✻✵✷✽
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735 services (1006 nodes) [average]
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Tree size

3985 machines (5243 nodes) [average]

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ❤♦♣s ❢♦r ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ r❡q✉❡sts ♦♥ ❡①❛❝t ❦❡②s✳
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✈❡❧♦♣ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉▲P❚✱ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ✐t ♦♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ❛♥❞
t✉♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐❦❡ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆✳ ❆♥❞r③❡❥❛❦ ❛♥❞ ❩✳ ❳✉✳ ❙❝❛❧❛❜❧❡✱ ❡✣❝✐❡♥t r❛♥❣❡ q✉❡r✐❡s ❢♦r ❣r✐❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
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