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Résumé : Nous reprenons ici d’'une facon nouvelle et systématique ’étude d’un type spécifique d’analyse
des données fondé sur la classification ascendante hiérarchique binaire. L’ensemble organisé est un ensemble
d’attributs de description, généralement booléens. La relation valuée de similarité représentée est de nature
implicative et I’arbre obtenu est un arbre “implicatif”. Ce type d’analyse des données a été introduit et développé
par R. Gras et ses collaborateurs. Nous en étudions les fondements et proposons une axiomatique nouvelle qui
conduit a des aspects constructifs et énumératifs. Une interprétation différente de celle des auteurs mentionnés,
des résultats de ce type d’analyse des données est proposée et justifiée. Les propriétés mathématiques de la
construction statistique de I’arbre implicatif sont étudiées. Enfin, nous analysons de fagon précise et complete
I’adaptation de nos critéeres de reconnaissance des niveaux et noeuds les plus “significatifs” d’un arbre de
classification classique au cas d’un arbre binaire implicatif.

Mots clés : Analyse implicative, classification ascendante hiérarchique orientée, arbre implicatif, niveaux et
noeuds “significatifs”

(Abstract: pto)

* Irisa - Université de Rennes 1, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cédex — lerman@irisa.fr

ks T

Centre National de la Recherche Scientifique  Institut National de Recherche en Informatique
(umr 6074) Université de Rennes 1 — Insa de Rennes et en Automatique — unité de recherche de Rennes



Foundations, construction and significant nodes of an implicative
binary hierarchy.

Abstract: Implicative data analysis is a specific method of data analysis, employing asymmetrical similarities
and based on a construction of an ascendant binary hierarchical classification. This method has been introduced
and developed by R. Gras and collaborators. Statistical descriptive attributes (generally, boolean attributes) are
organized according to the latter structure, which is called : a binary implicative tree. In this technical report
we reconsider in a new and systematic manner this approach. The analysis of its foundations leads us to a new
axiomatic and to a new constructive and combinatorial properties. We give and justify a new interpretation
of the results obtained by this type of data analysis method.The mathematical properties of the statistical
construction of the binary implicative tree are studied. Finally, we analyze in a precise and complete manner
our criteria for recognizing the most “significant” levels and the most “significant” nodes of the implicative
binary tree.

Key-words: Implicative analysis, oriented ascendant hierarchical classification, implicative tree, “significant”
levels, “significant” nodes
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4 L.-C. Lerman

1 Introduction

On suppose Pexistence d’un univers I/ d’objets sur lequel se trouve défini un ensemble A d’attributs booléens.
U peut étre assimilé & un ensemble potentiel , tres généralement de tres grande taille, sinon infinie et pratique-
ment inaccessible. Nous représentons un attribut booléen a au niveau de U par son extension U(a) qui est le
sous ensemble de I/ o1 a est & VRAI.

a et b étant deux attributs booléens de A, une regle a — b, qui signifie que a VRAI implique b VRAI,
s’exprime par 'inclusion U (a) C U(b). Ne retenir que des inclusions logiques de cette forme pour comparer de
facon relative ’ensemble des couples d’attributs de A parait particulierement réducteur pour “comprendre” la
sémantique des interrelations entre attributs de .A. Car des situations telles que U(a) est “presque” entierement
inclus dans U(b), ou celles ot U(a) est “suffisamment” inclus dans U(b), ne sont pas distinguées. On voudrait
pouvoir reconnaitre des régles a = b pouvant comprendre des exceptions [1] o a VRAI conduit & une ten-
dance que b soit VRAI, tendance qu’il s’agira alors d’évaluer. D’ailleurs, méme dans le cas de I'inclusion totale
U(a) C U(D), on ne peut considérer équivalents tous les cas de figure, indépendamment des cardinaux de U(a)
et de U(b).

De toute facon, ’évaluation comparée des tendances implicatives entre les attributs de A ne peut se faire
au niveau de 'univers potentiel I/ ; mais & celui d’un ensemble d’apprentissage (on dit encore échantillon) O
issu de U. 11 se fait que dans le domaine du “Data Mining”, ’ensemble O est le plus fréquemment de taille tres
élevée (e.g. de 'ordre de plusieurs centaines de milliers, sinon plus). Cette circonstance rend précise 1’évaluation
comparée des implications relativement a la définition d’un indice numérique adéquat pour mesurer une impli-
cation imprécise ou partielle sur U [24, 4].

Précisément, 'indice qui est apparu le premier dans le domaine affiché de ’Extraction de Connaissances dans
les Données (ECD) est celui dit de la “confiance” [1]. Il s’agit, relativement & la propension de I'implication a = b,
de la proportion conditionnelle - calculée - au niveau de I’ensemble O - p(b/a) = card(O(a Ab))/card(O(a)), ou
O(a) est le sous ensemble des objets de O ou lattribut a est & VRAI et ot a A b désigne la conjonction entre
les deux attributs a et b.

Il parait naturel et légitime que 'indice d’implication ait un caractere dissymétrique. Pourtant, se référant
- de facon implicite ou explicite - & la notion générale de corrélation, certains indices proposés ont un caractere
parfaitement symétrique par rapport au couple (a, b). Sous 'appellation “mesure de la qualité d’une regle d’as-
sociation”, différents indices a caractere dissymétrique ou symétrique ont pu étre proposés dans la littérature.
L’analyse de 1’élaboration et du fondement de tels indices est un probleme majeur en vue de la détection et de
lorganisation des regles pertinentes [38, 20, 8, 18, 30].

En effet, devant le tres grand nombre de regles extraites, une telle organisation selon une structure de
forme fixée permet de synthétiser I'information issue des données en vue de ’extraction de connaissances. Es-
sentiellement, deux types de structures ont été considérées : les graphes valués et les arbres; surtout ceux de
classification que nous nous limiterons a étudier ici. En retenant une notion symétrique de la similarité entre
attributs, on peut & titre d’illustration citer les graphes de similitude de Cl. Flament [5] et les arbres de classi-
fication de la méthode AVL (Analyse de la Vraisemblance des Liens)[22, 28, 37].

Dans le cas d’une similarité implicative telle que celle, probabiliste pouvant étre construite selon le principe
général de la méthode AVL, R. Gras [6, 32, 22] a bati des graphes d’implication, qu’il a alors appliqué dans le
domaine de la didactique des mathématiques. Ce graphe est orienté et valué. Il est construit sur un ensemble A
d’attributs booléens ou la valuation numérique portée sur un arc (a,b) est définie par la similarité implicative
de a vers b. La fixation a partir de considérations de significativité statistique d’un seuil, permet d’obtenir un
graphe discret sans circuit qu’on peut, par ’algorithme de Marimont décomposer en niveaux. De nombreuses
applications dans divers domaines ont pu montrer tout l'intérét de cette structure de condensation. On peut
certes trouver des graphes de “causalité” dans d’autres contextes ot c’est 'indice défini par la proportion (ou
probabilité) conditionnelle qui est mis en oeuvre (e.g. les graphes bayésiens [3]); mais, ce qui distingue les
graphes d’implication se trouve dans le sens qui sous-tend la nature statistique de la valuation. Ce qui, en
particulier, permet de définir de fagon uniforme et sans arbitraire un seuil qui permet a partir du graphe valué
de déterminer un graphe discret.
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En considérant une similarité symétrique sur A, la condensation fournie par un arbre de classification est
plus synthétique que celle d’un graphe valué discrétisé a partir d’un seuil. C’est que la structure d’arbre est
plus spécifique. Elle induit naturellement une forme d’interprétation de résultats globaux que ne recouvre pas
le graphe mentionné ci-dessus. On “découvre” des classes d’attributs qui s’emboitent ou sont disjointes et dont
chacune définit un profil de comportement. Dans ces conditions et dans le cas d’une similarité implicative, il
peut étre intéressant de développer face a un graphe implicatif, le versant “arbre implicatif de classification”
qui correspondrait & un systéme implicatif de classes et sous-classes. C’est précisément la structure originale qui
a été proposée par R. Gras et ses collaborateurs [13, 7, 11] sous I’appellation de “hiérarchie implicative”.

Il s’agit de par sa construction d’un arbre binaire incomplet (sur une partie de A) ou chaque fusion (bi-
naire) est orientée de gauche a droite. Par rapport a la clarté de la démarche constructive, nous donnerons
quant & nous au paragraphe 2.2 la définition formelle de ce type de structure qui, & notre connaissance, n’a pas
encore été exprimée. Nous donnerons également dans ce paragraphe une propriété caractéristique d’une forme
d’ultramétricité en termes de triangles isoceles, mais “orientés”. Ces définitions et propriétés résultent d’un
souci de transfert du contexte d’une hiérarchie associée & un arbre binaire de classification dans le cas classique
ot le lien est symétrique. C’est pour cette raison que nous donnerons au paragraphe 2.1 une définition et un
développement, adaptés de cette derniere structure.

L’objet affiché de la recherche d’une hiérarchie implicative serait la découverte de “métaregles” telles que
celle par exemple a — (b — ¢), faisant ainsi un parallele avec la théorie de la démonstration [11]. Le paragraphe
2.3 se veut l'analyse de cette affirmation. Nous chercherons & mettre clairement en évidence une inadéquation
de nature entre le formalisme de la théorie de la démonstration et I'interprétation des résultats associée & 1’ob-
tention d’une hiérarchie implicative.

A la maniere d’un arbre binaire de classification, la hiérarchie implicative est batie & partir d’'une mesure
de similarité implicative, donc orientée, entre couples de classes d’attributs. Le point de départ consiste en
la définition d’une telle mesure entre classes singletons; laquelle étant directement déduite de la mesure de
similarité implicative entre attributs. La condensation de ’ensemble des attributs sur une telle structure est
sensée révéler des tendances implicatives entre classes ou sous classes d’attributs. Nous reprenons en 3 les choix
adoptés dans [11]. Par rapport & ces choix nous établissons les correspondants de propriétés mathématiques
ou algorithmiques qu’il est important de considérer dans la construction d’arbres de classification (monotonie,
formule de réactualisation).

1l est également tres important de pouvoir transférer & cette nouvelle structure d’arbre implicatif 1a méthode
de reconnaissance des niveaux et noeuds intéressants que nous disons les plus “significatif” d’un arbre de classi-
fication. Cette méthode fait partie intégrante de la classification ascendante hiérarchique AVL. Cette méthode
de reconnaissance est basée sur le comportement le long de la suite des niveaux de ’arbre, d’une statistique
non paramétrique normalisée, mesurant 1’adéquation entre la partition produite & un niveau donné et la simi-
larité dont se trouve muni ’ensemble organisé [22, 23, 31]. L’élaboration de cette mesure statistique se fait au
niveau relationnel. Il s’agit de comparer la relation de partition et celle valuée par la similarité entre éléments
de ’ensemble concerné. Deux versions de ce critere ont été développés. Pour la premiere, on retient une struc-
ture ordinale de la similarité et pour la seconde, une structure numérique. C’est relativement a la structure
ordinale de la similarité ou “préordonnance”, qu’'une adaptation du critére est proposée [11] . Cette derniere
est cohérente mais nous a semblé un peu rapide par rapport & I’analyse des structures a confronter. L’objet du
paragraphe 4 consiste précisément a analyser finement la nature des structures & associer pour une définition
conforme du critere d’adéquation. Diverses déclinaisons sont alors considérées ou on retrouvera bien sur celle
correspondante & [11]. Mais surtout, on considérera une conception & partir de la prise en compte directe d’une
similarité numérique au lieu de celle ordinale associée; ce qui permet un gain important en complexité calcul
et une plus grande discrimination dans la prise en compte de la notion de ressemblance. Notre recherche nous
conduit également & considérer une version globale d’un critere d’adéquation entre une hiérarchie classificatoire
et une similarité [23, 29, 34] qui peut permettre selon le méme principe général mais de fagon plus analytique,
la détermination de niveaux et noeuds “significatifs” d’un arbre de classification associé & une similarité binaire
symétrique ou implicative.

Signalons pour terminer cette introduction que ’objet premier de cette étude était défini par le paragraphe
4. Tl a été stimulé par une question qui nous avait été posée par P. Kuntz (Ecole Polytechnique de I’Université
de Nantes) lors des “Rencontres Francophones de Classification” (Bordeaux 2004). Pour répondre pleinement
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6 L.-C. Lerman

a cette question il nous a fallu préciser les structures manipulées aussi bien sur les plans logique, formel que
métrique et statistique ; ce qui nous a conduit a I’ensemble du développement. Ce dernier reprend d’une manieére
spécifique la plupart des aspects méthodologiques liés a la construction d’une hiérarchie implicative.

2 Expressions formelles et sémantiques de la hiérarchie implicative

2.1 Hiérarchie de parties et arbre de classification associé ; le cas binaire

Désignons ici par E ’ensemble organisé, dont on indiquera par n le cardinal. Un premier but fondamental
de ce paragraphe est de définir ce qu’est formellement une hiérarchie implicative. Compte tenu du mode de
sa construction ascendante [13, 11, 16], le concept se réfere & un arbre binaire de classification; mais ou la
relation entre deux classes est orientée de gauche a droite. Nous allons dans ces conditions partir de la notion
classique de hiérarchie de parties sur un ensemble E pour ensuite préciser comment construire un arbre de
classification associé compatible, comportant une indéxation ordinale de ses niveaux. L’ensemble de tels arbres
est énumérable. Nous distinguerons le cas binaire, puisque c’est a partir de la formalisation spécifique de ce
dernier que nous pourrons donner une expression formelle de la définition d’une hiérarchie implicative.

Définition 2.1 Une hiérarchie de parties H(E) de E est un ensemble de parties de E telles que :
1. E€H(E)
2. Vx e E,{z} € H(E)
3 VX eH(E),Y eH(E),XNY =X ouXNY =Y ouXNY =0

Nous dirons de plus qu’une telle hiérarchie de parties est binaire si toute partie non réduite a un singleton
peut étre obtenue comme la réunion d’exactement deuz parties disjointes de la hiérarchie; Nous notons H,(E)
une telle hiérarchie.

A une hiérarchie de parties H(E) nous pouvons associer et de différentes fagons, un arbre de classifica-
tion indexé par la fonction ordinale de miveau de formation d’un noeud. Les différentes fagons correspondent
aux différentes indéxations possibles des noeuds de ’arbre et dont chacun sous-tend précisément un élément de
la hiérarchie H(&). Mais, commencons par définir la notion d’ arbre de classifications indicé par la notion de
niveau.

Définition 2.2 Un arbre de classification sur E indicé par la fonction de niveau est la représentation en termes
de graphe d’une suite de partitions sur E de la forme {Py | 0 < k <1+ 1}, totalement ordonnée par la relation
de finesse . Dans cette suite, Py est la partition discréte a n classes singletons et P11, est celle grossiére a
une seule classe E. P11 est moins fine que Py, et s’en déduit par la réunion de classes de Py, 0 < k <. Py
occupe le k-éme niveau de l’arbre des classifications. Ainsi, Py occupe le niveau des feuilles de l’arbre et Py,
celui de la racine de I’arbre. Chaque classe de Pyy1 - notons la E]'.“'1 - est représentée au niveau k + 1 par un
noeud qui se trouve a la jonction de branches issues des noeuds du niveau k, correspondants aux classes dont la
réunion est E]’.c+1 ; la disposition latérale de ces derniers noeuds étant telle que ces branches ne se croisent pas,
0<k<I.

Cette derniére condition est algorithmiquement aisée & satisfaire.

Nous dirons qu’un arbre de classification est binaire si et seulement si chaque réunion de classes perme-
ttant de passer de la partition P, a la suivante Pgy; comporte exactement deux arguments et cela pour tout
k, 0 < k < I. Cependant, le passage entre Py et Pji1, plusieurs paires de classes sans composante commune
peuvent fusionner “en méme temps”. Ainsi pour étre explicite, si on considére par exemple que la partition P
comporte cinqg classes :

Pk:{EfaEé:aEgaEz]faEf} (1)

une partition Py telle que :

Pk+1:{EfUE§7E§7EfUE§} (2)

Irisa
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résulte d’une fusion binaire ; mais, iln’en est pas de méme de celle :

Pi., = {Ef UE;,E5 U Ef U Ef} (3)
puisqu’il existe une fusion comportant trois arguments.

Bien que nous ayons pu traiter le cas général [26], nous allons nous limiter aux arbres de classification bi-
naires. En effet, c’est a partir de la formalisation de ces derniers que nous pourrons déduire celle des hiérarchies
implicatives. Ainsi, nous allons montrer comment & partir d’une hiérarchie binaire de parties H;(E), on peut
construire et de différentes facons un arbre compatible de classification binaire. Plus précisément,

Définition 2.3 Un arbre de classification sur E est compatible avec une hiérarchie de parties H(E) si et
seulement si chacune des parties de H(E) se retrouve sous-tendant un noeud, une feuille ou la racine de l'arbre
des classifications.

Soit donc, comme justifié ci-dessus, une hiérarchie binaire de parties Hy (). Nous définirons :

Définition 2.4 Une chaine compléte de parties, éléments de Hy(E), est une suite (Xo, X1, ..., Xg, Xgt1, .00y Xnt1)
strictement croissante au sens de l'inclusion de parties, éléments de Hy(E), telle que Xo est un singleton, X, = E
et ot aucun élément de Hy(E) peut correspondre a une partie strictement comprise entre deux parties X, et
Xg+1,0< g < h.

On peut voir que pour tout g, 0 < g < h, on a nécessairement :

Xy =X,UY (4)

ol Y est une partie de E qui est un élément de H,(E). En effet X, ; est la réunion d’exactement deux
parties, éléments de la hiérarchie. X, en est une et Xg411 — Xy, =Y en est 'autre.

Xo va étre représenté par une feuille de I’arbre et Xj41, par la racine. Autrement, chaque partie X,
(1 < g < h) donnera lieu & un noeud de 'arbre, ou celui associé & X,41 surplombe celui associé & X,.

Chaque singleton {z} (z € E), va donner lieu & une chaine compléte de parties qui peut étre constru-
ite récursivement. Relativement & une partie X, de la suite construite & partir de {z}, la partie suivante X4
est définie comme étant celle de Hy(E) “la plus petite” contenant strictement X, et qui est de la forme (4)
ci-dessus. On peut désigner par :

C={C; |z € E} (5)

I’ensemble des chaines complétes obtenues a partir des différents singletons.

Maintenant, deux chaines completes se “rejoignent” nécessairement; c’est-a-dire, que leurs sections finis-
santes sont identiques. Plus précisément, soient :

Cm = ({CU},Xl,...,Xg,Xg+1,...,Xh+1)
Cy ({y}ayla"'7}/}'7)/}'+17---7Yk+1) (6)

deux chaines completes issues de z et y (z # y). Il existe nécessairement un indice gog et un indice jp & partir
desquels :

(Xgot 1500 Xn) = (Vjor1, -, V) (7)

En effet, car de toute facon Xpy1 = Yy = E. A titre d’illustration, considérons I’exemple suivant ou F
comprend 15 éléments codés de 1 & 15. Les deux chaines complétes suivantes :

PIn-® 1827



8 L.-C. Lerman

G, = ({1}v{172}7{17253}7{1727374}7{172537475:6:77859}5
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14}, {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15})
05 = ({5}7{576}7{5767 7}7{5767778}7{5767 77879}7{57677787971727374}7

{5,6,7,8,9,1,2,3,4,10,11,12,13, 14}, {5,6,7,8,9,1,2,3,4,10, 11,12, 13, 14, 15}) (8)
se rejoignent sur la partie {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. On a go =4 et jo = 5.

Définition 2.5 Une chafne compléte C' est moins fine qu’une chaine compléte C si et seulement si la suite
des parties, non compris le singleton de départ, est une section finissante de C.

Ainsi, la chaine complete :

({4}7 {]‘7 2737 4}7 {17 27 3747 5767 77 879}7 {17 2737 47 57 67 77 87 97 107 117 127 137 ]‘4}7
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15})

est moins fine que celle C ci-dessus.

Il s’agit a présent a partir de I’ensemble des n chaines complétes de montrer comment on peut spécifier
un arbre binaire indicé de classification, compatible avec une hiérarchie binaire de parties H,(€) sur E. Dans
cette construction, on mettra en évidence et de proche en proche ’énumération de tels arbres. Nous allons dans
ces conditions exprimer de fagon informelle ’algorithme de construction et I’énumération qui en découle.

2.1.1 Algorithme

L’état initial est défini par une chaine complete C' et bien que cela ne soit pas obligé; mais pour des raisons
de rapidité calcul, on partira de la chaine compléete la plus longue. Notons la sous la forme :

C = ((Xo = {l‘},Xl, ...,Xg,Xg+1, ...,Xh,Xh+1 = E))

Xo et Xp41 définiront respectivement une feuille de ’arbre des classifications et sa racine. X1, Xo,..., X},
définiront des noeuds propres de ’arbre des classifications. La premiere valeur attribuée aux niveaux de forma-
tion de ces noeuds se trouve définie par les rangs de la suite ci-dessus; il s’agira ainsi de ’entier g pour le noeud
surplombant la partie X.

Ecartons les chaines completes comparables & C' (moins fines) et dans ’ensemble des autres chaines completes
considérons celle la plus longue que nous notons :

D= (YO = {y},yvl, "'7)/}'7)/}'+17"'7Yk = Yk+1 = E)

Imaginons que la jonction des deux chaines se fasse pour g = go + 1 et j = jo + 1; soit :

(X!Io-i-lv "-7Xh) = (on-i-lv ey Yk)

Il s’agit dans ces conditions d’inscrire la formation des noeuds surplombant Y7, Y5, ..., Y}, par rapport a ceux,
déja établis et concernant Xy, ..., Xy . Il est entendu que dans cette insertion, un méme niveau peut étre associé
soit & un X, seul, soit a un Y; seul, soit enfin & un X, et & un Y;. En effet, comme nous I’avons mentionné
ci-dessus, ’arbre est binaire mais plus d’une fusion peut apparaitre & un niveau donné.

Yo = {y} va occuper le niveau 0 des feuilles. Nous allons, de fagon récursive et de proche en proche étudier
le positionnement des noeuds associés aux Y; par rapport & ceux établis pour les X, (1 < j < jo,1 < g < go)
et la transformation de la valeur des niveaux qui en résulte.

Relativement aux noeuds associés aux Xy, 1 < g < go, considérons la subdivision :

(17 27 59,9 + ]-7 "'790)

Le noeud associé a Y; peut étre placé soit dans un intervalle strict de la forme Jg,g +1[ (0 < g < go ot g =
0( resp. go)) correspond a l'intervalle avant 1 (resp., apres go)) soit sur un niveau d’indice g.
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Fondement et construction d’une hiérarchie implicative 9

Dans le cas ou Y7 est placé strictement entre g et g + 1, on attribue au noeud associé & Y; le niveau
g + 1 et les niveaux associés a la suite croissante des noeuds relative a

Xg+1, "'7X907Xg0+17 ...,Xh,Xh+1 = E)

se trouvent augmentés d’une unité. Dans ce cas & chaque niveau il se crée une fusion binaire.

Dans le cas ou Y7 est placé au niveau g, on attribue au noeud associé & Y7 le niveau g et les niveaux
associés & la suite croissante des noeuds ci-dessus, restent invariants. Dans ce cas, au niveau g il se produit deux
fusions binaires surplombant respectivement X, et Y7.

Dans le premier cas ou le niveau du noeud Y7 est g + 1, le choix de Y5 s’effectue de la méme maniere
que celle de Y7 ; mais par rapport a la nouvelle subdivision

(g+2ag+37790 +1)

Dans le second cas ot le niveau du noeud Y] est g, le choix de Y5 s’effectue de la méme maniere que celle de
Y1 ; mais par rapport & la nouvelle subdivision

(g + 17g + 27 "'790)

On peut remarquer que l'ensemble X,, défini avant le placement de Y7, sous-tend apres ce placement, le
noeud go + 1 dans le premier cas et celui gg dans le second.

Le placement de Yji; apres celui de Y; suit exactement le méme processus, 1 < j < jo — 1. La hau-
teur totale de ’arbre binaire obtenu jusqu’a la racine est comprise entre h + 1 et jo + h + 1. La valeur h + 1
concerne le cas ou Y1, Y, ..., Y}, se placent tous & des niveaux déja occupés par des noeuds existants associé
aux X,. Celle jo + h + 1, concerne le cas ou Y1,Y5,...,Y}, se placent tous a des niveaux différents de ceux déja
occupés par un noeud.

Donnons ici une définition avant de poursuivre.

Définition 2.6 C, C' et C" étant trois chaines complétes et mutuellement incomparables au sens de la définition
2.5, C est dite plus proche de C' que de C" si le premier noeud de C d se retrouver dans C' est de rang plus
petit que celui a se retrouver dans C"'.

Ainsi, relativement & I’exemple précédent, en prenant

C = ({13}, {13,14},{10,11,12,13,14},{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12,13, 14},
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15})
C' = ({10}, {10,11},{10,11,12}, {10, 11,12, 13,14}, {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11,12, 13, 14},

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15})
et

C" = ({1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5,6,7,8,9},{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14},

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15})

C' est plus proche de C' que de C"; en effet, le rang du premier noeud de C & se retrouver dans C’ est 3,
alors que le rang du premier noeud de C & se retrouver dans C"' est 4.

PIn-® 1827



10 L.-C. Lerman

Dans ces conditions, imaginons qu’on se trouve apres la i-eme étape de l'algorithme et qu’on ait constitué
un arbre indicé par la fonction de niveau & partir de la suite de chaines completes

{Cil1<j<i}

On pourra remarquer qu’a partir d’un certain niveau et avant que la construction ascendante de I’arbre ne
soit achevée, la partie finale de cet arbre est unaire et correspond & une section finissante de la chaine complete
la plus longue (voir I'exemple ci-dessus).

Le choix de la (i 4+ 1)-éme chaine et son “accrochagé” a l’arbre construit se fait comme suit :

— dans ’ensemble des chaines restantes, mutuellement incomparables et incomparables avec les ¢ premieres
chaines, on détermine la chaine la plus longue qu’on désigne par C;41 ;

— dans I’ensemble des i premieéres chaines on détermine celle, d’indice jo dont C;y1 est la plus proche;

— on effectue la jonction entre Cjy; et Cj, de la méme fagon que la jonction de D a C ci-dessus a été
effectuée, mais a une différence pres que nous allons préciser.

En se situant avant la jonction entre C;11 et C,, si on considére deux noeuds consécutifs, ou bien une feuille
et un noeud qui lui succede, de Cj, de niveaux respectifs r et s (r < s) et le placement d’un noeud de Cj1; par
rapport a Uintervalle [r, s[. Ce noeud peut étre placé & 'un des niveaux r,r + 1,...,s — 1 et alors, I’affectation
acquise des niveaux pour ’ensemble des noeuds installés reste invariable. Mais, si ce noeud est placé strictement
entre deux noeuds consécutifs de rangs r +u et r+u+1 (< s), alors le noeud se voit attribué le niveau r +u +1
et tous les niveaux de valeur supérieure ou égale & r + v + 1 voient leurs valeurs augmentées d’une unité.

2.1.2 Enumération

Le probleme que nous nous posons maintenant concerne le nombre de facons dont on peut réaliser 1’ac-
crochage de Cj;1 a Cj, en tenant compte de la construction déja acquise I’arbre des classifications.

On pourra commencer par remarquer que, compte tenu du mode de construction de l'arbre, la “longueur”
(nombre de noeuds) de Cj11 est inférieure a celle de Cj,. Désignons par N le nombre de noeuds de Cj4 stricte-
ment compris entre le singleton de départ et le noeud de jonction avec Cj,. Considérons a présent l'intervalle
commencant des indices des noeuds acquis dans la formation de I’arbre jusqu’au noeud de C, qui se retrouve
dans C;11 et qui correspond donc & la jonction entre C;1q et Cj,. Indiquons cet intervalle sous la forme :

A=[1,2,..,n,...,v,v+1] 9)

Il s’agit maintenant d’affecter des rangs aux noeuds de C;y; qui se situent entre le singleton et le noeud de
jonction avec Cj,. Un noeud de C;;1 peut étre situé & un niveau déja acquis entre 2 et v et dans ce cas la suite
(9) reste invariante. Il peut étre situé entre deux noeuds consécutifs n et n +1, 0 <n < v (n = 0 correspond
au singleton et n = v + 1, au noeud de jonction). Dans ce dernier cas, le noeud affecté recoit la valeur n + 1
de son indice et tous les indices consécutifs de (9) sont augmentés d’une unité. Compte tenu de la binarité de
I’arbre, deux noeuds consécutifs de C;;; ne peuvent recevoir la méme valeur n de la suite A, alors qu’une suite
de plusieurs noeuds consécutifs de C;;; peut se placer dans l'intervalle Jn,n + 1[ (0 < n < v). Représentons cet
intervalle par son milieu (2n + 1)/2 et considérons la suite C :

1 3 2n +1 2v+1
C=[-,1,—-,... 1,...
[27 727 7n7 2 7n+ ) 7V7 2

] (10)

Cet ensemble peut se décomposer en deux parties complémentaires ; celle A ci-dessus et

13 2n+1 2v+1
—.n

B=[-,—-,.. 1,..
[2727 ) 2 ) + ) ) 2

] (11)

qui est ’ensemble des v + 1 premiers multiples impairs de %
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L’ensemble des manieres d’accrocher C;y1 a Cj, pour une augmentation de la formation de l’arbre, peut
ainsi étre mis en correspondance bijective avec ’ensemble des applications croissantes f de

E=11,2,..,e,..,N] (12)
dans C| telles que chaque valeur de A est atteinte au plus une fois ; soit :
(Va€ A), card(f *(a))=0o0ul (13)

Théoréme 2.1 Le nombre de telles applications est donné par la formule :

SO X Cln (14)
m=0

Pour établir cette formule nous allons considérer le cas plus général de ’énumération de ’ensemble F des
applications croissantes de E dans un ensemble

C=1{1,2,.,¢,, M}

dont les éléments de I'un de ses sous ensembles fixé, sont atteints au plus une fois. Plus précisément, considérons
une décomposition de C' en deux ensembles complémentaires A et B de cardinaux respectifs K et L (K+L = M)
tels que chaque élément de A est atteint au plus une fois. A est fixé. Une application f de F est telle qu’on ait
la condition (13) ci-dessus.

Associons & f Papplication g de C' dans E définie comme suit :

Ve € C,c v g(c) = card(f*(c)) (15)

On a bien sur

Va € A,g(a) =0oul (16)
et

Y g9l=N (17)

ceC

En désignant par G 'ensemble de telles applications, il y a une correspondance bijective entre F et G.

Commencons la construction de g par celle g4 de sa restriction a A. A cette fin désignons par I, le sous
ensemble de A, choisi de taille «, oul g vaut 1. Relativement & la restriction gg de g sur B, que nous noterons :

B={b|1<I<L}

avec by < by < ...<b <..<bp,ona:

> {9s®)|beBy=N-a (18)

La fonction cumulée que nous noterons g de B dans E, = {1,2,.... N —a} :

gi5(0) = {g(®) | ¥' <b,b,b' € B} (19)
est une fonction bijectivement associée & gg, croissante au sens large.

Pour « fixé, le nombre d’applications g4 est C% puisque chacune correspond au choix de 'un des en-
sembles I,,. D’autre part, le nombre d’applications croissantes (au sens large) d’un ensemble de cardinal L dans
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12 L.-C. Lerman

un ensemble de cardinal N — «; mais ou, pour le dernier élément by de B, ¢'(by) = N — «, correspond &
I’énumération des fonctions croissantes de {by, ba, ...,br—1} dans E,. Il s’agit donc de :

CliN-a1 =CliN a1 (20)

Il en résulte, en considérant les différentes valeurs possibles de a (0 < a < K) que

K
card(F) = Z C% x Cf;}v_a_l (21)
a=0

Remarquons que dans le cas précédent K = v et L = v + 1. L’expression ci-dessus concernée peut se mettre
sous la forme :

v

(v+ N —m)!
Z m!(v — m)I(N —m)!

m=0

qui est une somme de coefficients multinomiaux.

2.2 Hiérarchie de fourches, arbre binaire indicé de classification associé et expres-
sion ou propriétés formelles d’une hiérarchie implicative (orientée)

L’intérét du paragraphe précédent concernant 'introduction des hiérarchies binaires et la construction - &
notre connaissance nouvelle - d’arbres indicés de classification compatibles se justifie par lui-méme. Cependant,
si nous avons introduit ces objets ou développements, c’est que nous avions en vue une formalisation claire de
la notion de hiérarchie implicative ou orientée. Notre formalisation n’est pas incompatible avec ’expression [16],
elle aura toutefois, un accent tres différent.

Par rapport a ce qui existe dans la littérature concernant une relation symétrique sur E (notion de hiérarchie
de parties), la notion de hiérarchie binaire est la plus proche de celle visée. Néanmoins, il faut définir une autre
notion de hiérarchie binaire de parties qui conduira directement a la notion de hiérarchie implicative. Il s’agira
de ce que nous appellerons une “hiérarchie de fourches”.

Définition 2.7 Une fourche de E est une paire {X,Y} de parties disjointes de E, ot X et'Y sont des parties
propres de E : X CE)Y CE, X #2)Y #0, et XNY = 2.

Une fourche est figurée par un sommet représentant X UY duquel sont issues de fagon descendante deux
branches reliant le sommet précédent a deux sommets représentant respectivement X et Y, a la maniere de la
figure suivante :

XUy

X
F1G. 1 — Fourche non orientée

Nous allons maintenant définir la notion de hiérarchie de fourches et celle associée, de hiérarchie compléte
de fourches sur E. Nous notons HF(£) la premiere et H.F(E), la seconde.

Définition 2.8 Une hiérarchie de fourches HF(E) est un ensemble de fourches telles que si {X,Y} est une
fourche et si X (resp., Y ) n’est pas un singleton, c’est qu’il s’agit du sommet d’une fourche. D’autre part, si
{X,Y} et {Z,T} sont deux fourches pour lesquelles - sans restreindre la généralité - card(X UY) < card(ZUT),
on a l'un des cas suivants :
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Fondement et construction d’une hiérarchie implicative 13

1. (XUY)n(ZuT) =92
2. XUYCZouXUYCT

3. Pour tout noeud Z sommet d’une fourche, il existe exactement une fourche {X,Y} telle que Z = X UY.
Si de plus, on a les conditions :

4. pour tout singleton {z}(z € E), il existe au moins une fourche dont 'une des composantes est ce singleton

5. Il existe exactement une fourche {X,Y} pour laquelle X UY = E ;
alors, il s’agit d’une hiérarchie complete de fourches H.F(E).

Associons & une hiérarchie binaire H;(&) celle qu’on obtient en enlevant les singletons (parties réduites & un
élément) et que nous notons H;, °(£) :

H, (&) =My (€) —{{z} |z € E} (22)

On peut de facon naturelle associer & une telle hiérarchie binaire de la forme #; *(£), une hiérarchie complete
de fourches que nous notons (comme ci-dessus) H.F(&). En effet, par définition, chaque partie Z de E (£ C E),
non réduite & un singleton, appartenant a H,(E), est exactement la réunion de deux parties disjointes X et V'
(sous ensembles propres de E). Ainsi, nous associons a Z, la fourche {X,Y} dont Z représente le sommet et X
et Y les noeuds pendants.

Inversement, & une hiérarchie compléte de fourches de la forme H.F(€), on peut associer une hiérarchie
binaire de la forme H; *(€). En effet, on associe a chaque sommet de H.F(£), la partie Z qu’il représente. On
a bien que Z peut se mettre sous la forme

Z=XUY (23)

ou X (resp.,Y) est le sommet d’une fourche s’il ne s’agit pas d’un singleton (voir Définition 2.8). En désignant par
F la correspondance ainsi définie entre I'ensemble H; *(€) et celui H.F(€) qui lui correspond par construction,
on a:

Théoréme 2.2 La correspondance F est bijective.

Maintenant, nous avons vu comment construire un arbre binaire indicé associé & une hiérarchie binaire, pouvant
comporter plusieurs noeuds & un niveau donné. Nous avons surtout a partir de la reconnaissance de la nature
du probleme, énuméré I’ensemble des solutions possibles. La correspondance bijective établie ci-dessus entre une
hiérarchie binaire de la forme #, *(£) et une hiérarchie complete de fourches de la forme H.F(€), autorise la
méme construction.

Comme nous 'avons annoncé, c’est la notion de hiérarchie de fourches qui va étre la plus directement
étendue a la notion dissymétrique de hiérarchie implicative.

Définition 2.9 Une fouche orientée de E est définie par la donnée d’un couple (A, B) de parties propres et
disjointes de E remplissant les conditions suivantes :

1. ACE,BCE;
9. A+, A+E B+0, B£E;
3. ANB=g2.

Un tel couple traduit 'implication A — B, ou A est situé & gauche de B, ayant ainsi une jonction orientée ou
A est concaténée a B, a sa gauche. La fourche définie par (A, B) peut étre figurée comme suit (voir FIG. 2) :

Le sommet de la fourche définit la jonction orientée de A vers B. Ce sommet représente A U B des lors qu’il
définit le noeud pendant d’une fourche qui succede de facon ascendante & cette derniere.

L’axiomatique qui régit une hiérarchie implicative (orientée) compléte est en tout point analogue & celle
d’une hiérarchie complete de fourches H.F(€) a cela pres qu’au lieu de s’agir d’un ensemble de paires de parties
de E, il s’agit d’un ensemble de couples de parties de E. Nous allons dans ces conditions reprendre la définition
2.8 pour ’adapter au cas orienté. Nous noterons HZ.(€) une hiérarchie implicative compléte.

Définition 2.10 Une hiérarchie implicative compléte HI.(E) sur E est un ensemble de fourches orientées
(A, B) de E telles que si (X,Y) est une fourche orientée et si X (resp., Y ) n’est pas un singleton, c’est qu’il
s’agit du sommet d’une fourche. D’autre part, si (X,Y) et (Z,T) sont deuz fourches pour lesquelles - sans
restreindre la généralité - card(X UY) < card(Z UT), on a l'un des cas suivants :
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(A —B, AUB)

A B

F1G. 2 — Fourche orientée

1. (XUuY)n(ZuT) =92
2. XUYCZouXUYCT

3. Pour tout noeud Z de la hiérarchie, il existe exactement une fourche orientée (X,Y) telle que X UY = Z.
On a de plus les conditions suivantes :

4. Pour tout singleton {z}(z € E), il existe au moins une fourche dont l'une des composantes est ce singleton.
5. Il existe exactement une fourche orientée (X,Y) pour laquelle X UY = E.

Maintenant, en omettant les deux derniéres conditions 4 et 5, on aura défini la notion de hiérarchie implicative
non nécessairement compléte sur E et que nous noterons HZ(E).

Revenons ici & la notion de hiérarchie binaire de parties (voir Définition 2.1) pour une extension au cas
ou cette hiérarchie est incomplete. Pour une telle hiérarchie que nous notons H;;(€), la condition 1 n’est pas
requise. La définition axiomatique devient :

Définition 2.11 Une hiérarchie binaire incompléte de parties Hy;(E) est un ensemble de parties de E tel que :
1. Vz € E),{z} € Hpi(€)
2. V(X e Hyi(E),XNY =X ou XNY =Y ouXNY =9

\

3. Toute partie non réduite a un singleton peut étre obtenue comme la réunion d’exactement deux parties
disjointes de la hiérarchie.

La donnée d’une hiérarchie binaire incompléte de parties Hy;(€) induit la donnée d’une partition :

P={E\, Es,...Ej,.., B} (24)

de E, telle que la restriction de la hiérarchie H;;(£) sur chacune des classes E;, non réduite & un singleton, est
une hiérarchie binaire complete #H;(E;). Certaines classes E; peuvent étre réduites & un singleton, auquel cas
Hy(Ej) n’est pas définie.

Inversement, & partir des différentes hiérarchies completes Hy(E;), 1 < j < k, on peut obtenir une hiérarchie
binaire incompléte compatible de la forme Hp;(€), en construisant une fonction surjective de I’ensemble des
noeuds des différentes hiérarchies de la forme #;(E;), dans un intervalle commencant (1,2, ..., m| de I’ensemble
des entiers. Cette fonction est telle qu’elle est strictement croissante sur chaque chaine compléte de chaque
Hy(Ej). Cela suppose bien sir que m est supérieur ou égal a la longueur de la plus longue chaine complete.
L’énumération de telles fonctions suit un raisonnement déja considéré au paragraphe 2.1 précédent.

Introduisons ici la hiérarchie binaire incomplete; mais singletons non compris que nous notons H;;*(€)
et qui est définie de la méme maniere que H, °(£) a partir de Hy(E) :

Hy, ' (€) = Hus(E) — {{z} |z € B} (25)
Maintenant, concernant une hiérarchie implicative HZ(E), en associant & chaque sommet de 'une de ses

fourches orientées (A, B), la partie AU B de E, on obtient une correspondance bijective avec une hiérarchie
binaire incomplete de parties, a laquelle on aura 6té les singletons, donc de la forme H,,*(€).
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2.2.1 Ultramétricité

Cette propriété a été considérée dans [12]. Elle est relative a l'indice de dissimilarité entre classes adopté
dans la construction ascendante d’une hiérarchie implicative. L’indice de dissimilarité entre deux éléments de
I’ensemble organisé est égal a 'indice de dissimilarité entre les deux classes composant une fourche et auxquelles
appartiennent respectivement les deux éléments. Le caractere monotone de cet indice le long de la suite des
niveaux assure son caractere ultramétrique. Notre approche est d’'une autre nature, elle est liée & notre formal-
isme et est purement ordinale, sans référence a un critere de dissimilarité particulier entre classes. Dans notre
cas le caractere ultramétrique mis en évidence est une conséquence immédiate de la correspondance entre une
hiérarchie binaire dans le cas classique symétrique et une hiérarchie binaire dans le cas implicatif.

Relativement & une hiérarchie implicative ou orientée HZ(E) sur E, nous avons associé & chacune de ses
fourches orientées (A, B) le noeud d’une hiérarchie binaire représentant A U B qui correspond au sommet de
la fourche. Une telle hiérarchie est généralement incomplete et a été notée Hp;(E) (voir Définition 2.11). Nous
avons pu associer a une telle hiérarchie plusieurs fonctions ordinales compatibles de ’ensemble de ses noeuds
dans un intervalle commencant [1, 2, ..., m] de ’ensemble des entiers. Fixons en une, quelconque, que nous notons
v. Cette derniére se présente sous la forme :

v:H, (€)= [1,2,..,m] (26)
elle attribue & chacun des noeuds, un rang definissant le niveau de sa formation.

Soit un noeud N de Hp;(£) surplombant un sous ensemble de la forme A U B ou A et B sous-tendent
chacun un noeud ou un singleton de Hp;(£). La valeur de la fonction d symétrique que nous allons définir sur
E x E est telle que :

(V(a,b) € A x B),d(a,b) = d(b,a) = v(N) (27)

Plus précisément, la fonction § :
0:ExE—]1,2,..,m,c0]

associe a chaque couple d’éléments (z,y) de E x E, le rang du niveau du premier noeud ou la paire d’éléments
{z,y} se trouve réunie. Dans le cas ot I'un des deux éléments z ou y reste seul dans sa classe, ce qui correspond
alors & un singleton, c’est la valeur co qui est attribuée par 4.

Il est classique et d’ailleurs aisé de voir que & définit une distance ultramétrique sur E caractérisée par
la propriété :

(Vz,y,2 € E),6(z,y) < max{é(z,2),6(y,2)} (28)

En effet, le niveau de premiere réunion de x et y ne peut étre strictement supérieur a chacun, de z et z d’une
part et de y et z d’autre part. A partir de (27) on démontre que tout triangle {z,y, z} est isocele, la base étant
le plus petit des cotés. Plus précisément, si on suppose, sans restreindre la généralité, que :

6(z,y) < 6(x,2) < 6(y,2) (29)

on établit aisément que :
6(x,z) = 0(y, 2)

Néanmoins, ce qu’on a de plus compte tenu du caractere binaire de l’arbre, est le caractere strict de de la
premiere des inégalités de (29), soit :
6(z,y) < d(z,2) =0(y,2)
Inversement, la donnée d’une distance ultramétrique a valeurs dans [1,2,...,m,00] et pour laquelle tout
triangle est isocele avec une base strictement plus petite que chacun des deux cotés, permet de dériver une

hiérarchie binaire incomplete Hp;(€) ; ainsi d’ailleurs qu’un arbre binaire indicé de classification compatible qui
lui est associé.

A cet égard, on partira de la notion de chaine complete des parties Hy;(€) qui reprend la définition 2.4
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en enlevant la condition X, = E. H;;(€) s’obtient en regroupant en tant que ses éléments, 'ensemble des
parties de E qui définissent des composantes de chaines complétes mutuellement incomparables et qui sont
directement obtenues & partir de la donnée de la distance ultramétrique §. L’algorithme exprimé de facon
informelle se déroule comme suit :

1. Choisir un élément quelconque = de E et établir le vecteur des similarités ultramétriques a x :

{6(z,y) |y € E—{z}}. (30)

2. Trier la famille de ces valeurs et établir la suite strictement croissante des valeurs atteintes que nous
notons :

0<df <65 <...<0f <...< 4. (31)

3. Former la suite croissante des parties qui représentent des cercles “ultramétriques” :

ST ={C¢ ={y|d(y,x) <o} 1<k <1}, (32)

cette suite de parties est une chaine compléte de Hp;(E) ou chaque partie C¥ représente un noeud de la
hiérarchie dont le niveau est dj, .

4. Ayant bati un ensemble
{§* |z e F CE}

des chaines, on choisira - tant que E — F' n’est pas vide - un élément de E — F', pour construire la chaine
de parties SY dont on abandonnera la section finissante & partir de C’;;’O si I’ensemble défini par C’;;’O a déja
été précédemment rencontré dans 'un des S*, pour un = de F'.

Nous avons pu voir, aprés avoir interprété une hiérarchie binaire incompléte Hp;(€) comme une famille de
fourches (non orientées), qu’une hiérarchie implicative HZ(E) pouvait s’interpréter comme une famille de
fourches orientée (voir Définition 2.9 et Fig. 2)

Maintenant, nous voulons avoir le correspondant adéquat de la notion d’ultramétricité et la propriété cor-
respondante du caractere isocele des triangles avec une base strictement plus petite que chacun des deux cotés
égaux. Nous allons considérer le cas d’une hiérarchie implicative complete HZ.(£); la généralisation au cas
d’une hiérarchie implicative quelconque se comprenant assez bien a partir de la restriction complete & chacune
des classes E; d’une partition P de E.

Théoréme 2.3 La donnée d’une hiérarchie implicative compléte HZ.(E) définit un ordre total sur E, ce dernier
correspond a celui de gauche o droite des feuilles de la hiérarchie.

Considérons la relation binaire R sur F définie comme suit :

(V(z,y) € Ex E),zRy < 3(A,B) € HI.(£),(z,y) € Ax B (33)

(A, B) est une fourche orientée (voir Définition 2.10). La relation R est une relation d’ordre total et strict :

(V(z,y) € E X E),xRy = —yRx (34)
ou — désigne la négation.

En effet, compte tenu de la condition 3 de la définition 2.10, le couple (B, A) n’appartient pas & la hiérarchie
implicative (n’en est pas une fourche orientée). D’autre part, pour tout sous ensemble B’ de B, respectivement
A’ de A, (B', A") ne peut appartenir a la hiérarchie, car autrement, avec (A, B) la condition 2 de la définition
2.10 s’en trouve violée.
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(V(z,y,2) € EX E x E),zRy et yRx = Rz (35)
En effet, il existe deux fourches orientées (A, B) et (C, D) telles que :
(z,y) € Ax Bet (y,2) € CxD

Comme B N C # @ en raison de 'appartenance commune de y a B et a C, on a , en vertu de de 2 de la
définition 2.10 :

AuBcCC

ou
cuDCB

On obtient dans le premier cas que (z,z) € C' x D ; alors que dans le second, (z,z) € A x B. C.Q.F.D.

Il est & remarquer que la relation binaire sur E définie par une hiérarchie implicative complete est beaucoup
plus riche et d’ailleurs de nature différente de la relation ci-dessus d’ordre total R qu’elle induit. En effet, si & une
hiérarchie implicative complete sur E correspond exactement un ordre total sur F ; inversement, il est aisé de
voir qu’a un ordre total sur E correspond exactement (N — 1)! hiérarchies implicatives binaires sur E. Imaginons
pour cela la suite ordonnée de gauche & droite (e1, ea, ..., €;, €11, -..,en) des éléments de E. Le premier pas de la
construction d’une hiérarchie implicative correspond au choix d’un intervalle de la forme (e;,e;+1) conduisant
A la fusion orientée (e; — ej41) et au noeud {e;, e;41}. (N — 1) choix sont possibles. A la j-eme étape de la
construction, en considérant conformément a l'ordre latéral de gauche a droite la suite des feuilles ou noeuds
formés au niveau j — 1, (N — j — 1) intervalles consécutifs sont délimités et il s’agit de choisir 'un d’entre eux
pour établir une fusion orientée. j variant de 0 jusqu’a (N — 2), on obtient le résultat annoncé.

Relativement & l'ordre total R, une hiérarchie implicative H;;(£) apparait comme une famille C de seg-
ments connexes qui vérifient les conditions :

1. o eC;
2. C contient tous les segments singletons comprenant un seul élément ;
3. Si C" et C" appartiennent & C, C' N C" se réduit & 'un ou 'autre des trois éléments &, C’ ou C";

4. Pour chaque segment C, non réduit a un seul élément, il exite un couple de segments disjoints et adjacents
(C",C") tel que C = C'JC"; c’est-a-dire, dont C' est la concaténation de gauche & droite.

Ainsi, en partant d’une axiomatique en termes d’un systéme de fourches orientées, on se trouve conduit ; mais

comme conséquence, & une définition qui reprend celle 2.2 de [16].

La relation d’ordre total R va permettre de définir un support a la relation binaire valuée sur E que
constitue une hiérarchie implicative complete. Sans risque d’ambiguité, désignons aussi par R I’ensemble des
couples (z,y) de E x E pour lesquels xRy ; c’est-a-dire, pour lesquels, la feuille correspondante & x se trouve a
gauche de celle correspondante a y :

R={(z,y) | (z,y) € E x E,zRy} (36)
Dans ces conditions, définissons sur E comme suit la notion de distance que nous pouvons qualifier d’

“orientée” :

_J oosi(zy) ¢R
(V(z,y) € E x E),n(@,y) = { valeur du niveau de fusion orientée entre z et y
Introduisons ici la notion de triangle “orienté” relativement a l'ordre total R.

Définition 2.12 (z,y,z) est un triangle orienté relativement a ’ordre total R si on a :

xRy et yRz
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Ainsi, pour une hiérarchie implicative dont ’ordre induit est R, 'ordre des feuilles de gauche a droite est z, y
et z. Désignons par 7 l'ensemble de tels triangles, leur énumération conduit & 'expression suivante :

3) " 6
ou N = card(E). En effet, il y a une correspondance bijective entre I’ensemble des parties & 3 éléments de E et
I’ensemble des triangles orientés.

card(T) = <N> (N-2)x(N—-1)xN

Dans ces conditions et en tenant compte de la binarité, deux situations sont possibles quant a la restriction
de la hiérarchie implicative a l’ensemble {z,y, z}. Elles sont figurées ci-dessous :

»
L

»

X y z

Cas1 Cas 2
F1a. 3 — Deux formes implicatives fondamentales

Pour la premieére situation la premiere jonction orientée a lieu de y vers z, elle est suivie de celle de = vers le
noeud représentant {z,y}. Pour la deuxiéme situation, la premiére jonction a lieu de = vers y, le noeud résultant
{z,y} est relié de gauche a droite vers z. On a dans le premier cas :

n(z,y) =n(x,z) > n(y,z)

Dans le second cas on a :
n(z,y) <n(z,2) =ny,2)

Dans chacun des deux cas 'inégalité ultramétrique que nous dirons “orientée” se trouve satisfaite. Elle
s’exprime dans le contexte de ’ensemble 7 des triangles orientés. La notion de segment non orienté est remplacée
par celle de vecteur dont ’origine est a gauche de 'extrémité. Ainsi, I'inégalité ultramétrique orientée s’exprime
comme suit :

n(x,y) < maz{n(z,z),n(y, )}
n(x, z) < max{n(z,y),n(y,2)}

On en déduit la propriété du caractere isocele des triangles “orientés”.
Théoréme 2.4 Tout triangle (x,y,z) de T est isocéle, la base étant strictement le plus petit des cités.
On a 2Ry et yRz. Ainsi et de gauche & droite on a z puis y, puis z. Dans ces conditions, on a nécessairement :

n(z,y) < n(z,2)
et n(y,2) < n(z,2) (38)

Ces inégalités peuvent d’ailleurs étre obtenues & partir des inégalités ultramétriques (37). On ne peut pas
en effet avoir :

n(z,y) > n(z,2) (39)

car dans ce cas, en vertu de la premiere inégalité ultramétrique, on a :

n(z,z) <n(z,y) <nly,2) (40)
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La troisieme inégalité ultramétrique permet d’obtenir

n(x,z) <n(z,y) =nly,2) (41)

mais alors, I'ordre induit est tel que z est entre x et y, ce qui viole I'ordre dont on est parti ou c’est y qui est
intermédiaire entre = a sa gauche et z & sa droite.

De la méme facon on se trouve conduit a la méme conclusion si

n(x,z) <n(y, =)

Sinon d’ailleurs, on aurait un croisement entre le vecteur de jonction de la classe A de z vers celle C' de z,
avec la branche ascendante issue de la classe B de y.

Compte tenu du caractere binaire de la hiérarchie implicative & laquelle nous avons associé la fonction

7, nous avons nécessairement 1'un des deux cas suivants, ou les inégalités sont strictes :

n(z,y) <nly,z) ounly,z) <n(z,y) (42)
Sin(z,y) < n(y,z), la deuxieme inégalité ultramétrique ci-dessus (37) donne :
n(z,z) <ny,2) (43)

qui avec (38), ou d’ailleurs, la derniere inégalité ultramétrique donne :

77(.%2) = 77(1'7 Z) (44)
D’ou
n(x,y) <nlz,z) =ny,z) (45)

et le triangle (z,y, z) est isocele avec une base 7y strictement plus petite que chacun des deux cotés 2% et yZ.

Si n(y, z) < n(z,y), la deuxieme inégalité ultramétrique [voir (37)] donne :

n(x,z) < nlz,y) (46)

qui avec (38) ou d’ailleurs, la premiere inégalité ultramétrique (37), donne :

n(z, z) =n(z,y) (47)
D’ou
77(.%2) < 77(377.@) = 77(132) (48)

et le triangle (z,y, z) est isocele avec une base 3% strictement plus petite que chacun des deux cotés =y et z%.

Nous avons montré la construction d’une hiérarchie binaire de classification H;(E) associée & une distance
ultramétrique sur E pour laquelle tout triangle est isocele avec une base strictement plus petite que chacun des
deux cotés égaux. De facon quelque peu analogue, nous allons montrer la construction d’une hiérarchie complete
‘HZ(E) dés lors qu’on se donne un ordre total R sur E ainsi qu’'une distance ultramétrique orientée 5 sur R.

L’algorithme de construction, exprimé de fagon informelle se déroule comme suit :

1. ordonner les éléments de E de gauche a droite conformément & R : z(1) < z(2) < ... < Z(n)
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2. prendre I’élément le plus a gauche z (1) et établir la table des dissimilarités ultramétriques orientées a x(q) :

{n(zay,y) | (zq),y) € R}

3. la suite de ces valeurs est non décroissante, établir la suite strictement croissante des valeurs atteintes que
nous notons :

0<n <ng < ..<mp < ..<mp

4. former la suite croissante des intervalles commencants qui représentent des cercles ultramétriques “ori-
entés” :

St={C} ={y | nEM,y) <ni}| 1<k <1}, (49)

cette suite d’intervalles représente une chaine complete de la hiérarchie implicative HZ(E), chaque inter-
valle représente un noeud de la hiérarchie implicative.

5. ayant bati un ensemble de chaines

{S|1<j<n} (50)

on considérera z'*! tant que I < N — 2, pour construire la chaine associée, la construction s’arrétant dés
lors qu’on rencontre un noeud déja trouvé dans la chaine qui la précede directement.

2.3 Inadéquation entre la théorie de la démonstration et le sens formel d’une
hiérarchie implicative

L’ensemble désigné de facon générale par E ci-dessus devient ici - comme c’est le cas le plus fréquent - un
ensemble 4 d’attributs booléens :

A={al |1<j<p} (51)

Telle que présentée et développée par ses initiateurs [13, 12, 16], la hiérarchie implicative est définie comme
une organisation hiérarchisée de regles et de - selon la terminologie des auteurs cités - “ métaregles”. A un
niveau donné d’un arbre hiérarchique binaire, c’est une regle de degré 1 qui peut apparaitre correspondante
A une implication entre deux attributs de la forme a/ — a*,(1 < j # k < p), ou bien c’est une “métaregle”
qui apparait. Cette derniere correspondrait & une suite emboitée d’implications. Le noeud associé définirait
alors une “ métaregle” ou une R-régle. L’ordre de cette derniere est défini par le nombre d’implications qu’elle
comprend (voir [12, 10]) . Ainsi, dans I’exemple suivant (voir FIG. 4) :

le noeud du niveau 5 est présenté comme correspondant a une R-regle d’ordre 4 :

(a1 — (as — a4)) = (a3 — as) (52)

Cependant, sur le plan de la logique, si on admet qu’une métarégle est une regle ou une propriété sur un
ensemble de regles, des formules telles que celle (52) définissent tout simplement des régles; pouvant certes
étre plus ou moins complexes. D’ailleurs ces R regles ne peuvent traduire dans leur interprétation le mode de
construction statistique de la hiérarchie implicative (voir paragraphe 3). Alors que ce mode de construction est
parfaitement compatible avec I’expression formelle et sémantique d’une hiérarchie implicative telle qu’elle a été
formalisée au paragraphe 2.2.

Considérons les trois situations logiques suivantes d’un arbre implicatif, respectivement sur trois, trois et
quatre attributs. Nous les noterons (I), (II) et (III) (voir FIG. 5) :

En retenant pour la comparaison des diverses implications une valuation ordinale - pouvant par exemple
correspondre & un degré de nécessité - l'interprétation d’une hiérarchie implicative, telle qu’elle résulte de I'-
analyse du paragraphe 2.2 donne pour chacune des situations (I), (IT) et (III) ce qui suit :

Pour (I) :
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al a6 a4 a3 a5 a2 a7
Fic. 4 — Un arbre implicatif
a b c a b c a
1
M (I
F1G. 5 — Trois cas fondamentaux
(a = b)&(a — ¢)&(b — ¢)
et deg(a = b) > deg(a — ¢) = deg(b — ¢) (53)
ou deg(a — ) définit la valuation de I'implication o — .
Pour (II) :
(a = b)&(a — ¢)&(b — ¢)
et deg(a = b) = deg(a = ¢) < deg(b — ¢) (54)
Pour (II) :
(@ = b)&(c = d)&(a — c)&(a — d)&(b — ¢)&(b — d)
et deg(a = b) > deg(c = d) = deg(a = d) = deg(b — ¢) = deg(b — d) (55)
Selon [12, 10], les formules implicatives traduites par les arbres (I), (II) et (IIT) sont respectivement :
((a—>b) —c¢) (56)
(@ = (b—c¢)) (57)
et ((a = b) = (c = d)) (58)
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Nous allons établir que les formules logiques 56, 57 et 58 ont des sens logiques tres différents de ceux que
nous avons attribués et qui sont respectivement définis dans (53), 54 et (55).

Commencons par préciser que si « est un attribut booléen et xz un élément de 1'univers U/ des objets
concernés, l’expression a(z) signifie que l'attribut « est & VRAI sur x. Dans ces conditions ((a — b) — ¢)
s’exprime comme suit :

Ve e U, [(a(z) = b(x))
Ve € U,[~aV b(x)

Ve eU,[(~(-a Vb))V

Ve e U,[(a A —b)V

Ve e U,[(aV c(z)) A (=b) V

Par conséquent :

(~a — ¢)&(b — ¢) (60)

ce qui ne correspond nullement & (53) ci-dessus. D’ailleurs, (60) peut étre représenté de facon ensembliste comme

C >
N

[@->b)->g

Fic¢. 6 - (a imp b) imp ¢
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ou A, B et C représentent les sous ensembles de U/ o, respectivement a, b et ¢ sont & VRAI. De facon
particuliere, U correspond dans cette figure & A U B ; mais cela n’a rien d’obligé.

On se rend ainsi compte que de la formule implicative ((a — b) — c¢), on ne peut dériver a — b ou

a — c et c’est ma — ¢ qui est valide. Maintenant, si on considére comme dans [12, 10, 16] qu’on a la condition
préalable (a — b) ; soit :

(Vx e U),—aV b(zx) (61)

alors ((a — b) — ¢) n’est pas informant, car quelque soit lattribut ¢, on a, v désignant la fonction de vérité :

(Vz € U),v(=(=a V b(x)) Ac(z)) = FAUX (62)

Considérons maitenant la formule implicative :

(a— (b—0) (63)

Elle s’exprime par :

(Ve € U)[a(z) = —b(z) V c(x)
(Ve € U)[a(x) V —b(z) V c(z)
(Vo € U)[~(a Ab(x)) V c(z)
aNb—c (64)

C\T
Cc\T
C\T

]
]
]

ce qui au niveau ensembliste peut s’exprimer comme suit : “ la partie de B qui est dans A est incluse dans la
partie de C' qui est dans A ”

(a->(b—>c))

F1G. 7 — a imp (b imp ¢)
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Ainsi, de la formule logique (¢ — (b — ¢)) on ne peut dériver ni b — ¢, ni @ — b, ni @ — ¢. Dans le cas ou
on exige au préalable b — ¢, on ne peut pas non plus dériver ni a — b, ni a — c.

Considérons enfin la formule logique

((a = b) = (c = d)) (65)

elle s’exprime par :

(Ve € U)[(a(z) — b(z))

(Vz € U)[~(—a(z) V b(z))

(Vz € U)[(a(z) A —b(z))

(Ve e U)[a(z) V (me(z) Vd(z)) A (=b(z) V (me(z) Vd

Ce qui correspond & :

—a — (¢ = d)
et b — (c — d) (67)

Dans ces conditions, on n’a ni @ — b, ni ¢ — d, ni b - ¢ ni b = d. Une configuration ensembliste
correspondante peut étre la suivante (voir FIG. 8).

C
(@->b)->(c—>d)

F1G. 8 — (a imp b) imp (¢ imp d)

3 Construction statistique d’une hiérarchie implicative

3.1 Introduction; indice d’implication entre classes d’attributs booléens

Le principe général de la construction d’une hiérarchie implicative binaire sur un ensemble A est celui de
la CAH (Classification Ascendante Hiérarchique) [22, 28, 36]. Lorsque cette derniére porte sur un ensemble FE
d’entités, on suppose que E est muni d’un indice de proximité p, associant & chaque paire {z,y} d’éléments
de E, un nombre positif p(z,y) “mesurant” la proximité (ou la ressemblance) entre x et y. la premiere étape
conceptuelle d’'une CAH consiste & étendre la notion de proximité p entre éléments de E a celle P entre parties
disjointes de E. A partir de l1a, la construction ascendante hiérarchique d’un arbre de classification se déroule
comme suit :

Irisa



Fondement et construction d’une hiérarchie implicative 25

— Etat initial : Partition discrete dont chaque classe contient un seul élément, niveau :=0;

— Progression : Déterminer une nouvelle partition en fusionnant les paires de classes les plus proches au sens
de P, niveau := niveau +1;

— Regle d’arrét : La partition formée est grossiere et comporte une seule classe, niveau := niveau +1 .

L’arbre obtenu est un arbre a niveaux. Le niveau 0 est celui des feuilles de I’arbre et le dernier niveau atteint
est celui de la racine de Parbre. A chaque niveau se trouve associée une partition qui est moins fine que la
partition du niveau précédent. L’arbre obtenu n’est pas nécessairement binaire. Il I’est si & chacun des niveaux
la valeur maximale de l'indice de proximité P est atteinte, soit sur une seule paire de classes du niveau, soit
sur différentes paires de classes, mutuellement sans composante commune. Si tel n’est pas le cas [26] on peut
toujours se ramener & une forme binaire de 'arbre des classifications et ce, en lui adjoignant une indéxation. A
chaque niveau on attachera la valeur maximale de I’indice de proximité entre classes du niveau précédent. Dans
ces conditions, une agrégation multiple sera décomposée en une suite d’agrégations binaires (dans n’importe
quel ordre) ou chacune donne naissance & un nouveau niveau ; mais, avec la méme valeur de ’indice.

Dans 'expression ci-dessus, ’ensemble E peut tout aussi bien étre un ensemble d’attributs qu'un ensem-
ble d’objets. Dans le cas d’une hiérarchie implicative, '’ensemble F est défini par un ensemble A d’attributs
booléens. Comme nous ’a montré I’analyse ci-dessus (paragraphe 2.2) (voir aussi [16]), ce qui change de facon
essentielle c’est la notion de mesure d’association entre attributs ou classes d’attributs, qui n’est plus symétrique
mais orientée, disons de gauche a droite pour fixer les idées.

Relativement & I’ensemble A = {a’ | 1 < j < p} des attributs booléens de description d’un univers U
d’objets, la premiere étape consiste, relativement & un couple (a,b) d’attributs faisant partie de A, d’évaluer
- sur la base d’un ensemble d’apprentissage O de taille n, issu de U/ - la propension que attribut b soit a
V RAI sachant que a est a VRAI. En d’autres termes, il s’agit de mesurer au moyen d’un indice statistique le
degré d’implication (@ — b). Un tel indice porte le nom dans la littérature internationale de “Mesure d’intérét
d’une regle d’association”. Compte tenu du caractere fondamental du choix d’une telle “mesure”, une littérature
abondante et riche a été consacrée & ce sujet [14]. Ce dernier comporte des aspects autant logiques, formels
que statistiques. Nous ne pouvons ici nous étendre sur un tel sujet. Signalons néanmoins que 'approche AV L
(Analyse de la Vraisemblance des Liens) [22, 28] a nourri un certain nombre d’ indices [8, 30, 17]. La base de leur
construction se réfere a la philosophie de la théorie de I'information ; mais, au niveau des relations mutuelles
entre attributs. Relativement & un couple (a’,a*) d’attributs et & la mesure de I'implication a/ — a*, il s’agit
de gérer la probabilité définissant le degré d’invraisemblance de la petitesse du nombre observé de contre ex-
emples ; c’est-a-dire, de n(a’—a*) qui représente au niveau de O le nombre d’objets ot a’ est & VRAI et ot1 a*
est & FAU X . Cette mesure probabiliste peut étre relative a un sous ensemble filtré de couples d’attributs de A
[30]. Pour ’obtenir on se situe par rapport a une hypothese d’absence de liaison ou d’indépendance associant
a ensemble A des attributs un ensemble A* d’attributs aléatoires mutuellement indépendants respectant les
distributions marginales des attributs de A. On associe & la mesure de probabilité un coefficient de similarité
implicative discriminant sur ’ensemble des regles sélectionnées a priori comme potentielles. On peut d’ailleurs
supposer un tel coefficient compris entre 0 et 1 et le poser égal a 0 pour toute regle non admissible a priori. Tout
en gardant a lesprit que différents coefficients peuvent étre pris en considération, notons comme dans [12, 16]
par ¢ un tel coefficient. Cela, d’autant plus que nous allons reprendre la construction ascendante d’une hiérarchie
implicative [10, 16] avec la méme expression de la comparaison orientée entre classes. Nous y apporterons des
compléments méthodologiques importants qu’il est classique de considérer en CAH. Le premier concerne la
propriété de monotonie de 'indice orienté de comparaison entre classes et le second, concerne la formule dite
de réactualisation des similarités entre classes apres une agrégation, ici binaire [19, 15, 26].

Dans ces conditions, on suppose établie une matrice des similarités implicatives se référant a une échelle
[0,1], qu’on note :

{c(a?,a") | (a?,a*) € A x A} (68)

étant entendu que c(a’, a*) est posé égal & 0 deés lors que la régle a’ — a* n’est pas potentiellement admissible
[11, 12]. En désignant par n(a) le nombre des objets oli a est & VRAI et dans la mesure ou pour un couple
(a?,a®) d’attributs tel que n(a?) < n(a*), si a’ — a* est potentiellement admissible, il n’en est pas de méme de
(a* — a).
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Nous avons vu (cf. paragraphe 2.2) que relativement & une hiérarchie implicative sur un ensemble E, I’ensem-
ble des feuilles de la classe sous-tendant un noeud donné, se trouve muni d’un ordre total directement associé a la
structure ultramétrique et orientée de la construction de la hiérarchie. Lorsque cette construction est statistique,
pour une classe formée C; de taille k; :

OV ={a" |1 <1< kj} (69)

ou l'ordre induit est :

A <a? < .. <ad <. <al (70)
on définit la cohésion [11, 12] de la classe CV par la moyenne géométrique des valeurs de 'indice d’implication

c sur I'ensemble des couples (a’!,a’') du graphe de la relation d’ordre définie ci-dessus, nommément :

2
kjx(k;—1)

(09 = (H{c(aj’,aj”) 11<i<l'< kj}) (71)

Maintenant, considérons deux classes C7 et cv' présentes a un niveau donné de la hiérarchie implicative. De
la méme facon que pour C?, on pose pour C7 :
C’ ={aim |1 <m < kji} (72)

avec

aji < ajé < ... < aj;n < ... < a’ti (73)

E’indice de jonction orientée (C7 — C9') proposé dans [12, 10] est défini par :

2
k X (r—1)

(€7 = ) = (e(01)(2) x (@) 4 X Te(a?, afn) | 1< ji < by, 1 < iy < By} (74)

ot r = k;j + kjr

Relativement & P’union orientée que nous notons C;UC; (voir aussi [10]) sous-tendue par l'ordre total :

At <..<al <. <d <all <. <aim < ... <a (75)

L’indice de jonction ¢(C; — Cj/) représente exactement 'indice de cohésion ¢(C;UC;) relativement &
I’ensemble totalement ordonné par la relation ci-dessus [cf. (75)] des attributs

{a" [1<1<kj}U{a’ |[1<m <k} (76)
qui est de cardinal r = k; + kjr.

Pour une classe C' qui sous-tend un noeud d’une hiérarchie implicative nous avons introduit ’ensemble
C, mais muni de l'ordre total induit par la construction de la hiérarchie implicative. On peut noter o(C') un
tel ensemble totalement ordonné. L’indice d’association orienté ¢(C; — Cjr) de C; vers Cj n’est autre que la
moyenne géométrique du coefficienr ¢ sur ’ensemble des couples ordonnés de o(C} UCj/) ou Cj est placé a gauche
de Cj et ot C; et Cj sont totalement ordonnés. ¢(C; — Cj) jouera le role du critére de fusion binaire de classes
de la CAH (voir au début du paragraphe). Or dans le contexte de la CAH différents criteres de fusion de classes
sont proposés. On comprend dans ces conditions qu’il pourra en étre ainsi dans le cadre de la Classification
Ascendante Hiérarchique Implicative.
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3.2 Propriétés algorithmiques d’une Classification Ascendante Hiérarchique Im-
plicative

L’algorithme défini dans [10] est exactement l’algorithme de base de la CAH (voir au début du paragraphe
3.1) a cela pres que chaque classe se trouve accompagnée d’un ordre total sur 'ensemble des éléments compati-
bles avec la construction algorithmique de I’arbre. Cependant, cet arbre ne va pas jusqu’a une racine regroupant
tous ses éléments. Sa formation s’arréte des lors que devant tous les couples (C;,Cjr) de classes derniérement
formées, munies chacune d’un ordre total, la valeur maximale de I'indice ¢(C; — Cj) est nulle.

Tllustrons une fois de plus de fagon imagée la progression d’un tel algorithme. On suppose un axe ordi-
nal portant la suite ordonnée des attributs de facon compatible avec 'ordre latéral des feuilles de gauche a
droite de la construction en cours des classifications. A une étape donnée, définie par un niveau de la hiérarchie,
chaque classe C; se trouve représentée par un segment (un intervalle) de I’axe ordinal. J désignant l’ensemble
des indices des classes ou segments formés et J12 ’ensemble des couples d’indices distincts de .J, si (C;,Cjr),
pour (7,5") € J 2] est le couple de classes ou I'un des couples de classes réalisant une valeur maximale positive
de ¢(Cj — Cj/), on placera le segment C; directement & gauche de Cj: pour former C;UC;:.

Théoréme 3.1 Le critére ¢ est monotone

Cette propriété se dit également de non inversion du critere de fusion - ici orientée - entre classes. Elle exprime
que la valeur maximale du critere de fusion entre classes décroit au fur et & mesure de la suite des fusions
opérées, donc décroit par rapport au niveau de la hiérarchie. Avec des notations qu’on comprend, il s’agit de
montrer que :

c(Cul' - C") <c(C,C") (77)
sachant que ¢(C,C") < ¢(C,C") (78)
et c(C',C") < ¢(C,C") (79)

Le membre de gauche de (77) représente la moyenne géométrique générale sur ’ensemble des couples ordonnés
(a’,a*) du segment ordinal associé & I'union orientée CUC'UC". Relativement & cette derniere, introduisons les
ensembles de couples ordonnés d’attributs :

c?, ' " Cx ', CxC" et C' x C" (80)

ol un ensemble de la forme B(?) représente les couples ordonnés d’éléments de B conformément & Pordre total
dont se trouve muni B. On introduira de méme, relativement aux unions orientées COC" et C'JC" (voir les
membres de gauche de (78) et (79) les ensembles :

c?, " et ¢ x C" (81)

et ceux  C'®, C"? et ' x C" (82)

La moyenne (ici géométrique et que nous pouvons noter moyg) sur une suite quelconque d’ensembles est égale

a la moyenne des moyennes sur les différents ensembles composants; ces derniers n’étant pas nécessairement,
disjoints. Par rapport & la famille des ensembles (80) adjoignons pour I'indéxation de la moyenne géométrique
les ensembles C(?), C'(®) et C"(2); de sortequ’au total chacun de ces ensembles intervient deux fois. Comme

C®?), C'?) et C"?) ont été formés préalablement, la moyenne géométrique sur la suite étendue des couples s’en
trouve augmentée.

La suite des couples d’indéxation peut maintenant se décomposer en la suite des couples :
cPuc®ucxc = (dc)® (83)
suivie de la suite des couples :

cPuc"® yc x "= (Cdc"® (84)
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et suivie de la suite des couples :

c'®uc"®uc xc" = (c'oc")® (85)

Interprétons alors la nouvelle moyenne géométrique étendue et globale comme la moyenne géométrique des
trois moyennes géométriques sous-tendues par (83), (84) et (85). En vertu des inégalités (78) et (79) , chacune
de ces moyennes est inférieure ou égale (pour (83)) & ¢(C,C"). Il en est donc de méme de la moyenne globale
(étendue & (83), (84) et (85)) et donc a fortiori de celle étendue & la suite des ensembles de couples (80) ; ce qui
démontre (77). C.Q.F.D.

Formule de réactualisation

Soient C', C' et C" trois classes orientées en présence, imaginons la fusion orientée de gauche & droite
C — C', notée également CUC’. L’objet de la formule de réactualisation est d’exprimer c¢((C — C') — C")
qu’on peut également noter ¢((CUC")JC") en fonction de ¢(C), ¢(C"), ¢(C"), ¢(COC"), c(CTC") et c(C'TC™).
On désignera ci-dessous par k, k' et k" les cardinaux de C', C' et C"'. D’autre part, (2) note pour | entier, un

coefficient binomial qui vaut w

Théoréme 3.2

((C—=C") = C") = (86)

e(cocm) ) o(CGem“E) N\ T
() (c<c'><é'>c<c,,><k;>)}

En effet, de par la définition du critere de fusion orientée on a :

k+k’

{c(coc')( 2) x e(cm)(2) x (

N Tk’ k!

d(C = Oy > "y = {c(C’UC')( ) o0 W ean, ag0) |y € COC" a0 € c}} (=5="7)

(87)
Le produit peut se mettre sous la forme :
H{c(aj,aju) |aj € C,ajm € C’"} X H{c(aj/,ajw) |aj € C'yajm € C"}

(88)

Maintenant, relativement & une union orientée D — E ou card(D) = s et card(E) =t avec u = s + ¢t et ou
ona:

1

(D = E) = (C(D)G) x o(B) () x H{c(d, e) | (de) € D x E}W (89)

On obtient :

c(DUE)(g)
e(D)G) x ¢(B)()

H{c(d, e) | (d,e) € D x E} - (90)

En exprimant de la sorte chacun des produits de (88) dans (87) on obtient la formule (86) de réactualisation
annoncée.

La formule de réactualisation permet de considérer une algorithmique de construction ascendante de I’arbre
implicatif fondée sur la suite des états de la matrice des coefficients d’association orientée entre classes formées.
En notant ces derniéres {C; | 1 < j < J}, on accompagnera cette matrice de la suite des cohésions de ces
classes :

{e(Ch) 1< < T} (91)
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— Etat initial : La matrice est celle du coefficient ¢ dit de ”cohésion” entre couples d’ attributs booléens

(voir par exemple [11])

— Progression : Déterminer la valeur maximale du coefficient de fusion orientée ¢(C; — Cj/) entre classes

formées et les couples de classes (C;,Cj), concernés par cette valeur maximale. Le plus souvent il y en
a un seul tel couple. Néanmoins, nous considérerons les différents cas présentés ci-dessous. A cette fin on
introduit au préalable la variable niveau qui indique le niveau atteint de ’arbre implicatif. Cette variable
vaut 0 pour le niveau des feuilles de ’arbre. Placons nous dans ces conditions & un niveau de ’arbre ou la
partition en classes orientées et construites ultramétriquement

Cil1<j<J
{ J

vient d’étre obtenue.

Cas

— La valeur maximale de ¢(C; — Cj), 1 < j # j' < J,est atteinte sur un seul couple (j1,71) ol ji1 # ji-

- . . ’ . 7 . sy 7
La classe Cj, UC; occupera le niveau suivant dont la valeur résulte de l'incrémentation d’une unité de la
derniére valeur atteinte de la variable niveau :

niveau = niveau + 1

On réactualise les valeurs de ¢(C;,0C;; — Cjn) et de j" ¢ {ji,ji} et de ¢(Cjr — C;,0C;), grace a la
formule de réactualisation (86).

La valeur maximale de ¢(C; — C}) est atteinte sur plusieurs couples de classes de la forme (C;,, — Cj: ),
1 < m < M, qui sont mutuellement sans composante commune. Ainsi, le nombre total de classes qui
interviennent est 2. Dans ces conditions, pour chacun des couples (Cj,,,Cj: ), 1 <m < M, on procede
ala
1. fusion orientée C;, UCj ;
2. réactualisation des similarités implicatives ¢ entre la nouvelle classe formée et les autres classes en
présence au moyen de la formule (86).

Une fois toutes les nouvelles classes formées (chacune par fusion binaire) on asso