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�oq�p±�1}�mo�|�|q�qg��p.����������¢�q;�o���|²·�����o¸¹����p±qA�R���o�D���.�����K��qg�|}������ �® ���a}�qg�o�oqS{1ºort�g���Kp±�����Y{1Ào«K��qg���a�oq
½��1��� YY�1qA�a�Kp±�g�����a�oq1p.qg��}SÀo���±{�}���«o������}����|q����±p±�1}�mo�|�|q��E qS{~}D�K��{(��}��K�|���1q;}�mK�1���������Kq1p.q1�a}gº

ªv�&{g ���a}��g��qS{�{�q5���1��Á(���(���S{������|}������;�a�Kp±�g�����a�oq\�|qS{®�g�a�K��}������K{��oqWu³�M´|µ�q1���M«o���|��p.qg�K{������K�oq1����qS{�qg�
�o��p"�����oq�}�qgp±�R����q1�K�K���N�o�Kq2p±�1}�mo�|�|qD�oq(}~za�Rqt¯;����q1��°i���.�|��{��1���a}����i�±{��o�N�o�.p"����������¢�q�}��������o¢��K��������q
�K���|²·�����|¸¹����p.q�ºYÂEq¼�R�����a}&�|q±�o�1�K����};�|q¼�K��}���q±��}��Y�|q¼qS{~}����Jp.��}�mo�|�|qJ¯;����q1��°i���Í�o��{�������}����i�³�K���|²
�o��{�{����K��}���½�qW�K�����Y�a{��gqW�o���Y{'� Qg���i�R���K�����t���g{������|}������-�|qg{ �S���Y�M}������Y{E�|q(u³�M´|µ�q1���a}������|��p.q1�K{������o�oqg����qg{
qg�kp"����������¢�qg{-}��1}������S�|�����a�oqg{¼�o���|² {�}����K��}��o���g{±�����|¸¹����p.qg{gº\�,q1}�}�q�p.��}�mo�|�|q ����p-«o���oq��Î �|}�������{��M}������
�� �o�KqA���o�o���_´i��p"�M}������.�1q1�a}����1qv�Y���o���Î �1½M�����K��}������3�|qS{\¾Y�|´3���|´"���a}�q1��¸¿���1qg{Wq1�a}���qt�g���gp±qg�a}�{,½�����{����K{
�o��p"����������¢�q�ÀKÁ.�o� {���mK�1p"�"�® ���a}��g¢����M}�������qg��}�q1p.�K{v�|q;}~zi�Yq&{����|}�q�² p.���|}�����ºKÂW ��«|�~qg��}���¸5�oq-��q1}�}�q
�1}��K�oq\qg{�}��® q�´|mo��«Yqg�E��qg{������Y�|�¬}������K{E{����Y{®��qS{��a�oqg����qg{E��qS{�{���mo�1p"��{E��������qg{��Y���K�o���a}�{����a}�{�}���«K��qS{1À�q1} �|q
�1��p.�K����qg�\��qg{W�����Y�|�¬}������K{\Á&�1q1����qS{N��«o}�q1�i�oqS{\�o���K{\��qt�1��{\�|qDp"����������¢�qS{N�����o¸¹����p±qS{1ºi�,q2�����o�Y����}\qS{~}
����¢a���o��{��,����p.p±q({��o�¬}Sº�¶A���K{5���v{�qg��}������"�iÀ����&¸¹����p-�K��q(���tp.��}�mo�|�|qt¯;����q1��°i���±�|��{��1���a}����i�¼�® �����|��q(Å
q1},���J��}���«o���¬}��o�oq;�����K�|��}������J{���^J{�����}�qv�|qA{~}���«o�����¬}��v{��o�,�K�Jp"����������¢�q2}��������o¢��K��������q2�o���o² �1���|¸¹����p.q�º
¶A���Y{���� {�qg��}������ �|À���� {�q"�K������qJ�o���K{;��q��1��{��oq"¸¹���K��}������K{-�|q"«K��{�qg{;�K�i�K����qg{

P Ä q1}-��� �|�1}���������q
����¸¹����p¼�o����}������ �|q���� p.�1}�mo�|�|q�¯;¶t²

P Ä �o���K{&��q3�g��{-�oqJp"����������¢�qg{&�1���|¸¹����p.qJq1}-�o���o² �1���|¸¹����p.q�Àqg�¨���K{���{�}����a}"{��K�¼��qg{±�|��^"�1�o��}��g{.�|�?�1��{-�o���|²·�����o¸¹����p±q�º&n\� YK��ÀN���k�o���S{�qg�a}�q��K���K{¼���d{�qS�Ã}������¨�KÀ
�a�oqg���a�oqS{(���S{��K�¬}��M}�{(�i�op.�g�����a�oqg{gÀ|���K���Yqg��p.q1}�}�qg�a}t�|q�½��g����YKq1�(���.{~}���«o������}��&�o��{���mo�gp.�Kº

> ���������	���B
�+ ���D��y#%&���(' ).�1� ����
E+�!&�¼�����.� �o#%@ I
P ���

ªv�������Y{����|n1��q±��q.{�z|{�}�ngp±q.�|q"u³��´iµ�q1���N��¶H�o���Y{v�����Y����������{���}������ }������K{�½�q1��{�q&�1��qg��}������a�oq.l n
z

X }����|}�q1¸¹����{1À_}����|}W�1q(�a�o�Y{��o��}N��qS{~}�q(½_�������|q2�o���K{5��q2�g��{N�|q(���v�R����������{���}������¼l2u z
[�º�rD���K{N�_½����K{5��mo����{��

�����K�����|����qg�Ã}������
Oz

����p±p.qD�|����qg�Ã}������.�o����½i�����1¢����gq(q�}W��qD��mK��p.�.�1��qg��}�����p"��¢��o��}����a�oq(�oqv�|�1�Rq1�K�"�a�oq
�oqg{2�|qg�|´�½M��������«o��qg{(�® qg{��K���1q

x
q�}

y
ºoÂ�q&{�zi{�}�ngp.qA���g{��o��}�����}D{g �S�����¬}�$





µ
∂Hz

∂t
+

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= 0,

ε
∂Ex

∂t
− ∂Hz

∂y
= 0,

ε
∂Ey

∂t
+

∂Hz

∂x
= 0.

X �|º Q>[
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�,qS{J�g�a�K��}������K{3{�����}3�o��YK�o��qg{��o���Y{J�o� �|��p"�����oq «Y�����K�
Ω
�|q

R
2
º2ªv� ���K�¬}���������{�q ��qÍ��mK��p.�

�g��qS�Ã}�����p.��¢��o�1}����a�oqAÁ±�» ���K{�}�����}
t = 0

�R���o�
(x, y) ∈ Ω

�K����$





Ex(t = 0, x, y) = E0x(x, y),

Ey(t = 0, x, y) = E0y(x, y),

Hz(t = 0, x, y) = H0z(x, y).

X �|ºß�,[

ªv�"{�q(�o���o�oq(�o�.p"����������¢�q,}��������o¢��o��������q,�o���|²·�����o¸¹����p±q(�|q
Ω X ½������5���ZYK¢��o��qD�|º Q6[Ãº�� ���o�\��mK�����Kq�g���gp.q1�a}

Ti
À|���3�|�S{���¢��Kqv�K��� |Ti|

{�����������qvq�}gÀ
εi
q�}

µi
��qS{��Rqg��}���½�q1p.qg��}(���-�Rq1��p.�¬}�}���½a��}��A�1��qg��}������a�oq

q1}&�����Rq1��p.�g��«K�����¬}��"p"��¢��K��}����a�oq.���|�g����q.�a�o�,{�����}&{��o�o�R��{��1qS{������Y{~}����a}�qS{�{��o�
Ti
À®q�}

ci
����½i�¬}�qg{�{�q

�oq3�o�����K��¢���}����������|�1����q��|��YK�K��q��K���
εiµic

2
i = 1

ºNªv�¨�o��}�qJ�K���
aik = Ti ∩ Tk

�» ���a}�qg��¸¿����qJqg��}���q
�oq1�|´±�1���1p.q1�a}�{\½�����{����K{ X �Îº qD��q1�o�W���a}�qg��{�qg��}������3[�º��5���o�\��mY���a�oq2����}�q1��¸¿���1q����a}�qg���oq2���.�o��}�qD�K��� ~nik =
t(nikx, niky)

���"�o����p"����q-������q1�a}��gq-�|q
Ti

½�qg��{
Tk X �_½�qS� ‖ ~nik ‖ ���3�����o¢��oqg�o�v�oq aik

[ÃÀ �K��� ~̃nik
��q

½�qg��}�q1�K�\�o�o��}�������qt��{�{��i�1���2q1}W�K��� Vi
�» q1�K{�q1p¼«o��qv�|qg{W���K�o���1qg{W�oqg{\�g���gp.q1�a}�{W½�����{����K{W�|qD�» �g���gp±qg�a}

Ti
º

�5���o�W��qg{,���a}�q1��¸¿����qS{W���|´±«R�����o{,�|�3�|��p.�����Kq�Àa�Î ���Y�|���1q
k
�1������qS{��R���K�.Á��K�J�1���1p.q1�a} YY�Ã}��¬¸Eq1´i}��1����q1�o�

���J�|��p"�����oq�ºix|�o����mY�����K�oqt�|qS{W��qg�����o��qg{gÀ����3{�qt�|���K�oqt�o�3qg{��K���1qD½�qS�Ã}�������q1�R�|qv�o��p.q1�Y{������
di
q1}��K�

qg�K{�q1p-«K��q.�|q±¸¹���K��}������K{;�|q.«K��{�qS{v{��1����������qg{
ϕij , 1 ≤ j ≤ di

À®���
di
qS{~};��q.�o��p-«o��q.�|q"�|q1¢����S{v�|q

����«Yqg��}��(�K���K{5���v�1q1�����K��q
Ti
ºaªv�±{��K�o�Y�a{�q2�a�oq2��qS{ ¸¹���K��}������K{5�|q(«K��{�qS{5�� ��{�{��o��q1�a}5���K�1�o�oq2������}����i�o��}��

�� �o�Kq&��q1�����o��q�Á.�o�Kq;���|}���q�ºYªv� �|��YK�o��}D�Î qg{��K����q P �® ���K�o���_´|��p"�M}����������|�g���®�K��� $

P :=
{
W ∈ L2(Ω) | ∀i,W|Ti

∈ P Ä } ,
�	�

P Ä qg{�}\�Î qg{��K���1q2�|qg{N�R����zi����p.qS{N�|qD�|q1¢����2ÅWºaªv�.p-�o��}����o����q2��qD{�z|{�}�ngp±q X �|º Q>[ �K���N���v¸¹���Y�Ã}������"�|q«Y��{�q
ϕij

�K�o��{,���3���a}�ng¢���qt{��o�
Ti
º|ªv�"��«|}���q1�a}����o��ng{\���a}��g¢����M}������"�Y���W�Y����}���qg{\��qv{�z|{~}�n1p.qv{��o��½M���a} $





µi

∫

Ti

∂Hz

∂t
ϕij −

∫

Ti

Ey
∂ϕij

∂x
+

∫

Ti

Ex
∂ϕij

∂y

+

∫

∂Ti

Eyϕij ñikx −
∫

∂Ti

Exϕij ñiky = 0,

εi

∫

Ti

∂Ex

∂t
ϕij +

∫

Ti

Hz
∂ϕij

∂y
−
∫

∂Ti

Hzϕij ñiky = 0,

εi

∫

Ti

∂Ey

∂t
ϕij −

∫

Ti

Hz
∂ϕij

∂y
+

∫

∂Ti

Hzϕij ñikx = 0.

X �|º �#[

�5���K�E}����|}N��mK��p.�
X ∈ {Ex, Ey , Hz}

���-�o��}�q,�K���
Xi

���D�K�����~qg�Ã}������
L2
²»����}�mo��¢����K����q\�|q

X
{��o�

�» qg{��K���1qt½�qS�Ã}�������qg�������	� {ϕij , 1 ≤ j ≤ di}
�|��}��������o¢���q

Ti
ºKªv���-���-�K�����o������}��v�1����{�{����a�oqA{��K��½M���a}�q $

∀ϕ ∈ �����
� {ϕij , 1 ≤ j ≤ di},
∫

Ti

Xi.ϕ =

∫

Ti

X.ϕ X �|º �0[

Ò�Ò Ý�o�p*q*r*s



] ����� ��� ���
	 ��� ����� ���*�$���1� ���� �K�����W���

¯A����«K����qgp.q1�a}gÀ|�����±���±��qg�o���S{�qg�a}��M}��������|��{������a}����i�oq�{��o��½M����}�q��|qg{2��mK��p.�K{�$

X '
∑

i

Xi(t, x, y) =
∑

i

di∑

j=1

Xij(t)ϕij(x, y), X �|ºß¡,[

�	�
Xij

�|�S{���¢��KqW��q
jieme �|q1¢����W�oq\����«Rq1��}��,�oq

Xi
º�ªv�&�o��}�q\�K���

Xi
��q\½�qg�Ã}�q1�o� ���������o�oq

(Xij)1≤j≤di

º
ÂEqg{t���K�1���o�i�oqS{D�i�op.�1�������Kqg{D�|q¼���Jp±�1}�mo�|�|q±{����a}v�|qg{v���o�K���_´|��p.��}������K{2�oqg{

Xi
�a�o� �Rq1�o½�q1�a}%��}���q

�����Y{��(�|����qS�Ã}�qgp.q1�a}±�o}�������{��gqg{±�R���o�"�1�����1�o��q1�±��qS{¼���a}��g¢�������qg{&½������op.���a�oqS{-q1}.{��o��¸¿���1���a�oqS{¼�|q X �oº �0[Ãº�W�o��{��a�oqv���K���K�oqv�1���a}����i�o�¬}��t�� qg{�},��p.�Y�a{��gqv{��o����qS{,��mK��p.�K{W�® �o�oq;��qg�����o��qvÁ-�o�oqv���|}���q�Àa�R���o���1½M�M²
���oqg�E��qg{����a}��g¢�������qg{����|´�«Y�����K{1ÀS�|qg{�½M����q1�o��{E�|qS{���mY��p.�K{E�o����½�q1�a} ��}���qW�|��YK�o��qg{ {��K� ��mK���a�oq\����}�q1��¸¿���1q
aik

º �,qS{D½M����q1�K��{2�Rq1�K½�q1�a}%�1}���q&���o�K���|��mo�gqg{D�|q¼�|� � �1��q1�a}�qg{2¸¿�������K{1º ªv�³�|�g�1���|q-���1���® ���|���|}�qg�D�o�oq
���o�o���_´|��p"�M}������3��qg�a}����1q;��}��K�|���1q&�o���K{�� ���#��²��ß��Q!�'$

k ∈ Vi, ∀(x, y) ∈ aik, X(x, y) ≈ Xi(x, y) + Xk(x, y)

2
. X �|º �#[

�,���K��qg���K���a}\���&�o��{�������}���{��M}������¼}�q1p.�R����q1����q�À����"�o}�������{�qv�o�3{���mo�1p"��{����|}�q�² p.���|}����"����p±p.qt�K���K{
�ß��Q ��²"��QS�#� º ÂEqg{-�oq1¢����g{¼�|q3����«Yqg��}�����{�{��i�1���S{-���¨��mK��p.�¨�g��qS�Ã}��������Kq

Ex X ��qS{��Rqg��}���½�qgp±qg�a} Ey
[¼{����a}

�g�������o���g{����|´����K{�}����a}�{
tn = n∆t

q�}N{����a}��o��}��S{
En

xij X ��qg{��YqS�Ã}���½�q1p.q1�a} En
yij

[Ãº_Â�qg{ �|qg¢����g{E�oq,����«Rq1��}��
��{�{��|�����g{,���3��mK��p.�Jp"��¢��K��}����a�oq

Hz
{����a}��a�K���a}(Á&q1�o´"�g�������o���g{,���|´"���K{�}����a}�{

tn+ 1
2 = (n +

1

2
)∆t

q1}t{����a}(�K��}��S{
H

n+ 1
2

zij

º

Τi

a Τ
n

k
ikik

�������®�|º Q��JuÍ����������¢�qt}��������o¢��o��������qA�o���o² �1���|¸¹����p.q;�|q
Ω

j·� ��qS{~}�q��Y���o�v�1��p.�o����}�q1�D��q-�1���|��q-�|q&�o��}���q���}��K�|q¼Á"�o��YK�o���t��qg{v�����K�|��}������K{v���|´�����p.�¬}�qg{gº xi���¬}
�K�oq��1q1�����K��q

Ti
���Ï«R�����Ï�|� �|��p.�����Kq�ºDªv�V�����K{����|ng��qd�o�oq ��qg�����o��q YR�Ã}���½�q

Tk
q1}����Ï�o��}�q��K���

aik
�Î ���a}�q1��¸¿����q±¸¹�����a}���n1��q�º�ÂEqg{&�1���K�o�¬}������K{����|´d����p.�¬}�qg{-{����a}���«o}�q1�i�oqS{�Á��K����}����&�|qS{;��qg����}������K{��|q

�Y��{�{���¢�q&Á.}����_½�q1��{(��q¼«Y�����³�o�Í�|��p"�����oq
Ω
ÀR�|���K��qg�³��p.�R��{����a}v�|qS{t½M����qg�o��{v���|´ ��mK��p±�Y{t{��o�t��qg{

�1q1�����K��qS{&YR�Ã}���½�qS{
Tk
ºM�5���o���» ���K����z|{�q,�|q2{�}���«K�����¬}��,���g������{��1q,�K���K{ ���v{��o��}�q�À_���¼{�q,����p.��}�q2Áv�Î �|}�������{��M}������

�oqJ�����Y�|�¬}������K{��|q"����¾Kq1´|�����Í}���}�����q X �K����q1´|q1p.�o��q�ÀE���|}����o�&�® �o� ��«|�~q1}&p.��}������������Kq"�K����¸¿����}�qgp±qg�a}
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�1���K�o�K�Ã}�q1�o�*[;�a�o�,{�q.}������|�K��{�q1�a}&�K���&��� �1���a}����i�o��}��J�|qJ��� ����p.�Y�a{�����}�q±}����K¢�q1�a}���qg����qJ�|qg{¼��mK��p.�K{
Ex

q�}
Ey

q�}t�|q����.����p.�R��{����a}�qA�o����p"����q��|q
Hz

ºY�,qS{D�����K�|��}������K{2{g �g������½�q1�a}�$

∀(x, y) ∈ aik :





En
xk(x, y) = −En

xi(x, y), En
yk(x, y) = −En

yi(x, y),

H
n+ 1

2

zk (x, y) = H
n+ 1

2

zi (x, y).
X �|º \�[

ªv� �±�K���D��������q1�o��{���qS{2�o�����o�����1}��S{,¢��1��p±�1}������a�oqS{({��o��½M���a}�qS{�$

1.
∑

k∈Vi

~nik = 0
q�}

2. ~nik = −~nki. X �|º ]#[
�5���K�

x = {x, y} ÀK�����o��}�q��K��� P x
i =

∑

k∈Vi

|nikx|
��q��R�1����p±n1}���q&{��K��½M���a}

x X ��qS{��Rqg��}���½�qgp±qg�a} y
[

�o�-}��������o¢���q
Ti
º�Â�q2{���mo�1p"�A¯;����q1��°a���¼�o��{�������}����i�±{1 �g�1����} X ½������5�» ���o�oq�´|q(�oº �t�R���K� �K���K{N�oq��|�1}�������{K['$





µiMi

(
H

n+ 1
2

zi − H
n− 1

2

zi

∆t

)
= Mx

i En
yi − My

i En
xi −

∑

k∈Vi

(
F n

xik − F n
yik

)
,

εiMi

(
En+1

xi − En
xi

∆t

)
= −My

i H
n+ 1

2

zi +
∑

k∈Vi

G
n+ 1

2

yik ,

εiMi

(
En+1

yi − En
yi

∆t

)
= Mx

i H
n+ 1

2

zi −
∑

k∈Vi

G
n+ 1

2

xik ,

X �|º l#[

�	� $




F n
xik = Sx

ikEn
yk , F n

yik = Sy
ikEn

xk,

G
n+ 1

2

yik = Sy
ikH

n+ 1
2

zk , G
n+ 1

2

xik = Sx
ikH

n+ 1
2

zk .
X �|º Qg�0[

Â��3p"�M}�������q±�|q±p.��{�{�q
Mi X �� �����|��q di

[DqS{~}�{�zip.��}������a�oq¼�o��YK�o��q±�Y�a{���}���½�q�ÀYq1}A��qg{Ap"�M}�������qS{v�|q
����¢����|�¬}��g{

Mx
i

q�}
My

i X �® �����|��q di
[A{����a}&���a}���{�zap.�1}������a�oqS{1º®ÂE��p"�M}�������q

Sik
qg{�}��� �����|��q

di × dk
º

�,qS{(p"�M}�������qg{2{����a}D�|��YK�o��qg{(�K���2��qS{(��qg����}������K{2{��o��½_���a}�qg{�$






(Mi)jl =

∫

Ti

ϕijϕil,

(Sx

ik)jl =
1

2
ñikx

∫

aik

ϕijϕkl
�R���K�

x = {x, y},

(Mx
i )jl =

1

2

∫

Ti

(∂ϕij

∂x
ϕil − ϕij

∂ϕil

∂x

)
,

(My
i )jl =

1

2

∫

Ti

(∂ϕij

∂y
ϕil − ϕij

∂ϕil

∂y

)
.

X �|º Q,Q([
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QS� ����� ��� ���
	 ��� ����� ���*�$���1� ���� �K�����W���

¶A���K{D���.{��o�¬}�q�Ào�R���K�D{���p.�o����YKqg�2�Î �g�1����}��o��q�À|�����|}�������{�qA��qg{D�o��}��M}������Y{2{��o��½M���a}�qS{�$

F
n+ 1

2

xik =
F n+1

xik + F n
xik

2
, E

n+ 1
2

xi =
En+1

xi + En
xi

2

���
x = {x, y}. X �oº�Q_�,[

£ �i§ � 	�a®¦ � 9�� � � ���*� � �
�K� �*�������*� �*���������3� ���"� � �����
x = {x, y} �

� �*� aik
���*� ��� � ��3� ��� 5��,��� ���� ���*� � ���������

tSx

ik = −Sx

ki

�
� �*� aik

���*� ��� � ��3� ��� 5��,��� -	��� ���� ��
��������������
tSx

ik = Sx

ik

�

���� ��������������� �"!#���%$'&)(��*�,+-�����".�!��/$0!��213�"45���

ªv������}����|�|�K�¬}2�» �g�oq1��¢���q��|��{�����n�}�q�{��o��½M���a}�q $

En =
1

2

∑

i

(
εi

tEn
xiMiE

n
xi + εi

tEn
yiMiE

n
yi + µi

tH
n− 1

2

zi MiH
n+ 1

2

zi

)
. X �|º Qg�0[

ªv���1½M�����oq;p"�����a}�qg�K���a}2���±½M�������M}��������® �1�oqg��¢���q;��� �1���o��{(�® �K���Y��{2�|q;}�q1p.�K{�$

∆E = En+1 − En

=
∑

i

[
tE

n+ 1
2

xi εiMi(E
n+1

xi − En
xi) + E

n+ 1
2

yi εiMi(E
n+1

yi − En
yi)

+tH
n+ 1

2

zi (
µi

2
)Mi(H

n+ 3
2

zi − H
n− 1

2

zi )
]

= ∆t
∑

i

[
− tE

n+ 1
2

xi My
i H

n+ 1
2

zi + tE
n+ 1

2

xi

∑

k∈Vi

G
n+ 1

2

yik + tE
n+ 1

2

yi Mx
i H

n+ 1
2

zi

−tE
n+ 1

2

xi

∑

k∈Vi

G
n+ 1

2

yik + tH
n+ 1

2

zi Mx
i E

n+ 1
2

yi

−tH
n+ 1

2

zi My
i E

n+ 1
2

xi

+tH
n+ 1

2

zi

∑

k∈Vi

(F
n+ 1

2

yik − F
n+ 1

2

xik )
]

= ∆t
∑

i

∑

k∈Vi

[
tE

n+ 1
2

xi G
n+ 1

2

yik − tE
n+ 1

2

yi G
n+ 1

2

xik + tH
n+ 1

2

zi (F
n+ 1

2

yik − F
n+ 1

2

xik )
]
.

¶A���K{D���±}�������{���ngp.qA�g¢�������}���Ài}����Y{2��qS{�}�qg��p.qg{t���K�E������}���qg�o�oqg��}
Mx

i

q1}
My

i

{g �g����p.���oqg�a}t�1���D�1qg{
p"��}������1qg{D{����a}v����}���{�zip.��}��������Kqg{2q1}gÀY�K���K{t���J�a�K��}�����ngp.q��1¢�������}���Ào}����K{t��qS{2}�qg��p.qS{D�o���Y{D���J�|���K«o��q
{���p.p"�M}��������1������qS{��R���K�oq1�a}(���|´3���a}�q1��¸¿���1qg{2�|qS{(�1���1p.q1�a}�{1ºRªv���.�|���Y� $

∆E = ∆t(A + B),
�	� $

Ð¹Ñ Ò�ÐÔÓ
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A =

internes∑

interfaces

[
tE

n+ 1
2

xi G
n+ 1

2

yik + tE
n+ 1

2

xk G
n+ 1

2

yki − tE
n+ 1

2

yi G
n+ 1

2

xik − tE
n+ 1

2

yk G
n+ 1

2

xki +

tH
n+ 1

2

zi (F
n+ 1

2

yik − F
n+ 1

2

xik ) + tH
n+ 1

2

zk (F
n+ 1

2

yki − F
n+ 1

2

xki )
]
,

B =

metalliques∑

interfaces

[
tE

n+ 1
2

xi G
n+ 1

2

yik − tE
n+ 1

2

yi G
n+ 1

2

xik + tH
n+ 1

2

zi (F
n+ 1

2

yik − F
n+ 1

2

xik )
]
.

ªv���|}�������{�q X �oº�QS�,[ÃÀ X �|º QS��[�q1}D���±��q1p"�����a�oq�QA�R���K�t�1�����1�o��qg� A
q�}D����}������K½�q $

A =

internes∑

interfaces

[
tE

n+ 1
2

xi Sy
ikH

n+ 1
2

zk + tE
n+ 1

2

xk Sy
kiH

n+ 1
2

zi −

tE
n+ 1

2

yi Sx
ikH

n+ 1
2

zk − tE
n+ 1

2

yk Sx
kiH

n+ 1
2

zi +

tH
n+ 1

2

zi Sy
ikE

n+ 1
2

xk − tH
n+ 1

2

zi Sx
ikE

n+ 1
2

yk +

tH
n+ 1

2

zk Sy
kiE

n+ 1
2

xi − tH
n+ 1

2

zk Sx
kiE

n+ 1
2

yi

]
= 0.

�5���K�D�1�������K��qg�
B
Ào�����|}�������{�q X �|º Qg�,[�À X �oº�Q_��[ÃÀ X �|º \�[�q�}D���±��qgp"�������Kq Q�º ªv�3}������o½�q $

B =

metalliques∑

interfaces

[
tE

n+ 1
2

xi Sy
ikH

n+ 1
2

zk − tE
n+ 1

2

yi Sx
ikH

n+ 1
2

zk +

tH
n+ 1

2

zi Sy
ikE

n+ 1
2

xk − tH
n+ 1

2

zi Sx
ikE

n+ 1
2

yk

]
= 0.

¶v���K��ÀY�R���K�A�|qS{t�1���K�|��}������Y{v���|´�����p±��}�qS{v�oq&}~zi�Yq¼p.��}������������Kq¼{�q1�o��q1p.q1�a}SÀK�» �g�oq1��¢���q&qg{�}vq1´o���Ã²
}�q1p.q1�a}������K{�qg��½��1q�º �,q±���S{��o��}���}AqS{~}�����mo�1��q1�a};�_½�qg�-��q¼}�mK�1����n1p.q±�|q¼�5�Mzi�a}����o¢KºEªv�³�����K�Yqg����q±�a�oq
�» �1�oqg��¢���qD�g��qS�Ã}�����p.��¢��o�1}����a�oqDq1�3}�������{,�o��p.q1�Y{������K{��® qg{��K���1q�Ài�o���Y{W��qv½i���|q�Àiqg�3��«K{�q1�Y��qv�oqA��mK����¢�q
q1}t�|q������o�����a}gÀ|½��g����YKqA��q;}�mo�1����ngp.q;�oqA�5�Mzi�a}����o¢ $

∫

V

∂E
∂t

dv +

∫

∂V

~P .~̃nds = 0.

�R���K�(}����o}t½������op.q
V
¸¹q1��p.�&�|q;¸¹�����a}���n1��q

∂V
���1¢��o����q1�SÀ|��� E qg{�}D�» �g�oq1��¢���q;�1��qg�Ã}�����p"��¢��K��}����a�oq;q�}

~P
qg{�}D��q;½�qg�Ã}�q1�o�D�oq�� �Mzi�a}����o¢.�|��YY�o��{D�K����$

E =
1

2
[εt ~E ~E + µt ~H ~H ],

q1} ~P = ~E ∧ ~H.

Ò�Ò Ý�o�p*q*r*s



Q_� ����� ��� ���
	 ��� ����� ���*�$���1� ���� �K�����W���

�5���K�,�|qS{W�����K�|��}������K{,���|´.����p.��}�qg{��|q2}~zi�Rqtp.��}����������a�oq ~E ∧ ~̃n = 0
q1}W��qD}�mK�1����n1p.qD�|qv�5�Mza�a}����o¢

p.����}���q��a�oq;�» �g�oq1��¢���q;qg{�}(q1´o���Ã}�q1p.q1�a}D�����K{�q1��½��1q�º

��)� � ����� !�� !���+ $�( �21��*+�� �

ªv� ��moqg����moq�p"�����a}�q1�Y���a}JÁdq1´|mo��«Rq1�"�K�oq³�����K�|��}�������{���^J{����a}�q �|q {�}���«o������}��³�|q����Öp±�1}�mo�|�|q
¯;����qg��°i�����o��{�������}����i� X �oº l,[·² X �|º Qg�,[·² X �|º Q,Q6[A������{����Kq¼��qg{&�1���K�o�¬}������K{����|´d����p.�¬}�qg{&{����a}-�|���o�o�1qS{;�K���
X �|º \�[ÃºY�5���o�t�1q1���oÀY����½�qg�|}v�|�gp±���a}���q1�D�a�oq&�» �g�oq1��¢���q&�|��{��1��n1}�q X �|º Qg�,[(qS{~}v�o�oq�¸¹����p.q&�a�K���o����}������Kq�o��YK�o��qD�R��{��¬}���½�qt{����K{W�o�oqv�1���K�o�¬}������J�|q2}~zi�Yq�� m5Â³{��K�

∆t
�a�o�K�R���o��������}��~���oqg�W��qD� ����qt�|q2¸¹���K�Ã}������

�oq,Â�za���o�K�o�M½v�|qW}����|}�qS{E��qg{����Y�����K�a�Kqg{��i�op.�g�����a�oqg{'� �0\�� ºMªv�&�R���K�����2��������{E�1���K�1���o��qW�a�oq,��q�{���mo�gp"�
qS{~}D�1���K�|��}������K�oq1����qgp.q1�a}t{~}���«o��q�º
	 � U,ÇKÈ>C�
i¥ � 9�� � �*�>�#� ����� 
���� ������� � �����$���*�b��� /�� �

Ti
� ��g�
!#���*� �+��� � ��������� ���3� �

αi
� ������	
���� �

∀X ∈ �����
� {ϕij , 1 ≤ j ≤ di}, ‖∂X

∂x
‖Ti

≤ αiP
x
i

|Ti|
‖X‖Ti

,

∀X ∈ �����
� {ϕij , 1 ≤ j ≤ di}, ‖∂X

∂y
‖Ti

≤ αiP
y
i

|Ti|
‖X‖Ti

.

X �|º Q1� [

� ���1��� � � ��� ‖X‖Ti

��� �1���*-V�
L2
��� �"� ��- �

X
�*���

Ti
� � � � ‖X‖Ti

=

∫

Ti

|X |2 � � � ���W�� �����
��� ����� � �V-��-V�+� ��� �����b��� � ����� � ��� ���� � �V�1���*-.�

L2
��� �"� ��- �

X
����� ��� ��3� ��� 5��,���

aik
�

	 � U,ÇKÈ>C�
i¥ � @ � � �*�>�,���(��� 
���� �������M� ���������*�b��� /�� �
Ti
�,� �������*��

Tk � k ∈ Vi � � �� �K!,���*� � �,�������� �*� ����� �*�
βik
���

βki
� � ��������'
���� �

∀X ∈ �����
� {ϕij , 1 ≤ j ≤ di}, ‖X‖2
aik

≤ βik
‖~nik‖
|Ti|

‖X‖2
Ti

,

∀Y ∈ �����	� {ϕkj , 1 ≤ j ≤ dk}, ‖Y ‖2
aik

≤ βki
‖~nik‖
|Tk|

‖Y ‖2
Tk

.

X �|º QS¡#[

rt��}����K{5�����o�a�oq(���A�����K{�}����a}�q
αi
qg{�}\�|� � �1��q1�a}�q�q1}Np±�����Y{N�����a}�������¢��K���a}�q��a�oq��1q1����q(�|}�������{��gq(�K���K{

� Qg���»ºN�,q1��� ½i��qg��}±�|�Ö¸¿����}¼�a�oqJ��qg{-�Y�g����p.n�}���qg{¼{��K��½M���a}
x
q�}

y
�o��}��g{

P x
i

q�}
P y

i

��qg{��YqS�Ã}���½�q1p.q1�a}gÀ
{����a}±�o���Y{¼�Rq�}��¬}�{"�a�oq3��q��R�1����p±n1}���q��� �o�k}��������o¢���q

Ti
º5¶vq��o���Y{1À5���?�³���a}����i�o�o�¬}.�o�oq��|qg�|´|��ngp±q

�1���K{�}����a}�q
βki

�o���K{;�» mazi�R��}�mong{�q3�����K�\�� ���Y��{��1}��J���o���|}��1q"�o���Y{ ��QS�#�»º5ªv��p.��}���½�q1������qJ��mo���¬´
�K���K{(���.{�qS�Ã}��������oºß�iº
n\� �o}�������{����a}(���.�|��YY�o�¬}������ �|q

Sx

ik

�R���K�
x = {x, y} q1}t�|qg{(���o�1¢a�����¬}��g{(�g���gp±qg�a}�������qg{gÀa��� � $

|tXSx

ikY | ≤ |ñikx|
2

‖X‖aik
‖Y ‖aik

≤ |ñikx|
4

(√µi√
εi
‖X‖2

aik
+

√
εi√
µi

‖Y ‖2
aik

)
.

�t������{gÀ|�����Yqg�|}v�|�S�|�o����q��|q��» mazi�R��}�mong{�q&�¼�a�oq $

Ð¹Ñ Ò�ÐÔÓ



���������
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|tXSx

ikY | ≤ |nikx|
4

( βik

|Ti|

√
µi√
εi
‖X‖2

Ti
+

βki

|Tk|

√
εi√
µi

‖Y ‖2
Tk

) �_½�qS�
x = {x, y}.

ªv� �±�K���D��������q1�o��{(���Kq $

2En =
∑

i

[
εi

tEn
xiMiE

n
xi + εi

tEn
yiMiE

n
yi + µi

tH
n− 1

2

zi MiH
n+ 1

2

zi

]

=
∑

i

[
εi‖En

xi‖2
Ti

+ εi‖En
yi‖2

Ti
+ µi‖Hn− 1

2

zi ‖2
Ti

− ∆tXn
i

]
,

�_½�qg� $

|Xn
i | =

∣∣∣tHn− 1
2

zi

[
− Mx

i En
yi + My

i En
xi +

∑

k∈Vi

(
F n

xik − F n
yik

)]∣∣∣

≤ 1

2
‖∂Hzi

∂x
‖Ti

‖Eyi‖Ti
+

1

2
‖∂Eyi

∂x
‖Ti

‖Hzi‖Ti
+

1

2
‖∂Hzi

∂y
‖Ti

‖Exi‖Ti
+

1

2
‖∂Exi

∂y
‖Ti

‖Hzi‖Ti
+

∑

k∈Vi

(∣∣∣tHn− 1
2

zi Sx
ikEyk

∣∣∣+
∣∣∣tHn− 1

2

zi Sy
ikExk

∣∣∣
)

≤
∑

k∈Vi

[αi|nikx|
|Ti|

‖Hzi‖Ti
‖Eyi‖Ti

+
αi|niky |
|Ti|

‖Hzi‖Ti
‖Exi‖Ti

+

|nikx|
4

( βik

|Ti|

√
µi√
εi
‖Hzi‖2

Ti
+

βki

|Tk|

√
εi√
µi

‖Eyk‖2
Tk

)
+

|niky |
4

( βik

|Ti|

√
µi√
εi
‖Hzi‖2

Ti
+

βki

|Tk|

√
εi√
µi

‖Exk‖2
Tk

)]

≤
∑

k∈Vi

[αi|nikx|
2|Ti|

√
µi√
εi
‖Hzi‖2

Ti
+

αi|nikx|
2|Ti|

√
εi√
µi

‖Eyi‖2
Ti

+
αi|niky |

2|Ti|

√
µi√
εi
‖Hzi‖2

Ti
+

αi|niky |
2|Ti|

√
εi√
µi

‖Exi‖2
Ti

+
|nikx|βik

4|Ti|

√
µi√
εi
‖Hzi‖2

Ti
+

|nikx|βki

4|Tk|

√
εi√
µi

‖Eyk‖2
Tk

+

|niky |βik

4|Ti|

√
µi√
εi
‖Hzi‖2

Ti
+

|niky |βki

4|Tk|

√
εi√
µi

‖Exk‖2
Tk

]
.

�N���D{��o��}�q $
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Qg� ����� ��� ���
	 ��� ����� ���*�$���1� ���� �K�����W���

2En ≥
∑

i

∑

k∈Vi

[
|niky |

( εi

P y
i

− ∆t
αi

2|Ti|

√
εi√
µi

)
‖Exi‖2

Ti
+

|nikx|
( εi

P x
i

− ∆t
αi

2|Ti|

√
εi√
µi

)
‖Eyi‖2

Ti
+

|niky |
( µi

2P y
i

− ∆t
αi

2|Ti|

√
µi√
εi

− ∆t
βik

4|Ti|

√
µi√
εi

)
‖Hzi‖2

Ti
+

|nikx|
( µi

2P x
i

− ∆t
αi

2|Ti|

√
µi√
εi
−∆t

βik

4|Ti|

√
µi√
εi

)
‖Hzi‖2

Ti
−

∆t
|niky |βki

4|Tk|

√
εi√
µi

‖Exk‖2
Tk

− ∆t
|nikx|βki

4|Tk|

√
εi√
µi

‖Eyk‖2
Tk

]
.

�5���K�({���p±�K����YKq1�2�» �g������}��o��qv�|q;�» �g�oq1��¢���qA���3�o}�������{�q;��qg{��o��}��M}������K{({��K��½M���a}�qg{gÀa�R���K�
x = {x, y} $

Nx

ik =
( εi

P x

i

− ∆t
αi

2|Ti|

√
εi√
µi

− ∆t
βik

4|Ti|

√
εi√
µi

)
|nikx|,

Zx

ik =
( µi

P x

i

− ∆t
αi

2|Ti|

√
µi√
εi

− ∆t
βik

4|Ti|

√
µi√
εi

)
|nikx|,

�� �	� $

2En ≥
internes∑

interfaces

[
Ny

ik‖Exi‖2
Ti

+ Nx
ik‖Eyi‖2

Ti
+ Zy

ik‖Hzi‖2
Ti

+

Zx
ik‖Hzi‖2

Ti
+ Ny

ki‖Exk‖2
Tk

+ Nx
ki‖Eyk‖2

Tk
+

Zy
ki‖Hzk‖2

Tk
+ Zx

ki‖Hzk‖2
Tk

]
+

metalliques∑

interfaces

[
Ny

ik‖Exi‖2
Ti

+ Nx
ik‖Eyi‖2

Ti
+ Zy

ik‖Hzi‖2
Ti

+ Zx
ik‖Hzi‖2

Ti

]
.

�5���K�A�a�oq En {�����}v�o�Kq&¸¹����p.q¼�a�K���|����}����a�oq¼�|��YK�o��q¼�R��{���}���½�q�ÀR��� {���^.};�a�oq±��qg{A���iq�^J����q1�a}�{v�|q
}����K{,��qg{N}�q1��p.qg{��|qt�» q1´|�o��qS{�{������J����²·�|qg{�{��Y{W{�����q1�a}W�R��{��¬}��¬¸¿{gºa¶v���Y��Àa�Y���o�,��qg{,����}�q1��¸¿���1qg{\���a}�qg���oqS{\���
�o����}2�_½�������$

ci∆t(2αi + βik) ≤ 4|Ti|
P x

i

q�}
ci∆t(2αi + βik) ≤ 4|Ti|

P y
i

, X �|º Qg�0[

ck∆t(2αk + βki) ≤
4|Tk|
P x

k

q�}
ck∆t(2αk + βki) ≤

4|Tk|
P y

k

. X �|º Q(\,[
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���������
	�������������������������������� ��!#"$����&%(')�*���+�,���+-.��������/0���+�1���324�����65����*-.��� Q_¡

ÂW �S���Y�M}������ X �oº�QS�,[(�|���o�oq $

ci∆t1(2αi + βik) ≤ 4 min
( |Ti|

P x
i

,
|Ti|
P y

i

)
. X �|º Q6]0[

ÂW �S���Y�M}������ X �oº�Q�\�[(�|���o�oq $

ck∆t2(2αk + βki) ≤ 4 min
( |Tk|

P x
k

,
|Tk|
P y

k

)
. X �|º Q6l0[

�5���K�2��qS{2���a}�q1��¸¿����qS{�p±�1}����������a�oqS{(��� �|���¬}D�_½�������$

ci∆t(2αi + βik) ≤ 4|Ti|
P x

i

q�}
ci∆t(2αi + βik) ≤ 4|Ti|

P y
i

. X �|ºß���0[
ÂW �S���Y�M}������ X �oº ���,[(�����K�|�o��}tÁ $

ci∆t(2αi + βik) ≤ 4 min(
|Ti|
P x

i

,
|Ti|
P y

i

). X �|ºß��Q([
sD}�������{����K{2��qg{2��q1���M}������K{ X �oº�Q>],[�q�} X �|º Q6l#[��Y���o�t�|��YK�o���D���"�1���K�o�¬}��������oq&{~}���«o������}��&{��o�D��qg{D���a}�qg��²¸¿����qS{����a}�q1���oqg{-q�} X �|ºß��Q�[&�Y���o�-��qg{-���a}�qg��¸¿����qS{�p.��}������������Kqg{gº �D���K{��ÎÀ ��� �����Y�|�¬}������¨�|q�{�}���«o������}��JqS{~}

�o��YK�o��}D�K����$





∀ ���a}�qg��¸¿����q;����}�q1���oq
aik, ∆t ≤ min(∆t1, ∆t2),

∀ ���a}�qg��¸¿����q;p.��}����������a�oq
aik, ci∆t(2αi + βik) ≤ 4 min(

|Ti|
P x

i

,
|Ti|
P y

i

). X �|ºß���#[

ÂEq&��qS�Ã}�q1�o�A�Y���o�����±½��g����YKqg�t�a�oq-���J�|�gp±���K{�}����M}������ �1�¬²·�|qg{�{��K{1ÀK��qS{~}�q&½M������«o��q&�R���o�v��q-�g��{D�� �o�
{���mo�gp.�

P Ä /P �
ºaªv�.{���¢��o� YYq��Y���N�o�"{���mo�1p"��¯;����q1��°i���.�|��{��1���a}����i�

P Ä /P �
À��K�.{���mo�gp.�;�a�o�K�1���K{���{~}�q

Á±�|}�������{�qg�D{���p-�o��}����o�1p.qg��}D��qg{(qS{��Y����qS{
P Ä q�} P �

�o���Y{2�|q1�|´���qg�����o��qg{2�|���R�g��qg�a}�qg{gº
£ �i§ � 	�a®¦ � @ '������ �������(��� � ��� -.��������/0� ���*� � �K/#���1���+�����>5����*-V� ��� �1����24�����>5����*-V�!� �"� � 
����
��� ��-.�����

Ti
� ����� �����
�V�����
�#�������*��� � ����� ���V�����>� ���

(∆xi, ∆yi)
� ��� ����K� |Ti| =

∆xi.∆yi

2

��������� �����
� �
�K� �*��������� �����������3� ��� �

P x
i =

∑

k∈Vi

|nikx| = 2∆yi
���

P y
i =

∑

k∈Vi

|niky | = 2∆xi. X �|ºß���0[
� � ����� ������b�����,�+�*� ������ ���� � � �K���*�� �,����� �K�����(� �

{
∀ ���� ��� 5��#���+��3� ���*�1�

aik, ∆t ≤ min(∆t1, ∆t2),

∀ ���� ��� 5��#���+- ��� ���� ��
����
aik, ci∆t(2αi + βik) ≤ min(∆xi, ∆yi),

X �|ºß�M� [
���

∆t1
���

∆t2
�����3� � � �$����� � ��� �

ci(2αi + βik)∆t1 ≤ min(∆xi, ∆yi)
���

ck(2αk + βki)∆t2 ≤ min(∆xk, ∆yk).
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QS� ����� ��� ���
	 ��� ����� ���*�$���1� ���� �K�����W���

� ��q�{~}����|q�À �a�oqg���a�oqS{±��qgp.�����a�oqS{-{g ��p.�Y�a{�qg�a}±{��o�¼��qg{±mizi�Y��}�monS{�qS{ X Q>[-q�} X �#[ X ½������.���o�oq1´|q
X �oº Q6[�q�} X �oºß��[��R���o�D�|qS{2q�´|�o�����1�M}������K{�[%$

• �Î q�´|��{~}�q1�K�1qv�|qS{,�1���K{�}����a}�qg{
αi

q�}
βik, ∀i, ∀k ∈ Vi

qS{~},}������~���o��{W��{�{��o���1qD�R���o�W}����|}(��mK����´.�|q
¸¹���K��}������K{t�|q;«K��{�q;q�}D�R���o�(}����|}Dp"����������¢�q;�����o¸¹����p±q;�����o���|²·�����o¸¹����p±q�º

• ��qS{�½_����qg�o��{,�|qS{,�1���K{�}����a}�qg{
αi

q1}
βik , ∀i, ∀k ∈ Vi

��������{�{�q1�a},�_½�qg�2��q;�|q1¢����A�|qg{W¸¹���K��}������K{(�|q
«K��{�q�º

• �K���D�o��YK�o��}������EÀ|���.�����K{�}����a}�q
αi

�|�g�Yqg�K��{�qg�o��qgp.q1�a}D�|����mK����´��|qA¸¹���a}������Y{2�|q;«K��{�q;���|�1����qS{1º
�D�|}���qgp.q1�a}��|��}gÀ�{��v��� ��mo����{��¬}J��q p �1p.q³qg{��K����q³�|qS{.¸¹���K��}������K{3�|q³«K��{�q³�o���K{.}����|}�qg{"��qg{
��qg�����o��qg{gÀi��������{

αi
qg{�},�K�oqA�1���K{�}����a}�qD¢�����«K����q X p �gp.qv�o���K{W��q;�1��{,�o���|² �1���|¸¹����p.q([Ãº�¶A���Y{W��qg{

���|}���qS{2�1��{ X �K���2q1´|q1p.�o��q�À|��q&�1��{(�® �o� {���mo�1p"� P Ä /P �
[,���.�����K{�}����a}�q

αi
�|qg½a��q1�a}D�����K{�}����a}�q

�K���D�1q1�����K��q X ���|�1����q([Ãº

� ���������	���	+,&
 / �'�����+��������('5


ªv���-��p.�o���gp.q1�a}��;���-p.��}�mo�|�|q&¯;¶D²
P Ä �Y���o�DÅ����_�oÀ1Q�Ào�|À|�KÀa���A{��o�(�o��p.����������¢�qt}��������o¢��K��������q

�_½�qg���|qS{.¸¹���K��}������K{3�|q «K��{�q �o�|�o����qS{1º,ªv� �����K{����|ng��q��o���K{3�K����}������o����n1��q1p.q1�a}J�o���Y{"��� {��o��}�q ��qg{
{���mo�gp.��{-¯;¶t²

P0

q�}±¯;¶t²
P1

q�}±��� ��moq1����moqJÁ �g½M�����oq1�-���K����za}����a�oq1p.q1�a}&��qg{¼�����¬}�n1��qg{&�|q�{~}���«o������}��
�1������qS{��R���Y�o���a}gº2ªv�Ï�|��{~}����K¢��oqÖ�|q1�o´Ï�1��{ $(���Ì����p.p.q1�Y��qd�� ��«Y�����Ï�K������qÖ�1��{��� �o�Vp"����������¢�q
�1���|¸¹����p.qA�o�o��{2������}��K�|��q���q&�g��{(�o���|²·�����o¸¹����p±q�º

���� ����� $'&�(0� � ��! ����� .�� 13���	� � ��� �

S�
b9�
b9  Ê(C ¤a§ �EDML3É
P0

I�§¨¤aÈ6C Ç � � � ���YÇRË¿¦ § ��� < = O
�5���K�v�o�dp"����������¢�q&}��������o¢��o��������q�ÀY��q±{���mK�1p"��¯;¶t²

P0

qS{~};q�´o����}�qgp±qg�a}v�o��{���mo�gp"�J½������Kp±q YK�o�
�1����{�{������Kq�ºE¶A���K{¼��q3�g��{

di = 0
À��Îº q3��mK�����Kq"���K�1���o�i�oq3�o�g�1qg{�{���}�q"�o� {�qg�o�,�|qg¢����J�|qJ����«Rq1��}���º�ÂEqg{

�1���K�o�¬}������K{ X �|º Q1�0[Wq1} X �|º QS¡�[�{����a}(½��1����YK�1qS{Wq1}(����� ∀i, αi = 0
q1} ∀i, ∀k ∈ Vi, βik = βki = 1

º|ÂE�
�1���K�o�¬}��������|q&{�}���«o������}���{g �S�����¬}D��������{��Y���o�2}����|}�qA���a}�qg��¸¿����q;���a}�q1���oq

aik
$

max(ci, ck)∆t ≤ 4 min
(

min(
|Ti|
P x

i

,
|Ti|
P y

i

), min(
|Tk|
P x

k

,
|Tk|
P y

k

)
)
. X �oºß��¡#[

¶A���K{���qv�g��{��® �K�3p"����������¢�qD}��������o¢��o��������qD����}�mo��¢����K���o���1¢��K����q1� X �»º q ∆xl
q1}

∆yl
{�����}(�����K{~}����a}�{

∀l
[,���.�1���K�|��}������ �|q�{�}���«o������}��&�|� {���mo�1p"�"¯;¶D²

P0

{g �S�����¬}D�R���o�(}����|}�q;���a}�qg��¸¿����q;����}�q1���oq $

max(ci, ck)∆t ≤ min(∆xi, ∆yi). X �oºß���0[
ªv���o��}�qv�Y���t� m5ÂÍ���±½_����qg�o��p.��´|��p"����q;���KqA�Rq1�o}(�K��qg�K�|��qv��qv�����K�Y����} max(ci)∆t

min(∆xi, ∆yi)

ºo¶A���K{
��q��1��{(�o���S{�qg�a}gÀ|���"� m5ÂÖqS{~}D�g¢�����q;Á Q�º
£ �i§ � 	�a®¦ � S�� �����"�"��-.� �(��� ��-.� � ��� ����� ����������� �,������������� ����� %���� ��� �+������� ����� �������*�
� � ���*� � ���

���� � ��������� -V�������6/#�+���*� ���
/0��� ���1�����K���1����W�b��� �#���*� � ���� ���������� �������Z�b���H�*�*�H-.���� �Z�����3�W�
��� /�� ���3� �

���� ���������� � ��� ���3���*� �#��� ��������� ����� %�� � �"! ��� �
! ��-�� ���!� �,��� � ��� ���(� ����-V�
/�#��1� � � � � εi =

��� � ���
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���������
	�������������������������������� ��!#"$����&%(')�*���+�,���+-.��������/0���+�1���324�����65����*-.��� Q�\

µi =
��� �

, ∀i � ���g������� ��� -.��������/0�.� � /,��� �b��� ����� 5����*-V� � ���M�����1����W�b��� � � � � ��� ������� �b��� �����g� � � �/,�
���1�,��� � ����5��,��� ������� ��� 
���� ��������*� ����� ���3���*� �#��� �	�������+����� %�� � �
S�
b9�
�@  Ê(C ¤a§ �EDML3É

P1

¶A���K{,��qt�1��{W�|q2¸¹���K�Ã}������K{W�oqt«K��{�qD�K�i�K����qg{N�����K�g������qg{gÀ���mK�����KqD����p.�R��{����a}�qD�o�3��mK��p.�"�g��qS�Ã}�����²
p"��¢��o�1}������Kqt�o�S��qg{�{��¬}�qD}�������{W�oq1¢����g{��|qv����«Yqg��}���Ài�»º q ∀i, di = 3

ºa�5���o�W�o��p"����������¢�qv�����|¸¹����p.q�À����3�
��q;��qgp.p±q&{��o��½M���a}gº
� �i§¨§ � 9 ! �����Z�#�*�g5����1���W�b��� � �,� ���(�����1�>�,�����*��� �� ������
�*�"� ���������K����� � #������ � % � ��� � ��� � % � ��� � �������� ���*� � ���*� ��� ��� � �

� � ∀i, αi = 3
�

% � ∀i, ∀k ∈ Vi, βik = βki = 3
�

	�
������� �Yl����o}2�� ��«Y�����®À|��� �¼��qg{(���a}��g¢�������qg{��1���1p.q1�a}�������qS{�{��o��½M���a}�qS{�$
∫

Ti

ϕijϕij′ =
|Ti|
12

(1 + δjj′ ), X �oºß�#\,[
∫

aik

ϕijϕij′ =
‖~nik‖

6
(1 + δjj′ )(1 − δjk)(1 − δj′k). X �oºß��]0[

Q�ºtªv� � $
X =

∑

j∈Vi

Xijϕij X �����»À |Vi| = di
[�ÀK��������{ ‖X‖2

Ti
≥ |Ti|

12

∑

j∈Vi

|Xij |2
º

�5���o�
x = {x, y} $

‖∂X

∂x
‖2

Ti
≤ 3

4|Ti|
(
∑

j∈Vi

|nijxXij |)2 ≤ 3(P x

i )2

4|Ti|
∑

j∈Vi

|Xij |2

≤ 9(P x

i )2

|Ti|2
‖X‖2

Ti

�|���K�
αi = 3.

�5���o�¼�o� p"����������¢�qJ�����o¸¹����p±q�À ∀i, ∀k ∈ Vi
���¨�

βik = βki
º5ªv� �|}�������{�q X �oºß�#\�[�q�} X �oºß��],[�Y���o�t�g�������o��q1�

βik
�a�o��½��g����YKqA��q��K����«o��ngp.q;�oq�p±���o��p.��{��M}������ $




2 1 0
1 2 0
0 0 0


 � βik

2




2 1 1
1 2 1
1 1 2


 ,

����� � �;�|�g{���¢��oq&�o�Kq-���o�1¢a�����¬}��&¢��g�o�1��������{��1q��|��YK�o��q¼�o���K{D�» ���o�oq1´|q X �Kº�Q6[�º®ªv� ��«|}���q1�a}v�����Y{��
βik = 3

º
�
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	 ��� ����� ���*�$���1� ���� �K�����W���

Â��D�����K�|��}������&�|qW{�}���«o������}��W�o�&{���mo�gp"�D¯;¶D²
P1

{g �g������}��Y���o�E�o��p"����������¢�q\�1���|¸¹����p.q\�a�oq1�������K�a�oq $

∀ ���a}�q1��¸¿����q;���a}�q1���oq aik , max(ci, ck)∆t ≤ 4

9
min

(
min(

|Ti|
P x

i

,
|Ti|
P y

i

), min(
|Tk|
P x

k

,
|Tk|
P y

k

).
) X �oºß��l0[

�5���K���K�Ïp"����������¢�qd����}�mo��¢����K���D���1¢��K����q1��q�} q1�V�|}�������{����a} X �|ºß���#[ÃÀ2��� �1���K�|��}������Ì�|qÖ{~}���«o������}��
{g �g������}�$

∀ ���a}�qg��¸¿����q;����}�q1���oq aik , max(ci, ck)∆t ≤ 0.11 min(∆xi, ∆yi). X �oº ���0[
��)� ����� $'&�(0� � ��! ����� .�� �*����� 13��� � � � � �

ÂEqA«K�|}t�|q&��q1}�}�q;{�qg��}�������qg{�}t�® ��}��Y�|��qg�2q�}Dq1´i�K��������}�qg�2�o�oq������K�|��}��������|q&{~}���«o�����¬}��;�oqg{2{���mo�1p"��{
¯;¶t²

P0

q1}�¯;¶t²
P1

�o���K{t��q¼�g��{A�® �o�³p"����������¢�q&�o���|² �1���|¸¹����p.q�ºYÂ\ q�´|��{~}�q1�K�1q¼�|qS{v�1���K{�}����a}�qg{
αi

q�}
βik X ��qg{��Rqg�Ã}���½�q1p.q1�a} βki

[ ∀i, ∀k ∈ Vi
qS{~};}����M�~���o��{A��{�{��o���gq�À �|���Y�-��qg{Amizi�Y��}�monS{�qS{ Q±q�}-��{����a}

}����M�~���o��{�½M������«o��qg{gº �,q1�Rq1�Y�o���a}gÀ ������}���������q1p.qg��}&���Ö�g��{&�1���|¸¹����p.q"�	����qg{¼�����K{~}����a}�qS{
βik

q�}
βki{����a}.�1¢a����qg{gÀ ��� ½M�Ö�|�gp±���a}���q1�.�K���.���Ö{��o��}�q �a�oq ��qS{"�����K{~}����a}�qS{.{�����}"�|���R�g��qg�a}�qg{"�K���K{.��q �1��{

�K���|²·�����|¸¹����p.q X {����|¸N�Y���o�D�o�d�1��{D�K����}������o����q1�*[ÃºKÂ��"�����Y{~}����a}�q αi
�a�K����}tÁJq1����q�Àoqg{�}t���|q1�a}����a�oq-���

�g��{2�1���|¸¹����p.q�º
ªv�³�1���K{����on1��q&�|q1�|´�}~zi�Rqg{t�oq&p"����������¢�q��o���|²·�����|¸¹����p.q�Ào½������D��qg{ YY¢��o��qg{v�oºß� X �#[2q�} X «3[1ºY¶A���K{���3{���}��K��}������ X �#[ÃÀ ��q&}��������o¢���q Tk, k ∈ Vi

}����K��moq±{����³½�����{����
Ti

�K���A�|qg�|´³{���p.p±q1}�{ � �o���K{A��q.�1��{���¼�o���|²·�����|¸¹����p.�¬}��vqS{~}D�|q;���±�K����}(�oq
Ti
À|�Î ���a}�q1��¸¿����q

aik
qS{~}2�o�oq���� �1}�q;����p.�o��n�}�q��|�3}��������K¢���q

Tk
À

�Y���\�����a}���q2q1����q2qS{~}\�o�KqD�Y����}������"�® �K�oqt������}�q2�|q
Ti
º��N���W������}���q�À��o���Y{N����{���}��K��}������ X «1[ÃÀ Tk, k ∈ Vi}����K��mKq

Ti
�K���2�o��{�qg�o�E{���p.p.q�}2q�}D���±�o���|²·�����|¸¹����p.�¬}��;qg{�}2�oq����±�K����}D�|q

Ti
q�}

Tk
º

Ti

a
a

i

ik Tk

� Û��

T

Ti

k2

Tk1

� é��
�������Y�Kº � �3¶vq1�|´�}~za�Rqg{t�|q;�o���|²·�����|¸¹����p.�¬}��

� �i§¨§ � @ 	 ���� ��� �W�*�b���0/,���
Ti
��� ����� �(��������

Tk
� � � �1��� � � ���

ai
���

ak
�����+��� ��� ��� �,�

Ti
���

Tk�K�*�����K�������(��-.����� �g� ������*� 
����
aik = Ti

⋂
Tk = ai ∩ak

� � � �1��� �$�����
`1 =

|ai|
|aik |

���
`2 =

|ak|
|aik|

�,���,!
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���������
	�������������������������������� ��!#"$����&%(')�*���+�,���+-.��������/0���+�1���324�����65����*-.��� Q>l

����� �*� ����� �*� � ������������*� � ��������'
����
`1, `2 ≥ 1

� � � |.| � �*�*� /,�1� � �.����� /�������� � � ��� ������� � � � � ��������� ������ �
�K� �*��������� �����������3� ��� �




1.
	3�

`1 = `2

���������
βik = βki,

2.
	3�

`1 > `2

���������
βik ≥ βki,

3.
	3�

`1 < `2

���������
βik ≤ βki.

X �oº � Q([

	�
���������Rªv��{�qA����p±��}�q&�K���K{����±�o�1p.���K{�}����M}�������Á.�|qS{W¸¹���K�Ã}������K{2�|q;«K��{�q;�o�|�o����qS{,�����o�g������qg{gºKªv�
�Rq1�o}\�o�g���op.�����K{5�|}�������{�q1�N��qg{5p �1p.qS{5}�qS��mo�o�����Kqg{5�R���o�\�® ���o}���qg{ ¸¹���Y�Ã}������Y{N�|q(«K��{�q�º�l����|}W�� ��«Y�����®À
�����K��}�q��Y���

Ai
1

q1}
Ai

2

��qg{2p"�M}�������qS{2{�zip.��}������a�oqg{��R��{��¬}���½�qg{�}�q1����qS{D�a�oq $

(Ai
1)jj′ =

∫

aik

ϕijϕij′

q�}
(Ai

2)jj′ =

∫

ai

ϕijϕij′ . X �oº ���#[
�\�K��{��a�oq.��qS{D¸¹���K�Ã}������K{;�|q¼«Y��{�qg{v�o�|�o����qg{;�|�Í}��������o¢���q

Ti
{�����}A}����M�~���K��{v�Y�a{���}���}�½�qg{v���d�a�K����qg{

{��o�
Ti
ÀK����� $

1

|aik |
Ai

1 � χ1`1

1

|ai|
Ai

2

�_½�qS�
χ1 ≤ 1,

1

|aik |
Ak

1 � χ2`2

1

|ak|
Ak

2

�_½�qS�
χ2 ≤ 1.

X �oº ���0[

�5���K�A��«|}�qg�o��� X �oº ���,[�À �1��p.p.q1� �1���K{v�K���A��q1p"�����a�oqg�v�a�oq-��������p.�K��������{���� qg�a}���q-��qg{Ap"�M}�������qg{
Ai

1

q1}
Ai

2

À ∀i
�oqv{�qD¸¿���¬}(�|����qg��}�qgp±qg�a},�K��{W�K���W��qv�1����}�ng��qt�oqt�» ���o�oq�´|qA�oº QD�o�o��{��a�oqA��qS{Wp"�M}�������qS{\�oq

{����a}D�K��{D�|��YK�o��qg{gÀK{����a}t{����o¢��K����n1��qg{(q1}t�Y�a{�{�ng�oq1�a}2}����M�~���o��{2�o�Kq&����¢��Kq�q�}t�o�Kq&���������K�oq��i�o����qg{gº n\�
q �Rq1}gÀ �R���o���|qS{t¸¹���K�Ã}������K{;�|qg{v«K��{�qS{t�o�|�o����qS{

P1

��qg{;�|��� �1��q1�a}�qS{D¸¹����p.qg{;�|qS{tp"��}������1qg{
Ai

1

q�}
Ai

2{����a}�$



0 0 0
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗


 ,




∗ 0 ∗
0 0 0
∗ 0 ∗


 q�}




∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
0 0 0


 . X �oº ��� [

¶v���K��Àa�1qg{,p"�M}�������qg{W�Y�a{�{�ng�oq1�a}W�o�oqv½M����q1�o�,�o�����o��qD�i�o����q�ºoªv�J�|��YK�o��}(��������{N��qg{,p"�M}�������qS{
Bi

1

q�}
Bi

2

��«o}�q1�i�oqS{ q1�.�1����p.���K���a}N���;����¢��oq(q1}5���;���������o�oq(�i�o����qg{N�oqg{Np"�M}�������qS{
Ai

1

q�}
Ai

2

º�ÂEqg{5p"�M}�������qS{
Bi

1q1}
Bi

2

{�����};{�zip.��}������a�oqg{A�|��YK�o��qg{v�Y�a{���}���½�qS{1À �|���Y�-���³�Yqg�|};��qS{A�1��p.�K����qg�tq1�Í�|}�������{����a}A��q.�����¬}�n1��q
�1����{�{������Kq�º�¶vq��o���Y{1À q1����qS{-�R��{�{�ng�|qg��}±��qS{-p �gp±qS{-½M����qg�o��{¼�o�����o��qg{-�o���k�a�K����qg{±�a�oq��1q1����qS{¼�|q

Ai
1q1}

Ai
2

��qS{��Rqg��}���½�q1p.qg��}Sº n\��YY��À,��� �Yqg�|}��|�S�|�o����qÍ��qS{J½�qS�Ã}�q1�o��{.�o�����o��qg{"�|q
Ai

1

q1}
Ai

2

�|qÍ��qg�|´
�oqg{�p"�M}�������qS{

Bi
1

q�}
Bi

2

º��5���o�±����p.�K����qg�
Ai

1

q1}
Ai

2

����{���^.}¼�oq3����p±�Y����q1�
Bi

1

q�}
Bi

2

q1}-��� � $
{��

Bi
1 � λBi

2,
��������{

Ai
1 � λAi

2,
�	�

λ
qS{~}D�K�oq&�����K{~}����a}�q�ºK¶t���K� $

1

|aik |
Ai

1 � `1

1

|ai|
Ai

2 � `1β �����
	

ik

Bi

|Ti|
,

1

|aik |
Ak

1 � `2

1

|ak|
Ak

2 � `2β �����
	

ki

Bk

|Tk|
,
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��� ����� ��� ���
	 ��� ����� ���*�$���1� ���� �K�����W���

�	���Y���o�D}����|}t���K�|����q
i
À
Bi qS{~}D���"p"�M}�������q&�oq&p"��{�{�q���{�{��i�1���gq&����}��������o¢���q Ti

�|��YK�o��q&�K��� X �Kº �0\�[ÃºÂEqg{D�1���K{�}����a}�qg{
β �����

	
ik

q1}
β ��� �

	
ki

{�����}D�g¢�����qS{ X �» ���K�|����q �1�����|¸ �A{���¢��o��YKq&�a�oq-�1qg{D�1���K{�}����a}�qg{2{����a}D��qg{p �gp±qS{-�a�oq3�1q1����qS{-�a�o�({����a}¼�|��YY�o��qS{-�o���K{&��q3�g��{-�1���|¸¹����p.q([Ãº �t���Y{��»À {��
`1 = `2

q�}-qg�¨�o��q1�K���a}
βik = `1β ��� �

	
ik

q1}
βki = `2β ��� �

	
ki

À������o��q1p.��n1��q±�K�����o������}��"�|�Ö��qgp±p.q"qS{~}-�|�gp.���a}����1q�º�ªv�Ö{��o��}&���
p �gp±q&�o�1p"������moqA�Y���o�D�|�1p.����}���qg�2��qS{2�|q1�o´����|}���qS{(�o�����o�����1}��S{1º

�

£ �i§ � 	�a®¦ � ? • � ���Z�1�
���1�*����� ��� ���E����- -V�V% �������Z�#�*� ����� ������b�����.�3���K����������
��� ����������-.����� �
! ��� �K! ��- �1� � � ����� ��� -V�������6/#� ��� ���K� � �#� ��� �H/����
� � � % � � � � ��� � ����� � ������ βik = βki-V�����

`1 6= `2

� ! ��� ���������
� ���,��� �V��� ���(� ��� ��� -V�������6/#� ��� � �K���M�,� ��� �g/,���
� � � % � � � � �K�������� ������b��� � �#� �>�b�����1����� �*��� ������� �*�+��� ���*� � �(���� �
! ��-�� ��� � �,��� � ��� �����1�K! ��� � � � �
• � ������-�-V� %.-V���3�W�
� ��������K��-V���3� � � ��������� -V����� ��/0� �1����24�����>5����*-V�Z����������-.����� � ��� ���� �����1����,��� ����� �*� ���3� ���

βik
���

βki
�����

`1

���
`2

�
�*�������������(��-V���3� � � ����� �>�b���3�H��� 5������
���� � �*� -.���W�*�b�����
Ai

1

���
Ak

1

� � ����� �,�����G5����*� ��-.����� � ��� ����������-V���3� �,��������� �*� ���3� ���
`1

���
`2

�
����� �����W������-.����� �
-V����� ��� ���*� �,� ���Z���(�*��W�b��� ��� �������*��

Tk
�#�

Ti
� � � �����V� ����� � ��������,���,!V���� ��� 5��,���*� � �*��� ���������� �#�

Ti � �,� -��-.��� � ���0/,����������� -V����� ���*� -V�����*�b�K��� Ai
1

�����*�K�*�������1�#���3� ��� �������g��� �����K���3� ��� �
� � � ������� ���.������� � �*��W�����W�b��� �,��� � �������(� � � ��� �
��� �1��-.����� �,� -.��������/0� �

• � � ����- -V� %������*-.��� �#� ��� �0���
���1���b��� ���*� ���� ��� 5��,���*�+�����>5����*-V�*�+�,��� ���� ��� 5��#�K��� �1���324�����65����*2-V�*� �
	 �0�������*�
���� ��� �K�*�3�����*-V�������
�+� � �b�#���3�W� � ��� � � ���K� � �,� � ���324�K���65����*- ���� � ������ ����� �H/����K�*�� � % � � � � ��� � � � � �#�$5��#���� �� ������� ���*� ���������������g��� � � � �

¶A���K{D���.�o���M}����a�oq�Ào�����|}�������{�q&���"�|�1p"������moq�{��o��½_���a}�q��R���o�D�g�������o��q1�2���.�o���K{2¢������Y�|q;½_����qg�o�t�|q
βik ∀i, ∀k ∈ Vi X ½������(q�´|q1p.�o��q-�±�o���K{(�» ���o�oq1´|q;�Kº �0[ $Q�ºtªv� ��moq1����moqv}����o}�qg{(��qg{D���a}�qg��¸¿����qS{,�K���|²·�����|¸¹����p.qg{gº
�|º ∀i, ∀k ∈ Vi

ÀY���³�1�����1�o��q&}����o}�qg{v��qg{D�����K¢��oqg�o��{
`1

q�}
`2

�a�o�5��������qg{��Y���K�|q1�a}t���|´����a}�qg��¸¿����qg{
�o���o² �1���|¸¹����p.qg{gº

�oºtªv�¨��moq1����moqJÁ �g�������o��q1� ∀i, ∀k ∈ Vi, ` ����1 = max(`1)
q1}

` ����2 = max(`2)
ÀE�o�o��{ L ���� =

max(` ����1 , ` ����2 )
º�j·� {�q;�Yqg�|}D�a�� �������¬}(�o���K{���qg�o��{ L ���� � {����¬} L ���� �» qg�K{�q1p-«K��q;�|qg{(½M����qg�o��{

{L ����1 , . . . ,L ����m } À��	� m
qg{�}W�o�"q1�a}���qg�\�K�M}��o��q1�»º�¶A���K{\�1qt�1��{5���J�g�������o��q(}����|}�qS{N��qS{\½M����q1�K��{

�|q
βik

q�}
βki

ÀK�o�o��{2�����o��q1�K����qS{2p"�M´|��p-�opF�oq;}����o}�qg{(��qg{(½M����qg�o��{
βik

q1}
βki

�g�������o���1qS{1º

�� � � �����*��� �-� � ��� 13� � �*����� 13��� � � � � �

st�d�1��{2}���nS{D����}��1��qg{�{����a}vÁ"��}��K�|��q1�Aqg{�}v��q¼�g��{t�� �o�Í����^.�Kq1p.q1�a}v�K���|²·�����|¸¹����p.q�ºKÂEq-p.�|�|q¼�|q
�o�g�����o�K��¢�q X �|q"����^"�oq1p.qg��}*[A�® �K�Í}��������o¢���q.�|�S�����¬}&����²·�|qg{�{����K{ X ½������v��� YK¢��o��q.�oº � [A����}��"��mo����{���R���K� �Kq2�K��{5�|�1}��1��������q1� ���;�a�K������}��2�|�±p.����������¢�q�º�xi����}N�o�-}��������K¢���q

Ti
� ��qg{ �o���o½�qS���|´-{���p.p.q�}�{N{����a}¢��1�o�g���S{2���|´�p.������qg�|´ �|qg{v�	��}��g{2q1}v{����a}D�|}�������{��g{v�_½�qg�A��qg{v{���p±p.q1}�{2������¢����K���o´3�Y���o�t�1���gq1�t�a�K��}���q

�K���o½�qg���o´A}��������K¢���qg{gºSÂEq(�a�K��}�����ngp.q\}��������o¢���q�qg{�}\{���}��o�(���±��qg��}���q(�|�¼}��������o¢���q�������¢����K����q1} �o}�������{�q(��qg{
}�������{ �o���o½�qS���|´-{���p.p.q�}�{1ºM�5���o�\��q2p.�|�|q2�|qD�|�S�����K�K��¢�q�À_�Î ������q��|qD��mY���a�oq��o���o½�qg���&}��������o¢���q(½M���|}
��q.���Y����}A�|q.�» ������q¼�|�Í}��������o¢���q-���o��}������»º�Â\ �_½M���a}���¢�q-�|q.��q1}�}�q.{��o« �|��½a��{������³qg{�}����3�o���S{�qg��½M��}������Í�|q
�» ���o��{���}������o��qt�|��}��������o¢���qv���o��}������»ºKªv�3�o��}�qA�K���

` =
|ai|
|aik| X

��q;�����o�R����},q1�a}���qv���¼�o���K{�¢������K�|qA������}�q

Ð¹Ñ Ò�ÐÔÓ



���������
	�������������������������������� ��!#"$����&%(')�*���+�,���+-.��������/0���+�1���324�����65����*-.��� � Q

Ti

� Û����oÞ Û�Ø�å q
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��

1

2

3
4

� é����oÞ Û�Ø�å	�


�

�

��

� ò ���oÞ Û�Ø�å$r
����� �R�Kº � �3Â�qS{(��}����YqS{D�|q&{��o« �|��½i��{��������® �o��}��������o¢���q

q1}��» ������}�qv���-�o���K{��Yq1}���}�q>[,��qt}����|´J�|qA����^"�oq1p.qg��}SÀ
`
qg{�},�o��q1�a}���q1�(�K��}��o��q1�»ºaÂEqg{$YK¢��K��qS{,�Kº � X �#[Wq�}

X «3[���q1�o���g{�q1�a}�qg�a}(�|���K���|qS{(q�´|q1p.�o��qg{2�|q�����^"�oqgp.q1�a}D�|q;}����|´ ` = 4
q�}

` = 8
��qS{��Rqg��}���½�qgp±qg�a}gº

n\� �o}�������{����a};��qg{&p �gp.qg{��o��}���}������K{;�a�oq"�o���g�1�g�|qgp±p.qg��}SÀ����Ö�
`1 ≥ `2 = 1

À®q�}-�o���K�
βik ≥

βki, ∀i, ∀k ∈ Vi
º(x|�v��qg{3½_����qg�o��{3�|q

βik
�Y���o½M����q1�a} �1}���qd�1�����1�o���1qg{����K����za}����a�oqgp±qg�a}���������{"�o�oq

�1���K�o�¬}������±�|qD{�}���«o������}��2q1´|���Ã}�q X � m5Â�}�mo�g�������a�oq([E�R���K��������} �1}���q2��«|}�q1�i�oq�º��v qS{~}W�1q(�a�oq2�K���K{N���������K{¸¿������q2�����Y�K���K{W��qt�g��{\�� �o�3p.����������¢�q�}��������o¢��o��������q2����}�mo��¢����K���Îº�ªv�J�|���o�oqt�o���K{N��qg{\}���«K��qS���|´ Q2q�}��
��qg{(½M����qg�o��{(�|qS{D�����K{�}����a}�qg{

αi
q1}

max(βik)
À ∀i, ∀k ∈ Vi

q1}gÀK�o���K{(��qv}���«o��qg�����KÀ|��qS{(½M����q1�o��{2�|q;���
� m5ÂWÀ��Y���o�\�o�"p"����������¢�q(����}�mK��¢����K���»ÀM�|���R�g��qg��}�qg{N½M����qg�o��{W�|�±}����o´±�|qD����^"�oqgp.q1�a}

`
q1}W�|���R�g��qg��}�qg{

½M����qg�o��{¼�|q3�» �����|��qJ�� ���a}�q1���R�����M}������?Å\º5ÂE�³�1���K{�}����a}�q
βik, ∀k ∈ Vi

À5�|�1�Rq1�Y� �o��� {�qg�o��qgp.q1�a}±�|q
�» �����|��q��|�k�R����zi����p.q3p"����{±���K{�{����|�¨}����o´k�|q3����^"�oqgp±qg�a}gº\ªv�k�Rq1�|}"�����K�����o��q3�a�oq�������{����KqJ��q
}����|´��|q�����^"�oq1p.q1�a}

`
�1������}SÀ|�o��}���q��1���K�|��}��������|q&{�}���«o������}��&�|qg½a��q1�a}(}���ng{(��qg{�}������Ã}���½�q�º
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"Mesh_Raf"

� Û��®Ò�Û��(Ý_å~ç2å�Ý�ÞEàß×gò�Û�àiîSå5Þ Û�í��
` = 4
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"Mesh_Raf"

� é���Ò�Û��(Ý_å~ç2å�Ý�ÞEàß×gò�Û�à�î_å5Þ Û�í��
` = 8

� �����R�oº � �Vn\´iqgp.�o��qS{D�|q�����^"�oqgp±qg�a}�{����|�g���|´3�K���|²·�����|¸¹����p.qA�® �o��p"����������¢�qA}��������o¢��o��������q
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P Ä Å �A� Å � Q Å��;� Å �A� Å �v�
αi '

�oº � �Kº � ]oº � Q>]oº � � \iº �
����� �HQ����\����q1�o��{2�|q

αi
q1��¸¹���Y�Ã}������Y{2�|q&Å

` βik

∣∣ Å �A�
βik

∣∣ Å � Q
βik

∣∣ Å��;�
βik

∣∣ Å �A�
βik

∣∣ Å��v�
Q Q � � QS� ���oº �a�
� Q �Kº �,] Qg�Kº �0] Q6]oº �,l �a¡|º Q6]
� Q �oº ��� Q(\|º �a� ���|º \M� � \iº l��
] Q \iº � Q �M�Yº �,] ¡��|º ��� QS�0\iº �
Qg� Q ]oºß��] ��lKº �#] \M�oº ��� Qg���oº ]
��� Q ]oº ] Q ���Yº�Q>] l Q�º Q6] Q>l,loºß¡

����� � � ���\����q1�o��{2�|q
βik

q1��¸¹���Y�Ã}������Y{2�|q
`
q1}vÅ

`
� m5Â ∣∣ Å �A� � m5Â ∣∣ Å�� Q � m5Â ∣∣ Å �;� � m Â ∣∣ Å �A� � m5Â ∣∣ Å �v�

Q Q �oº Q,Q �oº ���i¡ �Kº �a��QS� �Kº ��Q
� �Kº ¡ �oº ��� \ �oº � Q>l �oº ���,l �oº �����a¡
� �Kº ��¡ �oº ��� �oº ��� \�¡ �Kº �����a¡ �oº ����Q(\�¡
] �Kº�Q_��¡ �oº ���,l �oº ����� �Kº ��� Qg� �oº �������,l
QS� �oº ���a��¡ �Kº ������� �oº ����Q1� �Kº ������¡�� �oº ��������]
��� �oº � QS¡�����¡ �Kº ��� Q#Q �oº ������� �Kº ����� Q_� �oº ��������¡��

����� ��� �	�\����q1�o��{5�|q,����� m Â�qg�&¸¹���Y�Ã}������Y{N�|q
`
q�}WÅ X �1��{5�® �K�¼p"����������¢�q\}��������K¢��o��������q,����}�mo��¢����K���[


 � -������;����!&�4�.�����('5��6.���

ªv�-�1���K{����|n1��qN�o�oq��1�_½i�¬}��\p.��}����������a�oq,�g�������gqN�o�o��}�������q�º_Â�qg{Eq�´|�o��qg{�{������Y{����K����za}����a�oqS{E�|qS{�p.�|�|qg{
�oqv���g{����o�Y���K�1qt{����a}������o�i�K{��Y���o�(��q�}�}�qA¢��g��p.��}�����q�� Qg�#�®q1}����3�o�����R��{�qt�����®�|q;{���p-�K��qg�,�» �g½������|}������
}�q1p.�R����q1����q2�|�.p.�|�|q2�o�����o��q

(1, 1)
�Y���o�\��qD�1��{ }������K{�½�qg��{�qWp"��¢��o��}����a�oq2l2u

z
º�rD���Y{N�_½����Y{����o��}����M²

����{�����q-��mK��p±���g��qS�Ã}�����p"��¢��o�1}������KqA�Y���D���"{������o}������ ���K����za}����a�oq&Á
t = 0

ÀY�|���o�K�1q&�K���2�Î q�´|�o��qg{�{������
{��o��½M���a}�q $






Hx = 0,

Hy = 0,

Ez = sin πx × sin πy.
Â��±{������|}�������q1´|���Ã}�qAqS{~}t�o���o�o�gq;�K����$
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Hx =
−π

ω
× sinπx × cosπy × sin ωt,

Hy =
π

ω
× cosπx × sinπy × sin ωt,

Ez = sin πx × sin πy × cosωt.
�	�

ω = 2πf
ºYÂE�.¸¹���g�a�oqg�K��q

f
qg{�}t�����E�g¢�����q�Á3� QS�±u�����ºYÂW ���a}��1����}t�oq-��q-�g��{(}�qg{�}tqg{�}t�|���o«o��q&$K���

���|}�������{�qv��qg{2{���p¼�o���M}������Y{(q1��}�qgp±�Y{2�����o¢±q�}D�» �g�oq1��¢���q��|q����.{������|}�������q�´o���Ã}�q;qS{~}D�����K{�q1��½��1q�º

£ �i§ � 	�a®¦ � c � � ���W�� ����� �#�����M��� �
�K�#� ���*�+���1� �- �1� ��-V���3� ���W�b��� �1� ��� �-���1����K� �,� ��� -	��� � �>�,�� ' 2
P Ä �#�����+��� 
������� �V��� 5����� ���1���K�#�1�
�6!,�-V�����b��� ������� ���.����� ����� �,���+-.���W�*�b����� �,� �*��� 5��,��� �1���32�����65����*-V� ��� � � 5��������
� �������*�b��� �����K�V�- �1� ��-.���������.��� ������ �������3� �#�*� 5����*- ������� �,�	
����,���K�������
� �
ªv�����g������{�qv}����|}�qS{2��qS{2{���p-�K����}������K{2�_½�qg�v�o��p.����������¢�qA}��������o¢��o��������qA����}�mo��¢����K���R���g¢��o����q1�SÀa�»º q&{��

��mY���a�oqv}��������o¢���q
Ti
qg{�}2��qg�o���g{�q1�a}��A�K���(��q������K�o��q

(∆xi, ∆yi)
q1}(������mK����{���}������

∆xi = ∆yi
ºo�5���o�

�1q���mo����´��|��p"����������¢�q�Ài��� �|�S{���¢��KqA�Y����$
� d�� � È6C ¤aÇ�	�=ba®¦ �RÀ|���±½M����q1�o�2p"��´i��p"����q����KqA�Rq1�o}t�o��q1�K�|��qA��q������o�R����} max(ci)∆t

min(∆xi)

À
� d�� � < ¦�§¨¤�	�=ba®¦ � X �|}�������{�q1�Dqg� �o����}����a�oq>[�Ào���±½M����q1�K�Dp"�M´|��p"����q��a�oq��Rq1�|}t�K��qg�K�|��q���q������|²�Y����} max(ci)∆t

min(hi)

�	�
hi
qg{�}2��q�p.���o��p-�op �|qg{(mK���|}�qg�o��{2�|��}��������o¢���q

Ti X ���1� hi =
∆xi√

2

[Ãº

����� 	 ��! ����� .�� 13��� � ��� � �

ªv� �K�����Y�a{�q³�® ��«R����� �|qd½��1����YKq1�J���¨{�}���«o������}��d�oqg{3{���mo�gp.��{�¯;¶t²
P Ä º�� ���o���1q1��� ��� ���g������{�q

��qg{3p �1p.qg{�{���p-�K����}������K{3�Y���o��Å
= 0, 1, 2

q1}��oº(Â�qdp"����������¢�q �|}�������{��d� �o�KqÍ���g{������|}������ �|q Q1�
�R�����a}�{A�K���v�����o¢��oq1�K�;�� ���K�|q�ºEªv�d�|}�������{�q±�R���K�;��mY�����K�Í�|qg{;{���mo�1p"��{v��q±�K��{;�|q¼}�qgp±�Y{;p.��´|��p"���
���|}�������{��±�Y���&��� �����K�|��}������ �|q3{�}���«o������}���ºNªv�Ö��qS��q1�Y{�qJ�o���K{���q"}���«o��qg���Ö� ��qg{�½M����qg�o��{-�|qJ���Í� m Â
}������o½��gqg{±}�mo�1�������a�oq1p.q1�a}Jq1}J�a�Kp±�g�����a�oq1p.qg��}J�R���K�J��qS{3�|��� �1��q1�a}�{J{���mo�gp.��{1º\ÂEqg{"½M����qg�o��{3�|q ���
� m5Â �i�op.�g�����a�oq&{����a}v��qg����qg{D�a�o�5��������qg{��R���K�|qg�a}2Á.���J{�}���«o������}��&�i�op.�1�������Kq&q � qg��}���½�q&�»º q-���.����p.��}�q
�����oq1��Á �|q"�����a�oq1����q"���d��«K{�q1��½�q±�o�oq3�1������{�{����K��q.�|q"�» �g�oq1��¢���q"�|��{��1��n1}�q�º�Â�� �|�o���1q"�|q.}����|}�qg{���qg{
{���p-�o���M}������K{DqS{~}v�oq¼���"�Y�g�����|�|qg{gº ªv� p.���a}���q-{��o�v��� YK¢��o��q��Kºß¡.�» �g½������|}������³�|q-�» �1�oqg��¢���q&�|��{�����n�}�q
X �|º Qg�,[;��� �����K��{;�|�Ö}�q1p.�K{��R���o�¼�|� � �1��q1�a}�qg{;½M����q1�o��{��|q3Å�q1}&�Y���o�&��qg{&�oq1�|´d}~za�Rqg{-�|q�� m5Â\ºGj·�
���o�K��������}��o���K�\�a�oq���qg{N� m ÂJ}������o½��1qS{ }�mo�g�������a�oqgp.q1�a} {����a} {����Y{~² qg{�}���p.�1qg{E�® �K�&¸¿����}�qg�o��½M���������a}��|q
�oº \�Á&�Kº \A������{��a�oqt�Î �����|��qD�® ���a}�qg���R�����M}������3���o¢�p.q1�a}�q�º��\�o��{����Kqt���-{������|}������"q1´|���Ã}�qtqg{�}��1���o�i�oq�À����
��mK����{���}Nq1�K{��o��}�q2�|qD����p.�K����q1� ��qS{\�|���R�g��qg�a}�{N{���mo�1p"��{N¯;¶t²

P Ä Áv�Y����}����5�oq2���;�|��{��Rq1��{������¼�i�op.�1�������Kq��«K{�q1��½��1q�q1}��|q³�» qg����q1�K�
L2
ºW�5���o����q1���oÀ,��� {�q �o�����R��{�q³�|qÍ{��o��½i��q³�» �g½������|}������ }�q1p.�R����q1����qÍ�o�

��mY��p.� �1��qg��}�����p"��¢��o��}����a�oq�qg�³�o�³�R�����a}A�|�³p"����������¢�q�ºYÂ�qS{t{���p¼�o���M}������Y{t{����a}v��q1}�}�q&¸¹����{v���S������{��1qS{
qg���|}�������{����a}t�|���R�g��qg��}�{(�o��p¼«o��qg{2�|q��R�����a}�{2�K���2�����o¢��Kq1�o�D�® ���Y�|q

(λ)
�Y���o�t��mK���a�oq�{���mo�gp"�.¯;¶t²

P Ä ºEªv�dp.����}���q.{��o�;��qS{ YY¢��o��qg{A�Kº �3Á��Kº QS�3��qg{A�1½������|}������K{t}�qgp.�Y����qg����qg{;�|q.�» qg����q1�o� L2
À®q�}&�|q±���

�1��p.�R��{����a}�q
Hx X �1�i��p±�gq2{��o�N��qg{�Q,Q2�|q1���o��n1��qg{ �R�1�����|�|qS{K[ qg�±�K�±�R�����a}W�|�.p"����������¢�q�ºMÂ�qS{N���S{��K�¬}��M}�{{����a}�}���nS{�{��M}���{�¸¿����{����a}�{Ep �gp.qW�R���o� �Yqg�¼�|q,�Y�����a}�{E�K���E�����o¢��oq1�K���® ���K�oq�º(j·��qS{~}5�����������a�oq,������{��a�� ���
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���o¢�p.qg��}�qN��q��|q1¢����\�oqg{��Y����zi����p±qS{E�® ����}�q1���Y������}�������À1��q�{���mo�gp"�2�|q1½i��q1�a}��o���K{E�o���S����{1ºMªv����qgp"�������Kq
���K{�{��K�a�oqv��qS{\���g{��o��}��M}�{N��«o}�q1�i�K{,�_½�qS�(���¼� m5Â³}�mo�g�������a�oqD{����a}W�o���K{W�o���S����{W�a�oqt�1q1�|´.��«o}�q1�i�K{,�_½�qS�
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�K���K{D�o���S����{D{����Î ���³{�q�����¸¹n1��q�Á.�Î ��p.�o����}��K�|q¼�|q&�» qg����q1�o�

L2
{��K�D��qS{ YK¢��o��qS{(�Kº �|ÀK�Yº ]oÀK�Kº Qg�±q1}D�Kº QS�iº

ªv� �Yqg�|}3�M}�}�����«K�oq1�"��q �1��p.�Y����}�q1p.q1�a}"��� ¸¿����}J���Kq��R���K�±����½M����q1�o�3� m5Â�� Q�º ���a�o�D��������qg{��Y���K�
Á���������p.�¬}�q3�|qJ{�}���«o������}��J�|� {���mo�1p"� ¯;¶D²

P0

ÀE�����o��{��Yqg��{������ �|� {�qS�����K�Í�����o��q"�|qJ�1qJ{���mo�gp"��qS{~}
�K����«K��«o��q1p.qg��}D�i�o����q X ½������D�K���Dq�´|q1p.�o��q �ß��¡#���R���o�v�o�oq¼�o�1p.���K{�}����M}������ �|q-��q1}�}�q-�o�����o������}��&�K���K{
��qD�1��{N�|q2p"����������¢�qg{5�o�K�¬¸¹����p.qg{5�Y�����������g���g�o���R�g�o���a�oqS{K[ ��������{N�a�oq�ÀM�R���K�\��qS{\���o}���qg{N{���mo�1p"��{\¯;¶t²

P Ä ÀÅ ≥ 1
Ào�1q�}�}�q��o�����o�����1}��;�� qg{�}D�K��{(¢a�������a}���qt�R���K�D��qS{(½M����q1�o��{2�|q;���J� m5Â �����K{����|�g���gqg{gº

x|��mo�gp"��{ � m5Â�}�mK�1���������Kq � m5ÂÖ�a�Kp±�g�����a�oq
¯;¶t²

P0

Q�º � Q�º �
¯;¶t²

P1

�oº Q,Q �Kº �
¯;¶t²

P2

�oº ���a¡ �Kº�Q_¡
¯;¶t²

P3

�oº ����QS� �Kº�Q
����� �Y� ���\����q1�o��{�}�mo�g�������a�oqS{(q�}D�i�op.�1�������Kqg{(�|q����"� m5Â�²W{���mo�1p"��{D¯;¶D²

P Ä

���)� 	 ��! ����� .�� �*� � � 13� �	� � � � �

ªv�"{���p¼�o��qv����p.p.qD�o���K{5��qv�1��{N�1���|¸¹����p.q2�» �g½������|}������±�o�"p±�|�|q2�K�����o��q
(1, 1)

�o���K{\�o�oqt�g�_½a��}��
p.�1}����������a�oq3�g�������gq�º ªv� �o}�������{�q��o� p"����������¢�qJ�|���a}±�o�oqJ�K����}���q���q1�a}�������q"qS{~}±����^.�K�1qJ�|q�p.���o��n1��q
�K���|²·�����|¸¹����p.q X ½������v��� YK¢��K��q&�Yº�QS�,[Ãº®ÂEq&}����|´ �|q¼����^"�oqgp.q1�a}tqg{�}�]KºRÂ��J���g{������|}������³�o�³p"����������¢�q�oqD���;¢���������q2¢����a{�{���ng��q(qS{~},�oq+Q1���R�����a}�{\�Y���\�����o¢��oq1�K�W�® ���K�|q�º�ÂE�-�|�o���1qD�|q2}����|}�qg{W��qS{W{���p¼�o����}������K{
qS{~}��|qt��¡��Y�g�����|�|qg{gº�ÂW ��«|�~qg��}���¸ �����Yqg{�}��|qD}�qg{�}�qg�W���&{�}���«K�����¬}��t�|�3{���mo�gp.�&¯;¶t²

P Ä qg�"�o���S{�qg�K��qD�� �o�����^"�oqgp.q1�a}D���|�g���E�K���|²·�����|¸¹����p.q�ºYªv� p.���a}���q&{��o�t����YK¢��K��q&�Yº�Qg�.�Î �1½������|}������³�|q-�Î �1�oqg��¢���q X �|º Qg�,[�R���K�v��qg{v�|� � �1��q1�a}�{v{���mo�1p"��{1ÀY�Y���o�v��qg{�� m5Â¨�i�op.�1�������Kqg{vq�}t}�mo�1�������a�oqg{gº ªv�Í�Yqg�|};�1���K�1���K��q-�a�oq
��q�{���mK�1p"�±qg{�}t{~}���«o��q�º

��YK�±�oq,����p.�K����q1�����A�|��{��Rq1��{��������i�op.�g�����a�oq,��«K{�q1��½��1qN�R���K� ��qg{ �|���R�g��qg�a}�{5{���mK�1p"��{ ¯;¶D²
P Ä À_������g������{�q����.p �1p.q-{���p-�o���M}������³�_½�qg�A�o�Í����^.�Kq1p.q1�a}t�|q�}����|´��"q�}A�o�³���o}���q&�|q�}����|´ ]oº ªv� �o}�������{�q

�R���K�±��mK�����o�?�|qg{±{���mo�1p"��{¼��q��K��{¼�oq3}�q1p.�K{.p"�M´|��p.�������|}�������{��3�K���¼���Í�1���K�|��}������?�|q�{~}���«o������}��
�i�op.�g�����a�oq�º®ªv� p±���a}���q-{��K�t��qg{ YK¢��o��qg{D�Kº QS¡.ÁJ�Yº�Q>].�Î �1½������|}�������}�q1p.�R����q1����q-�oq

Hx
q1�Í�o�³�R������}

�o� p"����������¢�q�¢�����{�{���q1�±{��K�"��qS{ Q,Q �|q1���o��n1��qg{±�R�1�����|�|qS{"�|q����Ö{���p¼�o����}������ X �a�o�Dqg�?�1��p.�R����}�q ��¡#[
q1}A�» q1����qg�o�

L2
�R���o�;��qg{;�|qg�|´ }����|´³�|q¼����^"�oqgp.q1�a};�1���K{����|�1���g{gº �,qS{v���g{��o��}���}�{A{�����};Á��1��p.�K����qg�

Á��1q1�|´���«|}�q1�i�K{&�o���K{���qJ�1��{������o¸¹����p±q X YK¢��o��qg{;�Yº � Á��Yº�Q_��[Ãº�����q1� �a�oq"p.�����K{��o���g�1��{��a�oqJ�K���K{��q3�g��{-�1���|¸¹����p.q�À���qS{&���g{��o��}��M}�{-{����a}�}����|}±�oqJp �1p.q�{��M}���{�¸¿����{����a}�{&�1��p.�|}�qJ}�q1�i�¨�|qS{�¸¹����}�{�}����|´
�oq ����^.�Kq1p.q1�a}.}�������}��S{1º ��YK� �® �1½M�����oqg�"�Î ��p.�K���Ã}3�|qS{�� m5ÂÌ}�mo�g�������a�oqS{1ÀW���?���S������{�q���qS{"p �1p.qg{
{���p-�o���M}������K{-�R���K�.�oqg{±����^"�oq1p.q1�a}�{¼�|q�}����|´ �Íq�}V]oºWªv�kp.���a}���q�{��o�.��qg{ YK¢��o��qS{-�Yº�Q>l³q1}±�Yº ���
�» �1½������o}�������}�q1p.�R����q1����q��|q

Hx
qg���K���R�����a}t�|��p"����������¢�qA¢����a{�{���q1�({��o�2��qg{+Qg�±�o��q1p.��ng��qS{��Y�g�����|�|qg{

�R���K�2��qS{D�|q1�o´3}����|´��|q�����^"�oqgp.q1�a}t�����K{����|�g���S{1º|Â�qS{2���g{��o�¬}��M}�{2{�����}(}����M�~���o��{2���1�1q1�|}���«o��qg{gºYªv���
½��1��� YY�v�i�op.�1�������Kq1p.q1�a}D��qg{(�R������}�{2{��K��½M���a}�{�$
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�������R�Kº ] � n\½������|}�������}�qgp.�Y����qg����q&�|q;�Î q1����q1�o�
L2xo��mo�1p"�"¯;¶D²

P1

� ��qS{v� m5Âd}�mo�g�������a�oqS{�}������o½��1qg{(�o���K{(��q&�1��{2�� �o��p"����������¢�qA����^.�K�;{����a}(}���ng{(��qg{�}������Ã}���½�qS{1À
� ���o¢�p.q1�a}�qg�2��q��|qg¢����;�oqg{(�R����za����p.qg{2�® ����}�q1���Y������}������K{(�E ��p±�g��������qA�K��{(��qg{(���g{��o��}��M}�{1º

� � !&��+,����
E�1!&�

rt���K{N�_½����K{���}��K�|���D�o���K{N�1q(�����o�Y����}5���A{�}���«o������}��2�® �o�oq(p.��}�mo�|�|qt¯;����q1��°i���±�|��{������a}����a�"¯;¶t²
P Ä�R���K�t���J���g{������|}������ �i�op.�1�������Kq¼�|qS{D�g�a�K��}������K{A�|q±u³�M´|µ�q1���E«o���|��p±qg�K{������o�oq1����qg{A�o���K{t��q.�|��p.�����Kq

}�q1p.�R����q1�2{��K�±�|qS{±p.����������¢�qS{�}��������o¢��o��������qS{&�o���|² �1���|¸¹����p.qS{1ºN�,q�}�}�q�p±�1}�mo�|�|q�����p-«o���oq��Î �|}�������{��M²
}������ �® �o�V{���mo�1p"� �1q1�a}����³�R���o���Î �1½M�����K��}������ �|qS{"¾K�o´ ���|´����a}�qg��¸¿����qS{Jq1�a}���q³�g���gp.q1�a}�{3½�����{����K{
�o�?p"����������¢�q�À5�_½�qg���o� {���mK�1p"�d�� ���a}��1¢�����}������ q1�?}�qgp±�Y{J�|q�}~zi�Yq³{����|}�q�² p.���|}�����ºNsD�Kq³���K����z|{�q
}�mo�1�������a�oq3�Í�Yqg��p.��{±�oq3½��g����YKqg�¼�a�oq3���³p.�1}�mo�|�|q������K{�qg��½�qJ�o�¨�S�a�o��½M����qg��}.�|��{��1��q1}±�|q��Î �1�Kq1��¢���q
�g��qS�Ã}�����p.��¢��o�1}����a�oq�ºiÂE�±{~}���«o�����¬}��AqS{~}(��«o}�q1�i�oq;qg���|�gp±���a}������a}(�a�oqA�» �g�oq1��¢���qA�o��{�����n�}�qv�|}�������{��gqAqS{~}
�K�oq3¸¹����p.q����Y���|���M}����a�oq��|��YK�K��q��Y�a{���}���½�q��|q���qS{-½M��������«o��qg{±{����K{¼�o�oq������Y�|�¬}������ �|q�}~zi�Yq³� m5Â\º
�,���K{����|�g�����a}\��qt�g��{\�o�J����^"�oq1p.q1�a}\���|�1���Y�o���o² �1���|¸¹����p.qD�® �o�"p"����������¢�q2}��������o¢��o��������q�ÀM�K���K{,�_½����Y{
�1}��K�o���±�o���K{A�o���S����{��gp.q1�a}A��q±����q1�dq1�a}���q-����{�}���«o������}��±q�};�����o���|² �1���|¸¹����p.��}��&¢��1��p±�1}������a�oq�ÀYq1}A�K���K{
�_½����K{5q1´|mo��«Rq1�,�|qg{,�����Y�|�¬}������K{\{����K{\��qS{��a�oqg����qg{W��qS{\{���mK�1p"��{W¯;¶t²

P Ä {����a}W{~}���«o��qg{gº�st�oqD��p.�o���gp.q1�|²}��M}��������|q����.p.��}�mo�|�|q&�±��}������g������{��1qAq1� ���|���|}����a}2�oqg{(¸¹���K�Ã}������K{2�|q�«K��{�q;�o�|�o����qS{(�Y����zi�o��p±������qg{
q1}2�o��}�������}�q1p.qg��}D{���p.�o����YK�&�|qg{(���a}��g¢�������qg{(�|q�{��K��¸¿����q��o���Y{,��q&�1��{(�® �K��p"����������¢�qA�o���o² �1���|¸¹����p.q�º
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Q�ºtªv�Í�|��};�a�� �o�dq1�K{�q1p¼«o��q

C
qg{�}A�K�Í�	���oq�À {�� �R���o�v}����|}

x ∈ C
q�}

θ ≥ 0
���Í�

θx ∈ C
ºRst�

q1�K{�q1p¼«o��q
C
qg{�}(�K��� ���oqA�����i½�q�´|qv{g ���®qg{�}2�����i½�q�´|qtq1}(�K��� ���oq�Ài�� qS{~}2Á±�|����q;���KqA�R���K�,}����|}

x1, x2 ∈ C
q�}

θ1, θ2 ≥ 0
À|�����

θ1x1 + θ2x2 ∈ C
�|º2sD� �	���oq

K ⊆ R
n qg{�}t���o�Rq1���;�o� �	���oq;�o�����o��q;{g ����{��M}���{�¸¿����}2��qS{D�����K�|��}������K{2{��o��½_���a}�qg{�$

• K
qg{�}t�����i½�q�´|q�À

• K
qg{�}2¸¹q1��p.��À

• K
qg{�}t{��������|q�À|�Îº q�ºK�Î ���a}��1����qg�o�D�|q

K
qg{�}2�o����½i���|q�À

• K
qg{�}D�R������}���Ào�»º q�º

x ∈ K
À −x ∈ K ⇒ x = 0

º
st�J�	���Kq2�o�����o��q

K
�Yqg�|}
��}���qt�|}�������{��D�Y���o�W�|��YK�o���\�o�oqt���o�g¢�������}��2¢��1�o�g��������{��gq�ÀM�����a�oqg����q2qg{�}W�o�oq

��q1���M}������±�� �����|��q(�K����}���q1����q(�oq
R

n �a�o�K�Y�a{�{�ng�|q(�o���K{���qg�o��{N�o�����o�����1}��S{N�|q2���;��q1���M}������±�� �����|��q2�|��YY�o��q�K���K{
R
ºRªv����{�{��i�1��q;�����	���oq��o�����o��q

K
���±��qg����}��������® �����|��qA�K����}���qg����q��|��YK�K��q��K����$

x �K y ⇐⇒ y − x ∈ K X �Kº �a¡,[
ªv� �|��YK�o��}D�1¢�����qgp.q1�a}2���±��q1���M}��������® �����|��q;�K����}���qg����q�{~}������Ã}�q;�K����$

x ≺K y ⇐⇒ y − x ∈ = < È K (
�» ���a}��1����q1�o�D�|q

K) X �Kº ���#[
¶A���K{����k{��o�¬}�q�À(���Ï�o��}�qÍ�K��� �K

q�} ≺K
��qS{3���o�1¢a�����¬}��g{3¢��1�K�1��������{��1qS{J��qg{��YqS�Ã}���½�qgp.q1�a}3�o���

{�}������Ã}�qAq�}D{�}�������}�q�Ào��{�{��|�����1qS{,����� ���oq
K
ºKx|�

K = R+

Ào��������{,���±��q1���M}��������® �����|��qv�K����}���q1����q �K
qS{~}

������qg����}������Í�® �����|��q-�K{��oqg����q ≤ {��K�
R
À q�}����3��q1���M}������Í�® �����|��q-�K����}���qg����q±{�}������Ã}�q ≺ qS{~};���3��q1���M}������

�� �����|��qA�K{��Kq1����q
<
{��o�

R
ºRªv���o��}�q;�K����$

• S
n �» qg�K{�qgp-«o��q&�|qS{(p.��}������1qg{2�g�������gqg{�{�zip.��}������a�oqg{2�® �����|��q

n
$

S
n = {X ∈ R

n×n | X = XT }

• S
n
+

�» qg�K{�qgp-«o��q��|qg{Dp.��}������1qg{2�g�������gqg{�{�zip.��}������a�oqg{(�R��{��¬}���½�qg{2�® �����|��q
n

$

S
n
+ = {X ∈ S

n | X � 0}

• S
n
++

�» qg�K{�q1p-«K��q��|qS{2p"�M}�������qg{2�g�������gqg{�{�zip.��}������a�oqg{2�o��YK�o��qg{(�R��{���}���½�qg{2�� �����|��q
n

$

S
n
++ = {X ∈ S

n | X � 0}
ÂEqg{2�|qg�|´��o�����K������}��g{({��K��½M���a}�qg{2{����a}2��p.p.�g�|���M}�qg{ X ½�������� ����²�� Q!� [ $
• S

n
+

qg{�}t�	���oq;�o�����o��qA�oq
S

n À

• S
n
+ =

⋂

z 6=0

{X ∈ S
n | zT Xz ≥ 0} º
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Â����o��q1p.��ng��qt�o�����o�����1}��D{���¢��o� YYqt�a�� ���"�Yqg�|}���{�{��|����q1�WÁ
S

n
+

�o�oqv���K�1¢�������}��t¢��1�K�1��������{��1q � ��� ≺ À�»º q\�o�oq,���o�g¢�������}��\qg�a}���qW�|q1�o´Ap"�M}�������qS{E�o���K{
S

n º_¶t���K��ÀS�® ���o��ng{ X �oº ��¡�[����&�oÀ X �Sn
+

Y ⇐⇒ Y −XqS{~} �Y�a{���}���½�q�À1q1}�q1�-�|}�������{����a} X �oº ���,[�Àg���-� X ≺Sn
+

Y ⇐⇒ Y −X
qS{~}5�|��YK�K��q,�Y�a{���}���½�q�ºSÂ��D�|q1�o´i��n1p.q

�K�����o������}��2{���¢��o��YKq2�a�oq
X �Sn

+
Y ⇐⇒ ∀z, zT Xz ≤ zT Y z

º��5���o�\{���p.�o��� YKqg�\�» �S�����¬}��o��q�À����.�g����p.���oq
�» ���K�o���1q��|q �Sn

+

q�} ≺Sn
+

º �5���o�±�|qg{-p.��}������1qg{¼{�zip.��}������a�oqg{-��� �|}�������{�q�{���p±�K��qgp±qg�a}
X � Y

���
X ≺ Y

Ào��}����a}Dq1�a}�qg�K�|���a�oq��Î ���o�1¢a�����¬}��A¢��1�o�g��������{��1qAqg{�}2��{�{��|�����1q;��� �	���oq;�o�����o��q
S

n
+

º
st�±�1����}�ng��q��Y���o�N����p±�Y����q1�5�|q1�|´&p"��}������1qg{ qg{�}5��������{���q({��o��½M���a}�$�{�����q1�a}

X
q�}

Y
�|q1�o´-p"�M}�������qg{

{�zip.��}��������Kqg{&�® �����|��q
n
ÀE}�q1�(�a�oq

Y
qS{~}¼�o��YK�o��q3�R��{���}���½�q�ºNªv� �o��}�q3�K���

P
��� p"�M}�������q.}�qg����q��a�oq

P = Y −1/2XY −1/2
ºRªv���1���K{����|n1��q;��q;�o����«o��n1p.q��® ���|}���p.��{���}������ {��o��½M����}�$

l������o½�qg�,�o�Kq&�����Y{~}����a}�q
δ ∈ R

+ }�qg����q&�a�oq
X � δY X �oº �0\�[

�,q;�o����«o��n1p.qA���|p.q�}2�o�KqA{������|}����������|}���p"����q
δopt

�a�o�®qg{�}���qA���_z����3{��YqS�Ã}������ �oqv���-p"��}������1q
P
º

��)� � �"� � �#4�� � $ & ������! � !���� ��!����

¶A���K{����-{��o��}�q�À|���J�|}�������{�qA��qS{,p �gp±qS{��o��}��M}������Y{,�a�oqA��q1����qg{(�|qA���¼{�qS�Ã}��������|ºß�iºKªv�3�����K{����|ng��qv��q
�K����«o��ngp.q;{��o��½M���a}�$oq�´|��{~}�q1�a}�²»}�² ����{2�|qg�|´������K{�}����a}�qg{

δ1

q1}
δ2

�a�o��½��1��� YKqg�a}gÀ

∀X ∈ � � �
� {ϕij , 1 ≤ j ≤ di}, ‖∂X

∂x
‖2

Ti
≤ δ1‖X‖2

Ti

q�} ‖X‖2
aik

≤ δ2‖X‖2
Ti

X �oº �,]0[
Â��¼���1�R���Y{�q;qg{�}D�R��{��¬}���½�qA�R���K�(}����o}t��mo����´��|qA¸¹���Y�Ã}������Y{2�|q�«K��{�q {ϕij}, 1 ≤ j ≤ di

º
	�
������� �oÂ�qt�K����«o��ngp.q X �Kº �#],[NqS{~}W�S�a�o��½M����qg��}�qt���3�o����«o��n1p.qt�® ���|}���p.��{���}������J{��o��½_���a}�q�$�}������|²

½�q1�2�|qg�|´��1���K{�}�����}�qg{��R��{��¬}���½�qg{
δ1

q1}
δ2

}�q1����qS{2���Kq�À

A1 � δ1B
q1}

A2 � δ2B X �oº �,l0[
�	����qS{"p"�M}�������qg{

A1,A2

{����a}J{�zip.��}������a�oqg{Jq�}
B

qS{~}3{�zip.��}��������Kq³�|��YK�K��q³�R��{���}���½�q�ÀNqg����qg{�{����a}
�o��YK�o��qg{(�Y����$

(A1)jj′ =

∫

Ti

∂ϕij

∂x

∂ϕij′

∂x
, (A2)jj′ =

∫

aij

ϕijϕij′

q1}
(B)jj′ =

∫

Ti

ϕijϕij′ X �oº ���0[

¶¼ ���o��ng{���qW�1����}�ng��q\�|q,���2{�qg��}��������o���g�1�g�|qg�a}�q�Àg��qW�o����«o��n1p.q X �Kº �#l�[����|p.q�}E�o�Kq,{������|}������;���o}���p.����q
(δ1; δ2)

�a�o��qg{�}D���K{�{��®�o�oq&{������|}��������|���o����«o��n1p.q X �Kº �#],[�q�}2��� � $

(δ1; δ2) = (B−1/2
A1B

−1/2;B−1/2
A2B

−1/2)

ªv� �Rq1�o}v½��g����YKqg�D���K{�{�� �a�oq&��qg{2½M����q1�K��{v�|qg{v�����Y{~}����a}�qS{
δ1

q1}
δ2

���o¢�p.q1�a}�qg��}t�_½�qg�;���±}���������q
(di)�oqg{(p"�M}�������qS{

A1,A2

q�}
B
º
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P �

ªv�³�K���S����{�q-�K���K{v��q�}�}�q±{�qS�Ã}������ �» �g������}��o��q¼�|�d{���mo�gp"�J¯;¶D²
P Ä X �|º l#[�ºY�5���K�v{���p.�o��� YYq1�SÀY���³�|��²}���������q"{�qg�o��q1p.q1�a}&���3¸¹����p¼�o���M}������Ö�|q"�����o��qgp.��ng��q.�g�a�K��}������Ö�|q X �oº l0[Ãº ªv��p-�o��}����o����q3�����o��q1p.��n1��q�S�a�K�M}������k�|��{�z|{�}�n1p.q X �oº�Q6[¼�K���.���Í¸¹���K��}������?�|q�«Y��{�q����|�1����q
ϕij

À5�o�o��{.��� ���a}�n1¢���q�{��o�"��mK�����Kq
}��������K¢���q

Ti
$

µ
∂Hz

∂t
+

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= 0

⇒
∫

Ti

µ
∂Hz

∂t
ϕij +

∫

Ti

∂Ey

∂x
ϕij −

∫

Ti

∂Ex

∂y
ϕij = 0

�t�o��nS{(���a}��1¢����M}��������Y���(�K����}���qg{gÀ|������«|}���q1�a}�$

µi

∫

Ti

∂Hz

∂t
ϕij −

∫

Ti

Ey
∂ϕij

∂x
+

∫

Ti

Ex
∂ϕij

∂y
+

∫

∂Ti

Eyϕij ñikx −
∫

∂Ti

Exϕij ñiky = 0

sD}�������{����K{2��qg{(�S���Y�M}������Y{ X �|ºß¡�[�q1} X �|º �,[��R���o�2qg� �|�g�|�K����q $

µi

di∑

l=1

(∫

Ti

ϕijϕil

)∂Hzil

∂t
−

di∑

l=1

(∫

Ti

∂ϕij

∂x
ϕil

)
Eyil

+

di∑

l=1

(∫

Ti

∂ϕij

∂y
ϕil

)
Exil

+
∑

k∈Vi

∫

aik

(Eyi + Eyk

2

)
ϕij ñikx

−
∑

k∈Vi

∫

aik

(Exi + Exk

2

)
ϕij ñiky = 0

st�oq����a}��1¢����M}������3�K���2�K����}���qg{2�1���K�o�o�¬}tÁ $

µi

di∑

l=1

(∫

Ti

ϕijϕil

)∂Hzil

∂t
− 1

2

di∑

l=1

(∫

Ti

(
∂ϕij

∂x
ϕil − ϕij

∂ϕil

∂x
)
)
Eyil

+
1

2

di∑

l=1

(∫

Ti

(
∂ϕij

∂y
ϕil − ϕij

∂ϕil

∂y
)
)
Exil

+
1

2

∑

k∈Vi

[
di∑

l=1

(∫

aik

ϕijϕklñikx

)
Eykl −

di∑

l=1

(∫

aik

ϕijϕklñiky

)
Exkl

]
= 0
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�a�o���o���o�oq $

µiMi
∂Hzi

∂t
− Mx

i Eyi + My
i Exi +

∑

k∈Vi

(Fxik − Fyik) = 0

ÂEqg{;p"�M}�������qS{
Mi

À
Mx

i

q�}
My

i

{����a}��|��YK�K��qS{��o���K{ X �|º Q,Q6[vq1};��qg{;½�qg��}�q1�K��{ Fxik
q1}

Fyik
{����a}

�o��YK�o��qg{2�K���K{ X �|º Qg�,[�º
�� � � �"(�$��/$���� (������ (��-� ������ � �#�-�
A h �i§�U5Ë � 9 ©���q-«K�|};�oq-��q1}vq�´|qgp±�K��q¼qg{�}A�® �g�1�������������D��qg{A�|q1�|´��R������}�{v�oq-���"��qgp"�������Kq X �Kº ��Q6[Ãºªv�"�o}�������{�qt��qS{\p �1p.qg{W�o��}��M}������K{W�a�oqt�1q1����qS{W�|�"��q1p.p.qA�|º|ªv�J�1���K{����on1��q2�o�.}��������o¢���q

Ti
�|��YK�o�R�K���

��qg{2{���p.p.q�}�{
s1(2, 3), s2(3, 3)

q�}
s3(3, 1)

ºoÂEqg{(¸¹���K�Ã}������K{2�|q;«K��{�q
P1

�oq
Ti
{����a}�$





ϕi1 = 3 − x
ϕi2 = (2x + y − 7)/2
ϕi3 = (3 − y)/2

ÂEqg{�¸¿����qS{&�|q
Ti

q1}¼{����Ö½�����{����
Tk

{�����}-�o��YK�o��qg{-��qS{��Rqg��}���½�qgp±qg�a}&�K���
ai = [s2, s3]

q�}
ak =

[(3, 1.5), (3, 2.5)]
º Â\ ���a}�q1��¸¿����q±q1�a}���q

Ti
q1}

Tk
qg{�}A}�q1����q.�a�oq

aik = ai ∩ ak
À �K���;{��o��}�q

`1 = 2
q�}

`2 = 1
º�ªv�³}������o½�q.��������{A���Kq

βik = βki = 3
��q"�a�o� �~�K{�}���YKq"��q±�K��qgp±��q1�;�R�����a}��oq±������qgp.�����a�oq

X �oº � Q6[�ºªv�J�1���K{����on1��q2p.�����a}�q1�K����}\�K�"����^.�Kq1p.q1�a}W�|q2}����|´V]��|qD���;¸¿����q
ai
ºaÂ�qS{N¸¿���1qg{

ak
�R���o�

k ∈ Vi{����a}5�|��YK�K��qS{ �K���K{���q,}���«o��qg���.¡iÀ_���±� ∀i, ∀k ∈ Vi, `1 = 8
q�}

`2 = 1
º�ªv�-��qg��qg�K{�q,�o���K{E��q,}���«K��qS���¼¡

��qg{�½M����q1�K��{(�|q
βik , k ∈ Vi

º ����qg���a�oqA}����|}�qS{(��qS{����a}�qg��¸¿����qS{
aik, k ∈ Vi

{����a}��g¢�����qS{1Ài������qgp"�������Kq
�a�oq±��qg{A½M����q1�o��{v�oq

βik, k ∈ Vi
{�����}A���o¾K�oq1�Y���1qS{A�K���A�����R��{��¬}������d�|�d½�����{���{��

Tk
�|q

Ti
º®¶v���K�¼���

�oq1�|´|��n1p.q;�Y�����a}t�|q����±��qgp.�����a�oq X �Kº ��Q6[�qg{�}5�~�K{�}���YK��º

ak βik βki� X �KÀ�Q�º �0[ÃÀ X �KÀ�Q�º ��¡,[ � \iº � QS� �Kº �
� X �KÀ�Q�º ��¡,[ÃÀ X �oÀ Q�ºß¡,[ � ¡|º ��¡0\ �Kº �
� X �KÀ�Q�º ¡#[ÃÀ X �KÀ�Q�º \�¡,[ � �oº ]�¡ Q �Kº �
� X �KÀ�Q�º \�¡,[ÃÀ X �oÀß�|º �#[ � �oº �,la¡ �Kº �
� X �KÀ �oº �0[ÃÀ X �KÀ �oº ��¡,[ � �oº �,la¡ �Kº �
� X �KÀ �oº ��¡,[ÃÀ X �oÀß�|ºß¡,[ � �oº ]�¡ Q �Kº �
� X �KÀ �oº ¡#[ÃÀ X �KÀ �oº \�¡,[ � ¡|º ��¡0\ �Kº �
� X �KÀ �oº \�¡,[ÃÀ X �oÀ �oº �#[ � \iº � QS� �Kº �

����� � ¡ � �\����q1�o��{(�|q
βik

q�}
βki

{��o��½M����}2���¼¸¿����q
ak

�|q
Tk

²\����^"�oqgp.q1�a}D�|q;}����|´ ]

A h �i§�U5Ë � @ ©$��� �o���S����{�q&�K���K{D�1q�}Aq�´|q1p.�o��q&��q-�1�����1�o���|q-���.½M����q1�K�tp"�M´|��p.����q&�oqg{t�1���K{�}����a}�qg{
βik(βki)

�o���K{W��qv�1��{,�® �o�"p"����������¢�q2�o���|²·�����|¸¹����p.q�º�x|�o�o�R��{����K{,���KqD�o���Y{\{���p.p±qS{W�o���K{\���&{��¬}��K�M²
}������k�|qJ��� YY¢��o��q3�oºß��QMº5Â�qS{-½�����{����K{&�o� }��������o¢���q

Ti1
{����a}

Tk1

q�}
Tk2

º ÂEq3½�����{����¨�|qg{&}��������o¢���qg{
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Ti2
À

Ti3
q1}

Ti4
qg{�}

Tk3

ºtªv�Ï�o��}�qÖ��qS{����a}�qg��¸¿����qS{3�o���|²·�����o¸¹����p±qS{3�Y���
a1 = Ti1

⋂
Tk1, a2 =

Ti1

⋂
Tk2, a3 = Ti2

⋂
Tk3, a4 = Ti3

⋂
Tk3

q�}
a5 = Ti4

⋂
Tk3

º,ªv���|���K�oq �o���K{±��q�}���«K��qS��� �
��qg{v½M����q1�o��{t�oq

`1

q1}
`2

�Y���o�t}����|}�qg{v��qS{t���a}�qg��¸¿����qg{t�o���o² �1���|¸¹����p.qg{gºKÂEqg{vp.��´|��p¼�op"{t�|q-}����Y{t��qg{
`1

q�}
`2

{����a}
` ����1 = 2.7

q1}
` ����2 = 4.0

�a�o�N��������qg{��Y���K�|qg��}A��qS{��Rqg��}���½�qgp±qg�a}A���o´³���a}�qg��¸¿����qS{
a1q1}

a3

º®ªv��� L ���� = max(` ����1 , ` ����2 ) = ` ����2

º �t�o�o�����a�o���K{D��q���q1p.p.q¼� $o���³�1�������K��q&{�q1�o��q1p.qg��}
���±½M����q1�o�t�oq

βki
�a�o����������qg{��Y���K�3Á.�» ���a}�qg��¸¿����q

a3

���K��qg{�}D��q�p"��´i��p-�KpF�|q;}����|}�qS{2��qg{2½M����q1�K��{2�|q
βik

q1}
βki

º

a a a a a4 5321

T

T

T

T T T

k1

Tk2

i1 i2 i3 i4

k3

� ����� �oºß��Q � nN´|q1p.�o��q&�® �o� p"����������¢�qv�o���|²·�����o¸¹����p±q

����}�q1��¸¿���1q
`1 `2

a1

�|º \ Q�º �
a2

Q�º � Q�º �
a3

Q�º � �Kº �
a4

Q�º � �|º �
a5

Q�º � �oº �
����� �R� ���\����qg�o��{2�oq

`1

q1}
`2

�Y���o�(}����|}�q���qg{(���a}�qg��¸¿����qg{

� �2LM�('5�2��+��2


��Q � �-º �,qg�|²·l����,���Y� �&ºNrDqgp.�����M½|{�°i�»º � � �W�-����>�����b��� 	 2 	�	 � � ��� ���K! ��� ��� �(�*��� º�l�qg��mK�o�����|² j~{�����qg�j·�Y{~}��¬}��|}�q&��¸ l�qg��mo�K������¢�z�Ào�������Kº
� ����u¨º ��q1���K����°i�»ÀaÂWº moq �g���o�»ÀKx ºoÂ����a}�qg���»À|���K��x º|�\���Yqg���K�Kº5�N����������qg�R�K�K{~}����Y�Ã}��K��qS�3p.qg{�m�{�����½�q1��{

¸¹���Jmoq1}�q1����¢�q1�oqg���K{±µ(�_½�q��o�����K��¢��M}������k�o����«K��qgp.{gº�� �#�1� � � ��� � � � �6�#��� ��À(��� X ]0[ $ \_��� ��\M���KÀ
�������oº

� ��� �¼º �&º ����°i���i���Y�-��ºM¯A���Mµ2���K{�°i�Îº �D�¼���Rq1���M}�����{��o���¬}�}����o¢v{���moq1p.q,µ2�¬}�m¼�A�|��{�}�����«o�|}�qS�&ÂE��¢������o¢�q
p¼�o��}����o����q1�t«K��{�qg� YY�Ã}��¬}������K{2�|��p.������p.q�}�mo�|�3¸¹���2µ��_½�qv�K�����K��¢a�M}������3�o����«o��q1p"{1º�� � � ��- �1��� �
! ���(� ��À ����¡ $ ���a� �|���#]oÀi�����a¡|º
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	 ��� ����� ���*�$���1� ���� �K�����W���

� � �&x®º ���Mz|� ���Y�¨Â\º �\���K�oq1�i«Yqg��¢�moq�º � ��� ���
! � � �1���-����6���W�b��� ÀN��mK���|}�qg� Q����K�k�oº�����p¼«o�����|¢�q
st�o��½�q1��{��¬}~zJ�W��qS{�{gÀK�������Kº5�|��{��R���K��«o��q&{��o����� ���������
	�	�	� � �������������� ������� ∼ � �
 !��� ��"$# � ���&%�º� ¡���r-ºE�����o���oq�}SÀRÂWº mKq �g���o�»ÀR���K�dx®ºY�\���Rq1���o�Kº�¶v��{�������}����i�o���K{;¯;����q1��°a����}���p.q�²·�|��p"������{������|}������
��¸;uÍ�M´|µ,qg���» {¼qS�a�K�M}������K{±���?���|�1������za²»��q�YY�oqg�k�o���K�1���|¸¹����p.���o¢Ö�1����}�qS{������ ¢������K{1º � � � !('
�5À
��� X �0[ $�QS�,]�Q �1Qg����Q�À�������¡oº� ����u¨º  ºW�,moqg½_������q1�±���K� �&º �Yº ÂE�oq1«K«Yqg��{gº m5¶vl2¶0���i�g���,¢������Öµ2��}�m p.��}�qg�������N}����_½�q1��{�q�º 	)'('('
* �
��� � � � ��� ���3�1� ! �
�K����/0�����b��� ÀK�a¡ X �0[%$ ��Q#Q �i�a��Q�À�Q>l,l0\|º

� \#���Yº ²»�5ºD�,�����o�ÎÀ�Â\º moq �1���K�ÎÀ(���K� �-º(xi}�q1½�q�º �C�K����������qg�2}���p.q�²·�|��p"����� p"��´iµ�q1���t{�����½�qg�J�K{����o¢
�K�aµ2���K� {���moq1p.qS{����K�d}��������o¢��o�����;p±qS{�mKqg{gº 	 � ! � � * � ��- �1��� � 	 ��� ��' �0/ ��À�¡ X �#[ $ß��Q_¡ �o�M� \|À
Q>l,l��oº

� ]�� �Aº��,�|��°i«o�o����À�¯±º ntº��������o�����o��°a��{gÀR���K�Ö�vº  ºEximi��À®qS�|�¬}�����{1º '+���������3�W��3����� �M� �������
	��� -.��2� � �>�(� �+* ���K��� �#� ����- �1��� �����b������� � ���,�1� �b�K���W�b��� � À ½������op.q.Q,Q;��¸ � ���������
�+, ��� �*� �� � ��-�� ��� ��2���b��� ���(	 ���b��� �K����� � ' � /��� �����*�� / º,x|�o�����o¢�q1��² �Nqg������¢YÀi�������Kº
� l��&¯±º®�,��moqg��À.--º3moq1������qg��qS{1Ào���K��x®ºo�5q1���oq�}Sº � {��Y�M}������®mK��¢�m�{��K��}������®�����|qg��mKq�´o��moqS�|�������|��{��1���|²

}����i�o���K{;¢�����qg��°i���Íp.q�}�mo�|�d}�� {�����½�q±uÍ�M´|µ,qg���» {vqS�a�K�M}������K{A����}���p.q"�|��p"������º"��Q�\ X �YºE�,��p.��º�Wmaz|{gº [ $ ���a� �|�����KÀi�������oº
� Qg��� m�ºK�,���������o�YÀ�l;º mo���K�a�oq�}SÀi���K�"�5ºi������z�º��,���K{�q1��½M�M}���½�qD{��K����q�²»}���p.qtp.qg{�mJ��q�YK�Kq1p.q1�a},p.q1}�mo�|�o{

¸¹���(}�moq+m5¶Al2¶={������|}���������¸Nu³��´iµ�q1���» {�qg�a�K��}������K{gº�� � � ��-�� ��! � �(� ��À ��Q#Q X Q([ $ l �|��¡oÀ|�������oº� Q,Q � m�ºR�,���������o�KÀox ºY¯;�����1ng{gÀa���K��� ºY������z�º � YY��}���}������K{2�o��p"�����3p.q�}�mo�|��¸¹���2�����|¸¹����p"��� p.�i�oq1�����o¢
��¸®}�moqv�Yqg��¸¹qS�Ã}Wqg��qS�Ã}������t�1���K�|�Y�Ã}�����{\���.}�moqZm5¶Al2¶Vp.q1}�mo�|�®º 	/'('('0* �K��� � � ��� � ��� ���3�1�������1�
! �
�K����/0�����b��� ÀY�a� X QS�#[%$�Q_¡�Q>l �1Q_¡����oÀ Q>l,l,]Kº

� QS��� m�º��,���������K�KÀR� º�������z�À®���K� m�º®u ��������}Sº+m����Ã}��¬}������K{��|��p.�����dp.q�}�mK�i�³¸¹���;�o�K{�}�qS���|z��o����«K��qgp.{ $
���o�o�����g�M}������3}��"q1��qg�Ã}�����p"��¢��Kq�}����A{��g�M}�}�q1�����K¢Kº � � � ��-�� ��! ���(� ��ÀHQg�#] X �#[ $ l�� \ ��l��,]KÀ�Q>l,l0\|º� Qg���;ÂWº moq �1���K�ÎÀ\x º\Â����a}�qg���»À5x®º\Â���mK��qg�o¢�qg�ÎÀ5���K�?x ºN�\���Yqg���K�Kº?�,���a½�q1��¢�qg�K��q3���K�k{�}���«o������}~z ��¸v�
�o��{�������}����i�o���K{v¯;����qg��°i����}���p±q1² �o��p"����� p.q�}�mK�i� ¸¹���2}�moq-moq1}�qg����¢�q1�Kq1���Y{2u³�M´|µ�q1���Eqg�a�K��}������K{
�����o�K{�}����K�Ã}��o��qS�3p.qS{�moqS{1º�' 	 � 	 � � � ��� � � � �6�#��� � ���1�1, ��-V��� � � � ��� ��ÀY�,l X �#[%$�Q#Q1�0l �1Q#Q(\��oÀ
�����a¡|º

� Q1� �;�Yº�m ����moqg��}~z�ÀK��ºKÂE�Mz�ÀKu ºRximoq1�KmK�����®ÀK���K���KºKl�q1��qg{����YºWxi��¸Ô}~µ(����qA¸¹���2}�moq��K����������q1�����o���|}��M}���½�q
{������|}������ ��¸������Y{�qg��½M�M}������ ���_µD{"«iz �o��{�������}����i�o���K{3¯;����qg��°i���?p.q1}�mo�|�o{gº � ���������
�2, ��� ��� ��
� ��-�� ��� ���W�b���1����	 ���b���1��� ���1� ' �0/,��1�����*��0/ Ào�K��¢�qg{�Q,QS� � QS�M�YÀi�������oº

� QS¡��;�Yº®x º �tqg{�}�mK�_½�q1� ���Y�³l;º�Ö����«o�o��}�����ºDrD�|�o����mo��¢�mo²»�����|qg�2p.q�}�mK�i�K{t���³�o�K{�}����K�Ã}��o��qg��¢������o{1º
� � � ��- �1��� ��! � �(� ��À&Q6]�Q $ Q6]�� �o����Q�Àa�������oº

� Qg���;�Yº ¶-º�������°i{����Eº � ���������b����� ' �������W�K�6� ���1��-��b��� ºÌ����mo�  ����q1z?���K� xi���K{gÀ j~rA�vÀ\}�mo�����?qg�o�¬}������
qS�|��}�������ÀGQ>l,l#]oº

� Q(\#��-¼ºa���»À�l;ºiÂ���À  º|�����ÎÀa���K�.�5º �RmK���K¢Kº®¶t��{������a}����i�o���K{W¯;����q1��°i���.}���p.qt�o��p"����� X ¶;¯;l2¶�[Wp.q�²}�mo�|�o{v¸¹���t}�moq±{~}��K�|z���¸,�M² ¶ µ��_½�q1¢��o���oq�²·�����K�o��qS�3p.�������������K¢J��qS{����K�M}�����{1º � �����*� ��� � 5 � � /#� ��2
"$� �(� * �������1��� �
/ � ÀR��� X Q#Q>[ $ �,]���� �|�,]0\M�KÀ������a¡|º� Q6]�� �-º �-º ����«K��°a�����EÀ �-º�ximK���o°M���SÀv���Y�  º�m�º �t�����»º�sD�Y{~}����K��}��o��qg��¢������i² «K��{�qS�Ì�o��{�������}��¬²
�i�o���K{W¯;����qg��°i���±p.q1}�mo�|�¼¸¹���\«K���a���|«K���K�¼q1��qg�Ã}�����p"��¢��Kq�}����({���p-�K����}������K{gº � � �45 	 ��� � � ��- �1��� ��À
��� X �#[ $ �a��¡ �a����Q�Ài�������Kº
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� Q6l���jÃºßx º �;��p ���K�  º �Kº ��º �t�iq�¸¹q1�Sº � ���|�g����p.qg{�m ��q�YK�oqgp.q1�a}v����¢�������}�mKp ¸¹���2}�moq�}���p.q-�|��p"�����
YY�o�¬}�q��o� � q1��q1�K�1q\p.q�}�mo�|���K{����o¢vu³�M´|µ�q1���Î {E�1�o����qg�a�K��}������K{gº 	)'�'(' * �
��� � � � �b���
��"$� ��� * � ����� �
* ����� ��ÀY�#] X �0[ $ ]�QS� ��] Q_¡|À�Q>l,l��oº�ß�����;u¨º5u³����ºÖ¶v��{�������}����i�o���K{.¯;����q1��°a��� p.q�}�mo�|�¨«K��{�qS� ���k�a�K���|�������M}�q1�����\p.qg{�m ¸¹���±u³��´|µ,qg���» {
qS�a�K�M}������K{1º�� ��
��������� � ��-�- ���3�b�������b��� ����� � � �,� � �b��� � ��- �1��� �����b��� ��� ' �������W�K��-V��/,�1���W�b���"�%������ � 	/'('('�� � � ' 	 	 ��� ���*� �����b��� ��� � ���>5����K��� �K�.��� Ào�K��¢�qS{ \��M� � \��0\iÀi�����a¡|º

�ß��Q ��x®º �W���Rq1���o�KÀNu ºN�2qgp"��°i�ÎÀN���K�¨Â\º mKq �1���o�»º �0�o���K�|���R�K{���½�q YY�o�¬}�q�½������op.q�{���moq1p.q3¸¹���±}�moq
}�mo��q1q�²·�|��p.q1�K{������K����u³�M´|µ�q1���Î {�qS���Y�M}������Y{®�����o�Y{~}����K��}��o��qg�;p.qS{�moqS{1º 	 	 � � � � ,+��-.��� � � �1��� ��À
�#l X �#[ $ ���,]#l �|� Qg�#]oÀ��������oº�ß�����;¶¼º l;ºE�\��qg{�����}�}&���K�Ör-º �¼º�ximi�o��q1z�º �Hp.q1}�mo�|�d¸¹���&���K�1�����Y������}����o¢��|��� q1��q1�a}-{�� �1qS�Ö��q1����{;���a}��
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