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¹aÁ�qg{\���S{��o��}���}�{N�i�op.�g�����a�oqg{Np.����}���qg�a}W����������qgp°qg�a}\�Í¬ ���a}��1����}W�|qt�1q2}~zi�Yq
�oq�p°�1}�mo�|�|q�qg��p.����������¡�q;�o���|±¶�����o·¸����p°qA�R���o�D���.�����K��qg�|}������ �­¬ ���a}�qg�o�oqS{1¹ort�g���Kp°�����Y{1¿oªK��qg���a�oq
¼��1��� ZY�1qA�a�Kp°�g�����a�oq1p.qg��}S¿o���°{�}���ªo������}����|q����°p°�1}�mo�|�|q��E¬ qS{~}D�K��{(��}��K�|���1q;}�mK�1���������Kq1p.q1�a}g¹

©v�&{g¬ ���a}��g��qS{�{�q5���1��À(���(���S{������|}������;�a�Kp°�g�����a�oq\�|qS{­�g�a�K��}������K{��oqWu²�M³|´�q1���Mªo���|��p.qg�K{������K�oq1����qS{�qg�
�o��p"�����oq�}�qgp°�R����q1�K�K���N�o�Kq2p°�1}�mo�|�|qD�oq(}~za�Rqt®;����q1��¯i���.�|��{��1���a}����i�°{��o�N�o�.p"����������¡�q�}��������o¡��K��������q
�K���|±¶�����|·¸����p.q�¹YÁEq»�R�����a}&�|q°�o�1�K����};�|q»�K��}���q°��}��Y�|q»qS{~}����Jp.��}�mo�|�|qJ®;����q1��¯i���Ì�o��{�������}����i�²�K���|±
�o��{�{����K��}���¼�qW�K�����Y�a{��gqW�o���Y{%� R 7�� �R���K�����t���g{������|}������-�|qg{ �S���Y�M}������Y{E�|q(u²�M³|´�q1���a}������|��p.q1�K{������o�oqg����qg{
qg�kp"����������¡�qg{-}��1}������S�|�����a�oqg{»�o���|± {�}����K��}��o���g{°�����|·¸����p.qg{g¹\�,q1}�}�q�p.��}�mo�|�|q ����p-ªo���oq��Í¬ �|}�������{��M}������
��¬ �o�KqA���o�o���_³i��p"�M}������.�1q1�a}����1qv�Y���o���Í¬ �1¼M�����K��}������3�|qS{\½Y�|³3���|³"���a}�q1��·¾���1qg{Wq1�a}���qt�g���gp°qg�a}�{,¼�����{����K{
�o��p"����������¡�q�¿KÀ.�o� {���mK�1p"�"�­¬ ���a}��g¡����M}�������qg��}�q1p.�K{v�|q;}~zi�Yq&{����|}�q�± p.���|}�����¹KÁW¬ ��ª|�~qg��}���·5�oq-��q1}�}�q
�1}��K�oq\qg{�}��­¬ q�³|mo��ªYqg�E��qg{������Y�|�«}������K{E{����Y{­��qS{��a�oqg����qg{E��qS{�{���mo�1p"��{E��������qg{��Y���K�o���a}�{����a}�{�}���ªK��qS{1¿�q1} �|q
�1��p.�K����qg�\��qg{W�����Y�|�«}������K{\À&�1q1����qS{N��ªo}�q1�i�oqS{\�o���K{\��qt�1��{\�|qDp"����������¡�qS{N�����o·¸����p°qS{1¹i�,q2�����o�Y����}\qS{~}
����¡a���o��{��,����p.p°q({��o�«}S¹�µA���K{5���v{�qg��}������"�i¿����&·¸����p-�K��q(���tp.��}�mo�|�|qt®;����q1��¯i���°�|��{��1���a}����i�»�­¬ �����|��q(Ä
q1},���J��}���ªo���«}��o�oq;�����K�|��}������J{���_J{�����}�qv�|qA{~}���ªo�����«}��v{��o�,�K�Jp"����������¡�q2}��������o¡��K��������q2�o���o± �1���|·¸����p.q�¹
µA���Y{���� {�qg��}������ 7 ¿���� {�q"�K������qJ�o���K{;��q��1��{��oq"·¸���K��}������K{-�|q"ªK��{�qg{;�K�i�K����qg{

P Ã q1}-��� �|�1}���������q
����·¸����p»�o����}������ �|q���� p.�1}�mo�|�|q�®;µt±

P Ã �o���K{&��q3�g��{-�oqJp"����������¡�qg{&�1���|·¸����p.qJq1}-�o���o± �1���|·¸����p.q�¿qg�§���K{���{�}����a}"{��K�»��qg{°�|��_"�1�o��}��g{.�|�?�1��{-�o���|±¶�����o·¸����p°q�¹&o\� ZK��¿N���k�o���S{�qg�a}�q��K���K{»���d{�qS�Â}������§�K¿
�a�oqg���a�oqS{(���S{��K�«}��M}�{(�i�op.�g�����a�oqg{g¿|���K���Yqg��p.q1}�}�qg�a}t�|q�¼��g����ZKq1�(���.{~}���ªo������}��&�o��{���mo�gp.�K¹

> ���������	���B
�+ ���D��
y#%
&���(' ).�1� ����
E+�!&�»�����.� �o#%@ I
P ���

©v�������Y{����|n1��q°��q.{�z|{�}�ngp°q.�|q"u²��³i´�q1���N��µH�o���Y{v�����Y����������{���}������ }������K{�¼�q1��{�q&�1��qg��}������a�oq.l o
z

Y }����|}�q1·¸����{1¿_}����|}W�1q(�a�o�Y{��o��}N��qS{~}�q(¼_�������|q2�o���K{5��q2�g��{N�|q(���v�R����������{���}������»l2u z
\�¹�rD���K{N�_¼����K{5��mo����{��

�����K�����|����qg�Â}������
Oz

����p°p.qD�|����qg�Â}������.�o����¼i�����1¡����gq(q�}W��qD��mK��p.�.�1��qg��}�����p"��¡��o��}����a�oq(�oqv�|�1�Rq1�K�"�a�oq
�oqg{2�|qg�|³�¼M��������ªo��qg{(�­¬ qg{��K���1q

x
q�}

y
¹oÁ�q&{�zi{�}�ngp.qA���g{��o��}�����}D{g¬ �S�����«}�"





µ
∂Hz

∂t
+

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= 0,

ε
∂Ex

∂t
− ∂Hz

∂y
= 0,

ε
∂Ey

∂t
+

∂Hz

∂x
= 0.

Y �|¹ R?\
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�,qS{J�g�a�K��}������K{3{�����}3�o��ZK�o��qg{��o���Y{J�o� �|��p"�����oq ªY�����K�
Ω
�|q

R
2
¹2©v� ���K�«}���������{�q ��qÌ��mK��p.�

�g��qS�Â}�����p.��¡��o�1}����a�oqAÀ°�º¬ ���K{�}�����}
t = 0

�R���o�
(x, y) ∈ Ω

�K����"





Ex(t = 0, x, y) = E0x(x, y),

Ey(t = 0, x, y) = E0y(x, y),

Hz(t = 0, x, y) = H0z(x, y).

Y �|¹Þ�,\

©v�"{�q(�o���o�oq(�o�.p"����������¡�q,}��������o¡��o��������q,�o���|±¶�����o·¸����p°q(�|q
Ω Y ¼������5���[ZK¡��o��qD�|¹ R6\Â¹�� ���o�\��mK�����Kq�g���gp.q1�a}

Ti
¿|���3�|�S{���¡��Kqv�K��� |Ti|

{�����������qvq�}g¿
εi
q�}

µi
��qS{��Rqg��}���¼�q1p.qg��}(���-�Rq1��p.�«}�}���¼a��}��A�1��qg��}������a�oq

q1}&�����Rq1��p.�g��ªK�����«}��"p"��¡��K��}����a�oq.���|�g����q.�a�o�,{�����}&{��o�o�R��{��1qS{������Y{~}����a}�qS{�{��o�
Ti
¿­q�}

ci
����¼i�«}�qg{�{�q

�oq3�o�����K��¡���}����������|�1����q��|��ZK�K��q��K���
εiµic

2
i = 1

¹N©v�§�o��}�qJ�K���
aik = Ti ∩ Tk

�º¬ ���a}�qg��·¾����qJqg��}���q
�oq1�|³°�1���1p.q1�a}�{\¼�����{����K{ Y �Í¹ qD��q1�o�W���a}�qg��{�qg��}������3\�¹��5���o�\��mY���a�oq2����}�q1��·¾���1q����a}�qg���oq2���.�o��}�qD�K��� ~nik =
t(nikx, niky)

���"�o����p"����q-������q1�a}��gq-�|q
Ti

¼�qg��{
Tk Y �_¼�qS� ‖ ~nik ‖ ���3�����o¡��oqg�o�v�oq aik

\Â¿ �K��� ~̃nik
��q

¼�qg��}�q1�K�\�o�o��}�������qt��{�{��i�1���2q1}W�K��� Vi
�º¬ q1�K{�q1p»ªo��qv�|qg{W���K�o���1qg{W�oqg{\�g���gp.q1�a}�{W¼�����{����K{W�|qD�º¬ �g���gp°qg�a}

Ti
¹

�5���o�W��qg{,���a}�q1��·¾����qS{W���|³°ªR�����o{,�|�3�|��p.�����Kq�¿a�Í¬ ���Y�|���1q
k
�1������qS{��R���K�.À��K�J�1���1p.q1�a} ZY�Â}��«·Eq1³i}��1����q1�o�

���J�|��p"�����oq�¹ix|�o����mY�����K�oqt�|qS{W��qg�����o��qg{g¿����3{�qt�|���K�oqt�o�3qg{��K���1qD¼�qS�Â}�������q1�R�|qv�o��p.q1�Y{������
di
q1}��K�

qg�K{�q1p-ªK��q.�|q°·¸���K��}������K{;�|q.ªK��{�qS{v{��1����������qg{
ϕij , 1 ≤ j ≤ di

¿­���
di
qS{~};��q.�o��p-ªo��q.�|q"�|q1¡����S{v�|q

����ªYqg��}��(�K���K{5���v�1q1�����K��q
Ti
¹a©v�°{��K�o�Y�a{�q2�a�oq2��qS{ ·¸���K��}������K{5�|q(ªK��{�qS{5��¬ ��{�{��o��q1�a}5���K�1�o�oq2������}����i�o��}��

��¬ �o�Kq&��q1�����o��q�À.�o�Kq;���|}���q�¹Y©v� �|��ZK�o��}D�Í¬ qg{��K����q P �­¬ ���K�o���_³|��p"�M}����������|�g���­�K��� "

P :=
{
W ∈ L2(Ω) | ∀i,W|Ti

∈ P Ã } ,
�	�

P Ã qg{�}\�Í¬ qg{��K���1q2�|qg{N�R����zi����p.qS{N�|qD�|q1¡����2ÄW¹a©v�.p-�o��}����o����q2��qD{�z|{�}�ngp°q Y �|¹ R?\ �K���N���v·¸���Y�Â}������"�|qªY��{�q
ϕij

�K�o��{,���3���a}�ng¡���qt{��o�
Ti
¹|©v�"��ª|}���q1�a}����o��ng{\���a}��g¡����M}������"�Y���W�Y����}���qg{\��qv{�z|{~}�n1p.qv{��o��¼M���a} "





µi

∫

Ti

∂Hz

∂t
ϕij −

∫

Ti

Ey
∂ϕij

∂x
+

∫

Ti

Ex
∂ϕij

∂y

+

∫

∂Ti

Eyϕij ñikx −
∫

∂Ti

Exϕij ñiky = 0,

εi

∫

Ti

∂Ex

∂t
ϕij +

∫

Ti

Hz
∂ϕij

∂y
−
∫

∂Ti

Hzϕij ñiky = 0,

εi

∫

Ti

∂Ey

∂t
ϕij −

∫

Ti

Hz
∂ϕij

∂y
+

∫

∂Ti

Hzϕij ñikx = 0.

Y �|¹ 7 \

�5���K�E}����|}N��mK��p.�
X ∈ {Ex, Ey , Hz}

���-�o��}�q,�K���
Xi

���D�K�����~qg�Â}������
L2
±º����}�mo��¡����K����q\�|q

X
{��o�

�º¬ qg{��K���1qt¼�qS�Â}�������qg�������	� {ϕij , 1 ≤ j ≤ di}
�|��}��������o¡���q

Ti
¹K©v���-���-�K�����o������}��v�1����{�{����a�oqA{��K��¼M���a}�q "

∀ϕ ∈ �����
� {ϕij , 1 ≤ j ≤ di},
∫

Ti

Xi.ϕ =

∫

Ti

X.ϕ Y �|¹ �0\

Ñ�Ñ Ü�p�q?r4s*t�u�v*w�x�y*z



^ ����� ��� ���
	 ��� ����� ���*�$���1� ����
 �L�����X���

®A����ªK����qgp.q1�a}g¿|�����°���°��qg�o���S{�qg�a}��M}��������|��{������a}����i�oq�{��o��¼M����}�q��|qg{2��mK��p.�K{�"

X '
∑

i

Xi(t, x, y) =
∑

i

di∑

j=1

Xij(t)ϕij(x, y), Y �|¹Þ ,\

�	�
Xij

�|�S{���¡��KqW��q
jieme �|q1¡����W�oq\����ªRq1��}��,�oq

Xi
¹�©v�&�o��}�q\�K���

Xi
��q\¼�qg�Â}�q1�o� ���������o�oq

(Xij)1≤j≤di

¹
ÁEqg{t���K�1���o�i�oqS{D�i�op.�1�������Kqg{D�|q»���Jp°�1}�mo�|�|q°{����a}v�|qg{v���o�K���_³|��p.��}������K{2�oqg{

Xi
�a�o� �Rq1�o¼�q1�a}#��}���q

�����Y{��(�|����qS�Â}�qgp.q1�a}°�o}�������{��gqg{°�R���o�"�1�����1�o��q1�°��qS{»���a}��g¡�������qg{&¼������op.���a�oqS{-q1}.{��o��·¾���1���a�oqS{»�|q Y �o¹ 7 \Â¹�W�o��{��a�oqv���K���K�oqv�1���a}����i�o�«}��t��¬ qg{�},��p.�Y�a{��gqv{��o����qS{,��mK��p.�K{W�­¬ �o�oq;��qg�����o��qvÀ-�o�oqv���|}���q�¿a�R���o���1¼M�M±
���oqg�E��qg{����a}��g¡�������qg{����|³�ªY�����K{1¿S�|qg{�¼M����q1�o��{E�|qS{���mY��p.�K{E�o����¼�q1�a} ��}���qW�|��ZK�o��qg{ {��K� ��mK���a�oq\����}�q1��·¾���1q
aik

¹ �,qS{D¼M����q1�K��{2�Rq1�K¼�q1�a}#�1}���q&���o�K���|��mo�gqg{D�|q»�|� � �1��q1�a}�qg{2·¾�������K{1¹ ©v�²�|�g�1���|q-���1���­¬ ���|���|}�qg�D�o�oq
���o�o���_³|��p"�M}������3��qg�a}����1q;��}��K�|���1q&�o���K{�� ��� � ±��Þ��R � "

k ∈ Vi, ∀(x, y) ∈ aik, X(x, y) ≈ Xi(x, y) + Xk(x, y)

2
. Y �|¹ �#\

�,���K��qg���K���a}\���&�o��{�������}���{��M}������»}�q1p.�R����q1����q�¿����"�o}�������{�qv�o�3{���mo�1p"��{����|}�q�± p.���|}����"����p°p.qt�K���K{
�Þ��R � ± ��R 7!� ¹ ÁEqg{-�oq1¡����g{»�|q3����ªYqg��}�����{�{��i�1���S{-���§��mK��p.�§�g��qS�Â}��������Kq

Ex Y ��qS{��Rqg��}���¼�qgp°qg�a} Ey
\»{����a}

�g�������o���g{����|³����K{�}����a}�{
tn = n∆t

q�}N{����a}��o��}��S{
En

xij Y ��qg{��YqS�Â}���¼�q1p.q1�a} En
yij

\Â¹_Á�qg{ �|qg¡����g{E�oq,����ªRq1��}��
��{�{��|�����g{,���3��mK��p.�Jp"��¡��K��}����a�oq

Hz
{����a}��a�K���a}(À&q1�o³"�g�������o���g{,���|³"���K{�}����a}�{

tn+ 1
2 = (n +

1

2
)∆t

q1}t{����a}(�K��}��S{
H

n+ 1
2

zij

¹

Τi

a Τ
n

k
ikik

�������­�|¹ R��JuÌ����������¡�qt}��������o¡��o��������qA�o���o± �1���|·¸����p.q;�|q
Ω

k¶� ��qS{~}�q��Y���o�v�1��p.�o����}�q1�D��q-�1���|��q-�|q&�o��}���q���}��K�|q»À"�o��ZK�o���t��qg{v�����K�|��}������K{v���|³�����p.�«}�qg{g¹ xi���«}
�K�oq��1q1�����K��q

Ti
���ÎªR�����Î�|� �|��p.�����Kq�¹D©v�V�����K{����|ng��qd�o�oq ��qg�����o��q ZR�Â}���¼�q

Tk
q1}����Î�o��}�q��K���

aik
�Í¬ ���a}�q1��·¾����q°·¸�����a}���n1��q�¹�ÁEqg{&�1���K�o�«}������K{����|³d����p.�«}�qg{-{����a}���ªo}�q1�i�oqS{�À��K����}����&�|qS{;��qg����}������K{��|q

�Y��{�{���¡�q&À.}����_¼�q1��{(��q»ªY�����²�o�Ì�|��p"�����oq
Ω
¿R�|���K��qg�²��p.�R��{����a}v�|qS{t¼M����qg�o��{v���|³ ��mK��p°�Y{t{��o�t��qg{

�1q1�����K��qS{&ZR�Â}���¼�qS{
Tk
¹M�5���o���º¬ ���K����z|{�q,�|q2{�}���ªK�����«}��,���g������{��1q,�K���K{ ���v{��o��}�q�¿_���»{�q,����p.��}�q2Àv�Í¬ �|}�������{��M}������

�oqJ�����Y�|�«}������K{��|q"����½Kq1³|�����Ì}���}�����q Y �K����q1³|q1p.�o��q�¿E���|}����o�&�­¬ �o� ��ª|�~q1}&p.��}������������Kq"�K����·¾����}�qgp°qg�a}
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	��
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�
����/0���+�1���324�����65����*-.��� m

�1���K�o�K�Â}�q1�o�*\;�a�o�,{�q.}������|�K��{�q1�a}&�K���&��� �1���a}����i�o��}��J�|qJ��� ����p.�Y�a{�����}�q°}����K¡�q1�a}���qg����qJ�|qg{»��mK��p.�K{
Ex

q�}
Ey

q�}t�|q����.����p.�R��{����a}�qA�o����p"����q��|q
Hz

¹Y�,qS{D�����K�|��}������K{2{g¬ �g������¼�q1�a}�"

∀(x, y) ∈ aik :





En
xk(x, y) = −En

xi(x, y), En
yk(x, y) = −En

yi(x, y),

H
n+ 1

2

zk (x, y) = H
n+ 1

2

zi (x, y).
Y �|¹ ]�\

©v� �°�K���D��������q1�o��{���qS{2�o�����o�����1}��S{,¡��1��p°�1}������a�oqS{({��o��¼M���a}�qS{�"

1.
∑

k∈Vi

~nik = 0
q�}

2. ~nik = −~nki. Y �|¹ ^#\
�5���K�

x = {x, y} ¿K�����o��}�q��K��� P x
i =

∑

k∈Vi

|nikx|
��q��R�1����p°n1}���q&{��K��¼M���a}

x Y ��qS{��Rqg��}���¼�qgp°qg�a} y
\

�o�-}��������o¡���q
Ti
¹�Á�q2{���mo�1p"�A®;����q1��¯a���»�o��{�������}����i�°{1¬ �g�1����} Y ¼������5�º¬ ���o�oq�³|q(�o¹ 7 �R���K� �K���K{N�oq��|�1}�������{L\%"





µiMi

(
H

n+ 1
2

zi − H
n− 1

2

zi

∆t

)
= Mx

i En
yi − My

i En
xi −

∑

k∈Vi

(
F n

xik − F n
yik

)
,

εiMi

(
En+1

xi − En
xi

∆t

)
= −My

i H
n+ 1

2

zi +
∑

k∈Vi

G
n+ 1

2

yik ,

εiMi

(
En+1

yi − En
yi

∆t

)
= Mx

i H
n+ 1

2

zi −
∑

k∈Vi

G
n+ 1

2

xik ,

Y �|¹ m \

�	� "




F n
xik = Sx

ikEn
yk , F n

yik = Sy
ikEn

xk,

G
n+ 1

2

yik = Sy
ikH

n+ 1
2

zk , G
n+ 1

2

xik = Sx
ikH

n+ 1
2

zk .
Y �|¹ Rg�0\

Á��3p"�M}�������q°�|q°p.��{�{�q
Mi Y ��¬ �����|��q di

\DqS{~}�{�zip.��}������a�oq»�o��ZK�o��q°�Y�a{���}���¼�q�¿Yq1}A��qg{Ap"�M}�������qS{v�|q
����¡����|�«}��g{

Mx
i

q�}
My

i Y �­¬ �����|��q di
\A{����a}&���a}���{�zap.�1}������a�oqS{1¹­ÁE��p"�M}�������q

Sik
qg{�}���¬ �����|��q

di × dk
¹

�,qS{(p"�M}�������qg{2{����a}D�|��ZK�o��qg{(�K���2��qS{(��qg����}������K{2{��o��¼_���a}�qg{�"






(Mi)jl =

∫

Ti

ϕijϕil,

(Sx

ik)jl =
1

2
ñikx

∫

aik

ϕijϕkl
�R���K�

x = {x, y},

(Mx
i )jl =

1

2

∫

Ti

(∂ϕij

∂x
ϕil − ϕij

∂ϕil

∂x

)
,

(My
i )jl =

1

2

∫

Ti

(∂ϕij

∂y
ϕil − ϕij

∂ϕil

∂y

)
.

Y �|¹ R,R(\
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RS� ����� ��� ���
	 ��� ����� ���*�$���1� ����
 �L�����X���

µA���K{D���.{��o�«}�q�¿o�R���K�D{���p.�o����ZKqg�2�Í¬ �g�1����}��o��q�¿|�����|}�������{�qA��qg{D�o��}��M}������Y{2{��o��¼M���a}�qS{�"

F
n+ 1

2

xik =
F n+1

xik + F n
xik

2
, E

n+ 1
2

xi =
En+1

xi + En
xi

2

���
x = {x, y}. Y �o¹�R_�,\

¢ �i¦ � 	�b­¥ � :�� � � ���*� � �
�L� �*�������*� �*���������3� ��� � � �����
x = {x, y} �

� �*� aik
���*� ��� � �
�3� ��� 5��,��� �
��� ���*� � ���������

tSx

ik = −Sx

ki

�
� �*� aik

���*� ��� � �
�3� ��� 5��,��� -	��� ���
� ��
��������������
tSx

ik = Sx

ik

�

�
��� ��������������� �"!#���%$'&)(��*�,+-�����".�!��/$0!��213�"45���

©v������}����|�|�K�«}2�º¬ �g�oq1��¡���q��|��{�����n�}�q�{��o��¼M���a}�q "

En =
1

2

∑

i

(
εi

tEn
xiMiE

n
xi + εi

tEn
yiMiE

n
yi + µi

tH
n− 1

2

zi MiH
n+ 1

2

zi

)
. Y �|¹ R 7 \

©v���1¼M�����oq;p"�����a}�qg�K���a}2���°¼M�������M}��������­¬ �1�oqg��¡���q;��� �1���o��{(�­¬ �K���Y��{2�|q;}�q1p.�K{�"

∆E = En+1 − En

=
∑

i

[
tE

n+ 1
2

xi εiMi(E
n+1

xi − En
xi) + E

n+ 1
2

yi εiMi(E
n+1

yi − En
yi)

+tH
n+ 1

2

zi (
µi

2
)Mi(H

n+ 3
2

zi − H
n− 1

2

zi )
]

= ∆t
∑

i

[
− tE

n+ 1
2

xi My
i H

n+ 1
2

zi + tE
n+ 1

2

xi

∑

k∈Vi

G
n+ 1

2

yik + tE
n+ 1

2

yi Mx
i H

n+ 1
2

zi

−tE
n+ 1

2

xi

∑

k∈Vi

G
n+ 1

2

yik + tH
n+ 1

2

zi Mx
i E

n+ 1
2

yi

−tH
n+ 1

2

zi My
i E

n+ 1
2

xi

+tH
n+ 1

2

zi

∑

k∈Vi

(F
n+ 1

2

yik − F
n+ 1

2

xik )
]

= ∆t
∑

i

∑

k∈Vi

[
tE

n+ 1
2

xi G
n+ 1

2

yik − tE
n+ 1

2

yi G
n+ 1

2

xik + tH
n+ 1

2

zi (F
n+ 1

2

yik − F
n+ 1

2

xik )
]
.

µA���K{D���°}�������{���ngp.qA�g¡�������}���¿i}����Y{2��qS{�}�qg��p.qg{t���K�E������}���qg�o�oqg��}
Mx

i

q1}
My

i

{g¬ �g����p.���oqg�a}t�1���D�1qg{
p"��}������1qg{D{����a}v����}���{�zip.��}��������Kqg{2q1}g¿Y�K���K{t���J�a�K��}�����ngp.q��1¡�������}���¿o}����K{t��qS{2}�qg��p.qS{D�o���Y{D���J�|���Kªo��q
{���p.p"�M}��������1������qS{��R���K�oq1�a}(���|³3���a}�q1��·¾���1qg{2�|qS{(�1���1p.q1�a}�{1¹R©v���.�|���Y� "

∆E = ∆t(A + B),
�	� "
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A =

internes∑

interfaces

[
tE

n+ 1
2

xi G
n+ 1

2

yik + tE
n+ 1

2

xk G
n+ 1

2

yki − tE
n+ 1

2

yi G
n+ 1

2

xik − tE
n+ 1

2

yk G
n+ 1

2

xki +

tH
n+ 1

2

zi (F
n+ 1

2

yik − F
n+ 1

2

xik ) + tH
n+ 1

2

zk (F
n+ 1

2

yki − F
n+ 1

2

xki )
]
,

B =

metalliques∑

interfaces

[
tE

n+ 1
2

xi G
n+ 1

2

yik − tE
n+ 1

2

yi G
n+ 1

2

xik + tH
n+ 1

2

zi (F
n+ 1

2

yik − F
n+ 1

2

xik )
]
.

©v���|}�������{�q Y �o¹�RS�,\Â¿ Y �|¹ RS��\�q1}D���°��q1p"�����a�oq�RA�R���K�t�1�����1�o��qg� A
q�}D����}������K¼�q "

A =

internes∑

interfaces

[
tE

n+ 1
2

xi Sy
ikH

n+ 1
2

zk + tE
n+ 1

2

xk Sy
kiH

n+ 1
2

zi −

tE
n+ 1

2

yi Sx
ikH

n+ 1
2

zk − tE
n+ 1

2

yk Sx
kiH

n+ 1
2

zi +

tH
n+ 1

2

zi Sy
ikE

n+ 1
2

xk − tH
n+ 1

2

zi Sx
ikE

n+ 1
2

yk +

tH
n+ 1

2

zk Sy
kiE

n+ 1
2

xi − tH
n+ 1

2

zk Sx
kiE

n+ 1
2

yi

]
= 0.

�5���K�D�1�������K��qg�
B
¿o�����|}�������{�q Y �|¹ Rg�,\�¿ Y �o¹�R_��\Â¿ Y �|¹ ]�\�q�}D���°��qgp"�������Kq R�¹ ©v�3}������o¼�q "

B =

metalliques∑

interfaces

[
tE

n+ 1
2

xi Sy
ikH

n+ 1
2

zk − tE
n+ 1

2

yi Sx
ikH

n+ 1
2

zk +

tH
n+ 1

2

zi Sy
ikE

n+ 1
2

xk − tH
n+ 1

2

zi Sx
ikE

n+ 1
2

yk

]
= 0.

µv���K��¿Y�R���K�A�|qS{t�1���K�|��}������Y{v���|³�����p°��}�qS{v�oq&}~zi�Yq»p.��}������������Kq»{�q1�o��q1p.q1�a}S¿K�º¬ �g�oq1��¡���q&qg{�}vq1³o���Â±
}�q1p.q1�a}������K{�qg��¼��1q�¹ �,q°���S{��o��}���}AqS{~}�����mo�1��q1�a};�_¼�qg�-��q»}�mK�1����n1p.q°�|q»�5�Mzi�a}����o¡K¹E©v�²�����K�Yqg����q°�a�oq
�º¬ �1�oqg��¡���qD�g��qS�Â}�����p.��¡��o�1}����a�oqDq1�3}�������{,�o��p.q1�Y{������K{��­¬ qg{��K���1q�¿i�o���Y{W��qv¼i���|q�¿iqg�3��ªK{�q1�Y��qv�oqA��mK����¡�q
q1}t�|q������o�����a}g¿|¼��g����ZKqA��q;}�mo�1����ngp.q;�oqA�5�Mzi�a}����o¡ "

∫

V

∂E
∂t

dv +

∫

∂V

~P .~̃nds = 0.

�R���K�(}����o}t¼������op.q
V
·¸q1��p.�&�|q;·¸�����a}���n1��q

∂V
���1¡��o����q1�S¿|��� E qg{�}D�º¬ �g�oq1��¡���q;�1��qg�Â}�����p"��¡��K��}����a�oq;q�}

~P
qg{�}D��q;¼�qg�Â}�q1�o�D�oq�� �Mzi�a}����o¡.�|��ZY�o��{D�K����"

E =
1

2
[εt ~E ~E + µt ~H ~H ],

q1} ~P = ~E ∧ ~H.
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R_� ����� ��� ���
	 ��� ����� ���*�$���1� ����
 �L�����X���

�5���K�,�|qS{W�����K�|��}������K{,���|³.����p.��}�qg{��|q2}~zi�Rqtp.��}����������a�oq ~E ∧ ~̃n = 0
q1}W��qD}�mK�1����n1p.qD�|qv�5�Mza�a}����o¡

p.����}���q��a�oq;�º¬ �g�oq1��¡���q;qg{�}(q1³o���Â}�q1p.q1�a}D�����K{�q1��¼��1q�¹

�
�)� � ����� !�� !���+ $�( �21��*+�� �

©v� ��moqg����moq�p"�����a}�q1�Y���a}JÀdq1³|mo��ªRq1�"�K�oq²�����K�|��}�������{���_J{����a}�q �|q {�}���ªo������}��²�|q����Õp°�1}�mo�|�|q
®;����qg��¯i�����o��{�������}����i� Y �o¹ m \¶± Y �|¹ Rg�,\¶± Y �|¹ R,R6\A������{����Kq»��qg{&�1���K�o�«}������K{����|³d����p.�«}�qg{&{����a}-�|���o�o�1qS{;�K���
Y �|¹ ]�\Â¹Y�5���o�t�1q1���o¿Y����¼�qg�|}v�|�gp°���a}���q1�D�a�oq&�º¬ �g�oq1��¡���q&�|��{��1��n1}�q Y �|¹ R 7 \(qS{~}v�o�oq�·¸����p.q&�a�K���o����}������Kq�o��ZK�o��qD�R��{��«}���¼�qt{����K{W�o�oqv�1���K�o�«}������J�|q2}~zi�Yq�� n Á²{��K�

∆t
�a�o�K�R���o��������}��~���oqg�W��qD� ����qt�|q2·¸���K�Â}������

�oq,Á�za���o�K�o�M¼v�|qW}����|}�qS{E��qg{����Y�����K�a�Kqg{��i�op.�g�����a�oqg{%� �0] � ¹M©v�&�R���K�����2��������{E�1���K�1���o��qW�a�oq,��q�{���mo�gp"�
qS{~}D�1���K�|��}������K�oq1����qgp.q1�a}t{~}���ªo��q�¹
	 � V,ÆKÇ?D�
i¤ � :�� � �*�?�#� ����� 
���� ������� � �����$���*�c��� /�� �

Ti
� �
�h�
!#���*� �+��� � ��������� ���3� �

αi
� ���
���	
���� �

∀X ∈ �����
� {ϕij , 1 ≤ j ≤ di}, ‖∂X

∂x
‖Ti

≤ αiP
x
i

|Ti|
‖X‖Ti

,

∀X ∈ �����
� {ϕij , 1 ≤ j ≤ di}, ‖∂X

∂y
‖Ti

≤ αiP
y
i

|Ti|
‖X‖Ti

.

Y �|¹ R1� \

� ���1��� � � ��� ‖X‖Ti

��� �1���*-W�
L2
��� � � ��- �

X
�*���

Ti
� � � � ‖X‖Ti

=

∫

Ti

|X |2 � � � ���X�
� �����
��� ����� � �W-
��-W�+� ��� �����c��� � ����� � ��� ���
� � �W�1���*-.�

L2
��� � � ��- �

X
����� ��� �
�3� ��� 5��,���

aik
�

	 � V,ÆKÇ?D�
i¤ � A � � �*�?�,���(��� 
���� �������N� ���������*�c��� /�� �
Ti
�,� �������*�
�

Tk � k ∈ Vi � � �
� �L!,���*� � �,�������� �*� ����� �*�
βik
���

βki
� � ���
�����'
���� �

∀X ∈ �����
� {ϕij , 1 ≤ j ≤ di}, ‖X‖2
aik

≤ βik
‖~nik‖
|Ti|

‖X‖2
Ti

,

∀Y ∈ �����	� {ϕkj , 1 ≤ j ≤ dk}, ‖Y ‖2
aik

≤ βki
‖~nik‖
|Tk|

‖Y ‖2
Tk

.

Y �|¹ RS #\

rt��}����K{5�����o�a�oq(���A�����K{�}����a}�q
αi
qg{�}\�|� � �1��q1�a}�q�q1}Np°�����Y{N�����a}�������¡��K���a}�q��a�oq��1q1����q(�|}�������{��gq(�K���K{

� R 7�� ¹N�,q1��� ¼i��qg��}°�|�Õ·¾����}»�a�oqJ��qg{-�Y�g����p.n�}���qg{»{��K��¼M���a}
x
q�}

y
�o��}��g{

P x
i

q�}
P y

i

��qg{��YqS�Â}���¼�q1p.q1�a}g¿
{����a}°�o���Y{»�Rq�}��«}�{"�a�oq3��q��R�1����p°n1}���q���¬ �o�k}��������o¡���q

Ti
¹5µvq��o���Y{1¿5���?�²���a}����i�o�o�«}.�o�oq��|qg�|³|��ngp°q

�1���K{�}����a}�q
βki

�o���K{;�º¬ mazi�R��}�mong{�q3�����K�\��¬ ���Y��{��1}��J���o���|}��1q"�o���Y{ ��R 7!� ¹5©v��p.��}���¼�q1������qJ��mo���«³
�K���K{(���.{�qS�Â}������ 7 ¹Þ�i¹
o\� �o}�������{����a}(���.�|��ZY�o�«}������ �|q

Sx

ik

�R���K�
x = {x, y} q1}t�|qg{(���o�1¡a�����«}��g{(�g���gp°qg�a}�������qg{g¿a��� � "

|tXSx

ikY | ≤ |ñikx|
2

‖X‖aik
‖Y ‖aik

≤ |ñikx|
4

(√µi√
εi
‖X‖2

aik
+

√
εi√
µi

‖Y ‖2
aik

)
.

�t������{g¿|�����Yqg�|}v�|�S�|�o����q��|q��º¬ mazi�R��}�mong{�q&�»�a�oq "
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|tXSx

ikY | ≤ |nikx|
4

( βik

|Ti|

√
µi√
εi
‖X‖2

Ti
+

βki

|Tk|

√
εi√
µi

‖Y ‖2
Tk

) �_¼�qS�
x = {x, y}.

©v� �°�K���D��������q1�o��{(���Kq "

2En =
∑

i

[
εi

tEn
xiMiE

n
xi + εi

tEn
yiMiE

n
yi + µi

tH
n− 1

2

zi MiH
n+ 1

2

zi

]

=
∑

i

[
εi‖En

xi‖2
Ti

+ εi‖En
yi‖2

Ti
+ µi‖Hn− 1

2

zi ‖2
Ti

− ∆tXn
i

]
,

�_¼�qg� "

|Xn
i | =

∣∣∣tHn− 1
2

zi

[
− Mx

i En
yi + My

i En
xi +

∑

k∈Vi

(
F n

xik − F n
yik

)]∣∣∣

≤ 1

2
‖∂Hzi

∂x
‖Ti

‖Eyi‖Ti
+

1

2
‖∂Eyi

∂x
‖Ti

‖Hzi‖Ti
+

1

2
‖∂Hzi

∂y
‖Ti

‖Exi‖Ti
+

1

2
‖∂Exi

∂y
‖Ti

‖Hzi‖Ti
+

∑

k∈Vi

(∣∣∣tHn− 1
2

zi Sx
ikEyk

∣∣∣+
∣∣∣tHn− 1

2

zi Sy
ikExk

∣∣∣
)

≤
∑

k∈Vi

[αi|nikx|
|Ti|

‖Hzi‖Ti
‖Eyi‖Ti

+
αi|niky |
|Ti|

‖Hzi‖Ti
‖Exi‖Ti

+

|nikx|
4

( βik

|Ti|

√
µi√
εi
‖Hzi‖2

Ti
+

βki

|Tk|

√
εi√
µi

‖Eyk‖2
Tk

)
+

|niky |
4

( βik

|Ti|

√
µi√
εi
‖Hzi‖2

Ti
+

βki

|Tk|

√
εi√
µi

‖Exk‖2
Tk

)]

≤
∑

k∈Vi

[αi|nikx|
2|Ti|

√
µi√
εi
‖Hzi‖2

Ti
+

αi|nikx|
2|Ti|

√
εi√
µi

‖Eyi‖2
Ti

+
αi|niky |

2|Ti|

√
µi√
εi
‖Hzi‖2

Ti
+

αi|niky |
2|Ti|

√
εi√
µi

‖Exi‖2
Ti

+
|nikx|βik

4|Ti|

√
µi√
εi
‖Hzi‖2

Ti
+

|nikx|βki

4|Tk|

√
εi√
µi

‖Eyk‖2
Tk

+

|niky |βik

4|Ti|

√
µi√
εi
‖Hzi‖2

Ti
+

|niky |βki

4|Tk|

√
εi√
µi

‖Exk‖2
Tk

]
.

�N���D{��o��}�q "
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2En ≥
∑

i

∑

k∈Vi

[
|niky |

( εi

P y
i

− ∆t
αi

2|Ti|

√
εi√
µi

)
‖Exi‖2

Ti
+

|nikx|
( εi

P x
i

− ∆t
αi

2|Ti|

√
εi√
µi

)
‖Eyi‖2

Ti
+

|niky |
( µi

2P y
i

− ∆t
αi

2|Ti|

√
µi√
εi

− ∆t
βik

4|Ti|

√
µi√
εi

)
‖Hzi‖2

Ti
+

|nikx|
( µi

2P x
i

− ∆t
αi

2|Ti|

√
µi√
εi
−∆t

βik

4|Ti|

√
µi√
εi

)
‖Hzi‖2

Ti
−

∆t
|niky |βki

4|Tk|

√
εi√
µi

‖Exk‖2
Tk

− ∆t
|nikx|βki

4|Tk|

√
εi√
µi

‖Eyk‖2
Tk

]
.

�5���K�({���p°�K����ZKq1�2�º¬ �g������}��o��qv�|q;�º¬ �g�oq1��¡���qA���3�o}�������{�q;��qg{��o��}��M}������K{({��K��¼M���a}�qg{g¿a�R���K�
x = {x, y} "

Nx

ik =
( εi

P x

i

− ∆t
αi

2|Ti|

√
εi√
µi

− ∆t
βik

4|Ti|

√
εi√
µi

)
|nikx|,

Zx

ik =
( µi

P x

i

− ∆t
αi

2|Ti|

√
µi√
εi

− ∆t
βik

4|Ti|

√
µi√
εi

)
|nikx|,

��¬ �	� "

2En ≥
internes∑

interfaces

[
Ny

ik‖Exi‖2
Ti

+ Nx
ik‖Eyi‖2

Ti
+ Zy

ik‖Hzi‖2
Ti

+

Zx
ik‖Hzi‖2

Ti
+ Ny

ki‖Exk‖2
Tk

+ Nx
ki‖Eyk‖2

Tk
+

Zy
ki‖Hzk‖2

Tk
+ Zx

ki‖Hzk‖2
Tk

]
+

metalliques∑

interfaces

[
Ny

ik‖Exi‖2
Ti

+ Nx
ik‖Eyi‖2

Ti
+ Zy

ik‖Hzi‖2
Ti

+ Zx
ik‖Hzi‖2

Ti

]
.

�5���K�A�a�oq En {�����}v�o�Kq&·¸����p.q»�a�K���|����}����a�oq»�|��ZK�o��q»�R��{���}���¼�q�¿R��� {���_.};�a�oq°��qg{A���iq�_J����q1�a}�{v�|q
}����K{,��qg{N}�q1��p.qg{��|qt�º¬ q1³|�o��qS{�{������J����±¶�|qg{�{��Y{W{�����q1�a}W�R��{��«}��«·¾{g¹aµv���Y��¿a�Y���o�,��qg{,����}�q1��·¾���1qg{\���a}�qg���oqS{\���
�o����}2�_¼�������"

ci∆t(2αi + βik) ≤ 4|Ti|
P x

i

q�}
ci∆t(2αi + βik) ≤ 4|Ti|

P y
i

, Y �|¹ Rg�0\

ck∆t(2αk + βki) ≤
4|Tk|
P x

k

q�}
ck∆t(2αk + βki) ≤

4|Tk|
P y

k

. Y �|¹ R(],\
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ÁW¬ �S���Y�M}������ Y �o¹�RS�,\(�|���o�oq "

ci∆t1(2αi + βik) ≤ 4 min
( |Ti|

P x
i

,
|Ti|
P y

i

)
. Y �|¹ R6^0\

ÁW¬ �S���Y�M}������ Y �o¹�R�]�\(�|���o�oq "

ck∆t2(2αk + βki) ≤ 4 min
( |Tk|

P x
k

,
|Tk|
P y

k

)
. Y �|¹ R m \

�5���K�2��qS{2���a}�q1��·¾����qS{�p°�1}����������a�oqS{(��� �|���«}D�_¼�������"

ci∆t(2αi + βik) ≤ 4|Ti|
P x

i

q�}
ci∆t(2αi + βik) ≤ 4|Ti|

P y
i

. Y �|¹Þ���0\
ÁW¬ �S���Y�M}������ Y �o¹ ���,\(�����K�|�o��}tÀ "

ci∆t(2αi + βik) ≤ 4 min(
|Ti|
P x

i

,
|Ti|
P y

i

). Y �|¹Þ��R(\
sD}�������{����K{2��qg{2��q1���M}������K{ Y �o¹�R?^,\�q�} Y �|¹ R m \��Y���o�t�|��ZK�o���D���"�1���K�o�«}��������oq&{~}���ªo������}��&{��o�D��qg{D���a}�qg��±·¾����qS{����a}�q1���oqg{-q�} Y �|¹Þ��R�\&�Y���o�-��qg{-���a}�qg��·¾����qS{�p.��}������������Kqg{g¹ �D���K{��Í¿ ��� �����Y�|�«}������§�|q�{�}���ªo������}��JqS{~}

�o��ZK�o��}D�K����"





∀ ���a}�qg��·¾����q;����}�q1���oq
aik, ∆t ≤ min(∆t1, ∆t2),

∀ ���a}�qg��·¾����q;p.��}����������a�oq
aik, ci∆t(2αi + βik) ≤ 4 min(

|Ti|
P x

i

,
|Ti|
P y

i

). Y �|¹Þ���#\

ÁEq&��qS�Â}�q1�o�A�Y���o�����°¼��g����ZKqg�t�a�oq-���J�|�gp°���K{�}����M}������ �1�«±¶�|qg{�{��K{1¿K��qS{~}�q&¼M������ªo��q&�R���o�v��q-�g��{D��¬ �o�
{���mo�gp.�

P Ã /P �
¹a©v�.{���¡��o� ZYq��Y���N�o�"{���mo�1p"��®;����q1��¯i���.�|��{��1���a}����i�

P Ã /P �
¿��K�.{���mo�gp.�;�a�o�K�1���K{���{~}�q

À°�|}�������{�qg�D{���p-�o��}����o�1p.qg��}D��qg{(qS{��Y����qS{
P Ã q�} P �

�o���Y{2�|q1�|³���qg�����o��qg{2�|���R�g��qg�a}�qg{g¹
¢ �i¦ � 	�b­¥ � A '������ �������(��� � ��� -.���
�
����/0� ���*� � �L/#���1���+�����?5����*-W� ��� �1����24�����?5����*-W� � � � � 
����
��� ��-.�����

Ti
� ����� �����
�W�����
�#�������*��� � ����� ���W�����?� ���

(∆xi, ∆yi)
� ��� ���
�L� |Ti| =

∆xi.∆yi

2

��������� �����
� �
�L� �*��������� �����������3� ��� �

P x
i =

∑

k∈Vi

|nikx| = 2∆yi
���

P y
i =

∑

k∈Vi

|niky | = 2∆xi. Y �|¹Þ� 7 \
� � ����� ���
���c�����,�+�*� �����
� �
��� � � �L���*�
� �,����� �L�����(� �

{
∀ �
��� ��� 5��#���+�
�3� ���*�1�

aik, ∆t ≤ min(∆t1, ∆t2),

∀ �
��� ��� 5��#���+- ��� ���
� ��
����
aik, ci∆t(2αi + βik) ≤ min(∆xi, ∆yi),

Y �|¹Þ�M� \
���

∆t1
���

∆t2
�����3� � � �$����� � ��� �

ci(2αi + βik)∆t1 ≤ min(∆xi, ∆yi)
���

ck(2αk + βki)∆t2 ≤ min(∆xk, ∆yk).
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� ��q�{~}����|q�¿ �a�oqg���a�oqS{°��qgp.�����a�oqS{-{g¬ ��p.�Y�a{�qg�a}°{��o�»��qg{°mizi�Y��}�monS{�qS{ Y R?\-q�} Y �#\ Y ¼������.���o�oq1³|q
Y �o¹ R6\�q�} Y �o¹Þ��\��R���o�D�|qS{2q�³|�o�����1�M}������K{�\#"

• �Í¬ q�³|��{~}�q1�K�1qv�|qS{,�1���K{�}����a}�qg{
αi

q�}
βik, ∀i, ∀k ∈ Vi

qS{~},}������~���o��{W��{�{��o���1qD�R���o�W}����|}(��mK����³.�|q
·¸���K��}������K{t�|q;ªK��{�q;q�}D�R���o�(}����|}Dp"����������¡�q;�����o·¸����p°q;�����o���|±¶�����o·¸����p°q�¹

• ��qS{�¼_����qg�o��{,�|qS{,�1���K{�}����a}�qg{
αi

q1}
βik , ∀i, ∀k ∈ Vi

��������{�{�q1�a},�_¼�qg�2��q;�|q1¡����A�|qg{W·¸���K��}������K{(�|q
ªK��{�q�¹

• �K���D�o��ZK�o��}������E¿|���.�����K{�}����a}�q
αi

�|�g�Yqg�K��{�qg�o��qgp.q1�a}D�|����mK����³��|qA·¸���a}������Y{2�|q;ªK��{�q;���|�1����qS{1¹
�D�|}���qgp.q1�a}��|��}g¿�{��v��� ��mo����{��«}J��q p �1p.q²qg{��K����q²�|qS{.·¸���K��}������K{3�|q²ªK��{�q²�o���K{.}����|}�qg{"��qg{
��qg�����o��qg{g¿i��������{

αi
qg{�},�K�oqA�1���K{�}����a}�qD¡�����ªK����q Y p �gp.qv�o���K{W��q;�1��{,�o���|± �1���|·¸����p.q(\Â¹�µA���Y{W��qg{

���|}���qS{2�1��{ Y �K���2q1³|q1p.�o��q�¿|��q&�1��{(�­¬ �o� {���mo�1p"� P Ã /P �
\,���.�����K{�}����a}�q

αi
�|qg¼a��q1�a}D�����K{�}����a}�q

�K���D�1q1�����K��q Y ���|�1����q(\Â¹

� ���������	���	+,
&
 / 
�'�����+��������('5


©v���-��p.�o���gp.q1�a}��;���-p.��}�mo�|�|q&®;µD±
P Ã �Y���o�DÄ����_�o¿1R�¿o�|¿ 7 ¿a���A{��o�(�o��p.����������¡�qt}��������o¡��K��������q

�_¼�qg���|qS{.·¸���K��}������K{3�|q ªK��{�q �o�|�o����qS{1¹,©v� �����K{����|ng��q��o���K{3�K����}������o����n1��q1p.q1�a}J�o���Y{"��� {��o��}�q ��qg{
{���mo�gp.��{-®;µt±

P0

q�}°®;µt±
P1

q�}°��� ��moq1����moqJÀ �g¼M�����oq1�-���K����za}����a�oq1p.q1�a}&��qg{»�����«}�n1��qg{&�|q�{~}���ªo������}��
�1������qS{��R���Y�o���a}g¹2©v�Î�|��{~}����K¡��oqÕ�|q1�o³Î�1��{ "(���Ë����p.p.q1�Y��qd��¬ ��ªY�����Î�K������qÕ�1��{���¬ �o�Vp"����������¡�q
�1���|·¸����p.qA�o�o��{2������}��K�|��q���q&�g��{(�o���|±¶�����o·¸����p°q�¹

�
��� ����� $'&�(0� � ��! ����� .�� 13���	� � ��� �

T�
c:�
c: 
 É(D £a¦ �FENM3È
P0

J�¦§£aÇ6D Æ � � � ���YÆRÊ¾¥ ¦ ��� = > P
�5���K�v�o�dp"����������¡�q&}��������o¡��o��������q�¿Y��q°{���mK�1p"��®;µt±

P0

qS{~};q�³o����}�qgp°qg�a}v�o��{���mo�gp"�J¼������Kp°q ZK�o�
�1����{�{������Kq�¹EµA���K{»��q3�g��{

di = 0
¿��Í¹ q3��mK�����Kq"���K�1���o�i�oq3�o�g�1qg{�{���}�q"�o� {�qg�o�,�|qg¡����J�|qJ����ªRq1��}���¹�ÁEqg{

�1���K�o�«}������K{ Y �|¹ R1�0\Wq1} Y �|¹ RS �\�{����a}(¼��1����ZK�1qS{Wq1}(����� ∀i, αi = 0
q1} ∀i, ∀k ∈ Vi, βik = βki = 1

¹|ÁE�
�1���K�o�«}��������|q&{�}���ªo������}���{g¬ �S�����«}D��������{��Y���o�2}����|}�qA���a}�qg��·¾����q;���a}�q1���oq

aik
"

max(ci, ck)∆t ≤ 4 min
(

min(
|Ti|
P x

i

,
|Ti|
P y

i

), min(
|Tk|
P x

k

,
|Tk|
P y

k

)
)
. Y 7 ¹Þ�� #\

µA���K{���qv�g��{��­¬ �K�3p"����������¡�qD}��������o¡��o��������qD����}�mo��¡����K���o���1¡��K����q1� Y �º¹ q ∆xl
q1}

∆yl
{�����}(�����K{~}����a}�{

∀l
\,���.�1���K�|��}������ �|q�{�}���ªo������}��&�|� {���mo�1p"�"®;µD±

P0

{g¬ �S�����«}D�R���o�(}����|}�q;���a}�qg��·¾����q;����}�q1���oq "

max(ci, ck)∆t ≤ min(∆xi, ∆yi). Y 7 ¹Þ���0\
©v���o��}�qv�Y���t� n ÁÌ���°¼_����qg�o��p.��³|��p"����q;���KqA�Rq1�o}(�K��qg�K�|��qv��qv�����K�Y����} max(ci)∆t

min(∆xi, ∆yi)

¹oµA���K{
��q��1��{(�o���S{�qg�a}g¿|���"� n ÁÕqS{~}D�g¡�����q;À R�¹
¢ �i¦ � 	�b­¥ � T�� ����� �"��-.� �(��� ��-.� � ��� ����� ����������� �,������������� ����� %���� ��� �+������� ����� �������*�
� � ���*� � ���

���� � ��������� -W���
�
���6/#�+���*� ���
/0��� ���1�����L���1���
�X�c��� �#���*� � ���
� �
��������� �������[�c���I�*�*�I-.���
� �[�����3�X�
��� /�� ���3� �

���� �����
����� � ��� ���3���*� �#��� ��������� ����� %�� � �"! ��� �
! ��-�� ��� � �,��� � ��� ���(� ����-W�
/�#��1� � � � � εi =

��� � ���
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µi =
��� �

, ∀i � ���h������� ��� -.���
�
����/0�.� � /,��� �c��� ����� 5����*-W� � ���N�����1���
�X�c��� � � � � ��� ������� �c��� �����h� � � �
/,�
���1�,��� � ����5��,��� ������� ��� 
���� �����
���*� ����� ���3���*� �#��� �	�������+����� %�� � �
T�
c:�
�A 
 É(D £a¦ �FENM3È

P1

µA���K{,��qt�1��{W�|q2·¸���K�Â}������K{W�oqtªK��{�qD�K�i�K����qg{N�����K�g������qg{g¿���mK�����KqD����p.�R��{����a}�qD�o�3��mK��p.�"�g��qS�Â}�����±
p"��¡��o�1}������Kqt�o�S��qg{�{��«}�qD}�������{W�oq1¡����g{��|qv����ªYqg��}���¿i�º¹ q ∀i, di = 3

¹a�5���o�W�o��p"����������¡�qv�����|·¸����p.q�¿����3�
��q;��qgp.p°q&{��o��¼M���a}g¹
� �i¦§¦ � : ! �����[�#�*�h5����1���X�c��� � �,� ���(�����1�?�,�����*��� �
� �����
�
�*� � ���������L����� � #������ � % � ��� � ��� � % � ��� � �������� ���*� � ���*� ��� ��� � �

� � ∀i, αi = 3
�

% � ∀i, ∀k ∈ Vi, βik = βki = 3
�

	�

������� �Yl����o}2��¬ ��ªY�����­¿|��� �»��qg{(���a}��g¡�������qg{��1���1p.q1�a}�������qS{�{��o��¼M���a}�qS{�"
∫

Ti

ϕijϕij′ =
|Ti|
12

(1 + δjj′ ), Y 7 ¹Þ�#],\
∫

aik

ϕijϕij′ =
‖~nik‖

6
(1 + δjj′ )(1 − δjk)(1 − δj′k). Y 7 ¹Þ��^0\

R�¹t©v� � "
X =

∑

j∈Vi

Xijϕij Y �����º¿ |Vi| = di
\�¿K��������{ ‖X‖2

Ti
≥ |Ti|

12

∑

j∈Vi

|Xij |2
¹

�5���o�
x = {x, y} "

‖∂X

∂x
‖2

Ti
≤ 3

4|Ti|
(
∑

j∈Vi

|nijxXij |)2 ≤ 3(P x

i )2

4|Ti|
∑

j∈Vi

|Xij |2

≤ 9(P x

i )2

|Ti|2
‖X‖2

Ti

�|���K�
αi = 3.

�5���o�»�o� p"����������¡�qJ�����o·¸����p°q�¿ ∀i, ∀k ∈ Vi
���§�

βik = βki
¹5©v� �|}�������{�q Y 7 ¹Þ�#]�\�q�} Y 7 ¹Þ��^,\�Y���o�t�g�������o��q1�

βik
�a�o��¼��g����ZKqA��q��K����ªo��ngp.q;�oq�p°���o��p.��{��M}������ "




2 1 0
1 2 0
0 0 0


 � βik

2




2 1 1
1 2 1
1 1 2


 ,

����� � �;�|�g{���¡��oq&�o�Kq-���o�1¡a�����«}��&¡��g�o�1��������{��1q��|��ZK�o��q»�o���K{D�º¬ ���o�oq1³|q Y �K¹�R6\�¹­©v� ��ª|}���q1�a}v�����Y{��
βik = 3

¹
�
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Á��D�����K�|��}������&�|qW{�}���ªo������}��W�o�&{���mo�gp"�D®;µD±
P1

{g¬ �g������}��Y���o�E�o��p"����������¡�q\�1���|·¸����p.q\�a�oq1�������K�a�oq "

∀ ���a}�q1��·¾����q;���a}�q1���oq aik , max(ci, ck)∆t ≤ 4

9
min

(
min(

|Ti|
P x

i

,
|Ti|
P y

i

), min(
|Tk|
P x

k

,
|Tk|
P y

k

).
) Y 7 ¹Þ� m \

�5���K���K�Îp"����������¡�qd����}�mo��¡����K���D���1¡��K����q1��q�} q1�V�|}�������{����a} Y �|¹Þ� 7 \Â¿2��� �1���K�|��}������Ë�|qÕ{~}���ªo������}��
{g¬ �g������}�"

∀ ���a}�qg��·¾����q;����}�q1���oq aik , max(ci, ck)∆t ≤ 0.11 min(∆xi, ∆yi). Y 7 ¹ 7 �0\
�
�)� ����� $'&�(0� � ��! ����� .�� �*����� 13��� � � � � �

ÁEqAªK�|}t�|q&��q1}�}�q;{�qg��}�������qg{�}t�­¬ ��}��Y�|��qg�2q�}Dq1³i�K��������}�qg�2�o�oq������K�|��}��������|q&{~}���ªo�����«}��;�oqg{2{���mo�1p"��{
®;µt±

P0

q1}�®;µt±
P1

�o���K{t��q»�g��{A�­¬ �o�²p"����������¡�q&�o���|± �1���|·¸����p.q�¹YÁ\¬ q�³|��{~}�q1�K�1q»�|qS{v�1���K{�}����a}�qg{
αi

q�}
βik Y ��qg{��Rqg�Â}���¼�q1p.q1�a} βki

\ ∀i, ∀k ∈ Vi
qS{~};}����M�~���o��{A��{�{��o���gq�¿ �|���Y�-��qg{Amizi�Y��}�monS{�qS{ R°q�}-��{����a}

}����M�~���o��{�¼M������ªo��qg{g¹ �,q1�Rq1�Y�o���a}g¿ ������}���������q1p.qg��}&���Õ�g��{&�1���|·¸����p.q"�	����qg{»�����K{~}����a}�qS{
βik

q�}
βki{����a}.�1¡a����qg{g¿ ��� ¼M�Õ�|�gp°���a}���q1�.�K���.���Õ{��o��}�q �a�oq ��qS{"�����K{~}����a}�qS{.{�����}"�|���R�g��qg�a}�qg{"�K���K{.��q �1��{

�K���|±¶�����|·¸����p.q Y {����|·N�Y���o�D�o�d�1��{D�K����}������o����q1�*\Â¹KÁ��"�����Y{~}����a}�q αi
�a�K����}tÀJq1����q�¿oqg{�}t���|q1�a}����a�oq-���

�g��{2�1���|·¸����p.q�¹
©v�²�1���K{����on1��q&�|q1�|³�}~zi�Rqg{t�oq&p"����������¡�q��o���|±¶�����|·¸����p.q�¿o¼������D��qg{ ZY¡��o��qg{ 7 ¹Þ� Y �#\2q�} Y ª3\1¹YµA���K{���3{���}��K��}������ Y �#\Â¿ ��q&}��������o¡���q Tk, k ∈ Vi

}����K��moq°{����²¼�����{����
Ti

�K���A�|qg�|³²{���p.p°q1}�{ � �o���K{A��q.�1��{���»�o���|±¶�����|·¸����p.�«}��vqS{~}D�|q;���°�K����}(�oq
Ti
¿|�Í¬ ���a}�q1��·¾����q

aik
qS{~}2�o�oq���� �1}�q;����p.�o��n�}�q��|�3}��������K¡���q

Tk
¿

�Y���\�����a}���q2q1����q2qS{~}\�o�KqD�Y����}������"�­¬ �K�oqt������}�q2�|q
Ti
¹��N���W������}���q�¿��o���Y{N����{���}��K��}������ Y ª1\Â¿ Tk, k ∈ Vi}����K��mKq

Ti
�K���2�o��{�qg�o�E{���p.p.q�}2q�}D���°�o���|±¶�����|·¸����p.�«}��;qg{�}2�oq����°�K����}D�|q

Ti
q�}

Tk
¹

Ti

a
a

i

ik Tk

� Ú��

T

Ti

k2

Tk1

� è��
������� 7 ¹ � �3µvq1�|³�}~za�Rqg{t�|q;�o���|±¶�����|·¸����p.�«}��

� �i¦§¦ � A 	 ���
� ��� �X�*�c���0/,���
Ti
��� ����� �(�������
�

Tk
� � � �1��� � � ���

ai
���

ak
�����+��� ��� ��� �,�

Ti
���

Tk�L�*�����L�������(��-.����� �h� ���
���*� 
����
aik = Ti

⋂
Tk = ai ∩ak

� � � �1��� �$�����
`1 =

|ai|
|aik |

���
`2 =

|ak|
|aik|

�,���,!
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	��
�����������������
������������� ��!#"$���
�&%(')�*���+�,���+-.���
�
����/0���+�1���324�����65����*-.��� R m

����� �*� ����� �*� � �����
�������*� � ���
�����'
����
`1, `2 ≥ 1

� � � |.| � �*�*� /,�1� � �.����� /�������� � � ��� ������� � � � � ��������� ������ �
�L� �*��������� �����������3� ��� �




1.
	3�

`1 = `2

���������
βik = βki,

2.
	3�

`1 > `2

���������
βik ≥ βki,

3.
	3�

`1 < `2

���������
βik ≤ βki.

Y 7 ¹ 7 R(\

	�

���������R©v��{�qA����p°��}�q&�K���K{����°�o�1p.���K{�}����M}�������À.�|qS{W·¸���K�Â}������K{2�|q;ªK��{�q;�o�|�o����qS{,�����o�g������qg{g¹K©v�
�Rq1�o}\�o�g���op.�����K{5�|}�������{�q1�N��qg{5p �1p.qS{5}�qS��mo�o�����Kqg{5�R���o�\�­¬ ���o}���qg{ ·¸���Y�Â}������Y{N�|q(ªK��{�q�¹�l����|}W��¬ ��ªY�����­¿
�����K��}�q��Y���

Ai
1

q1}
Ai

2

��qg{2p"�M}�������qS{2{�zip.��}������a�oqg{��R��{��«}���¼�qg{�}�q1����qS{D�a�oq "

(Ai
1)jj′ =

∫

aik

ϕijϕij′

q�}
(Ai

2)jj′ =

∫

ai

ϕijϕij′ . Y 7 ¹ 7 �#\
�\�K��{��a�oq.��qS{D·¸���K�Â}������K{;�|q»ªY��{�qg{v�o�|�o����qg{;�|�Ì}��������o¡���q

Ti
{�����}A}����M�~���K��{v�Y�a{���}���}�¼�qg{v���d�a�K����qg{

{��o�
Ti
¿K����� "

1

|aik |
Ai

1 � χ1`1

1

|ai|
Ai

2

�_¼�qS�
χ1 ≤ 1,

1

|aik |
Ak

1 � χ2`2

1

|ak|
Ak

2

�_¼�qS�
χ2 ≤ 1.

Y 7 ¹ 7,7 \

�5���K�A��ª|}�qg�o��� Y 7 ¹ 7,7 \�¿ �1��p.p.q1� �1���K{v�K���A��q1p"�����a�oqg�v�a�oq-��������p.�K��������{���� qg�a}���q-��qg{Ap"�M}�������qg{
Ai

1

q1}
Ai

2

¿ ∀i
�oqv{�qD·¾���«}(�|����qg��}�qgp°qg�a},�K��{W�K���W��qv�1����}�ng��qt�oqt�º¬ ���o�oq�³|qA�o¹ RD�o�o��{��a�oqA��qS{Wp"�M}�������qS{\�oq

{����a}D�K��{D�|��ZK�o��qg{g¿K{����a}t{����o¡��K����n1��qg{(q1}t�Y�a{�{�ng�oq1�a}2}����M�~���o��{2�o�Kq&����¡��Kq�q�}t�o�Kq&���������K�oq��i�o����qg{g¹ o\�
q �Rq1}g¿ �R���o���|qS{t·¸���K�Â}������K{;�|qg{vªK��{�qS{t�o�|�o����qS{

P1

��qg{;�|��� �1��q1�a}�qS{D·¸����p.qg{;�|qS{tp"��}������1qg{
Ai

1

q�}
Ai

2{����a}�"



0 0 0
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗


 ,




∗ 0 ∗
0 0 0
∗ 0 ∗


 q�}




∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
0 0 0


 . Y 7 ¹ 7 � \

µv���K��¿a�1qg{,p"�M}�������qg{W�Y�a{�{�ng�oq1�a}W�o�oqv¼M����q1�o�,�o�����o��qD�i�o����q�¹o©v�J�|��ZK�o��}(��������{N��qg{,p"�M}�������qS{
Bi

1

q�}
Bi

2

��ªo}�q1�i�oqS{ q1�.�1����p.���K���a}N���;����¡��oq(q1}5���;���������o�oq(�i�o����qg{N�oqg{Np"�M}�������qS{
Ai

1

q�}
Ai

2

¹�ÁEqg{5p"�M}�������qS{
Bi

1q1}
Bi

2

{�����};{�zip.��}������a�oqg{A�|��ZK�o��qg{v�Y�a{���}���¼�qS{1¿ �|���Y�-���²�Yqg�|};��qS{A�1��p.�K����qg�tq1�Ì�|}�������{����a}A��q.�����«}�n1��q
�1����{�{������Kq�¹�µvq��o���Y{1¿ q1����qS{-�R��{�{�ng�|qg��}°��qS{-p �gp°qS{-¼M����qg�o��{»�o�����o��qg{-�o���k�a�K����qg{°�a�oq��1q1����qS{»�|q

Ai
1q1}

Ai
2

��qS{��Rqg��}���¼�q1p.qg��}S¹ o\��ZY��¿,��� �Yqg�|}��|�S�|�o����qÌ��qS{J¼�qS�Â}�q1�o��{.�o�����o��qg{"�|q
Ai

1

q1}
Ai

2

�|qÌ��qg�|³
�oqg{�p"�M}�������qS{

Bi
1

q�}
Bi

2

¹��5���o�°����p.�K����qg�
Ai

1

q1}
Ai

2

����{���_.}»�oq3����p°�Y����q1�
Bi

1

q�}
Bi

2

q1}-��� � "
{��

Bi
1 � λBi

2,
��������{

Ai
1 � λAi

2,
�	�

λ
qS{~}D�K�oq&�����K{~}����a}�q�¹Kµt���K� "

1

|aik |
Ai

1 � `1

1

|ai|
Ai

2 � `1β �����
	

ik

Bi

|Ti|
,

1

|aik |
Ak

1 � `2

1

|ak|
Ak

2 � `2β �����
	

ki

Bk

|Tk|
,
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i
¿
Bi qS{~}D���"p"�M}�������q&�oq&p"��{�{�q���{�{��i�1���gq&����}��������o¡���q Ti

�|��ZK�o��q&�K��� Y 7 ¹ �0]�\Â¹ÁEqg{D�1���K{�}����a}�qg{
β �����

	
ik

q1}
β ��� �

	
ki

{�����}D�g¡�����qS{ Y �º¬ ���K�|����q �1�����|· �A{���¡��o��ZKq&�a�oq-�1qg{D�1���K{�}����a}�qg{2{����a}D��qg{p �gp°qS{-�a�oq3�1q1����qS{-�a�o�({����a}»�|��ZY�o��qS{-�o���K{&��q3�g��{-�1���|·¸����p.q(\Â¹ �t���Y{��º¿ {��
`1 = `2

q�}-qg�§�o��q1�K���a}
βik = `1β ��� �

	
ik

q1}
βki = `2β ��� �

	
ki

¿������o��q1p.��n1��q°�K�����o������}��"�|�Õ��qgp°p.q"qS{~}-�|�gp.���a}����1q�¹�©v�Õ{��o��}&���
p �gp°q&�o�1p"������moqA�Y���o�D�|�1p.����}���qg�2��qS{2�|q1�o³����|}���qS{(�o�����o�����1}��S{1¹

�

¢ �i¦ � 	�b­¥ � @ • � ���[�1�
���1�*����� ��� ���F����- -W�W% �������[�#�*� ����� ���
���c�����.�3���L���������
�
��� ����������-.����� �
! ��� �L! ��- �1� � � ����� ��� -W���
�
���6/#� ��� ���L� � �#� ��� �I/����
� � � % � � � � ��� � ����� � �����
� βik = βki-W�����

`1 6= `2

� ! ��� ���������
� ���,��� �W��� ���(� ��� ��� -W���
�
���6/#� ��� � �L���N�,� ��� �h/,���
� � � % � � � � �L�������� ���
���c��� � �#� �?�c�����1����� �*��� ������� �*�+��� ���*� � �(���
� �
! ��-�� ��� � �,��� � ��� �����1�L! ��� � � � �
• � ������-�-W� %.-W���3�X�
� �������
�L��-W���3� � � ��������� -W���
�
� ��/0� �1����24�����?5����*-W�[����������-.����� � ��� �
��� �����1����,��� ����� �*� ���3� ���

βik
���

βki
�����

`1

���
`2

�
�*�������������(��-W���3� � � ����� �?�c���3�I��� 5����
��
���� � �*� -.���X�*�c�����
Ai

1

���
Ak

1

� � ����� �,�����H5����*� ��-.����� � ��� ����������-W���3� �,��������� �*� ���3� ���
`1

���
`2

�
����� �����X������-.����� �
-W����� ��� ���*� �,� ���[���(�*�
�X�c��� ��� �������*�
�

Tk
�#�

Ti
� � � �����W� ����� � �����
���,���,!W�
��� ��� 5��,���*� � �*��� ���������� �#�

Ti � �,� -
��-.��� � ���0/,����������� -W����� ���*� -W�����*�c�L��� Ai
1

�����*�L�*�������1�#���3� ��� �������h��� �����L���3� ��� �
� � � ������� ���.������� � �*�
�X�����X�c��� �,��� � �������(� � � ��� �
��� �1��-.����� �,� -.���
�
����/0� �

• � � ����- -W� %������*-.��� �#� ��� �0���
���1���c��� ���*� �
��� ��� 5��,���*�+�����?5����*-W�*�+�,��� �
��� ��� 5��#�L��� �1���324�����65����*2-W�*� �
	 �0�������*�
���
� ��� �L�*�3�����*-W�������
�+� � �c�#���3�X� � ��� � � ���L� � �,� � ���324�L���65����*- �
��� � �����
� ����� �I/����L�*�� � % � � � � ��� � � � � �#�$5��#���
� �
� ������� ���*� ���������������h��� � � � �

µA���K{D���.�o���M}����a�oq�¿o�����|}�������{�q&���"�|�1p"������moq�{��o��¼_���a}�q��R���o�D�g�������o��q1�2���.�o���K{2¡������Y�|q;¼_����qg�o�t�|q
βik ∀i, ∀k ∈ Vi Y ¼������(q�³|q1p.�o��q-�°�o���K{(�º¬ ���o�oq1³|q;�K¹ �0\ "
R�¹t©v� ��moq1����moqv}����o}�qg{(��qg{D���a}�qg��·¾����qS{,�K���|±¶�����|·¸����p.qg{g¹
�|¹ ∀i, ∀k ∈ Vi

¿Y���²�1�����1�o��q&}����o}�qg{v��qg{D�����K¡��oqg�o��{
`1

q�}
`2

�a�o�5��������qg{��Y���K�|q1�a}t���|³����a}�qg��·¾����qg{
�o���o± �1���|·¸����p.qg{g¹

7 ¹t©v�§��moq1����moqJÀ �g�������o��q1� ∀i, ∀k ∈ Vi, ` �
���1 = max(`1)
q1}

` �
���2 = max(`2)
¿E�o�o��{ L �
��� =

max(` �
���1 , ` �
���2 )
¹�k¶� {�q;�Yqg�|}D�a��¬ �������«}(�o���K{���qg�o��{ L �
��� � {����«} L �
��� �º¬ qg�K{�q1p-ªK��q;�|qg{(¼M����qg�o��{

{L �
���1 , . . . ,L �
���m } ¿��	� m
qg{�}W�o�"q1�a}���qg�\�K�M}��o��q1�º¹�µA���K{\�1qt�1��{5���J�g�������o��q(}����|}�qS{N��qS{\¼M����q1�K��{

�|q
βik

q�}
βki

¿K�o�o��{2�����o��q1�K����qS{2p"�M³|��p-�opF�oq;}����o}�qg{(��qg{(¼M����qg�o��{
βik

q1}
βki

�g�������o���1qS{1¹

�
� � � �����*��� �-� � ��� 13� � �*����� 13��� � � � � �

st�d�1��{2}���nS{D����}��1��qg{�{����a}vÀ"��}��K�|��q1�Aqg{�}v��q»�g��{t��¬ �o�Ì����_.�Kq1p.q1�a}v�K���|±¶�����|·¸����p.q�¹KÁEq-p.�|�|q»�|q
�o�g�����o�K��¡�q Y �|q"����_"�oq1p.qg��}*\A�­¬ �K�Ì}��������o¡���q.�|�S�����«}&����±¶�|qg{�{����K{ Y ¼������v��� ZK¡��o��q 7 ¹ 7 \A����}��"��mo����{���R���K� �Kq2�K��{5�|�1}��1��������q1� ���;�a�K������}��2�|�°p.����������¡�q�¹�xi����}N�o�-}��������K¡���q

Ti
� ��qg{ �o���o¼�qS���|³-{���p.p.q�}�{N{����a}¡��1�o�g���S{2���|³�p.������qg�|³ �|qg{v�	��}��g{2q1}v{����a}D�|}�������{��g{v�_¼�qg�A��qg{v{���p°p.q1}�{2������¡����K���o³3�Y���o�t�1���gq1�t�a�K��}���q

�K���o¼�qg���o³A}��������K¡���qg{g¹SÁEq(�a�K��}�����ngp.q\}��������o¡���q�qg{�}\{���}��o�(���°��qg��}���q(�|�»}��������o¡���q�������¡����K����q1} �o}�������{�q(��qg{
}�������{ �o���o¼�qS���|³-{���p.p.q�}�{1¹M�5���o�\��q2p.�|�|q2�|qD�|�S�����K�K��¡�q�¿_�Í¬ ������q��|qD��mY���a�oq��o���o¼�qg���&}��������o¡���q(¼M���|}
��q.���Y����}A�|q.�º¬ ������q»�|�Ì}��������o¡���q-���o��}������º¹�Á\¬ �_¼M���a}���¡�q-�|q.��q1}�}�q.{��oª �|��¼a��{������²qg{�}����3�o���S{�qg��¼M��}������Ì�|q
�º¬ ���o��{���}������o��qt�|��}��������o¡���qv���o��}������º¹K©v�3�o��}�qA�K���

` =
|ai|
|aik| Y

��q;�����o�R����},q1�a}���qv���»�o���K{�¡������K�|qA������}�q
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Ti

� Ú����oÝ Ú�×�ä q

��

��

��

1

2

3
4

� è����oÝ Ú�×�ä r

�	


�

�


� ñ ���oÝ Ú�×�ä$s
����� � 7 ¹ 7 �3Á�qS{(��}����YqS{D�|q&{��oª �|��¼i��{��������­¬ �o��}��������o¡���q

q1}��º¬ ������}�qv���-�o���K{��Yq1}���}�q?\,��qt}����|³J�|qA����_"�oq1p.qg��}S¿
`
qg{�},�o��q1�a}���q1�(�K��}��o��q1�º¹aÁEqg{$ZK¡��K��qS{ 7 ¹ � Y �#\Wq�}

Y ª3\���q1�o���g{�q1�a}�qg�a}(�|���K���|qS{(q�³|q1p.�o��qg{2�|q�����_"�oqgp.q1�a}D�|q;}����|³ ` = 4
q�}

` = 8
��qS{��Rqg��}���¼�qgp°qg�a}g¹

o\� �o}�������{����a};��qg{&p �gp.qg{��o��}���}������K{;�a�oq"�o���g�1�g�|qgp°p.qg��}S¿����Õ�
`1 ≥ `2 = 1

¿­q�}-�o���K�
βik ≥

βki, ∀i, ∀k ∈ Vi
¹(x|�v��qg{3¼_����qg�o��{3�|q

βik
�Y���o¼M����q1�a} �1}���qd�1�����1�o���1qg{����K����za}����a�oqgp°qg�a}���������{"�o�oq

�1���K�o�«}������°�|qD{�}���ªo������}��2q1³|���Â}�q Y � n Á�}�mo�g�������a�oq(\E�R���K��������} �1}���q2��ª|}�q1�i�oq�¹��v¬ qS{~}W�1q(�a�oq2�K���K{N���������K{·¾������q2�����Y�K���K{W��qt�g��{\��¬ �o�3p.����������¡�q�}��������o¡��o��������q2����}�mo��¡����K���Í¹�©v�J�|���o�oqt�o���K{N��qg{\}���ªK��qS���|³ R2q�}��
��qg{(¼M����qg�o��{(�|qS{D�����K{�}����a}�qg{

αi
q1}

max(βik)
¿ ∀i, ∀k ∈ Vi

q1}g¿K�o���K{(��qv}���ªo��qg��� 7 ¿|��qS{(¼M����q1�o��{2�|q;���
� n ÁW¿��Y���o�\�o�"p"����������¡�q(����}�mK��¡����K���º¿M�|���R�g��qg��}�qg{N¼M����qg�o��{W�|�°}����o³°�|qD����_"�oqgp.q1�a}

`
q1}W�|���R�g��qg��}�qg{

¼M����qg�o��{»�|q3�º¬ �����|��qJ��¬ ���a}�q1���R�����M}������?Ä\¹5ÁE�²�1���K{�}����a}�q
βik, ∀k ∈ Vi

¿5�|�1�Rq1�Y� �o��� {�qg�o��qgp.q1�a}°�|q
�º¬ �����|��q��|�k�R����zi����p.q3p"����{°���K{�{����|�§}����o³k�|q3����_"�oqgp°qg�a}g¹\©v�k�Rq1�|}"�����K�����o��q3�a�oq�������{����KqJ��q
}����|³��|q�����_"�oq1p.q1�a}

`
�1������}S¿|�o��}���q��1���K�|��}��������|q&{�}���ªo������}��&�|qg¼a��q1�a}(}���ng{(��qg{�}������Â}���¼�q�¹
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� Ú��­Ñ�Ú��(Ü_ä~æ2ä�Ü�ÝEßÞÖgñ�Ú�ßiíSä5Ý Ú�ì��
` = 4

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

"Mesh_Raf"

� è���Ñ�Ú��(Ü_ä~æ2ä�Ü�ÝEßÞÖgñ�Ú�ß�í_ä5Ý Ú�ì��
` = 8

� ����� 7 ¹ � �Wo\³iqgp.�o��qS{D�|q�����_"�oqgp°qg�a}�{����|�g���|³3�K���|±¶�����|·¸����p.qA�­¬ �o��p"����������¡�qA}��������o¡��o��������q

Ñ�Ñ Ü�p�q?r4s*t�u�v*w�x�y*z



��� ����� ��� ���
	 ��� ����� ���*�$���1� ����
 �L�����X���

P Ã Ä �A� Ä � R Ä��;� Ä � 7 Ä �v�
αi '

�o¹ � 7 ¹ � ^o¹ � R?^o¹ � 7 ]i¹ �
����� �IR����\����q1�o��{2�|q

αi
q1��·¸���Y�Â}������Y{2�|q&Ä

` βik

∣∣ Ä �A�
βik

∣∣ Ä � R
βik

∣∣ Ä��;�
βik

∣∣ Ä � 7
βik

∣∣ Ä��v�
R R 7 � RS� � 7 ¹ �a�
� R �K¹ �,^ Rg�K¹ �0^ R6^o¹ 7,m 7  |¹ R6^
� R �o¹ ��� R(]|¹ 7 � 7 �|¹ ]M� � ]i¹ m �
^ R ]i¹ � R �M�Y¹ �,^  ��|¹ ��� RS�0]i¹ �
Rg� R ^o¹Þ��^ � m ¹ 7 ^ ]M�o¹ 7 � Rg���o¹ ^
��� R ^o¹ ^ R 7 �Y¹�R?^ m R�¹ R6^ R m,m ¹Þ 

����� � � ���\����q1�o��{2�|q
βik

q1��·¸���Y�Â}������Y{2�|q
`
q1}vÄ

`
� n Á ∣∣ Ä �A� � n Á ∣∣ Ä�� R � n Á ∣∣ Ä �;� � n Á ∣∣ Ä � 7 � n Á ∣∣ Ä �v�

R R �o¹ R,R �o¹ ���i  �K¹ �a��R 7 �K¹ ��R
� �K¹   �o¹ ��� ] �o¹ � R m �o¹ ��� m �o¹ �����a 
� �K¹ ��  �o¹ ��� �o¹ ��� ]�  �K¹ ��� 7   �o¹ ����R(]� 
^ �K¹�R_��  �o¹ ��� m �o¹ ��� 7 �K¹ ��� Rg� �o¹ ������� m
RS� �o¹ ���a��  �K¹ ������� �o¹ ����R1� �K¹ ������ �� �o¹ ��������^
��� �o¹ � RS �����  �K¹ ��� R#R �o¹ ����� 7 �K¹ ����� R_� �o¹ �������� ��

����� � 7 �	�\����q1�o��{5�|q,����� n Á�qg�&·¸���Y�Â}������Y{N�|q
`
q�}WÄ Y �1��{5�­¬ �K�»p"����������¡�q\}��������K¡��o��������q,����}�mo��¡����K���
\


 � 
-������
;����!&�4�.�����('5��6.���

©v�-�1���K{����|n1��qN�o�oq��1�_¼i�«}��\p.��}����������a�oq,�g�������gqN�o�o��}�������q�¹_Á�qg{Eq�³|�o��qg{�{������Y{����K����za}����a�oqS{E�|qS{�p.�|�|qg{
�oqv���g{����o�Y���K�1qt{����a}������o�i�K{��Y���o�(��q�}�}�qA¡��g��p.��}�����q�� Rg� � q1}����3�o�����R��{�qt�����­�|q;{���p-�K��qg�,�º¬ �g¼������|}������
}�q1p.�R����q1����q2�|�.p.�|�|q2�o�����o��q

(1, 1)
�Y���o�\��qD�1��{ }������K{�¼�qg��{�qWp"��¡��o��}����a�oq2l2u

z
¹�rD���Y{N�_¼����Y{����o��}����M±

����{�����q-��mK��p°���g��qS�Â}�����p"��¡��o�1}������KqA�Y���D���"{������o}������ ���K����za}����a�oq&À
t = 0

¿Y�|���o�K�1q&�K���2�Í¬ q�³|�o��qg{�{������
{��o��¼M���a}�q "






Hx = 0,

Hy = 0,

Ez = sin πx × sin πy.
Á��°{������|}�������q1³|���Â}�qAqS{~}t�o���o�o�gq;�K����"
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



Hx =
−π

ω
× sinπx × cosπy × sin ωt,

Hy =
π

ω
× cosπx × sinπy × sin ωt,

Ez = sin πx × sin πy × cosωt.
�	�

ω = 2πf
¹YÁE�.·¸���g�a�oqg�K��q

f
qg{�}t�����E�g¡�����q�À3� RS�°u�����¹YÁW¬ ���a}��1����}t�oq-��q-�g��{(}�qg{�}tqg{�}t�|���oªo��q$"K���

���|}�������{�qv��qg{2{���p»�o���M}������Y{(q1��}�qgp°�Y{2�����o¡°q�}D�º¬ �g�oq1��¡���q��|q����.{������|}�������q�³o���Â}�q;qS{~}D�����K{�q1��¼��1q�¹

¢ �i¦ � 	�b­¥ � d � � ���X�
� ����� �#�����N��� �
�L�#� ���*�+���1� �
- �1� ��-W���3� ���X�c��� �1� ��� �
-��
�1���
�L� �,� ��� -	��� � �?�,�� ' 2
P Ã �#�����+��� 
������
� �W��� 5����
� ���1���L�#�1�
�6!,�
-W�����c��� ������� ���.����� ����� �,���+-.���X�*�c����� �,� �*��� 5��,��� �1���32�����65����*-W� ��� � � 5��������
� �������*�c��� �����L�W�
- �1� ��-.���������.��� �����
� �������3� �#�*� 5����*- ������� �,�	
����,���L�������
� �
©v�����g������{�qv}����|}�qS{2��qS{2{���p-�K����}������K{2�_¼�qg�v�o��p.����������¡�qA}��������o¡��o��������qA����}�mo��¡����K���R���g¡��o����q1�S¿a�º¹ q&{��

��mY���a�oqv}��������o¡���q
Ti
qg{�}2��qg�o���g{�q1�a}��A�K���(��q������K�o��q

(∆xi, ∆yi)
q1}(������mK����{���}������

∆xi = ∆yi
¹o�5���o�

�1q���mo����³��|��p"����������¡�q�¿i��� �|�S{���¡��KqA�Y����"
� e�� � Ç6D £aÆ�	�>cb­¥ �R¿|���°¼M����q1�o�2p"��³i��p"����q����KqA�Rq1�o}t�o��q1�K�|��qA��q������o�R����} max(ci)∆t

min(∆xi)

¿
� e�� � = ¥�¦§£�	�>cb­¥ � Y �|}�������{�q1�Dqg� �o����}����a�oq?\�¿o���°¼M����q1�K�Dp"�M³|��p"����q��a�oq��Rq1�|}t�K��qg�K�|��q���q������|±�Y����} max(ci)∆t

min(hi)

�	�
hi
qg{�}2��q�p.���o��p-�op �|qg{(mK���|}�qg�o��{2�|��}��������o¡���q

Ti Y ���1� hi =
∆xi√

2

\Â¹

����� 	 ��! ����� .�� 13��� � ��� � �

©v� �K�����Y�a{�q²�­¬ ��ªR����� �|qd¼��1����ZKq1�J���§{�}���ªo������}��d�oqg{3{���mo�gp.��{�®;µt±
P Ã ¹�� ���o���1q1��� ��� ���g������{�q

��qg{3p �1p.qg{�{���p-�K����}������K{3�Y���o��Ä
= 0, 1, 2

q1} 7 ¹(Á�qdp"����������¡�q �|}�������{��d� �o�KqÌ���g{������|}������ �|q R1�
�R�����a}�{A�K���v�����o¡��oq1�K�;��¬ ���K�|q�¹E©v�d�|}�������{�q°�R���K�;��mY�����K�Ì�|qg{;{���mo�1p"��{v��q°�K��{;�|q»}�qgp°�Y{;p.��³|��p"���
���|}�������{��°�Y���&��� �����K�|��}������ �|q3{�}���ªo������}���¹N©v�Õ��qS��q1�Y{�qJ�o���K{���q"}���ªo��qg���Õ� ��qg{�¼M����qg�o��{-�|qJ���Ì� n Á
}������o¼��gqg{°}�mo�1�������a�oq1p.q1�a}Jq1}J�a�Kp°�g�����a�oq1p.qg��}J�R���K�J��qS{3�|��� �1��q1�a}�{J{���mo�gp.��{1¹\ÁEqg{"¼M����qg�o��{3�|q ���
� n Á �i�op.�g�����a�oq&{����a}v��qg����qg{D�a�o�5��������qg{��R���K�|qg�a}2À.���J{�}���ªo������}��&�i�op.�1�������Kq&q � qg��}���¼�q&�º¹ q-���.����p.��}�q
�����oq1��À �|q"�����a�oq1����q"���d��ªK{�q1��¼�q°�o�oq3�1������{�{����K��q.�|q"�º¬ �g�oq1��¡���q"�|��{��1��n1}�q�¹�Á�� �|�o���1q"�|q.}����|}�qg{���qg{
{���p-�o���M}������K{DqS{~}v�oq 7 �"�Y�g�����|�|qg{g¹ ©v� p.���a}���q-{��o�v��� ZK¡��o��q��K¹Þ .�º¬ �g¼������|}������²�|q-�º¬ �1�oqg��¡���q&�|��{�����n�}�q
Y �|¹ R 7 \;��� �����K��{;�|�Õ}�q1p.�K{��R���o�»�|� � �1��q1�a}�qg{;¼M����q1�o��{��|q3Ä�q1}&�Y���o�&��qg{&�oq1�|³d}~za�Rqg{-�|q�� n Á\¹Hk¶�
���o�K��������}��o���K�\�a�oq���qg{N� n ÁJ}������o¼��1qS{ }�mo�g�������a�oqgp.q1�a} {����a} {����Y{~± qg{�}���p.�1qg{E�­¬ �K�&·¾����}�qg�o��¼M���������a}��|q
�o¹ ]�À&�K¹ ]A������{��a�oqt�Í¬ �����|��qD�­¬ ���a}�qg���R�����M}������3���o¡�p.q1�a}�q�¹��\�o��{����Kqt���-{������|}������"q1³|���Â}�qtqg{�}��1���o�i�oq�¿����
��mK����{���}Nq1�K{��o��}�q2�|qD����p.�K����q1� ��qS{\�|���R�g��qg�a}�{N{���mo�1p"��{N®;µt±

P Ã Àv�Y����}����5�oq2���;�|��{��Rq1��{������»�i�op.�1�������Kq��ªK{�q1��¼��1q�q1}��|q²�º¬ qg����q1�K�
L2
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��� ���*+�.�� � !���+ .�+-�*+�� � � !���+��
R�¹t©v�Ì�|��};�a��¬ �o�dq1�K{�q1p»ªo��q

C
qg{�}A�K�Ì�	���oq�¿ {�� �R���o�v}����|}

x ∈ C
q�}

θ ≥ 0
���Ì�

θx ∈ C
¹Rst�

q1�K{�q1p»ªo��q
C
qg{�}(�K��� ���oqA�����i¼�q�³|qv{g¬ ���­qg{�}2�����i¼�q�³|qtq1}(�K��� ���oq�¿i��¬ qS{~}2À°�|����q;���KqA�R���K�,}����|}

x1, x2 ∈ C
q�}

θ1, θ2 ≥ 0
¿|�����

θ1x1 + θ2x2 ∈ C
�|¹2sD� �	���oq

K ⊆ R
n qg{�}t���o�Rq1���;�o� �	���oq;�o�����o��q;{g¬ ����{��M}���{�·¾����}2��qS{D�����K�|��}������K{2{��o��¼_���a}�qg{�"

• K
qg{�}t�����i¼�q�³|q�¿

• K
qg{�}2·¸q1��p.��¿

• K
qg{�}t{��������|q�¿|�Í¹ q�¹K�Í¬ ���a}��1����qg�o�D�|q

K
qg{�}2�o����¼i���|q�¿

• K
qg{�}D�R������}���¿o�º¹ q�¹

x ∈ K
¿ −x ∈ K ⇒ x = 0

¹
st�J�	���Kq2�o�����o��q

K
�Yqg�|}
��}���qt�|}�������{��D�Y���o�W�|��ZK�o���\�o�oqt���o�g¡�������}��2¡��1�o�g��������{��gq�¿M�����a�oqg����q2qg{�}W�o�oq

��q1���M}������°��¬ �����|��q(�K����}���q1����q(�oq
R

n �a�o�K�Y�a{�{�ng�|q(�o���K{���qg�o��{N�o�����o�����1}��S{N�|q2���;��q1���M}������°��¬ �����|��q2�|��ZY�o��q�K���K{
R
¹R©v����{�{��i�1��q;�����	���oq��o�����o��q

K
���°��qg����}��������­¬ �����|��qA�K����}���qg����q��|��ZK�K��q��K����"

x �K y ⇐⇒ y − x ∈ K Y �K¹ 7  ,\
©v� �|��ZK�o��}D�1¡�����qgp.q1�a}2���°��q1���M}��������­¬ �����|��q;�K����}���qg����q�{~}������Â}�q;�K����"

x ≺K y ⇐⇒ y − x ∈ > = Ç K (
�º¬ ���a}��1����q1�o�D�|q

K) Y �K¹ 7 �#\
µA���K{����k{��o�«}�q�¿(���Î�o��}�qÌ�K��� �K

q�} ≺K
��qS{3���o�1¡a�����«}��g{3¡��1�K�1��������{��1qS{J��qg{��YqS�Â}���¼�qgp.q1�a}3�o���

{�}������Â}�qAq�}D{�}�������}�q�¿o��{�{��|�����1qS{,����� ���oq
K
¹Kx|�

K = R+

¿o��������{,���°��q1���M}��������­¬ �����|��qv�K����}���q1����q �K
qS{~}

������qg����}������Ì�­¬ �����|��q-�K{��oqg����q ≤ {��K�
R
¿ q�}����3��q1���M}������Ì�­¬ �����|��q-�K����}���qg����q°{�}������Â}�q ≺ qS{~};���3��q1���M}������

��¬ �����|��qA�K{��Kq1����q
<
{��o�

R
¹R©v���o��}�q;�K����"

• S
n �º¬ qg�K{�qgp-ªo��q&�|qS{(p.��}������1qg{2�g�������gqg{�{�zip.��}������a�oqg{2�­¬ �����|��q

n
"

S
n = {X ∈ R

n×n | X = XT }

• S
n
+

�º¬ qg�K{�qgp-ªo��q��|qg{Dp.��}������1qg{2�g�������gqg{�{�zip.��}������a�oqg{(�R��{��«}���¼�qg{2�­¬ �����|��q
n

"

S
n
+ = {X ∈ S

n | X � 0}

• S
n
++

�º¬ qg�K{�q1p-ªK��q��|qS{2p"�M}�������qg{2�g�������gqg{�{�zip.��}������a�oqg{2�o��ZK�o��qg{(�R��{���}���¼�qg{2��¬ �����|��q
n

"

S
n
++ = {X ∈ S

n | X � 0}
ÁEqg{2�|qg�|³��o�����K������}��g{({��K��¼M���a}�qg{2{����a}2��p.p.�g�|���M}�qg{ Y ¼�������� � � ±�� R � \ "

• S
n
+

qg{�}t�	���oq;�o�����o��qA�oq
S

n ¿

• S
n
+ =

⋂

z 6=0

{X ∈ S
n | zT Xz ≥ 0} ¹
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Á����o��q1p.��ng��qt�o�����o�����1}��D{���¡��o� ZYqt�a��¬ ���"�Yqg�|}���{�{��|����q1�WÀ
S

n
+

�o�oqv���K�1¡�������}��t¡��1�K�1��������{��1q � ��� ≺ ¿�º¹ q\�o�oq,���o�g¡�������}��\qg�a}���qW�|q1�o³Ap"�M}�������qS{E�o���K{
S

n ¹_µt���K��¿S�­¬ ���o��ng{ Y �o¹ 7  �\����&�o¿ X �Sn
+

Y ⇐⇒ Y −XqS{~} �Y�a{���}���¼�q�¿1q1}�q1�-�|}�������{����a} Y �o¹ 7 �,\�¿g���-� X ≺Sn
+

Y ⇐⇒ Y −X
qS{~}5�|��ZK�K��q,�Y�a{���}���¼�q�¹SÁ��D�|q1�o³i��n1p.q

�K�����o������}��2{���¡��o��ZKq2�a�oq
X �Sn

+
Y ⇐⇒ ∀z, zT Xz ≤ zT Y z

¹��5���o�\{���p.�o��� ZKqg�\�º¬ �S�����«}��o��q�¿����.�g����p.���oq
�º¬ ���K�o���1q��|q �Sn

+

q�} ≺Sn
+

¹ �5���o�°�|qg{-p.��}������1qg{»{�zip.��}������a�oqg{-��� �|}�������{�q�{���p°�K��qgp°qg�a}
X � Y

���
X ≺ Y

¿o��}����a}Dq1�a}�qg�K�|���a�oq��Í¬ ���o�1¡a�����«}��A¡��1�o�g��������{��1qAqg{�}2��{�{��|�����1q;��� �	���oq;�o�����o��q
S

n
+

¹
st�°�1����}�ng��q��Y���o�N����p°�Y����q1�5�|q1�|³&p"��}������1qg{ qg{�}5��������{���q({��o��¼M���a}�"�{�����q1�a}

X
q�}

Y
�|q1�o³-p"�M}�������qg{

{�zip.��}��������Kqg{&�­¬ �����|��q
n
¿E}�q1�(�a�oq

Y
qS{~}»�o��ZK�o��q3�R��{���}���¼�q�¹N©v� �o��}�q3�K���

P
��� p"�M}�������q.}�qg����q��a�oq

P = Y −1/2XY −1/2
¹R©v���1���K{����|n1��q;��q;�o����ªo��n1p.q��­¬ ���|}���p.��{���}������ {��o��¼M����}�"

l������o¼�qg�,�o�Kq&�����Y{~}����a}�q
δ ∈ R

+ }�qg����q&�a�oq
X � δY Y �o¹ 7 ]�\

�,q;�o����ªo��n1p.qA���|p.q�}2�o�KqA{������|}����������|}���p"����q
δopt

�a�o�­qg{�}���qA���_z����3{��YqS�Â}������ �oqv���-p"��}������1q
P
¹

�
�)� � �"� � �#4�� � $ & ������! � !���� ��!����

µA���K{����-{��o��}�q�¿|���J�|}�������{�qA��qS{,p �gp°qS{��o��}��M}������Y{,�a�oqA��q1����qg{(�|qA���»{�qS�Â}��������|¹Þ�i¹K©v�3�����K{����|ng��qv��q
�K����ªo��ngp.q;{��o��¼M���a}�"oq�³|��{~}�q1�a}�±º}�± ����{2�|qg�|³������K{�}����a}�qg{

δ1

q1}
δ2

�a�o��¼��1��� ZKqg�a}g¿

∀X ∈ � � �
� {ϕij , 1 ≤ j ≤ di}, ‖∂X

∂x
‖2

Ti
≤ δ1‖X‖2

Ti

q�} ‖X‖2
aik

≤ δ2‖X‖2
Ti

Y �o¹ 7 ^0\
Á��»���1�R���Y{�q;qg{�}D�R��{��«}���¼�qA�R���K�(}����o}t��mo����³��|qA·¸���Y�Â}������Y{2�|q�ªK��{�q {ϕij}, 1 ≤ j ≤ di

¹
	�

������� �oÁ�qt�K����ªo��ngp.q Y �K¹ 7 ^,\NqS{~}W�S�a�o��¼M����qg��}�qt���3�o����ªo��n1p.qt�­¬ ���|}���p.��{���}������J{��o��¼_���a}�q�"�}������|±

¼�q1�2�|qg�|³��1���K{�}�����}�qg{��R��{��«}���¼�qg{
δ1

q1}
δ2

}�q1����qS{2���Kq�¿

A1 � δ1B
q1}

A2 � δ2B Y �o¹ 7,m \
�	����qS{"p"�M}�������qg{

A1,A2

{����a}J{�zip.��}������a�oqg{Jq�}
B

qS{~}3{�zip.��}��������Kq²�|��ZK�K��q²�R��{���}���¼�q�¿Nqg����qg{�{����a}
�o��ZK�o��qg{(�Y����"

(A1)jj′ =

∫

Ti

∂ϕij

∂x

∂ϕij′

∂x
, (A2)jj′ =

∫

aij

ϕijϕij′

q1}
(B)jj′ =

∫

Ti

ϕijϕij′ Y �o¹ ���0\

µ»¬ ���o��ng{���qW�1����}�ng��q\�|q,���2{�qg��}��������o���g�1�g�|qg�a}�q�¿g��qW�o����ªo��n1p.q Y �K¹ 7#m \����|p.q�}E�o�Kq,{������|}������;���o}���p.����q
(δ1; δ2)

�a�o��qg{�}D���K{�{��­�o�oq&{������|}��������|���o����ªo��n1p.q Y �K¹ 7 ^,\�q�}2��� � "

(δ1; δ2) = (B−1/2
A1B

−1/2;B−1/2
A2B

−1/2)

©v� �Rq1�o}v¼��g����ZKqg�D���K{�{�� �a�oq&��qg{2¼M����q1�K��{v�|qg{v�����Y{~}����a}�qS{
δ1

q1}
δ2
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B
¹
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ϕij

¿5�o�o��{.��� ���a}�n1¡���q�{��o�"��mK�����Kq
}��������K¡���q

Ti
"

µ
∂Hz

∂t
+

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= 0

⇒
∫

Ti

µ
∂Hz

∂t
ϕij +

∫

Ti

∂Ey

∂x
ϕij −

∫

Ti

∂Ex

∂y
ϕij = 0
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∫
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∂t
ϕij −

∫
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∂ϕij

∂x
+

∫

Ti

Ex
∂ϕij

∂y
+

∫

∂Ti

Eyϕij ñikx −
∫

∂Ti

Exϕij ñiky = 0

sD}�������{����K{2��qg{(�S���Y�M}������Y{ Y �|¹Þ �\�q1} Y �|¹ �,\��R���o�2qg� �|�g�|�K����q "

µi
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(∫
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ϕijϕil

)∂Hzil

∂t
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di∑
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(∫

Ti

∂ϕij

∂x
ϕil

)
Eyil

+

di∑
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(∫

Ti

∂ϕij

∂y
ϕil

)
Exil

+
∑

k∈Vi

∫

aik

(Eyi + Eyk

2

)
ϕij ñikx

−
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k∈Vi

∫
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2

)
ϕij ñiky = 0
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ϕijϕil
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∂t
− 1

2

di∑

l=1
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∂ϕij

∂x
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∂ϕil

∂x
)
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+
1

2
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∂ϕij
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∂ϕil

∂y
)
)
Exil

+
1

2
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[
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di∑

l=1

(∫
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)
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µiMi
∂Hzi

∂t
− Mx

i Eyi + My
i Exi +

∑

k∈Vi

(Fxik − Fyik) = 0

ÁEqg{;p"�M}�������qS{
Mi

¿
Mx

i

q�}
My

i

{����a}��|��ZK�K��qS{��o���K{ Y �|¹ R,R6\vq1};��qg{;¼�qg��}�q1�K��{ Fxik
q1}

Fyik
{����a}

�o��ZK�o��qg{2�K���K{ Y �|¹ Rg�,\�¹
�
� � � �"(�$��/$���� (������ (��-� ���
��� � �#�-�
B i �i¦�V5Ê � : ¨���q-ªK�|};�oq-��q1}vq�³|qgp°�K��q»qg{�}A�­¬ �g�1�������������D��qg{A�|q1�|³��R������}�{v�oq-���"��qgp"�������Kq Y 7 ¹ 7 R6\Â¹©v�"�o}�������{�qt��qS{\p �1p.qg{W�o��}��M}������K{W�a�oqt�1q1����qS{W�|�"��q1p.p.qA�|¹|©v�J�1���K{����on1��q2�o�.}��������o¡���q

Ti
�|��ZK�o�R�K���

��qg{2{���p.p.q�}�{
s1(2, 3), s2(3, 3)

q�}
s3(3, 1)

¹oÁEqg{(·¸���K�Â}������K{2�|q;ªK��{�q
P1

�oq
Ti
{����a}�"





ϕi1 = 3 − x
ϕi2 = (2x + y − 7)/2
ϕi3 = (3 − y)/2

ÁEqg{�·¾����qS{&�|q
Ti

q1}»{����Õ¼�����{����
Tk

{�����}-�o��ZK�o��qg{-��qS{��Rqg��}���¼�qgp°qg�a}&�K���
ai = [s2, s3]

q�}
ak =

[(3, 1.5), (3, 2.5)]
¹ Á\¬ ���a}�q1��·¾����q°q1�a}���q

Ti
q1}

Tk
qg{�}A}�q1����q.�a�oq

aik = ai ∩ ak
¿ �K���;{��o��}�q

`1 = 2
q�}

`2 = 1
¹�©v�²}������o¼�q.��������{A���Kq

βik = βki = 3
��q"�a�o� �~�K{�}���ZKq"��q°�K��qgp°��q1�;�R�����a}��oq°������qgp.�����a�oq

Y 7 ¹ 7 R6\�¹©v�J�1���K{����on1��q2p.�����a}�q1�K����}\�K�"����_.�Kq1p.q1�a}W�|q2}����|³W^��|qD���;·¾����q
ai
¹aÁ�qS{N·¾���1qg{

ak
�R���o�

k ∈ Vi{����a}5�|��ZK�K��qS{ �K���K{���q,}���ªo��qg���. i¿_���°� ∀i, ∀k ∈ Vi, `1 = 8
q�}

`2 = 1
¹�©v�-��qg��qg�K{�q,�o���K{E��q,}���ªK��qS���» 

��qg{�¼M����q1�K��{(�|q
βik , k ∈ Vi

¹ ����qg���a�oqA}����|}�qS{(��qS{����a}�qg��·¾����qS{
aik, k ∈ Vi

{����a}��g¡�����qS{1¿i������qgp"�������Kq
�a�oq°��qg{A¼M����q1�o��{v�oq

βik, k ∈ Vi
{�����}A���o½K�oq1�Y���1qS{A�K���A�����R��{��«}������d�|�d¼�����{���{��

Tk
�|q

Ti
¹­µv���K�»���

�oq1�|³|��n1p.q;�Y�����a}t�|q����°��qgp.�����a�oq Y 7 ¹ 7 R6\�qg{�}5�~�K{�}���ZK��¹

ak βik βki� Y 7 ¿�R�¹ �0\Â¿ Y 7 ¿�R�¹ �� ,\ � ]i¹ � R 7 7 ¹ �
� Y 7 ¿�R�¹ �� ,\Â¿ Y 7 ¿ R�¹Þ ,\ �  |¹ 7  0] 7 ¹ �
� Y 7 ¿�R�¹  #\Â¿ Y 7 ¿�R�¹ ]� ,\ � 7 ¹ ^�  R 7 ¹ �
� Y 7 ¿�R�¹ ]� ,\Â¿ Y 7 ¿Þ�|¹ �#\ � 7 ¹ � m   7 ¹ �
� Y 7 ¿ �o¹ �0\Â¿ Y 7 ¿ �o¹ �� ,\ � 7 ¹ � m   7 ¹ �
� Y 7 ¿ �o¹ �� ,\Â¿ Y 7 ¿Þ�|¹Þ ,\ � 7 ¹ ^�  R 7 ¹ �
� Y 7 ¿ �o¹  #\Â¿ Y 7 ¿ �o¹ ]� ,\ �  |¹ 7  0] 7 ¹ �
� Y 7 ¿ �o¹ ]� ,\Â¿ Y 7 ¿ 7 ¹ �#\ � ]i¹ � R 7 7 ¹ �

����� �   � �\����q1�o��{(�|q
βik

q�}
βki

{��o��¼M����}2���»·¾����q
ak

�|q
Tk

±\����_"�oqgp.q1�a}D�|q;}����|³ ^

B i �i¦�V5Ê � A ¨$��� �o���S����{�q&�K���K{D�1q�}Aq�³|q1p.�o��q&��q-�1�����1�o���|q-���.¼M����q1�K�tp"�M³|��p.����q&�oqg{t�1���K{�}����a}�qg{
βik(βki)

�o���K{W��qv�1��{,�­¬ �o�"p"����������¡�q2�o���|±¶�����|·¸����p.q�¹�x|�o�o�R��{����K{,���KqD�o���Y{\{���p.p°qS{W�o���K{\���&{��«}��K�M±
}������k�|qJ��� ZY¡��o��q3�o¹Þ��RM¹5Á�qS{-¼�����{����K{&�o� }��������o¡���q

Ti1
{����a}

Tk1

q�}
Tk2

¹ ÁEq3¼�����{����§�|qg{&}��������o¡���qg{
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Ti2
¿

Ti3
q1}

Ti4
qg{�}

Tk3

¹t©v�Î�o��}�qÕ��qS{����a}�qg��·¾����qS{3�o���|±¶�����o·¸����p°qS{3�Y���
a1 = Ti1

⋂
Tk1, a2 =

Ti1

⋂
Tk2, a3 = Ti2

⋂
Tk3, a4 = Ti3

⋂
Tk3

q�}
a5 = Ti4

⋂
Tk3

¹,©v���|���K�oq �o���K{°��q�}���ªK��qS��� �
��qg{v¼M����q1�o��{t�oq

`1

q1}
`2

�Y���o�t}����|}�qg{v��qS{t���a}�qg��·¾����qg{t�o���o± �1���|·¸����p.qg{g¹KÁEqg{vp.��³|��p»�op"{t�|q-}����Y{t��qg{
`1

q�}
`2

{����a}
` �
���1 = 2.7

q1}
` �
���2 = 4.0

�a�o�N��������qg{��Y���K�|qg��}A��qS{��Rqg��}���¼�qgp°qg�a}A���o³²���a}�qg��·¾����qS{
a1q1}

a3

¹­©v��� L �
��� = max(` �
���1 , ` �
���2 ) = ` �
���2

¹ �t�o�o�����a�o���K{D��q���q1p.p.q»� "o���²�1�������K��q&{�q1�o��q1p.qg��}
���°¼M����q1�o�t�oq

βki
�a�o����������qg{��Y���K�3À.�º¬ ���a}�qg��·¾����q

a3

���K��qg{�}D��q�p"��³i��p-�KpF�|q;}����|}�qS{2��qg{2¼M����q1�K��{2�|q
βik

q1}
βki

¹

a a a a a4 5321

T

T

T

T T T

k1

Tk2

i1 i2 i3 i4

k3

� ����� �o¹Þ��R � oN³|q1p.�o��q&�­¬ �o� p"����������¡�qv�o���|±¶�����o·¸����p°q

����}�q1��·¾���1q
`1 `2

a1

�|¹ ] R�¹ �
a2

R�¹ � R�¹ �
a3

R�¹ � �K¹ �
a4

R�¹ � �|¹ �
a5

R�¹ � 7 ¹ �
����� �R� ���\����qg�o��{2�oq

`1

q1}
`2

�Y���o�(}����|}�q���qg{(���a}�qg��·¾����qg{

� �2LM�('5�2��+��2


��R � �-¹ �,qg�|±¶l����,���Y� �&¹NrDqgp.�����M¼|{�¯i�º¹ � � �X�
-����?�����c��� 	 2 	�	 � � ��� ���L! ��� ��� �(�*��� ¹�l�qg��mK�o�����|± k~{�����qg�k¶�Y{~}��«}��|}�q&��· l�qg��mo�K������¡�z�¿o�������K¹
� � � u§¹ ��q1���K����¯i�º¿aÁW¹ n q �g���o�º¿Kx ¹oÁ����a}�qg���º¿|���K��x ¹|�\���Yqg���K�K¹5�N����������qg�R�K�K{~}����Y�Â}��K��qS�3p.qg{�m�{�����¼�q1��{

·¸���Jmoq1}�q1����¡�q1�oqg���K{°´(�_¼�q��o�����K��¡��M}������k�o����ªK��qgp.{g¹�� �#�1� � � ��� � � � �6�#��� ��¿ 7 � Y ^0\ " ]_��� ��]M� 7 ¿
�������o¹
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