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Résumé : On étudie la stabilité d’une méthode Galerkin discontinu pour la résolution nu-
mérique des équations de Maxwell 2D en domaine temporel sur des maillages triangulaires
non-conformes. Cette méthode combine 'utilisation d’une approximation centrée pour I’éva-
luation des flux aux interfaces entre éléments voisins du maillage, & un schéma d’intégration
en temps de type saute-mouton. La méthode repose sur une base de fonctions polynomiales
nodales Py et on considére ici les schémas obtenus pour K = 0,---,3. L’objectif de cette
étude est d’exhiber des conditions sous lesquelles les schémas correspondant sont stables, et
de comparer ces conditions & celles obtenues dans le cas de maillages conformes.
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Stability analysis of a discontinuous Galerkin method
for solving the 2D time domain Maxwell’s equations
on non-conforming triangular meshes

Abstract: We study the stability of a discontinuous Galerkin for the numerical resolu-
tion of the 2D time domain Maxwell’s equations on non-conforming triangular meshes. This
method combines a centered approximation for the evaluation of fluxes at interfaces between
neighboring elements of the mesh, with a leap-frog time integration scheme. The method
relies on a Py Lagrange type polynomial basis and we consider here the schemes obtained
for Kk = 0,---,3. The objective of this study is to exhibit conditions under which the cor-
responding schemes are stable and to compare these conditions with those obtained in the
case of conforming meshes.

Key-words: Maxwell’s equations, time domain, discontinuous Galerkin method, non-
conforming triangular meshes, L? stability.
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1 Introduction

Pour la résolution des équations de Maxwell en domaine temporel, la méthode numérique
la plus connue et la plus couramment utilisée est la méthode DFDT (différence finie en
domaine temporel) proposée par Yee en 1966 [29]. C’est une méthode de conception simple et
facile & mettre en ceuvre. Toute la physique nécessaire aux simulations numériques complexes
en électromagnétisme (matériaux dispersifs, modéles de fils minces, plaques minces, fentes,
etc.) a été introduite durant les derniéres décennies. Sur des maillages cartésiens, cette
méthode est la plus efficace en termes de temps de calcul et lorque la discrétisation est
uniforme la méthode DFDT est précise au second ordre en espace et en temps. Cependant,
il est malaisé de discrétiser des formes irréguliéres avec de tels maillages. En particulier,
toute surface courbe est approchée par une surface discréte en marches d’escalier, ce qui
peut étre préjudiciable & la précision du calcul lorsque cette surface revét une importance
particuliére comme par exemple l'interface entre deux tissus biologiques dans les études
dosimétriques du rayonnement électromagnétique issu d’un téléphone mobile. De plus, la
modélisation de petits détails (fentes minces, plaques minces) impose une taille de maille
trop petite, rendant le calcul prohibitif si le maillage sous-jacent est uniforme. Si I’on utilise
un maillage cartésien non-uniforme mais conforme pour prendre en compte ces détails, on
accroit ’erreur de dispersion du schéma dans les mailles plus grossiéres.

Une solution élégante pour prendre en compte des éléments géométriques de forme com-
plexe tout en préservant ’utilisation de maillages conformes est proposée par la méthode
des domaines fictifs [T2]-[T1]-[3]. L’inconvénient d’une telle méthode est que la taille du pas
de discrétisation de 'objet est liée & celui du maillage et donc, si 'objet est discrétisé fi-
nement, on est de nouveau contraint & utiliser un maillage fin dans tout le domaine. Une
autre approche consiste & avoir recours & un raffinement local du maillage. Il existe deux
types de raffinement : conforme et non-conforme. On s’intéresse dans ce travail aux discréti-
sations non-conformes qui sont & priori plus intéressantes car elles permettent de réduire de
maniére spectaculaire le volume des données & traiter. Plusieurs travaux ont été menés pour
étendre la méthode DFDT de Yee [29] & ce type de maillage (raffinement spatio-temporel)
qui utilisent des formules d’interpolation portant sur les deux champs [19]-[22], ou sur un seul
champ (le champ magnétique ou le champ électrique) [6]-[30]. On peut citer deux conclu-
sions de ces travaux. La premiére est que le raffinement spatio-temporel a surtout été abordé
d’un point de vue heuristique et étudié d’un point de vue expérimental (analyse de résul-
tats d’expériences numériques). La deuxiéme est que des instabilités fortes (explosion au
bout de quelques pas de temps) ou faibles (explosion & la suite de multiples aller-retours de
Ponde & lintérieur de la boite de calcul) ont été signalées par certains auteurs sans qu’au-
cune analyse mathématique n’ait été donnée. Collino et al. [I0] ont récemment proposé une
nouvelle méthode de raffinement spatio-temporel en trois dimension d’espace garantissant
un raccord stable entre les sous-maillages, basée sur la conservation d’une énergie électro-
magnétique discréte. Cependant, cette méthode est de nature implicite aux interfaces entre
sous-maillages et nécessite donc la résolution d’un systéme linéaire pour ’obtention de la
solution.
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Un maillage non-structuré (non-orthogonal et non-uniforme) donne la souplesse voulue
pour approcher correctement des frontiéres courbes et des détails géométriques. Deux fa-
milles de méthodes numériques travaillent avec ce type de maillage : la méthode des éléments
finis et la méthode des volumes finis. Ces méthodes et en particulier celles reposant sur le
formalisme volume fini ont fait ’objet de nombreux travaux ces derniéres années pour leur
application & la résolution des équations de Maxwell instationnaires [7]. Les méthodes ini-
tialement proposées s’appuient sur des schémas de type MUSCIA pour obtenir une plus
grande précision en espace et, éventuellement, des schémas de type Runge-Kutta pour une
plus grande précision en temps. Malheureusement, ces schémas produisent une dissipation
numérique non négligeable, qui rend les calculs en temps long irréalistes. Ces méthodes ont
aussi des cotits relativement élevés par rapport aux méthodes de différences finies les plus
efficaces. Ces derniéres années ont vu I"apparition de nouvelles méthodes numériques d’ordre
élevé en maillages non-structurés pour la résolution des équations de Maxwell dans le do-
maine temporel que ’on peut regrouper sous le formalisme des méthodes de type Galerkin
discontinu [8].

La méthode Galerkin discontinu respose sur une base de fonctions discontinues d’un élé-
ment du maillage & un autre. L’ordre d’interpolation peut étre choisi arbitrairement dans
chaque élément. La méthode peut étre vue comme une approche élément fini pour laquelle
aucune continuité n’est imposée entre élément, ou une approche volume fini d’ordre élevé.
Par ailleurs, la discontinuité de ’approximation permet de n’imposer aucune contrainte sur
le maillage et les discrétisations non-conformes sont donc autorisées. De plus, les matrices
de masse obtenues sont locales & un élément ce qui permet de s’affranchir de la question
cruciale de I’inversion d’une matrice de masse globale typique des méthodes d’éléments finis
classiques. Ces propriétés font des méthodes Galerkin discontinu des candidates idéales pour
mettre au point des stratégies de résolution hp-adaptatives. La méthode Galerkin discontinu
est fréquemment utilisée pour résoudre les systémes différentiels hyperboliques non-linéaires
de la mécanique des fluides compressibles [28] mais son application & la résolution des équa-
tions de Maxwell instationnaires est en revanche plus récente [I8]-[I3]-[20]-[T7]. Pour ces
équations, des méthodes Galerkin discontinu d’ordre élevé ont été développées en maillages
tétraédriques [T5] et en maillages hexaédriques [9]. Enfin, la méthode Galerkin discontinu
est particuliérement bien adaptée aux architectures de calcul paralléles [14]-[2].

Concernant la méthode Galerkin discontinu en domaine temporel (GDDT), les travaux
sur des maillages non-conformes sont trés rares, surtout pour les systémes hyperboliques.
Une étude en mécanique des fluides a été publiée en 2003 par Remacle et al. [23]. Les auteurs
présentent une méthode hp-adaptative avec un schéma de Rung-Kutta pour l'intégration en
temps. Ils exploitent aussi une stratégie de pas de temps local [24] pour améliorer la perfor-
mance du schéma d’intégration. A noter que les auteurs se sont focalisés sur la question des
limiteurs dans le caclul des flux aux interfaces entre éléments voisins sans aborder la question
de la stabilité du schéma. Il est trés difficile de juger de la qualité de leurs résultats vu les cas
tests choisis ou des instabilités physiques sont naturellement présentes. Canouet et al. [5] ont
proposé une nouvelle méthode de type Galerkin discontinu pour la résolution du systéme de

IMonotonic Upwind Schemes for Conservation Laws
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6 H. Fahs, S. Lanteri and F. Rapelti

Maxwell, basée sur un espace d’approximation local P}, | un schéma saute-mouton pour 'in-

tégration en temps et un schéma centré pondéré pour le calcul des flux. Malheureusement ce
schéma peut dans certains cas conduire & des solutions incorrectes dans le cas d’un maillage
localement raffiné de fagon non-conforme. Pour palier ce probléme, les auteurs proposent un
schéma hybride P}, /P2, . Les résultats numériques montrent clairement lintérét de ce type
de méthode en maillage non-conforme pour la conception d’antennes. Néanmoins, bien que
vérifiée numériquement, la stabilité de la méthode n’est pas étudiée théoriquement.

On s’intéresse ici 4 1a résolution numérique des équations de Maxwell bidimensionnelles en
domaine temporel par une méthode de type Galerkin discontinu sur un maillage triangulaire
non-conforme. Le point de départ de notre étude est la méthode Galerkin discontinu non-
dissipative proposée dans [I3] pour la résolution des équations de Maxwell tridimensionnelles
en maillages tétraédriques non-structurés conformes. Cette méthode combine 'utilisation
d’une approximation centrée pour I’évaluation des flux aux interfaces entre éléments voisins
du maillage, & un schéma d’intégration en temps de type saute-mouton. L’objectif de cette
étude est d’exhiber les conditions sous lesquelles les schémas correspondant sont stables, et de
comparer ces conditions & celles obtenues dans le cas de maillages conformes. Ce rapport est
organisé comme suit. Dans la section [, on formule 1la méthode Galerkin discontinu d’ordre K
et on établit une condition suffisante de stabilité sur un maillage triangulaire non-conforme.
Dans la section Bl on se place dans le cas de fonctions de bases nodales Py et on détaille
la formulation de la méthode GD-Py dans le cas de maillages conforme et non-conforme,
en insistant sur les difficultés du cas non-conforme. Enfin, on présente dans la section H,
quelques résultats numériques, qui permettent de vérifier la stabilité du schéma.

2 Etude du schéma Galerkin discontinu (GD-Py)

On considére le systéme de Maxwell 2D dans la polarisation transverse électrique TE,
(toutefois, tout ce qui suit reste valide dans le cas de la polarisation TM, ). Nous avons choisi
ici la direction O, comme direction privilégiée et le champ électromagnétique ne dépend que
des deux variables d’espace = et y. Le systéme résultant s’écrit :

oH. OE, O0FE,

"ot Toe oy
oE, OH

r_ 2 =0 2.1
5 9y 7 (2.1)
OB, OH.
“o Tor Y

INRIA
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Ces équations sont définies dans un domaine borné ) de R2. On initialise le champ
électromagnétique & linstant ¢ = 0 pour (z,y) € Q par :

Ex(t:(),JC,y) = EOx(Iay)7
K, (t =0,z, y) = EOy(Ia y)7 (2'2)
Hz(tZO,l‘,y) = HOz(xuy)'

On se donne un maillage triangulaire non-conforme de 2 (voir la figure 2Z1]). Pour chaque
élément Ty, on désigne par |T;| son aire et, €; et p; respectivement la permittivité électrique
et la perméabilité magnétique locale qui sont supposées constantes sur 7, et ¢; la vitesse
de propagation locale définie par €;u;c? = 1. On note par a;;, = T; N Ty interface entre
deux éléments voisins (i.e leur intersection). Pour chaque interface interne on note par 7i;;, =
Y(niks, niky) la normale orientée de T; vers Ty (avec || i || la longueur de a;;), par ﬁik le
vecteur unitaire associé et par V; I’ensemble des indices des éléments voisins de I’élément T;.
Pour les interfaces aux bords du domaine, I’indice k correspond & un élément fictif extérieur
au domaine. Sur chacune des cellules, on se donne un espace vectoriel de dimension d; et un
ensemble de fonctions de bases scalaires ¢;;,1 < j < d;, ol d; est le nombre de degrés de
liberté dans la cellule T;. On suppose que ces fonctions de bases n’assurent aucune continuité
d’une cellule & une autre. On définit 'espace P d’approximation local par :

P = {W e L*(Q) | Vi, W|p, € Pk},

oll Py est I’espace des polynomes de degré K. On multiplie le systéme (1I) par la fonction de
base ;; puis on intégre sur 7;. On obtient aprés intégration par parties le systéme suivant :

8Hz 8tpij 8tpij
,Ui/ — i — / E —+/ Ey——
T; at wj T, Y ax T; ay

7

+ / Eypijnige —/ Eypijnigy =0,

o 5 (2.3)
T SDij ~
€& | —piy  + H,—= - H.ijniky =0,
7, ot 7Y T, Oy oT; s
(9Ey / (9(,0@‘ / ~
€& | —r v — H. + H.¢ijnika = 0.
7, ot T; dy oT; !

Pour tout champ X € {E,, E,, H.} on note par X; la projection L2-orthogonale de X sur
Pespace vectoriel Vect{(p;;,1 < j < d;} du triangle T;. On a la propriété classique suivante :

Yo € Vect{cpij,l <3< di}, / X;.p = / X.p (24)
T; T;

RR n° 0123456789



8 H. Fahs, S. Lanteri and F. Rapelti

Globalement, on a la représentation discontinue suivante des champs :

B

d;
X3 Xiltay) = D03 X (e (@), (2)

ot X;; désignele jme degré de liberté de X,;. On note par X; le vecteur colonne (Xij)i<j<d-
Les inconnues numériques de la méthode sont des approximations des X; qui peuvent étre
ainsi directement utilisées pour calculer les intégrales volumiques et surfaciques de (Z3).
Puisque aucune continuité n’est imposée sur les champs d’une cellule & une autre, pour éva-
luer les intégrales aux bords, des valeurs des champs doivent étre définies sur chaque interface
a;r- Ces valeurs peuvent étre approchées de différentes fagons. On décide ici d’adopter une
approximation centrée étudiée dans [26]-|21] :

X’i ) X )
ke Vi V() € an, X(a,y) 20D Xel00) (26)

Concernant la discrétisation temporelle, on utilise un schéma saute-mouton comme dans
[21]-[T3]. Les degrés de liberté associés au champ électrique E, (respectivement E,) sont

calculés aux instants ¢" = nAt et sont notés EJ;,; (respectivement £),.). Les degrés de liberté

1
associés au champ magnétique H, sont quant & eux calculés aux instants e = (n+ E)At

KE
ih(‘

FiG. 2.1 — Maillage triangulaire non-conforme de €2

. n+3
et sont notés H ;. *.

Il reste pour compléter le cadre de notre étude & définir les conditions aux limites. Soit
une cellule 7; au bord du domaine. On considére une cellule fictive T et on note par
a;r, 'interface frontiére. Les conditions aux limites sont obtenues & partir des relations de
passage & travers le bord du domaine 2, donc en imposant des valeurs aux champs sur les
cellules fictives Tj. Pour ’analyse de stabilité réalisée dans la suite, on se limite & 'utilisation
de conditions de réflexion totale (par exemple, autour d’un objet métallique parfaitement

INRIA
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conducteur) qui se traduisent par la continuité de la composante tangentielle des champs
E, et By, et de la composante normale de H,. Ces conditions s’écrivent :

Y(x,y) € ai : L L (2.7)
+1 +3
H;lk 2(‘T7y):HZ' 2(1‘,3/).
On a par ailleurs les propriétés géométriques suivantes :
1. Zﬁik =0 et 2. T = —TNki. (2.8)

kEV;

Pour x = {z,y}, on note par P* = Z |nikx| le périmétre suivant x (respectivement y)
keV;

du triangle T;. Le schéma Galerkin discontinu s’écrit (voir I’annexe 53 pour plus de détails) :

H* ' gt
pi M <%> = M{E,, - M{E}, - Z (Fa?m - Fg?ik)’
Entl _ g nal k:rl;
€; M; <7m AL m) = —-M/H,*?+ Z Gk’ (2.9)
T 1 kEV;: 1
€iM; <%> = M7HL? - > G,
kEV:
ou :
Frip = ik ;lk ) F;lzk = Sgk ok
G = SyHNTE | G = Sn (210
yik =Pt T Gpg” = Pty T

La matrice de masse M; (d’ordre d;) est symétrique définie positive, et les matrices de
rigidités M" et MZ“’ (d’ordre d;) sont antisymétriques. La matrice S;; est d’ordre d; x dy.
Ces matrices sont définies par les relations suivantes :

(M;) 1 :/ DijPils

i

1_
(SX.)1 = 57%1@;(/ @i pour x = {z,y},
@ik

i

i i ) (2.11)
MEY)., = = 9P ., Pl
( 7 )]l D) ‘/TZ ( O @il Pij ox )7
1 pij dpil
Yy, — I pir — D
(Mz )]l 2 ‘/TZ ( 8’!] Wil Pij 8y )

RR n° 0123456789



10 H. Fahs, S. Lanteri and F. Rapelti

Dans la suite, pour simplifier I’écriture, on utilise les notations suivantes :

PO s O 1 BN+ ER
F;? — xzkfxzkj E:::” — mfm ott x = {z,y}. (2.12)
Remarque 1 On a les propriétés suivantes, pour x = {z,y} :
~ si a;, est une interface interne alors 'SX = —S¥%,

— si ;i est une interface métallique alors 'S% = S%.

2.1 Conservation d’une énergie discréte

On introduit ’énergie discréte suivante :

1 n—=% n4i
£ = §Z(€itE2iMiEZ + &' By MEy, + wi'H, 2Mini+2). (2.13)

On évalue maintenant la variation d’énergie au cours d’un pas de temps :

AE = gtt_gn
n+ i n n nty " o
- Z [tEm' 26iMi(Em'+l —E7) + Ey, 2EiMi(Eyi+l N EW)

T A CONTAT s i)

2 z z

_ } : tpn s gty ot n+%§ : nts | tpnts et
A keV;

tpnts nts |ttty e pnts
keV;

n+3 n+3
_tHzi zMiyE;m' ’

+tH:i+% Z (Fn-i-% _ Fn-l—%)}

yik zik
keV;
_ }:}: tpnts nts _tpnts oty bty pnts n+3
= At [Ezz Gyik - Eyi Gacik + Hzi (Fyik _ink )

i kev;

Dans la troisiéme égalité, tous les termes qui contiennent M et M} s’éliminent car ces
matrices sont antisymétriques et, dans la quatriéme égalité, tous les termes dans la double
sommation correspondent aux interfaces des éléments. On a donc :

AE = At(A + B),

ou :

INRIA
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internes . . ) ) . )
— tpnts oty | tpnts omts tpnty ants  tpnts ”*2
A = E { E, *Guu’ + By *Gu” —"Ey *Gy” — B 26 +
inter faces
tHnJr% FnJr% FnJr% tHnJr% FnJr% FnJr%
ED) ( yik T xik ) + zk ( yki T axki ) ’
metalliques L L .
— E t "+2 ntg ¢ ""'2 ntg | tpnts oot ntg
B = [ E Gylk E GI’Lk + Hzi (Fyzk - lek ) .

inter faces

On utilise (ZI0), ZI2) et la remarque [l pour calculer A et on trouve :

internes )
A=) [tE"Jr?SyH"J”+tE”+2S,-ZZ.H:i+§—

inter faces

n+i n+i n+i n+
tE : zksz : _tEyk 25k1 4+

n+3 n+3 n+3 n+
tHzi 2Siyk‘Emk : tHz : ’LkEyk *

CHI RS ENTE tE s | <o,
Pour calculer B, on utilise (ZI0), @&I2), (Z7) et la remarque [l On trouve :

metalliques .
_ E t s qu ot _t n+2 nty
B - [Ezz Siksz E S sz +
inter faces
zi

n+ n+ n+ n-+
tH 2Sij 2 tH 2 1kE 2}_0

Donc, pour des conditions aux limites de type métallique seulement, I’énergie est exac-
tement conservée. Ce résultat est cohérent avec le théoréme de Poynting. On rappelle que
I’énergie électromagnétique en trois dimensions d’espace, dans le vide, en absence de charge
et de courant, vérifie le théoréme de Poynting :

/—dv+/ ﬁ.ﬁds:().
ov

pour tout volume V fermé de frontiére OV régulier, ou £ est I’énergie électromagnétique et
P est le vecteur de Poynting définis par :

['EE + ptHH), et P=FEnH.

RR n° 0123456789



12 H. Fahs, S. Lanteri and F. Rapelti

Pour des conditions aux limites de type métallique EAm =0 et le théoréme de Poynting
montre que ’énergie est exactement conservée.

2.2 Stabilité du schéma

On cherche maintenant & exhiber une condition suffisante de stabilité de la méthode
Galerkin discontinu (29)-ZI0)-@II) lorsque les conditions aux limites sont données par
). Pour cela, on veut démontrer que I’énergie discréte (ZI3) est une forme quadratique
définie positive sous une condition de type CFL sur At qui pourrait jouer le role de fonction
de Lyapunov de toutes les inconnues numériques [27]. On pourra alors conclure que le schéma
est conditionnellement stable.

Hypothése 1 On suppose que pour tout triangle T;, il existe une constante «; telle que :

, 0X a; PF
VX € Vect{py, 1 <j < di}, [l5-lln < T 1 Xl
, , (2.14)
X aiP-
VX € Vect{pi;, 1 <j < di}, || =1, < —=|X ||,
€ Vect{pi;, 1 < j < di} ||6y|Tl Tl X[l

On note par | X |1, la norme L? du champ X sur T;, i.e | X|

T, :/ |X 2. On utilise
T;
aussi la méme notation pour définir la norme L? du champ X sur linterface a;z.

Hypothése 2 On suppose que pour tout triangle T; de voisin Ty (k € V;), il existe des
constantes B;, et Bi;, telles que :

(17 |

VX € VeCt{(piju 1 SJ < di}a ||X ik < ﬁik |T| ||X| %7
. 1| (2.15)
. n;
VY € Vect{pr;,1 <j <dp}, Y2, < bBri ||T:|| ||Y||2Tk

Notons ici que la constante «o; est différente et moins contraignante que celle utilisée dans
[13]. Cela vient du fait que les périmétres suivant z et y notés PP et P/ respectivement,
sont plus petits que le périmétre d’un triangle 7;. De plus, on a introduit une deuxiéme
constante (; dans ’hypothése B qui n’a pas été adoptée dans [I3]. On motivera ce choix
dans la section

En utilisant la définition de S35, pour x = {z,y} et des inégalités élémentaires, on a :

i

xsxy| < Pl v <|”“”‘|(@ X2, + Yy )

Alors, on peut déduire de I’hypothése B que :
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Bri €
Tk | \/12i

IS

IVI3,) avee x = {z,y}.
On a par ailleurs que :

2871 — Z[EZtEnMEn +€1tEnMEn +,U/»LtHn 2MH"‘+2:|

%

n—3 n
Sl ERIE, + el Bl + mal HL 21, — Aexz]

%

avec :
n—i
Xp| = L - MEE + MYEL + > (P - Fya) |
keV;
1 8sz 1 aEm
1 (9H 1 6Em
”EEZHTw || HTZHsz”Tl
2
Z(tH:’ 2 zkE ‘ tngi%SzukEzk)
keV;
al|nlkf€| Oéi|nik |
keV; | ,L| | ’L|
Nikx i i i
it (O gy, 4 00 V3, ) +
4 \|T| e | Vi
7iky | (51‘19 \//Tz” 6;” \/—HE 2 )]
4 NG| e AN ¢
< 3 [Cdrel VI ey el VE g ey i VI g
T oot Al e AT m NG
Qi VG, 4 Ptk VI kel Bos V&
2|T; N/ L 4|T| NG 4|T| N yk Ty,
|nzky|ﬁzk \/EH |n1kulﬁkz \/_”E k”% .
G AT Vi K
Par suite :
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14 H. Fahs, S. Lanteri and F. Rapelti

> “”’““(% - 2|

i key;

=) 15

|n””|(P”” - At2|T| \/—)”
|nzky|( A VB ny D \/_)H Hill7, +

ory ~ SO Ve T Al Ve

i a; /I Bik /It
e (ot — At YA ) Hl, -
2P; 2|T;| /€ 4|T;| /€
|n1k |6k1 |nzkx|6k1 €;
A P |, — A | Bl
Tkl /i Tkl /1
Pour simplifier ’écriture de ’énergie on utilise les notations suivantes, pour x = {z, y} :
Ny = (e At Y- A Ok =S
Px S e S AT i

i (67 M i i
z5 = (pe - At Y- A 5’3 2 i
P; NG ATy Ve

d’ou :

internes
26" > Y [N}}CHE-Q

inter faces

Nii || Eyi

21

Sl el 7, + NG Eakll 7, + Nl Eyell7, +

ZNH k7, + Zi% | Ho ||,
metalliques

S [NUIEaDE + N

inter faces

zt|| T

112
Yyl T,

ZHil 3,

Pour que £" soit une forme quadratique définie positive, il suffit que les coefficients de

tous les termes de 'expression ci-dessus soient positifs. Donc, pour les interfaces internes on
doit avoir :

4|T; 4|T;

ciAt(2a; + i) < % et At (20 + Bik) < |PU| , (2.16)
4|T; 4T,

CkAt(20ék + ﬂkl) < Lf' et CkAt(20zk + /Bkz) < % (2.17)
k k
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L’équation (ZI6) donne :

At (20 + Bir) < 4 ( , ) 2.1
ciAt1 (2a; + Bix) < 4min P P (2.18)
L’équation (2T7) donne :
Te| |T;
cxAta(2ay, + Bri) < 4min (' el |—’;|) (2.19)
L
Pour les interfaces métalliques on doit avoir :
4|T; 4/|T;
CiAt(20; + Bik) < % et CiAt(2a; + Bir) < 1|:>y| . (2.20)
L’équation (Z20) conduit a :
T |T;
ciAt(2a; + Bik) < 4min(| || |) (2.21)

Pr P
Utilisons les relations (ZI8) et (ZI9) pour définir la condition de stabilité sur les inter-

faces internes et (Z2ZI)) pour les interfaces métalliques. Ainsi, la condition de stabilité est
définit par :

V interface interne a;y, At < min(Atq, Ats),
T3] T3]
Pf’ Piy

V interface métallique a;i, ¢;At(2a; + Bix) < 4min( (222)

).

Le lecteur pourra vérifier que la démonstration ci-dessus, reste valable pour le cas d’un
schéma Py /.. On signifie par un schéma Galerkin discontinu P /IP,, un schéma qui consiste
a utiliser simultanément les espaces Py et P, dans deux cellules différentes.

Remarque 2 Dans le cas d’un maillage orthogonal conforme ou non-conforme, chaque

Ax;. Ay;
élément T; peut étre caractérisé par le couple (Ax;, Ay;), Uaire |T;| = % et on a les
propriétés sutvantes :
pPr = Z |nike| = 2Ay; et PY = Z [Py | = 2A%;. (2.23)

keV; keV;
La condition de stabilité s’écrit dans ce cas :

{ V interface interne a;, At < min(Atq, Ats), (2.24)
2.2

YV interface métallique a;, c;At(2c; + Bix) < min(Awx;, Ay;),
ot Aty et Aty sont définis par :

¢i(2a + Bir) Aty < min(Ax;, Ay;) et cx(2ax + Bri) At < min(Axy, Ayyg).
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16 H. Fahs, S. Lanteri and F. Rapelti

A ce stade, quelques remarques s’imposent sur les hypothéses () et @) (voir annexe
1) et (E2) pour des explications) :

e l'existence des constantes «; et G;, Vi, Vk € V; est toujours assurée pour tout choix de
fonctions de base et pour tout maillage conforme ou non-conforme.

e les valeurs des constantes «; et G, Vi, Vk € V; croissent avec le degré des fonctions de
base.

e par définition, la constante «; dépend seulement du choix de fontions de base locales.
Autrement dit, si on choisit le méme espace des fonctions de base dans toutes les
cellules, alors «; est une constante globale (méme dans le cas non-conforme). Dans les
autres cas (par exemple, le cas d’un schéma Py /P.) la constante a; devient constante
par cellule (locale).

3 Etude de cas particuliers

On a implémenté la méthode GD-Py pour k={0, 1, 2, 3, 4} sur un maillage triangulaire
avec des fonctions de base nodales. On considére plus particuliérement dans la suite les
schémas GD-Py et GD-P; et on cherche & évaluer analytiquement les critéres de stabilité
correspondant. On distingue deux cas : on commence d’abord par le cas d’un maillage
conforme puis on étudie le cas non-conforme.

3.1 Cas d’un maillage conforme
3.1.1 Schéma GD-P;, (méthode de volume fini)

Pour un maillage triangulaire, le schéma GD-Py est exactement un schéma volume fini
classique. Dans ce cas d; = 0, i.e chaque inconnue nécessite un seul degré de liberté. Les
conditions (ZI4) et (ZIH) sont vérifiées et on a Vi, a; = 0 et Vi,Vk € V;, Bir = Bri = 1. La
condition de stabilité s’écrit alors pour toute interface interne a;y, :

;| |T; - NTk| T
1) 1B, ] B

P BB R

max(c¢;, cg)At < 4min (min( (3.25)

Dans le cas d’un maillage triangulaire orthogonal régulier (i.e Ax; et Ay, sont constants
V1) la condition de stabilité du schéma GD-P, s’écrit pour toute interface interne :

max(c;, cx) At < min(Az;, Ay;). (3.26)
max(c;) At

——F——.D
min(Az;, Ay;) ans

On note par CFL la valeur maximale que peut prendre le rapport

le cas présent, la CFL est égale & 1.

Remarque 3 Ce schéma volume fini est étudié dans [I3] et [Z1)]. Le lecteur pourra vérifier
que pour un maillage orthogonal la condition de stabilité obtenue ici est moins contraignante
que celles obtenues dans [LI] et [Z1]. Par exemple, dans le cas homogéne (i.e ¢; = cte et
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wi = cte, Vi) et pour un maillage régulier uniforme, la condition CFL obtenue ici est plus
grande d’un facteur 1.7 que celles obtenues dans [LI] et [Z1)].

3.1.2 Schéma GD-P,

Dans le cas de fonctions de base nodales linéaires, chaque composante du champ électro-
magnétique nécessite trois degrés de liberté, i.e Vi, d; = 3. Pour un maillage conforme, on a
le lemme suivant.

Lemme 1 Pour des fonctions de base nodales linéaires, les hypothéses (2-14) et (Z13) sont
vérifiées et on a :

1. Vi, o = 3,

2. Vi, Vk € V;, Bix = Pri = 3.

PrREUVE. Tout d’abord, on a les intégrales élémentaires suivantes :

T;
/ Pij i’ :_|12|(1+5jj/), (3.27)
T;
ISP L7 PO SRR RS
PijPijr = 6 (1 +d550)( k) ( i'k)- (3.28)
ik

. — o (ici = . 2 |Tl| 2
1.Ona: X = ;XU% (ick, V| = d), alors || X7, > — ; 1 X351
J i J i

Pour x = {z,y} :

0X o 3 5 _ 3(PX)? 9
- < T E ijxXij|)" < — E Xij
JEV; JEV;:
9(Fy)?
< TP ||X||2Tl donc «; = 3.

Pour un maillage conforme, Vi, Vk € V; on a B;x = Br;- On utilise (B2Z0) et [B28)
pour calculer 3;; qui vérifie le probléme de minimisation :

2 1 1
121 |,
11 2

(el RN

2 0
1 0 | =
0 0

ou "<" désigne une inégalité généralisée définie dans ’annexe (EII). On obtient ainsi
Bu = 3. [ |
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18 H. Fahs, S. Lanteri and F. Rapelti

La condition de stabilité du schéma GD-P; s’écrit pour un maillage conforme quelconque :

T T3]
Piz7 qu

Th| Tk
e

4
V interface interne a;; , max(c;, cx)At < g min (min( ), min( ).)  (3.29)

Pour un maillage orthogonal régulier et en utilisant ([ZZ3), la condition de stabilité
s’écrit :

V interface interne a;, , max(c;, cx)At < 0.11 min(Ax;, Ay;). (3.30)

3.2 Cas d’un maillage non-conforme

Le but de cette section est d’étudier et expliciter une condition de stabilité des schémas
GD-Py et GD-P; dans le cas d’un maillage non-conforme. L’existence des constantes «; et
Bir (respectivement Oi;) Vi, Vk € V; est toujours assurée, donc les hypothéses [l et B sont
toujours valables. Cependant, contrairement au cas conforme ou les constantes J;r et Oi;
sont égales, on va démontrer par la suite que ces constantes sont différentes dans le cas
non-conforme (sauf pour un cas particulier). La constante «; quant & elle, est identique au
cas conforme.

On considére deux types de maillage non-conforme, voir les figures et Dans
la situation le triangle T}, k € V; touche son voisin 7; par deux sommets; dans ce cas
la non-conformité est de la part de T;, U'interface a;; est une aréte compléte du triangle Ty,
par contre elle est une portion d’une aréte de T;. Par contre, dans la situation T,k eV,
touche T; par un seul sommet et la non-conformité est de la part de T; et Tj.

(2) (b)

Fi1G. 3.2 — Deux types de non-conformité

Lemme 2 Soit un triangle T; et son voisin Ty. On note par a; et ay, les arétes de T; et Ty

] et by = | deux
|k |k

respectivement, telles que a;, = T; ( Tk = a; Nay. On note par £, =
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constantes positives telles que 1,05 > 1, ou |.| désigne la longueur d’un coté. On a alors les
propriétés suivantes :

1. Si 61 =40y alors  Bir = Bri,
2. Si 01 > Vs alors Bik > Pri, (3.31)
3. St fl < fg alors ﬁik < ﬁ]ﬂ'.

PREUVE : On se limite dans la démonstration & des fonctions de base nodales linéaires. On
peut néanmoins utiliser les mémes techniques pour d’autres fonctions de base. Tout d’abord,
on note par Aj et A% les matrices symétriques positives telles que :

(A} = / Pijpiy et (Ab); = / DijPijr- (3.32)
ik a;

Puisque les fonctions de bases nodales du triangle T; sont toujours posititves ou nulles
sur T;, on a :

12 xilhi—A4A avec x1 <1,

|aik| |ai

(3.33)
Lok Lok
— AT < ngg—AQ avec x2 < 1.
|aik| |a|
Pour obtenir (B33), commengons par remarquer que la comparaison entre les matrices
A} et Ab, Vi ne se fait directement pas par le critére de ’annexe 1] puisque ces matrices ne
sont, pas définies, sont singuliéres et possédent toujours une ligne et une colonne nulles. En
effet, pour des fonctions des bases nodales IP; les différentes formes des matrices A et Aj
sont :

o O O
* ¥ O
* * O
* O ¥
o O O
* O %

* x 0
et [ * x 0 |]. (3.34)
0 0 0

Donc, ces matrices possédent une valeur propre nulle. On définit alors les matrices B! et
Bi obtenues en éliminant la ligne et la colonne nulles des matrices A et A%. Les matrices B!
et Bj sont symétriques définies positives, donc on peut les comparer en utilisant le critére
classique. De plus, elles possédent les mémes valeurs propres non nulles que celles de A}
et A} respectivement. Enfin, on peut déduire les vecteurs propres de A} et A% de ceux
des matrices B! et Bi. Pour comparer A} et A} il suffit de comparer B! et B} et on a :
si Bf < ABj, alors A% < AA%, ot A est une constante. Donc :

1 . 1 . B
Al < i — AL < ¢ conf ,
g T RS DA
1 1 B*
X by AL <l —

Y e T R Y
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ol pour tout indice i, B® est la matrice de masse associée au triangle T; définie par ([B27).
Les constantes 350" et 359" sont égales (I'indice "conf" signifie que ces constantes sont les
meémes que celles qui sont définies dans le cas conforme). Ainsi, si /1 = /5 et en prenant
Bir, = 185 et By = €259, la premiére propriété du lemme est démontrée. On suit la

méme démarche pour démontrer les deux autres propriétés. |

Remarque 4 o Les propriétés du lemme A sont des conditions nécessaires seulement.
Par exemple pour un maillage du type de la figure m on peut avoir Bix = Lki
mais {1 # l>. Par contre, dans le cas d’un maillage du type de la figure ces
conditions deviennent suffisantes aussi (voir exemple 1 dans l'anneze[6-4).

o Le lemmeld montre clairement (pour un maillage non-conforme seulement) Uinfluence
des constantes B;;; et Bi; par {1 et {2 respectivement. Cela vient du fait que les matrices
Al et A¥ dépendent fortement non seulement des constantes (1 et {5 respectivement,
mais aussi de la position du voisin Ty, de T;, i.e on peut avoir deux interfaces (sur un
coté de T;) de mémes longueurs, mais les matrices A% correspondantes sont différentes.
On observe cette situation dans le cas d’un raffinement de maillage.

o Le lemmed permet de différencier les interfaces conformes des interfaces non-confor-
mes. Il pourrait aussi permettre d’identifier le type de non-conformité (voir les figures

3 et@) de faciliter aussi le calcul du CFL.

Dans la pratique, on utilise la démarche suivante pour calculer la plus grande valeur de
Bir Vi, Vk € V; (voir exemple 2 dans ’annexe B4)) :

1. On cherche toutes les interfaces non-conformes.

2. Vi, Vk € V;, on calcule toutes les longueurs ¢; et /2 qui correspondent aux interfaces
non-conformes.

3. On cherche a calculer Vi,Vk € V;, ® = max({1) et £5'** = max({3), puis L™* =
max (£ 5@, 1l se peut qu’on ait plusieurs £™**; soit £™2* ’ensemble des valeurs
{£pax .., LMax1 ol m est un entier naturel. Dans ce cas on calcule toutes les valeurs
de B;x et [ii, puis on prend les maximum de toutes les valeurs 3;; et Oy; calculées.

3.3 Raffinement local non-conforme

Un cas trés intéressant & étudier est le cas d’un raffinement non-conforme. Le mode de
découpage (de raffinement) d’un triangle décrit ci-dessous (voir la figure B3 ) a été choisi
pour ne pas détériorer la qualité du maillage. Soit un triangle 7T; ; les nouveaux sommets sont
générés aux milieux des cotés et sont utilisés avec les sommets originaux pour créer quatre
nouveaux triangles. Le quatriéme triangle est situé au centre du triangle original et utilise les
trois nouveaux sommets. Pour ce mode de découpage, I’aire de chaque nouveau triangle vaut
le quart de Vaire du triangle initial. L’avantage de cette subdivision est la préservation de
;]
|aik|

I’anisotropie du triangle initial. On note par ¢ = (le rapport entre la plus grande aréte
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<

(a) Etape 0 (b) Etape 1 (c) Etape 2

FiG. 3.3 — Les étapes de subdivision d’un triangle

et I'aréte la plus petite) le taux de raffinement, ¢ est un entier naturel. Les figures Bl[(a)] et
représentent donc des exemples de raffinement de taux ¢ = 4 et ¢ = 8 respectivement.

En utilisant les mémes notations que précédemment, on a ¢; > ¢> = 1, et donc G >
Bri, Vi,Vk € V;. Si les valeurs de (;; pouvaient étre calculées analytiquement alors une
condition de stabilité exacte (CFL théorique) pourrait étre obtenue. C’est ce que nous allons
faire ici dans le cas d’un maillage triangulaire orthogonal. On donne dans les tableaux [ et
les valeurs des constantes «; et max(G;), Vi, Vk € V; et, dans le tableau B, les valeurs de la
CFL, pour un maillage orthogonal, différentes valeurs du taux de raffinement /¢ et différentes
valeurs de ’ordre d’interpolation K. La constante 3;;,Vk € V;, dépend non seulement de
I’ordre du polynéme mais aussi du taux de raffinement. On peut conclure que lorsque le
taux de raffinement ¢ croit, notre condition de stabilité devient trés restrictive.

“Mesh_Raf"

"Mesh_Raf"

R

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1
(a) Raffinement local de taux ¢ = 4 (b) Raffinement local de taux ¢ = 8

F1c. 3.4 — Exemples de raffinements locaux non-conforme d’un maillage triangulaire
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Py K=0

K=1 | K=2

K=3 | k=4

o~ 0.0

3.0 8.0

18.4 | 374

TaAB. 1 — Valeurs de «; en fonctions de K

L ¢ ][ Bin | k=01 Bin [ k=1 | Bix [ k=2 [ Bix [ k=3 | Bir [ k=4 |
1 1 3 6 10 23.42
2 1 4.68 10.48 18.39 35.18
4 1 6.44 17.32 32.70 67.90
8 1 7.61 24.28 52.02 107.6
16 1 8.28 29.38 70.34 146.8
64 1 8.81 34.18 91.18 199.5

TAB. 2 — Valeurs de ;i en fonctions de £ et K

| ¢ | CFL | k=0 ]| CFL [ k=1 | CFL | k=2 | CFL [ k=3 | CFL | k=4 |
1 1 0.11 0.045 0.0213 0.01
2 0.5 0.047 0.019 0.009 0.0045
4 0.25 0.02 0.0075 0.0035 0.00175
8 0.125 0.009 0.003 0.0014 0.00069
16 0.0625 0.0044 0.0014 0.00056 0.00028
64 0.015625 0.0011 0.0003 0.00012 0.000056

TAB. 3 — Valeurs de la CFL en fonctions de £ et K (cas d’un maillage triangulaire orthogonal)

4 Validation numérique

On considére une cavité métallique carrée unitaire. Les expressions analytiques des modes
de résonnance sont connus pour cette géométrie [I6] et on propose ici de simuler I’évolution
temporelle du mode propre (1, 1) pour le cas transverse magnétique TM . Nous avons initia-
lisé le champ électromagnétique par la solution analytique & ¢ = 0, donnée par ’expression
suivante :

La solution exacte est donnée par :

= O7
= O7

sin e X sin my.
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H, = — Xsinmx X cos7y X sinwt,
w
™ . .

H, = — xcosmr Xsinmy X sinwt,
w

E, = sinmr xsin7y X coswt.

ol w = 27 f. La fréquence f est ici égale & 212 MHz. L’intérét de ce cas test est double : il
autorise les simulations en temps long et 1’énergie de la solution exacte est conservée.

Remarque 5 On utilise dans ce rapport une implémentation préliminaire de la méthode
GD-Py dans laguelle on fait une approzimation pour le calcul des matrices de surface non-
conforme. Une future version sera implémentée en utilisant des formules de quadrature.

On réalise toutes les simulations avec un maillage triangulaire orthogonal régulier, i.e si
chaque triangle T; est représenté par le couple (Az;, Ay;) et on choisit ici Az; = Ay;. Pour
ce choix du maillage, on désigne par :
max(c;) At
min(Az;) ’

— CFL numérique (utiliser en pratique), la valeur maximale que peut prendre le rap-
max(c;)At Ax; )
min(h;) N

— CFL théorique, la valeur maximale que peut prendre le rapport

port ol h; est le minimum des hauteurs du triangle T; (ici h; =

4.1 Maillage conforme

On propose d’abord de vérifier la stabilité des schémas GD-Py. Pour cela on réalise
les mémes simulations pour K = 0,1,2 et 3. Le maillage utilisé a une résolution de 14
points par longueur d’onde. On utilise pour chacun des schémas le pas de temps maximal
autorisé par la condition de stabilité. On recense dans le tableau H les valeurs de la CFL
trouvées théoriquement et numériquement pour les différents schémas. Les valeurs de la
CFL numérique sont celles qui correspondent 3 la stabilité numérique effective i.e la limite
au dela de laquelle on observe une croissance de ’énergie discréte. La durée de toutes les
simulations est de 32 périodes. On montre sur la figure I’évolution de 1’énergie discréte
(ZI3) au cours du temps pour différentes valeurs de K et pour les deux types de CFL. Il
apparait donc que les CFL trouvées théoriquement sont sous-estimées d’un facteur variant de
2.7 &4 4.7 lorsque 'ordre d’interpolation augmente. Puisque la solution exacte est connue, on
choisit ensuite de comparer les différents schémas GD-Py & partir de la dispersion numérique
observée et de l’erreur L2. Pour cela, on se propose de suivre ’évolution temporelle du
champ électromagnétique en un point du maillage. Les simulations sont cette fois réalisées
en utilisant différents nombres de points par longueur d’onde (\) pour chaque schéma GD-
Py. On montre sur les figures LA & les évolutions temporelles de Perreur L2, et de la
composante H, (zoomée sur les 11 derniéres périodes) en un point du maillage. Les résultats
sont trés satisfaisants méme pour peu de points par longueur d’onde. 1l est clair que lorsqu’on
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augmente le degré des polynémes d’interpolation, le schéma devient plus précis. On remarque
aussi que les résultats obtenus avec la CFL théorique sont plus précis que ceux obtenus avec
la CFL numérique. Enfin on notera que le schéma GD-Py semble apparaitre ici comme le
plus précis si I’'on se référe 4 'amplitude de I’erreur L? sur les figures B0, B8, EET0 et
On peut attribuer ce comportement au fait que pour la valeur CFL=1.0 qui correspond
a la limite de stabilité du schéma GD-Py, la dispersion du second ordre de ce schéma, est
probablement nulle (voir par exemple [25] pour une démonstration de cette propriété dans
le cas de maillages uniformes parallélépipédiques) alors que, pour les autres schémas GD-Py,
K > 1, cette propriété n’est pas garantie pour les valeurs de la CFL considérées.

Schémas | CFL théorique | CFL numérique
GD-Py 1.0 1.0
GD-P, 0.11 0.3
GD-P, 0.045 0.15
GD-P3 0.0213 0.1

TAB. 4 — Valeurs théoriques et numériques de la CFL - schémas GD-Py

4.2 Maillage non-conforme

On simule comme dans le cas conforme I’évolution du mode propre (1, 1) dans une cavité
métallique carrée. On utilise un maillage dont une partie centrale est raffinée de maniére
non-conforme (voir la figure EET3). Le taux de raffinement est 8. La résolution du maillage
de la grille grossiére est de 14 points par longueur d’onde. La durée de toutes les simulations
est de 35 périodes. L’objectif ici est de tester la stabilité du schéma GD-Py en présence d’un
raffinement local non-conforme. On montre sur la figure EET4 I’évolution de ’énergie [ZI3)
pour les différents schémas, pour les CFL numériques et théoriques. On peut conclure que
le schéma est stable.

Afin de comparer la dispersion numérique observée pour les différents schémas GD-Py, on
réalise la méme simulation avec un raffinement de taux 4 et un autre de taux 8. On utilise
pour chacun des schémas le pas de temps maximal autorisé par la condition de stabilité
numérique. On montre sur les figures ELTH 4 BT 1’évolution temporelle de H, en un point
du maillage grossier sur les 11 derniéres périodes de la simulation (qui en comporte 35)
et erreur L? pour les deux taux de raffinement considérés. Ces résultats sont & comparer
a ceux obtenus dans le cas conforme (figures 26l 4 EET2). Bien que moins précis que dans
le cas conforme, les résultats sont tout de méme satisfaisants compte tenu des forts taux
de raffinement traités. Afin d’évaluer I'impact des CFL théoriques, on réalise les mémes
simulations pour des raffinements de taux 2 et 8. On montre sur les figures EETY et
I’évolution temporelle de H, en un point du maillage grossier sur les 10 premiéres périodes
pour les deux taux de raffinement considérés. Les résultats sont toujours acceptables. On a
vérifié numériquement les points suivants :
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F1G. 4.8 — Evolution temporelle de 'erreur L?
Schéma GD-P,

— les CFL théoriques trouvées dans le cas d’un maillage raffiné sont trés restrictives,

— augmenter le degré des polynomes d’interpolations n’améliore pas les résultats.

5 Conclusion

Nous avons étudié dans ce rapport la stabilité d’une méthode Galerkin discontinu GD-Py
pour la résolution numérique des équations de Maxwell bidimensionnelles dans le domaine
temporel sur des maillages triangulaires non-conformes. Cette méthode combine 1'utilisa-
tion d’un schéma centré pour I’évaluation des flux aux interfaces entre éléments voisins
du maillage, avec un schéma d’intégration en temps de type saute-mouton. Une analyse
théorique a permis de vérifier que la méthode conserve un équivalent discret de l’énergie
électromagnétique. La stabilité est obtenue en démontrant que 1’énergie discréte utilisée est
une forme quadratique définie positive de ces variables sous une condition de type CFL.
Considérant le cas du raffinement local non-conforme d’un maillage triangulaire, nous avons
étudié plus précisément le lien entre la stabilité et la non-conformité géométrique, et nous
avons exhiber des conditions sous lesquelles les schémas GD-Py sont stables. Une implémen-
tation de la méthode a été réalisée en adoptant des fonctions de base nodales polynomiales
et un traitement simplifi¢ des intégrales de surface dans le cas d’un maillage non-conforme.
Une étude numérique de la stabilité en considérant un cas test de propagation d’un mode
propre dans une cavité métallique. Les conditions de stabilité théoriques s’avérent trés res-
trictives surtout lorsque le taux de raffinement augmente. La connaissance de la solution
exacte nous a permis de réaliser une étude préliminaire de la précision des schémas. Les trés
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F1G. 4.10 — Evolution temporelle de I’erreur L2
Schéma GD-P,

bons résultats obtenus dans le cas conforme avec peu de points par longueur d’onde n’ont pu
étre reconduit dans le cas non-conforme du fait de ’erreur de dispersion introduite par les
variations de taille de maille. De plus, 'augmentation de 'ordre d’interpolation n’ameéliore
pas les résultats dans le cas d’un maillage non-conforme. La suite de cette étude concerne
différentes facettes de la méthode GD-Py proposée ici :
— la mise en ceuvre de formules de quadrature pour le calcul des intégrales de surface
dans le cas d’un maillage non-conforme,

— une étude numérique de la convergence de la méthode GD-Py complétée par une
évaluation des gains potentiels en termes de cotits de calcul et consommation mémoire
résultant de la non-conformité géométrique,

— lévaluation de la méthode lorsque l'ordre d’interpolation varie localement (i.e schéma
]P)K/PL)J

— la réduction de ’erreur de dispersion via la mise au point de stratégies de pas de temps
local.

Remerciements. Les auteurs remercient Loula Fezoui pour I’aide apportée dans la mise
en ceuvre de la méthode GD-Py en maillages triangulaires non-conformes ainsi que pour les
nombreuses discussions autour de la problématique au ceeur de cette étude.
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6 Annexes

6.1 Inégalité généralisée

1. On dit qu’un ensemble C' est un cone, si pour tout x € C et # > 0 on a 6z € C. Un
ensemble C' est un cone convexe s’il est convexe et un cone, c’est & dire que pour tout
r1,22 € C' et 01,02 > 0,0n a b1z1 + 020 € C

2. Un cone K C R"™ est appelé un cone propre s’il satisfait les conditions suivantes :

K est convexe,

K est fermé,

K est solide, i.e. l'intérieur de K est non vide,
K est pointu,ie.z€e K, —x € K = 2 =0.

Un cone propre K peut étre utilisé pour définir une inégalité généralisée, laquelle est une
relation d’ordre partielle de R™ qui posséde plusieurs propriétés de la relation d’ordre définie
dans R. On associe au cone propre K la relation d’ordre partielle définie par :

r3gky<s<=y—-rekK (6.35)

On définit également la relation d’ordre partielle stricte par :

r <gy<>y—x€int K (Uintérieur de K) (6.36)

Dans la suite, on note par <x et <k les inégalités généralisées respectivement non
stricte et stricte, associées au cone K. Si K = R, alors la relation d’ordre partielle <y est
la relation d’ordre usuelle < sur R, et la relation d’ordre partielle stricte < est la relation
d’ordre usuelle < sur R. On note par :

e S™ ’ensemble des matrices carrées symétriques d’ordre n :

S"={X eR™™ | X = X"}
e S I'ensemble des matrices carrées symétriques positives d’ordre n :
ST ={XeS" | X =0}
e S'', T'ensemble des matrices carrées symétriques définies positives d’ordre n :
ST, ={XeS"| X >0}

Les deux propriétés suivantes sont immédiates (voir [4]-[1]) :
e S est cone propre de S”,
o S" = ﬂ{XG S™ | 27Xz >0}

270
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La premiére propriété signifie qu’on peut associer 4 S’} une inégalité généralisée < ou <,
i.e une inégalité entre deux matrices dans S™. Donc, d’aprés (E38) on a, X 551 Y<«—Y-X
est positive, et en utilisant (B36), on a X <s» ¥ <= Y —X est définie positive. La deuxiéme
propriété signifie que X =<g» ¥ <= Vz, 2T Xz < 27Y 2. Pour simplifier I’écriture, on élimine
I’indice de =sn et <sn. Pour des matrices symétriques on utilise simplement X < Y ou
X <Y, étant entendu que I'inégalité généralisée est associée au cone propre S'}.

Un critére pour comparer deux matrices est alors le suivant : soient X et Y deux matrices
symétriques d’ordre n, tel que Y est définie positive. On note par P la matrice telle que
P =Y 1/2XY~1/2, On considére le probléme d’optimisation suivant :

Trouver une constante § € R telle que X < JY (6.37)

Ce probléme admet une solution optimale d,,: qui est le rayon spectral de la matrice P.

6.2 Probléme d’optimisation

Dans la suite, on utilise les mémes notations que celles de la section On considére le
probléme suivant : existent-t-ils deux constantes d; et do qui vérifient,

VX € Vect{p;;,1 <j <d},

12X
Ox

< alX|, et |XI2, <&IXE  (6.39)

@ik

La réponse est positive pour tout choix de fonctions de base {¢;;},1 < j < d,.
PREUVE. Le probléme (B38) est équivalente au probléme d’optimisation suivante : trou-
ver deux constantes positives d; et Jo telles que,

A1 = (SlB et A2 = 62B (639)

ou les matrices Ay, A2 sont symétriques et B est symétrique définie positive, elles sont
définies par :

Ay = Y kel A "/:/ ij ¥Fij’ t (B “/:/ i P47 6.40
(A1)jj /Tl or oz (Az)j; 3 pijpiy et (B)jj Ti‘PJ@J ( )

iJ

D’aprés le critére de la section précédente, le probléme (E39) admet une solution optimale
(61; 02) qui est aussi une solution du probléeme (E38) et on a :

(51,52) _ (B_1/2A1B_1/2;B_1/2A2B_1/2)

On peut vérifier aussi que les valeurs des constantes 01 et do augmentent avec la taille (d;)
des matrices A1, As et B.
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6.3 Formulation du schéma GD-Py

On précise dans cette section I’écriture du schéma GD-Py ([23). Pour simplifier, on dé-
taille seulement la formulation de la premiére équation de [Z3). On multiplie la premiére
équation du systéme () par la fonction de base locale y;;, puis on intégre sur chaque

triangle 7; :

OH, , 0B, 0B _

o T or T oy
N /ﬂ%er/ 9L,

T; at K T; ax .

Aprés intégration par parties, on obtient :

0H,

Mg /
T,

7

ot YT

| E
T;

8%‘3‘
Y 9z

+/EI
T;

3%‘;‘
dy

OoE

i —

Jh

7

Utilisons les équations (ZH) et (Z6) pour en déduire :

d;

Niz (/T s%‘%'l)

=1

7

aHzil

ot

Une intégration par parties conduit a :

d;

=1

RR n° 0123456789

k3

Niz (/T s%‘%'l)

aHzil
ot

(’“)y(pj

+/ Eyﬂpijﬁikx—/ Epijniky =0
T aT,

7

d.
- Dpij
- Z( i 8:0] @il)Eyil
=1 i
dv
—— il | By
+ ;(/T oy <Pl) !
¢ B LB
Ezz"'Ezk ~
- X ) (e =0
keV; ik
Iy ([ -0, 2%,
2l:l T; 8:6 i * 8:17 yZl
li(/ (3%‘; , “3%‘1))E.
2 T 3y il ©j 3y xil

ik

1 ik

( / %j@kzﬁiky) Eur

d;
[ (/ @ij¢kzﬁikx)Eykl -
; Li=1 a

=0
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qui donne :

8Hzi

iM;
Hili—ay

— MPEyi + MYEzi + Y (Fait — Fyir) =0
kev;
Les matrices M;, M7 et M, sont définies dans ([ZII)) et les vecteurs Fy; et Fy;, sont
définies dans ([ZI0).

6.4 FEtude de quelques exemples

Exemple 1 : le but de cet exemple est d’éclaircir les deux points de la remarque B3).
On utilise les mémes notations que celles du lemme Bl On considére un triangle T; défini par
les sommets s1(2,3), s2(3,3) et s5(3,1). Les fonctions de base Py de T; sont :

Y = 3-x
via = (x+y-—17)/2
iz = (3-y)/2

Les faces de T; et son voisin T} sont définies respectivement par a; = [so, s3] et ap =
[(3,1.5),(3,2.5)]. L’interface entre T; et Ty est telle que a;x = a; N ay, par suite ¢1 = 2 et
{3 = 1. On trouve alors que B;; = Bk = 3 ce qui justifie le premier point de la remarque
B30).

On considére maintenant un raffinement de taux 8 de la face a;. Les faces ax pour k € V;
sont définies dans le tableaul, on a Vi, Vk € V;, 1 = 8 et £5 = 1. On recense dans le tableau Bl
les valeurs de (;x, k € V;. Bien que toutes les interfaces a;x, k € V; sont égales, on remarque
que les valeurs de B, k € V; sont influencées par la position du voisisn T} de T;. Donc la
deuxiéme point de la remarque B3] est justifié.

ay Bit | Bri
(3.1.0), 3,1.25)] | 7.613 | 3.0
(3,1.25), (3,1.5)] | 5.357 | 3.0
(3,15), (3,1.75)] | 3.851 | 3.0
(3,1.75), (3.2.0)] | 3.095 | 3.0
(3,2.0), (3,2.25)] | 3.095 | 3.0
( )

( )

(

3,2.25), (3,2.5)] | 3.851 | 3.0
3,2.5), (3,2.75)] | 5.357 | 3.0
3,2.75), (3,3.0)] | 7.613 | 3.0

TAB. 5 — Valeurs de ;. et (x; suivant la face ar de T} - raffinement de taux 8

Exemple 2 : on précise dans cet exemple le calcul de la valeur maximale des constantes
Bir(Bk:) dans le cas d’un maillage non-conforme. Supposons que nous sommes dans la situa-
tion de la figure E21l Les voisins du triangle T;; sont Ty, et Tyo. Le voisin des triangles
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Tio, Tis et T;4 est Trz. On note les interfaces non-conformes par a; = Tj1 () Tk1,a02 =
Tii N Tr2,a3 = Tia(\Tks,aa = Tis(\Tks et a5 = Tia()Tks- On donne dans le tableau
les valeurs de ¢ et {5 pour toutes les interfaces non-conformes. Les maximums de tous les
{1 et Uy sont (% = 2.7 et (53'** = 4.0 qui correspondent respectivement aux interfaces a;
et az. On a L™ = max({**, (52*) = (5* Appliquons le lemme [ : on calcule seulement
la valeur de (g; qui correspond a l'interface as qui est le maximum de toutes les valeurs de

Bik et Bi.
F1c. 6.21 — Exemple d’un maillage non-conforme
interface | ¢1 | 4
al 2.7 1.0
as 1.6 | 1.0
as 1.0 | 4.0
a4 1.0 | 24
as 1.0 3.0
TAB. 6 — Valeurs de /; et {5 pour toute les interfaces
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