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� |
n�p/¾ÀuÌ�>w�� ¯ Á¢Çh��{�������°±�³q��Ì|~�
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�±�K�Ì���
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�~�Kp6��¦���q!|~���!{������Ì��q!�
�e��yX�a��p6�³��{!ÇY�����j� |�{tq�UQ���³q!���!y���{¡�zq!p6���a{�|
�
��|~q��ÈÂtÜ¸{~�aq!²
�!�³��°±°³y�Ç@���j�³�e´�q!��{~q����
��£�°³q!p¼�³�-q!°³q��¢|
�~�Kp*��¦���q�|~���!{½��{tÎa�
{}|�{}|~�a�z�±qk�hÇ ¹ n�����n������a{}��{�|�{¡�±�-������¶·���
pB�³��¦��~q�T�q���|~�K�¡���K|
q!���a��{
¹ �±|~nÒ�~qk{}�Yq���|�|~�-�����z���%|
�±�K���z�³��¦�����p*{�Âjm�n�q!�@Ç»|~n�qG��q��~�z�zye����p6�³�Q��q�{~�±¦K�Í��¶½� ¹ �±��¦Ê��¶t�Ì|~������{
{}�K�����*£���{~�±��q�{
{���q!|B��{
�!����{~�³��q!�
q��hÇ ¹ n��X{}q��K£z��q���|~�³´�q¡�³{�|
n�q��z����¦Bp6�±���³p6�±µk�%|
�±�K�������zq!���6�!����{}|
���K|�°³� ¶ë|¡�����a{�|
�
���±�X|�Â

$ ���&�3����
��@�3��7 8�)+��,Ê
  &,D���!������������ �"

%'&(% )+*-,/.10�,!243!576
¯ {~n����Yq½�K�z|~�³p6�±µk�%|
�±�K�Q���
��£�°³q!p9�!����{~�³{}|
{>�³�Dp6�±���±p6�³µ!�³��¦*�����X{�|�¶·������|~�³���

J
Ç ¹ n�����n+�zq��aq�����{�������{~n����aq Γ

�����D{}|
��|~q
´%���
����£�°³q�{

W
Â ¯ �����
��pBq!|~�
�³�¡�������~�X����nQ��{��������z|
q��+n�q!�
q�Ç�{~�±�a��q¡|~n�q�{~n����aq

Γ
�³{t�zq�Î���q��+£Xy+�B{~p*��°³°h�e��p�£Yq!����¶3�zqk{}�³¦��

´%���
����£�°³q�{
xc

Ç ¹ n�����nj���~q��!����{~�³��q!�
q��G��{t���z|
�±p6�³µ��%|
�±�K�G´i���~����£�°±qk{!Â�m�n�q��a{}q���¶¸{}�a��nÌ�6��������p6q�|
�~���&�������~�X����nG��°³°±� ¹ {�|~�
�
q!��°����!q*|~n�qD�³��� |
�³��°>{~n����YqD�K�z|~�³p6�±µk�%|
�±�K�Í���~�K£�°³q!p ��¶��±��Î����±|~qG�z�±p6q���{}�³���Í£ey��É���
��£�°³q!p ¹ �±|~n¿�GÎa��� |
q+�e��p�£aq�� n

��¶
����ºX��� ¹ ��{!Â�wX|��%|
q�´%���
�³��£�°±qk{ W

¾·�OÂ qKÂ���neyz{}���!��°ÈÎ�q�°³��{�Á��zq��aq����É�³p6��°±�����±|~°³yG���G|
n�q��zqk{}�³¦��É´%���
����£�°³q�{�|
n��~�K��¦�nG|
n�q�{}|
��|~q
qk�K�a�%|~�³���a{

E
Ç ¹ n�����nD���
q����K��{}���zq��~qk�*��{¸�!����{}|~�����³�X|
{�Â�Ã��³����°³°±yKÇz�&¦�q���q!����°��a������p6q�|
�~����{~n����Yq�����|~�³pB�³µ���|~�³���*���
��£�°±q�p �����

£Yq&q��z���
q�{
{}qk�+�K{98
uÉ�³���³p6�±µ�q

J (xc, W (xc)) xc ∈ <
n,we��£z��qk�¢|�|
�

E(xc, W (xc)) = 0,

C(xc, W (xc)) ≤ 0,

¾ F Á

¹ n�q��~q C �
q!���
q�{~q!�X|�{B�K���z�±|~�³������°�¾À��neyz{}���!��°��K�6¦�q!�Kp6q�|~�
���!��°ëÁ��!����{}|~�����³�X|
{�Â weq�´�q��
��°>p6q�|
n��z��{*�!���Ò£YqÉ�!���~�
�±qk�Í����|B|
�{~��°³´�q*{~����n-�����
��£�°±q�p�ÂQm�n�qB�e��p6q��~���!��°»�±p6��°³q!p6q!�X|��%|~�³������¶¸|~n�q�{~q*pBq!|~n��z��{���¶ë|~q��Í�zq!�Yq!���-�K�j|
n�q6Î�q!°��-��¶��±�X|
q!�
q�{}|�Â
rtq!´�q��}|
n�q!°³q�{
{�Ç���|�ye�����!��°È��°³¦��K�~�±|~n�p |
�Q{}�K°±´Kq¡{~����nG�6���
��£�°³q!p ������£aq���q�{
���
�±£Yq�����{�¶·�K°±°³� ¹ {�8

F Â���n��e�K{~q½�³���±|~����°@��q�{~�±¦K�+´%���
����£�°³q�{
x

(0)
c :

k ← 0 :
¤zÂ�£aq�¦��³�G� |
q!���%|~�³���

k
��¶@|
n�q&����|~�³pB�³µ���|~�³���G°³�X�K� :

��Â�{}�K°±´Kqt|
n�q�{}|
�%|
q&q��X����|~�³����{
E(x

(k)
c , W (x

(k)
c )) = 0

ye�³q!°��z�³��¦B|~n�q�{}|
��|~q�´%���
�³��£�°±qk{
W (x

(k)
c ) :

G�Â�q�{}|~�³p*�%|~q¡|
n�q����X{�|�¶·������|~�³���
J (x

(k)
c , W (x

(k)
c )) :

HzÂ����M���%|
q�|~n�q��zqk{}�³¦���´%���
�³��£�°³q�{>|~�
x

(k+1)
c

�K�!�!�����z�±��¦�|
�6|~n�q&�K�z|~�³p6�±µk�%|~�³���G��°³¦��K�~�±|~n�p :
��Â�Î�����{}nG�±|~q��
��|~�³���

k
��¶�|
n�q&���z|
�±p6�³µ���|~�³����°±�e��� :� ¶»�6{�|
�������±��¦*�!�~�±|~q��~�³�����³{��
q��K��n�q��Q|~n�q��Ìwzmt�½� :q!°�{}q

k ← k + 1
 ��¡mt� {}|~q��Í¾T¤�Á�Â

;=<1W7;?>
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q+¾ F Át{}n�� ¹ {½���Éq �z��p6��°±q���¶¸{~����nj�*°��%|~|~����q�£����±°±|&���
�������É�Q�~qk��°³�³{}|~��� ¹ �³��¦�Â ¯ °³�e����°����e�����z�³���%|
q�{}yz{}|~q�p (ξ, η, ζ)
�³{

�zq!Î���qk�Q�³�Q|~n�q½°��%|~|~����q�Ç ¹ �±|~n (ξ, η, ζ) ∈ [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]
Â�Å½���
�±��¦�|~n�q��zq!¶·���
p6��|~�³���ÈÇK|~n�q¡�z��{~��°³�K��q�pBq��X|

∆q
��¶Èqk����n

�Y���³�X|
q
�³��{~�³�zq¡|
n�q&°³��|}|
�³�!q&�³{�n�q��~q&�zq!Î���qk�+£ey���|
n��³�
�e²Û�����zq���Æ���µ!�³q!��|~q���{}�K�����
�e�����¢| 8

∆q =
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�����z��pC�±���±|~����°³�³µ��%|
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�³����°Y��������p6q!|~q!�¸|~��q!��n�������q½|~n�q½�%´Kq!����°³°����K�X´Kq!�
¦�q�����q����%|
qt��¶@|~n�q¡���
�e�!q��z���~q���{>|~n�q½|~q��~p6�³���%|
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q�{~�a�K���z�³��¦+|~�Ì�É���X����{}qB�����
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n���{�°±q�´�q!°»�����Ì��{���{~q�¶·��°3¶·�K�½|
n�q�Î���q!�&°³q!´Kq!°»{~q�������nÈÂ
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��p �zq�{
���
�³£aqk{�|~n�q+q!°³q���|~�
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q�|~n�q½�z��{~�!�~q������a��y�£Yq�| ¹ q!q�� ~E(S)����� ~Et
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q���|~�³����{

{(θ, ϕ)}
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���
��£�°±q�p�Â
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Ç
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��°Mq��z�Yq!�
�±p6q��K|���{�|~n�q&pB�X{�|�q�UQ���³q!�X|�{}�³����q�|
n�q��z�Kp6���±���
q��z����|~�³����n�q!°³��{�|
�Q�����e´Kq!�
¦�q�¶À�K{�|
q!�kÂ
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beta = 1
beta = 0.5
beta = 0.25
centered, beta = 0.25

Functional

� ì��Èæ�����æ}ã�� í�æ X è��
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Iterations
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J

not centered
centered, beta = 0.25

Functional

��� �Mæ�����æ�ã�� í�æ X è��

Ã��³¦����~q G-8»�
��°³q�{���¶�p6q!p6�K�~yKÇ����������~|~����°³q�{�Ç
γ = 0.5

Ç
T MAX = 150

Â
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R�� E � I � = D N � ÔKÖ � ÔKJaÔ � ?3¬z«%¬ � Ô ª Ô «�="CK¬zªA= Ø,D
ÑÄ�������zq��½|
�É����p6�����~q ¹ �±|~n-|~n�q*p���°±|~�³°±q�´�q!°<��°±¦K���
� |
n�pGÇÈ�
q�{~��° |�{¡��{}�³��¦G£��K{}���B�>w�� ���
q����
q�{~q!�X|
q��hÂQweq�´�q!����°3�
����{ ¹ �±|~n
�z� �Mq!�
q!�X|&�
�����z��p¼�e��p�£aq��
{¡n��i´Kq�£Yq!q��-�!����{~���zq!�
q��j�±�-�����zq!�½|~��|
q�{}|¡|
n�q6�~�K£���{}|~��qk{~{ ¹ Â ��Â |�Â�|~n�q*�³��n�q��~q��X|�{}|~�z��n��K{�|
�³�
£Yq!n��i´e�³���½��¶»�>w���Â���� ¹ q!´Kq!��|
n�q�{
��p6��°³q�{~�±µ�q�Ç N = 6

Ça��{t{~p*��°³°TÇY£aqk�!����{}q�����q�q��z�aq��~�³p6q!�X|t°���{}|
{�¶·�~�Kp �Q|~� F �*n������
{�Ç
�zq��aq����z�³��¦*���+|~n�q&�X��p�£Yq!����¶������}|
�³�!°±qk{!Â»m���£�°³q&�*{}��p6p*���
�³µ!q�{�{~�±��¦�°³q¡°³q!´Kq!°h�
q�{~��°±|
{�¶·����{~��p6q&{}|
�%|
�³{}|~���!��°h´%��°³��q�{&¾À£aqk{�|kÇ
p6q����É�����+p6q��z�����G´%��°³��q�{��K£z|
���±��q��hÇ�{}|
�������������zq!´e���%|~�³���YÁ¢Çe¶·���������Mq!�
q!�X|��e��p�£Yq!��{���¶������~|~����°³q�{�Â

r�£G��¶������}|
�³�!��°±qk{
Jbest

uÉq���� uÌq��z����� wX|
������������Åtq�´X���%|
�±�K� r�£G��¶3q!´%��°±����|~�³����{
GK�

0.142047 · 10−1 ��Â ¥���GX����� ��Â ¥ F ¥%�7QX¥ ��Â � F F Q7H�P P����K�
H��

0.123409 · 10−1 ��Â PKH�¤�� F ¤ ��Â ¥ F �X¥ H�� ��Â Pe¥%�7P PK¤ F ���K���
P��

0.446563 · 10−3 ��Â ¤ Q�G H�� P ��Â F �X¤�¤�� Q ��Â G F Q F �K¤ F ���K���

m���£�°³q&� 8<{~�±��¦�°³q¡°³q!´Kq!°OÇz�±�@T���q!�a��q&��¶
p
Ç
T MAX = 200

Â

¯ {��!���+£Yq&��£�{~q!�
´�qk�hÇe|~n�q&£aqk{�|t�����+|~n�q&p6q����³���+´%��°³��qk{���£z|����³��q��D¶·����|~n�q��z� �Mq!�
q!�X|��~����{��zq��!�~qk��{~q¡�K{�|~n�q&�e��p�£aq��
��¶Y�����}|
�³�!°±qk{»��{3�±���!�~qk��{~q��hÇK��{»q �e�Yq���|~qk�hÂ��t� ¹ q�´�q���Ç%�K��q��!��������|~����q�|
n��%|<|
n�q�p6q����B´%��°±��q��a{}�³��¦ H��������}|
�³�!��°³q�{3��{<{}°³�³¦�nX|~°³y
n��³¦�n�q!�<|
n����6|
n��%|���{~�±��¦ GX�&�����}|
�³�!��°±qk{!Â3m�n���{¸{~���
���~��{~�±��¦&�
q�{~��°±|<�³{��z��q�|~�&|
n�qt��{~q���¶h�&|~�e��{}p*��°±°Y{~��pB��°±q�¶·�K�>{}|
��|~��{�|
�³����°
qk{�|
�±p*�%|
�±�K��{�Â ¯ ��|~����°±°³y�ÇX�&£��K�*�~qk{}��° |¸�K£z|
���±��q��B¶·���¸����q��
���*��{~�³��¦'H��������~|~������°³q�{¸�zq!¦K�
�K�zq�{<{~�³¦����±Îa�!���X|~°³y�|
n�q�p6q����Q�����
�³�����
q��K{}qk{>|~n�q�{}|
�������������zq!´e���%|~�³���@Â

R�� E � R � � �ÀªA= Ö � ÔKJYÔ �-?�¬�«i¬ � Ô ª Ô «�="C�¬�ªA= ØMD
Ã�����|
n�q�p���° |
� ²Û°³q!´�q�°@q �e�Yq!�
�³pBq��X|
�%|
�±�K��{�Ç������������z�³��¦B|~�D{~q���|~�³���Ì��Â GaÂ F ÇY°±q!|

β = 0.25
Â�m�n�q��~qk{}��° |�{����
q&���
q�{~q!�X|~qk�+�����zq!�

|
n��~q�q��z� �Yq��~q��K|�¶·�K�~p*�%|�{�8
" �±�Ém���£�°³q G6�X��pBq��~���!��°h�±�a�z�³���%|
����{����~q&{~n�� ¹ �
" �±�ÉÃ��³¦����
q H�¶·�����¢|
�±�K����°h´%��°³��qk{�¶·����|
n�q&£aqk{�|��
������¶3q��K��n+{
��p6��°³q6¾T{}�³��¦K°±q������Dp���°±|~�³°±q�´�q!°ëÁ����
q¡�~q����~qk{}q��X|~q��
" �±�*Ã��³¦����
q��&�&{}ye�X|~n�q�{~�³{»��¶a|
n�q��
q�{~��°±|
{3��{<���
���Y�K{~q���8@����q��Y���³�X|>���K�~�
q�{~�a�K����{�|~��|
n�q�Î��a��°�´%��°³��q���¶a|
n�q�¶·������|~�³������°
¶·���»qk����n6�~���B�����6��°±�³��q��
q!���
q�{~q!�X|
{�|
n�q�p6q��z�����6´%��°³��q�¶·���¸q�����n6{
��p6��°³q : n�q!���!q�|~n�q ¹ n��K°±q�{
��p6��°³q���{3�~q����~qk{}q��X|~q���������!���+£Yq����Kp6�����
q�� ¹ � |
n�|~n�q&p6q����³���+´%��°³��q

ÑÛ|������aqk����{t|
n��%|&|
n�q6p���°±|~�±²Û°±q�´�q!°<��°±¦K���
� |
n�p¼��{½¦K°±�K£���°³°³yÉ£aq!|}|~q��&|~na���Ê|~n�q*{~�±��¦K°±q6�K��q�Â6Ã��±��{�|kÇh|~n�q*£aqk{�|�¶·������|~�³������°
´%��°³��q���{���° ¹ �iyz{�{}p*��°³°³q!�kÇe��° |
n�����¦�nQ|
n�q��±p6���
�%´�q�p6q!�X|���{�����|���° ¹ �iyz{>{~�³¦����±Îa�!���X|�¾T{}q�qt¶·�K� P��������~|~����°³q�{�Á¢Â'��� ¹ q!´Kq!�kÇ�|
n�q
p6q����-�����É|
n�q6p6q��z�����-´%��°³��q�{¡��¶¸|~n�qB¶·������|~�³������°<���
qB�!°±qk���
°±yGp�����nÊ{~p*��°³°±q���Â�m�n��³{�p6q�����{½|~n���|�|~n�q*uÉ�>wa� ¯ ��{½����|
|
�
�����aqk�*��{»p*���Xy�|~�³p6q�{>��{3|
n�q�£��K{}�����>w��d��°³¦��K�~�±|~n�pC�³�K|
��°³�e����°�p6�³���³p6��Â3ÑÄ�Q�����z�±|~�³���@Ç�|~n�qt{�|������������B��q!´e�³��|~�³���6´%��°³��q
��{<{~p6��°±°³q!�kÇ%�³���z���!�%|
�±��¦�|~n���|»|~n�q�uÉ��w�� ¯ ��{3p6���
q�{�|���£�°³q�Â3m�n���{3��£�{~q!�
´%�%|~�³���a{����~q��
q!���
q�{~q!�X|
q���¦K�
����n����!��°±°³y&�±�*Ã��³¦����
q��zÂ
ÑÛ|<��{3�±p6�Y���~|
���K|3|
�¡����|~����q�|
n��%|»|
n��³{3�
q�{~��°±|
{»���~q���£z|����³��q�� ¹ �±|~nB|~n�q�{
��p6q����KpB���z|
��|~�³������°����K{}|3|~n���� ¹ �±|~nB|
n�q�{}�³��¦K°±q

�����
��p6q�|~q��~�³µ���|~�³���É�!�K{}qKÂ�ÑÄ�É¶À�K�¢|t|
n�q��e��p�£aq��½��¶<� |
q!���%|
�±�K��{��%´�q���|
n�q�Î���{}|�| ¹ �D°±q�´�q!°�{¡�z�eq�{�����|½q ����q!qk� H���Âtm�ne��{�|
n�q
¦K°±�K£���°h�e��p�£aq���� |
q!���%|~�³���a{��³{���£a�K�z|½¤��K��Â

r�£G��¶������}|
�³�!°±qk{
Jbest

uÌq���� uÌq��z����� wX|����������
��Å½q!´e�³��|~�³��� rt£���¶�q�´%��°³���%|
�±�K��{�¾·£Yq�{}|�Á
GX�

0.203276 · 10−2 ��Â ¤7H���GKP�� ��Â F �K�7H F H ��Â �K¤������ F ¥�G GX�
H��

0.234657 · 10−2 ��Â � F F ¤�� F ��Â ��G7G7P GK� ��Â ¤K¥K¥�¥ F7F QKH H��
PK�

0.301865 · 10−3 ��Â �7QX¥�¥���� ��Â ���7PK¤��7P7HX¥ ��Â F G H����7Q F H�QK¤��

m���£�°³q G-83p���°±|~�±²Û°±q�´�q!°OÇz�³��T���q�����q&��¶
p
Ç
γ = 0.5

Ç
T MAX = 150

Â
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F � �����*���A� 6 #M
 �������	��
�8\��� 6 #M
���#&%
��� 	�3����������"%������

0 50 100 150 200
Iterations

0.0001

0.01

1

100

J

40 particles
50 particles
80 particles
40 particles (single)
50 particles (single)
80 particles (single)

Functional

Ã��±¦K���~q H 83{~�³��¦�°³q&�����+p���°±|~�±²Û°±q�´�q!°h£Yq�{}|�¶·������|~�³������°³{�¾·°³��¦K���~�±|~n�pB���¡{~����°³qkÁ¢Â

20 30 40 50 60 70 80 90
number of particles

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

J

single
multi-level

Sample Functionals & Medians

Ã��³¦����
q&� 8<{
��p6��°³q¡�
q!���~qk{}q��K|��%|
�±�K� : q�����n��Y���³�K|��!���
�~q��a�K����{>|~�Q�6{~�±��¦K°±q��
��� : |
n�q&°±�³��q&�
q!���
q�{~q!�X|�{¸|
n�q&p6q��z�����G´%��°³��q���¶qk����nG{~��pB��°±qKÂ

;=<1W7;?>
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1 2 3
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initial diagram
 target diagram
  final diagram

Meridian

Ã��³¦����
q�¥�8hÎ�����°z�z�³��¦�����p : |~n�q>|����
¦�q!|�{~n����Yq������&|
n�q�Î�����°e{~n����aq����
q>{~���Yq!�
�±p6�Y�K{~q�� : |~n�q��z� �Yq��~q�����q�£aq!| ¹ q�q!��|~n�q�|
���~¦Kq�|�����+|~n�q�Î��a��°È�z����¦K�
��p ¶·���
θ ∈ [0.5 1.5]

��{���q!¦K°±�³¦��³£�°³q&{}�³����q¡|
n�q&�a� ¹ q!����{�{~p6��°±°³q!��|
n�����H��<��£+�³��|~n�qk{}q��z�³�
q��¢|
�±�K��{�Â

W1WYX�Z\[�]�]�^



F P �����*���A� 6 #M
 �������	��
�8\��� 6 #M
���#&%
��� 	�3����������"%������

� 1 ,+,G����7������� �"2��"E��
��3 *4D5*"�������7�8

m�n�qt���~�K�a�X{}qk��uÌ�>w�� ¯ �³{»��� ¹ ¶À�K��q�� ¹ �±|~nQ�¡�
q���°³��{�|
�³��{~n����Yq�����|~�³pB�³µ���|~�³���B���
��£�°³q!p �±�*��q��~�z�zye����p6�³��{!Â�m�n�q�¶·��°³°±� ¹ �³��¦
{~q���|~�³����{��zqk{~�!�~�³£Yq½|
n�q�|~qk{�|~²Û����{~q&�����D|~n�q&�e��p6q��~���!��°hpBq!|~n��z��{��±�e´��K°±´Kq��D�±��|~n�q���q!�
�z�zye����p6����Î�|~��qk{~{�q�´i��°±�a�%|~�³���@Â

� &(% ��576 � ��0��'6 5 � 576�0�*-,/2�� ,�� .
m�n�qB|
q�{}|}²Ä�!��{~q*���K��{}���zq��~qk�Ìn�q��~q6���K�~�
q�{~�a�K����{t|~��|~n�q*���z|
�±p6�³µ��%|
�±�K�j��¶¸|~n�qQ{}n����aq6��¶¸|~n�q ¹ �³��¦G��¶���£���{~�±��qk{~{����±�������%¶ë|
¾T�������}|
q�{~y+��¶3�¸�³��¦�¦��³� ¯ q!�
�*ÑÄ���hÂ Á¢Ça¶·���¡�B|~������{~�����³���
q!¦K�±p6q�Â�m�n�q�|~q�{}|}²Ä�!�K{}q&��{t��q�{
���
�±£Yq��G�³�j�zq��z|~nÉ�³� � ¤ �OÂ�m�n�q��%´�q��
��°±°
¹ �³��¦+{~n����aqB�!���É£Yq6{}q�q!�Ì�³�ÉÎ�¦K���~q+¾"PKÁ�Â¡m�n�q�¶·�
q!q�²Ä{}|~�
q���p uÌ����nj�X��p�£Yq!�t��{

M∞ = 0.83
�����É|~n�q��±���!�³��q!���!q

α = 2◦
Â

ÑÄ���±|~����°³°³y�Çz|
n�q ¹ �±��¦6{~q���|~�³�����³{t{}�����a�X{}qk�Q|
�Q�����
�
q�{~�a�K���6|~�6|
n�q�r ¯ # ¯ �K� F ¤����±�~¶·���³°TÂ

Ã��±¦K���~q P-8¿ÑÄ���±|~����° ¹ �³��¦*{~n����YqQ¾·£�°³��qiÁ������+p6q�{~n��³��|~n�q�{~yep6pBq!|~�
yQ��°�����q*¾À�~qk��Á¢Â

m�n�q�¦��X��°���¶½|~n�qG����|~�³pB�³µ���|~�³���Ò�³{�|~�-�
q��z���!qD|
n�qÉ�z����¦Ê�!�eq�UQ���³q!�X|
CD

{}��£z��q���|B|
�j|
n�qÉ���K��{�|
�
���±�X|�|~n���|B|
n�q�°±�±¶ë|
�!�Xq�UQ���³q!�X|

CL

{~n�����°��É����|¡�zqk���
q��K{}q�p6�K�~q&|
n����Ê��Â F�� Âtm�n�qB�����a{�|
�
���±�X|t��{�|���ºKq!�Ì�³�X|~�D�K�!���K���X|t��{~�±��¦+�Q�Yq!�a��°³�±µk�%|~�³���
�������
�K����n@Â�m�n�q��ÈÇz|
n�q&�~qk{}��° |
�±��¦*�!�K{}|�¶·�����¢|
�±�K����{98

JOPT =
CD

CD0

+ 104 max(0, 0.999−
CL

CL0

).
¾ F ¤�Á

CD0

�����
CL0

���~q+�~qk{}�Yq���|~�³´�q�°±y�|
n�q����
��¦Ê���a��°³� ¶ë|Q���eq�U*�!�±q��X|
{6���K�~�
q�{~�a�K���z�³��¦É|
�j|
n�qG�±���±|~����°�{~n����Yq�¾Àr ¯ # ¯ �K� F ¤
{~q���|~�³���aÁ�Â

� &�� )�� *���� 5���5 *-,
	���� ,
� .
m�n�qBÃ3Ã�Å °��%|~|~����q���{½£����³° |&���
�����a��|~n�q ¹ �±��¦ ¹ � |
n ξ

Ç
η
�����

ζ
�±�Ì|~n�q6��n������ ¹ ��{}qKÇa{~����� ¹ ��{}q������G|
n�����ºX��q�{
{t�z�³�~qk�¢|
�±�K��{

�
q�{~�aqk�¢|
�±´Kq!°³y�Â+m�n�qQ°³��|}|
�³�!q*�³{���n��K{~q!���³�-�K�
��q!�&|
�GÎ�|�|~n�qQ��°����z¶·�K�~p(��¶�|~n�q ¹ �³��¦¿¾T{}q�q6Î�¦����~q F Á�ÂÉm�n�q!�ÈÇ�|~n�qQ°±qk���z�³��¦
�����Ò|~�����³°±�³��¦-q��z¦Kq�{*���
q�º�q!��|*Î �zq�� �z���
�±��¦-|
n�qÉ���z|
�±p6�³µ���|~�³��� £Xy�¶·�~q�q!µ!�³��¦-|~n�qÌ�����X|
�~�K°��Y���³�X|
{B|
n��%|D�!���
�~qk{}�Y�����Í|~�
i = 0

���a�
i = ni

Â�uÉ���
q!�%´Kq!�kÇ����K�K|
�~�K°h�a�K�±�X|�{t���
q&����°±y+pB�%´Kq���´�q��}|
�³����°³°±yKÂ�m�n��~q�q&��������p6q�|
q!�
�±µk�%|
�±�K�+°³q!´Kq!°�{����
q&�����zq��
�!����{~�³��q!���%|~�³���@Â�m�n�q��!�K����{~q�{}|��K��q������
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Ç
nj = 1

�����
nk = 1
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�
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Ç

nj = 1
���a�
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(7 − 2) × 2 × 2 = 20
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q!qk{¡��¶¸¶·�
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q!�
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�~qk{}�Y������{¸|
�
ni = 9

Ç
nj = 1

�����
nk = 1

�����G�!�����X|
{
(10− 2)× 2× 2 = 32
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∂W

∂t
+

∂F1(W )

∂x
+

∂F2(W )

∂y
+

∂F3(W )

∂z
= 0,

¾ F �KÁ

¹ n�q��~q W
���
qB|~n�q+�����a{}q��~´%�%|
�±´Kq*Ta� ¹ ´%���
�³��£�°³q�{ (ρ, ρu, ρv, ρw, E)

Ç ¹ �±|~n ρ
|
n�qQ�zq���{}�±|�y�Ç −→

U = (u, v, w)
|~n�q*´Kq!°³�e�!� |�y

´Kq��¢|
�������a�
E
|~n�q�|
��|���°Mq!��q��~¦Ky*�aq��������±|���¶�´���°³��p6q�Â −→

F = (F1(W ), F2(W ), F3(W ))
�³{�|
n�q&´�qk�¢|
������¶@|
n�q����K�e´�q���|~�³´�q

T�� �eqk{!Ç ¹ n��K{~q&����p6�Y����q��X|
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F1(W ) =









ρu
ρu2 + p

ρuv
ρuw

u(E + p)









F2(W ) =









ρv
ρuv

ρv2 + p
ρvw

v(E + p)









F3(W ) =









ρw
ρuw
ρvw

ρw2 + p
w(E + p)









.
¾ F GXÁ

m�n�q&���~qk{~{~���
q
p
��{���£z|����³��q��D¶·�
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p = (γ − 1)(E −
1

2
ρ‖
−→
U ‖2),
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si
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|
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si
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{���¶�|
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�
si
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V oli
∂Wi

∂t
+

∑

j∈N(i)

Φ(Wi, Wj ,
−→σ ij) = 0,

¾ F �KÁ

¹ n�q��~q Wi

�~q����
q�{~q!�X|
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V oli
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Â
N(i)

��{�|~n�q�{~q�|»��¶a|~n�q���q!�³¦�ne£a�K�~�³��¦
���z�zqk{!Â

Φ(Wi, Wj ,
−→σ ij)

�³{½���j�������
� �z�±p*�%|
�±�K�G��¶»|~n�q��³�X|~q!¦K�
��°È��¶»|
n�q'T����zq�{�¾ F GeÁ��%´Kq!��|
n�q�£Y�����������
y
∂Cij

£aq!| ¹ q�q!�
Ci

���a�
Cj

Ç ¹ n�����n��zq��aq�����{��K� Wi

Ç
Wj

����� −→σ ij

|~n�q��³�X|~q!¦K�
��°M��¶��������±|������
p*��°M´�qk�¢|~�K�>�%´Kq!�
∂Cij

Â<m�n�qk{}q¡�e��p6q!�
�³����°
T�� �eqk{����
q¡q!´%��°³���%|
q��+��{~�±��¦*��� ¹ �³���z�³��¦aÇ����!�!�����z�³��¦�|
�B|~n�q��������
� �e�³p*�%|
q¡���³q!p*�����É{}�K°±´Kq!����¶3���eq 8

Φ(Wi, Wj ,
−→σ ij) =

−→
F (Wi) +

−→
F (Wj)

2
· −→σ ij − |AR(Wi, Wj ,

−→σ ij)|
Wj −Wi

2
.

¾ F ¥�Á

AR

��{�|~n�q��}�K���K£��³���+p*��|~�
� �D��¶@|
n�q T����zq�{�¶·����|~n�q����eq��i´Kq!����¦Kq½{}|
�%|
q&�����+´�q��~�±Î�q�{ 8

AR(Wi, Wj ,
−→σ ij)(Wj −Wi) = (

−→
F (Wj)−

−→
F (Wi)) ·

−→σ ij .
¾ F PKÁ
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q&|~n�q T����zqk{!Âtrt�z����°�¦������z�³q!�X|
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∆t
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∑
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Φ(W n+1
i , W n+1
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i

ÂÌm�n�q!�ÈÇ�|~n�qD°³�±��qk���
�±µk�%|
�±�K�-��¶�|~n�q+�X��pBq��~���!��°LT�� �eqk{����
�%´e�³��q�{�|
n�q*¶·��°³°³� ¹ �±��¦j�±�X|~q�¦����%|
�±�K�
{
��n�q!p6q 8

(
V oli
∆t

+ Jn
i

)

δWi = −
∑

j∈N(i)

Φ(W n
i , W n

j ,−→σ ij).
¾T¤��KÁ

�tq!�
q�Ç
Jn

i

�³{Q|~n�q*�}�K���K£��³���Ïp*�%|~�
� �Ò��¶�|
n�qÉÎ���{�|+�����zq!�Q�e��p6q��~���!��°�T����zq�{�Ç ¹ n�q��~qk��{B|~n�qj�
�±¦KnK|Qna�����Ï{~�³��qÌ��¶Q¾T¤���Á6��{
q�´i��°±�a�%|~qk����{}�³��¦*n��³¦�nG�K�
�zq����������~� �z�³p6��|~�³����{�Â»m�n�q&�
q�{~��° |
�±��¦B�³�X|~q�¦����%|~�³���G{
��n�q!p6q&���
�%´e�³�zqk{��6n��±¦KnG�����zq!��{~��°³�z|~�³������¶
|
n�q&���
��£�°³q!pGÂ<uÉ�K�~q��zq�|����³°³{t�!����£Yq�¶·���������³�+� ¥ �ÛÂ

� &�� � 576 
13 � 6
E � E �": � = D N � ÔKÖ � ÔKJaÔ � ?3¬z«%¬ � Ô ª Ô «�="CK¬zªA= Ø,D
m�n�q¡£��K{}q�°±�³��qt��w�� ��°³¦��K�~�±|~n�p ��{¸Î��
{}|���{}qk�6|~�6�!���~�
yB���z|�{}�Kp6qt����|~�³pB�³µ���|~�³���Qq �zq!������{}qk{»¶·����{~�±��¦K°±q!²O°³q!´Kq!°Y��������p6q!|~q!�
�³µ��%²
|
�±�K��{���¶��±�a���
q���{~�³��¦B��q!¦��
q!qk{!Â»rt��p6q!�
�³����°h�����
��pBq!|~q��
{����
q�{}q!|���{}�³��¦6�
q�{~��° |�{�¶·�~�Kp0|~n�q&°±�±|~q��
��|~���
q&�����+���
�±�K��|~q�{}|
{ 8

T MAX = 200
p*� �+�X��p�£Yq!����¶@|~�³p6q�{�|
q!��{

ω0 = 1.2
�±��� |
�³��°È�±��q!�~|~���

h = 3
�±��q��}|
�³�B�
q��z�a�¢|~�³���G���
�±|~q!�
�³���

α = 0.98
�±��q��}|
�³�B�
q��z�a�¢|~�³�������%|~q

c1 = c2 = 2
|~�
��{}|��!�eq�UQ���³q!�X|
{

pc = 0.05
������µ��±��qk{~{����
��£a��£��³°±�±|�y

vMAX = 0.25 (xMAX
c − xMIN

c )
p*� �z�±p���p ´Kq!°³�z���±|�y

m�n�qk{}qB´%��°³��q�{¡���
q�ºKq!�z|¡Î �zq��Ê�z���
�±��¦D|
n�q ¹ n���°³qB�!��p6���z|��%|~�³���a��°3�!��p6�����±¦K�ÈÂ&Ã��±��{�|kÇM|~n�q6£��K{}q�°±�³��q��>w�� ��°±¦K���
� |
n�p
��{~�³��¦

p = 30
�a���~|~����°³q�{3��{»|~qk{�|
q���¶·���<|~n�q�|
n��
q!q������
��p6q�|~q��~�³µ���|~�³����{3�zqk{~�!�~�³£Yq��6��£Y�%´�qKÂ���qk{}��°±|
{<��£z|����³��q��*���~q�{~��p*���
�±µ�q��

�³��|~n�q�¶·�K°±°³� ¹ �±��¦�|���£�°³q 8

�3���
��p6q�|~q��~�³µ���|~�³��� Æ�q�{}|t���X{�|�¶·���a�¢|~�³���G´%��°³��q rt£G��¶3q!´%��°³���%|
�±�K��{��~qk�X���±�
q��
�!�K����{~qB¾�PB�ÈÂ �aÂ ¶�Â Á ��Â H�GX¤ ���K���
p6q����±��p ¾T¤��B�ÈÂ �aÂ ¶�Â Á ��Â H F � ���K���
Îa��qQ¾À�X¤��ÈÂ �aÂ ¶�Â Á ��Â �K�K¤ ���K���

m�n�q&q�´��K°±�z|
�±�K��{���¶�|~n�q����X{�|�¶·���a�¢|~�³���G��{t�zq������¢|~qk���±�GÎ�¦K���
q6¾�QKÁ�Â ¯ {t�!���G£Yq�{~q!q!�@Çz|~n�q&�
q�{~��°±|
{��K£z|
���±��q�����{~�±��¦6|
n�q
p6q����±��p ��������p6q!|~q!�
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�±�K�����
q>£Yq�|~|~q��3|~n�����|~n��K{~q��K£z|
���±��q����a{}�³��¦½|~n�q����X����{}q>����qKÂ�m�n���{3£Yq!n��i´e�³��� ¹ �K{�q �z�aqk�¢|~qk��{~�±�a��q
|
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n�q�£Yq�{}|¸Î�|
��q�{
{¸�
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q!�
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�&|~n�q�¶À����|¸|~na�%|
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�e��¶·q ¹ �����~|~����°³q�{¡¾ p = 30

Á¸���
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