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����¢�²µq�{�|~�Î�ËÏ���qG²µq!¶Kq!²���������p6q!|~q!�
�µ·��%|
�³�K� » n�����nÓ�µp6��²µ�³qk{Q�j²����
¨�q��e��p�¢Yq!�*��¸ �zqk{}�µ¨��
¶%���
����¢�²µq�{�Ã���q�����qKÈ�|~n�q�{}qk������nD¸¹�K��|~n�q��K�z|~�µp*��²@{~n����aq&��{��!���~�
�µq��Q�K�z|��µ�Í{}q�¶�q!����²Mq�p�¢Yq����zqk�Ê�zq�{~�µ¨��G{}���K��qk{���¸3¶i���~����¢�²³q
�z�µp6q!��{~�µ���ÉÃ weq�¶�q!����²¾{�|
�
��|~q!¨K�³qk{*�!���Ð¢aqj�!����{~���zq!�
q��hÈ » n�����n����
qÊ�µ��{}���³�
q��Ó¸¹�
��p |~n�qÍp���²³|~�³´O¨K�~���Ó|~n�q����
yÀ¸¹�K�Q�����~|~����²
Æ¾���Mq!�
q!�X|
�µ��²hÝº�X���%|
�³�K��{�¿¹�ºÆ¾Ýº{�Â�{}�K²³¶e�µ��¨�ÈX�
����¨��µ��¨�¸¹�~�Kp9{}�µp6��²³q ²µq!¶�q�²M�³���!�~qk��{~q�|
���t´Ü�!ye�!²³q ����Ä���²³²ÉuÊ��² |
� ´!  �~���j¿TÄ3u" &Â
�������
�K����n�q�{�Ã

�t� » q�¶�q!�kÈX|~n�qk{}q&{}|~���%|
q!¨��µq�{����~q��zqk�z�µ���%|
q��+|~�Q�zqk{~�!q!�X|�p6q�|~n��e��{!È » n��µ��nÊ�!���+qk��{~�³²µyQ¢Yq�|~�������Yq����µ�X|~�6²³�z����²h����|~�µp6��Ã
m�n�q��³�t��{}q&�µ��|~n�q�¸¹����p6q » �K�~¼*��¸3{~q!p6�³´Ü{}|~�z��n��K{�|
�µ�¾���z|
�³p6�µ·���|~�µ���Gp6q�|~n��e��{!È�{~����nÊ��{�¨Kq!��q!|~������²µ¨����
�³|~n�p*{&¿# ± {
Â�����q!¶K��´
²µ�z|~�µ���a���
yB��²³¨K���
� |
n�p*{�¿¹Ý ± {
Â�Èe�µ{>����|�{�|
�
���³¨KnK|~¸¹��� » ���
�ÉÃ@m�n�q!�
q�¸¹�K�~qKÈK���*��|~n�q!�>{~q!p6�³´Ü{}|~�z��n��K{�|
�µ���K�z|~�µp6�³·k�%|
�³�K�Q��²µ¨����
�³|~n�pGÈ
{~��´Å�!��²³²µq��j�3���}|
�µ�!²³qk{�w » ���
p(�¾�z|~�µp6�³·k�%|~�µ���Ñ¿¹��w���Â¡ÈÉ��{&{}|~���z�µq��-n�q��~q*�����Ë����q » {
��n�q!p6q6��{����~�K�a�X{}qk�Ê|
���µ���!²³����q6|~n���{
��²³¨K���
� |
n�p9�µ�K|
�*��p���²³|~�³´O²µq!¶Kq!²h�����
��pBq!|~q��~�µ·���|~�µ���+�������
�K�K��nÉÃ
m�n�qB�
q�{~��² |
�³��¨+p6q�|
n��z�hÈ@����²µ²³qk�juÊ��²³|~�³´Ü²³q�¶�q!²3�����~|~����²µqBw » ���~p(�¾�z|
�³p6�µ·���|~�µ��� ± ²³¨K���
� |
n�p/¿ÁuÍ�>w�� ± Â¡Èh��{�������²³�µq��Í|~�

{~n����Yq��K�z|~�µp6�³·k�%|
�³�K�Í���
��¢�²µq!p*{��µ�jq�²³qk�¡|
�~�Kp6��¨���q!|~���!{������Í��q!�
�e��yX�a��p6�µ��{!ÈY�����j� |�{tq�VQ���µq!���!y���{ �zq!p6���a{�|
�
��|~q��ÉÃtÝº{~�aq!´
�!�µ��²³²µy�È@���j�µ�e¶�q!��{~q����
��¢�²µq!p½�µ�-q!²µq��¡|
�~�Kp*��¨���q�|~���!{¾��{tÏa�
{}|�{}|~�a�z�³qk�hÈ » n�����n������a{}��{�|�{ �³�-������¸¹���
pB�µ��¨��~q�U�q���|~�K� ���K|
q!���a��{
» �³|~nÓ�~qk{}�Yq���|�|~�-�����z���%|
�³�K���z�µ��¨�����p*{�Ãjm�n�q!�@È�|~n�qG��q��~�z�zye����p6�µ�Q��q�{~�³¨K�Î��¸¾� » �³��¨Ë��¸t�Í|~������{
{}�K�����*¢���{~�³��q�{
{���q!|B��{
�!����{~�µ��q!�
q��hÈ » n��X{}q��K¢z��q���|~�µ¶�q �µ{�|
n�q��z����¨Bp6�³���µp6�³·k�%|
�³�K�������zq!���6�!����{}|
���K|�²µ� ¸ì| �����a{�|
�
���³�X|�Ã

$ ���&�3������@�3��7 8�)+��,Ë  &,D���!������������ �"

%'&(% )+*-,/.10�,!243!576
± {~n����Yq¾�K�z|~�µp6�³·k�%|
�³�K�Q���
��¢�²µq!p9�!����{~�µ{}|
{>�µ�Dp6�³���³p6�µ·!�µ��¨*�����X{�|�¸¹������|~�µ���

J
È » n�����n+�zq��aq�����{�������{~n����aq Γ

�����D{}|
��|~q
¶%���
����¢�²µq�{

W
Ã ± �����
��pBq!|~�
�µ� �������~�X����nQ��{��������z|
q��+n�q!�
q�È�{~�³�a��q |~n�q�{~n����aq

Γ
�µ{t�zq�Ï���q��+¢Xy+�B{~p*��²µ²h�e��p�¢Yq!����¸3�zqk{}�µ¨��

¶%���
����¢�²µq�{
xc

È » n�����nj���~q��!����{~�µ��q!�
q��G��{t���z|
�³p6�µ·��%|
�³�K�G¶i���~����¢�²³qk{!Ã�m�n�q��a{}q���¸º{}�a��nÍ�6��������p6q�|
�~���&�������~�X����nG��²µ²³� » {�|~�
�
q!��²����!q*|~n�qD�µ��� |
�µ��²>{~n����YqD�K�z|~�µp6�³·k�%|
�³�K�Î���~�K¢�²µq!p ��¸��³��Ï����³|~qG�z�³p6q���{}�µ���Î¢ey��Ê���
��¢�²µq!p » �³|~nÀ�GÏa��� |
q+�e��p�¢aq�� n

��¸
����¼X��� » ��{!Ã�wX|��%|
q�¶%���
�µ��¢�²³qk{ W

¿¹�OÃ qKÃ���neyz{}���!��²ÉÏ�q�²µ��{�Â��zq��aq����Ê�µp6��²³�����³|~²µyG���G|
n�q��zqk{}�µ¨��Ê¶%���
����¢�²µq�{�|
n��~�K��¨�nG|
n�q�{}|
��|~q
qk�K�a�%|~�µ���a{

E
È » n�����nD���
q����K��{}���zq��~qk�*��{º�!����{}|~�����µ�X|
{�Ã�Ä��µ����²µ²³yKÈz�&¨�q���q!����²��a������p6q�|
�~����{~n����Yq�����|~�µpB�µ·���|~�µ���*���
��¢�²³q�p �����

¢Yq&q��z���
q�{
{}qk�+�K{98
uÊ�µ���µp6�³·�q

J (xc, W (xc)) xc ∈ <
n,we��¢z��qk�¡|�|
�

E(xc, W (xc)) = 0,

C(xc, W (xc)) ≤ 0,

¿ G Â

» n�q��~q C �
q!���
q�{~q!�X|�{B�K���z�³|~�µ������²�¿Á��neyz{}���!��²��K�6¨�q!�Kp6q�|~�
���!��²ìÂ��!����{}|~�����µ�X|
{�Ã weq�¶�q��
��²>p6q�|
n��z��{*�!���Ó¢YqÊ�!���~�
�³qk�Î����|B|
�{~��²µ¶�q*{~����n-�����
��¢�²³q�p�ÃQm�n�qB�e��p6q��~���!��²��³p6��²µq!p6q!�X|��%|~�µ������¸º|~n�q�{~q*pBq!|~n��z��{���¸ì|~q��Î�zq!�Yq!���-�K�j|
n�q6Ï�q!²��-��¸��³�X|
q!�
q�{}|�Ã
rtq!¶�q��}|
n�q!²µq�{
{�È���|�ye�����!��²É��²µ¨��K�~�³|~n�p |
�Q{}�K²³¶Kq {~����nG�6���
��¢�²µq!p ������¢aq���q�{
���
�³¢Yq�����{�¸¹�K²³²µ� » {�8

G Ã���n��e�K{~q¾�µ���³|~����²@��q�{~�³¨K�+¶%���
����¢�²µq�{
x

(0)
c :

k ← 0 :
£zÃ�¢aq�¨��µ�G� |
q!���%|~�µ���

k
��¸@|
n�q&����|~�µpB�µ·���|~�µ���G²µ�X�K� :

9�Ã�{}�K²³¶Kqt|
n�q�{}|
�%|
q&q��X����|~�µ����{
E(x

(k)
c , W (x

(k)
c )) = 0

ye�µq!²��z�µ��¨B|~n�q�{}|
��|~q�¶%���
�µ��¢�²³qk{
W (x

(k)
c ) :

H�Ã�q�{}|~�µp*�%|~q |
n�q����X{�|�¸¹������|~�µ���
J (x

(k)
c , W (x

(k)
c )) :

IzÃ����M���%|
q�|~n�q��zqk{}�µ¨���¶%���
�µ��¢�²µq�{>|~�
x

(k+1)
c

�K�!�!�����z�³��¨�|
�6|~n�q&�K�z|~�µp6�³·k�%|~�µ���G��²µ¨��K�~�³|~n�p :
¥�Ã�Ï�����{}nG�³|~q��
��|~�µ���

k
��¸�|
n�q&���z|
�³p6�µ·���|~�µ����²³�e��� :� ¸��6{�|
�������³��¨*�!�~�³|~q��~�µ�����µ{��
q��K��n�q��Q|~n�q��Íwzmt�¾� :q!²�{}q

k ← k + 1
 �� mt� {}|~q��Î¿T£�Â�Ã

;=<1X7;?>
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m�n�q�{}n����aq&�a������p6q�|
q!�
�³·k�%|~�µ���+p6q�|~n��e�ÉÈ » n�����nÊ�zq�{
���
�³¢Yq�{�n�� » |
n�q�{}na���Yq Γ
�µ{t�zq�Ï���q���¢eyQ|~n�q��zq�{~�µ¨��G¶%���
�µ��¢�²³qk{

xc

È���{
�zq!|
���³²µq����µ�D|
n�q&��q��e|�{~q��¡|
�³�K�ÉÃ�m�n�q!�@Èz|~n�q��K�z|~�µp6�³·k�%|~�µ���G��²µ¨��K�~�³|~n�p0��{}qk�Q¸¹�K��¢a��|~nG������²³���!��|~�µ����{��µ����q!�
�z�zye����p6���!{������
q�²³qk�¡|~�
��p*��¨���q!|~���!{��µ{t�zq�{
���
�³¢Yq��ÉÃ

%'&�� )�� *���� 5���5 *-,
	���� ,
� .�	6�,(.������ 5�� * 5 5�������*�� � 5�����*������ ,�� . � 2	2	*��!�'0��
± �!�~�³|~���!��²<��{~{~��q*�µ�Î��������p6q�|
�~���6{}na���YqQ���z|
�³p6�µ·���|~�µ�����µ{&|~n�qD��n�������q*��¸�|~n�qD{}na���YqQ��������p6q!|~q!�
�µ·��%|
�³�K�ÉÃQm�n�qQ�K¢z��q���|~�µ¶�q
��¸&|~n�qÍ�a������p6q�|
q!�
�³·k�%|~�µ��� ��{Q|
�À�zq�{
���
�µ¢aqÊ|
n�qj{~n����Yq�È��K�Q|
n�qj{~n����YqÍp6�z�z� ÏY�!�%|
�³�K�ÉÈ�¢ey �À{}q!|+��¸&�����
��p6q�|~q��
{ » n��µ��n
���~qD�!����{~���zq!�
q��Î�K{��zqk{}�µ¨��Î¶%���~����¢�²µq�{��z���
�³��¨Ê|~n�q�����|~�µpB�µ·���|~�µ���Î���
�z��qk�z���
q�Ãj�����
��pBq!|~q��~�µ·���|~�µ���Ë|~q���n����µ�X��qk{��µ�À{~n����Yq
�K�z|~�µp6�³·k�%|~�µ���Gn��i¶Kqt|
�B¸¹��² Ïa²³²�{}q�¶�q!����²Y��������|~���!��²É�!�~�³|~q��~��� 8
" |~n�qº��������p6q�|
q!�
�³·k�%|
�³�K�¾{~n�����²�� ¢aq>��¢�²µq3|~��|���¼�q��µ�X|~���K�!���K���X|@���KpB��²³q �t¨�q���p6q�|
�~�µq�{�È!�Y�K{
{}�µ¢�²µyt�µ����²µ���z�µ��¨t�!����{}|~�����µ�X|
{
������{~�³��¨K��²����
� |
�³qk{ :
" |~n�q+�e��p�¢Yq!�B��¸������
��p6q�|~q��
{�{}n��K��²��Î¢aq���{�{}p*��²µ²���{��Y�K{
{~�³¢�²µq�È<{~�µ����q*|
n�qG{�|
���M��q�{
{���¸�|~n�q+{~n����YqD�K�z|~�µp6�³·k�%|~�µ���
�e��p6q!�
�µ����²M¸¹���
p���²µ��|~�µ���D�µ���!�~qk��{~q�{���¢��
���z|
²³y » � |
n+|
n�q&�e��p�¢Yq!����¸��a������p6q�|
q!��{ :
" |~n�q&�a������p6q�|
q!�
�³·k�%|~�µ���+{}n��K��²�����²³²µ� » |
�6�!���X|~�
��²M|
n�q�{~pB�e��|~n���qk{~{���¸�|
n�q&�~qk{}��² |
�³��¨*{~n����Yq�{ :

± {~���~¶Kq!y���¸Y{}n����aq������
��pBq!|~q��~�µ·���|~�µ����|~qk��n������X��q�{�¸¹����p���² |
� ´Å�z��{~�!�³��²µ�µ�����
y&���z|
�³p6�µ·���|~�µ���ÉÈ » n�����n����~q�������²³ye·�q����K�!���K�
���³��¨
|
�À|
n�qË���~q�¶X�µ���a{+�!�~�³|~q��~����È���{����~�K�a�X{}qk�Ð¢ey�wz��p*���
q!n � £ G �OÃ ÒÅ� ���!�!���������a��q » �³|~ndn��µ{����K����²µ��{~�³�K��{�È�|~n�q�Ä��
q!q!´ÜÄ����
p
Æ¾q�¸¹�K�~p*�%|
�³�K� ¿ÁÄ3Ä3Æ Â*|~qk��n������K��q � £K£��t��{D�K�z���z|
q��Ñ�µ�Ñ|~n�qj���~qk{}q��X|D{�|
���zy�È�{~�µ����qÊ�³|+���
�%¶e�µ��q�{*���Ñqk��{~yÓ���a�Ñ�a� » q!�~¸¹��²
¸¹����p6q » ���
¼6¸¹����|
n�q��zq!¸¹���
p6��|~�µ������¸3����p6��²µq���{}n����aqk{!È��K{�|~n��X{}q�q������K���X|~q!�
q��+�µ�G��q!�
�z�zye����p6���!{�����q!²µq���|~�
��p*��¨K��q�|
�µ��{!Ã
m�n�q¾Ä�Ä3Æ�|~q���n����µ�X��qt���
�³¨K�³����|~qk{�¸¹�~�Kp |~n�q$#>��p6���z|
q!�   ������n��µ��{3Ï�q�²µ� � £�£ �ÜÃ3ÒÜ|>��²µ²µ� » {�|~n�qt��q�¸¹���
p*�%|
�³�K����¸h���6��¢z��qk�¡|

�µ�Ê�Q£�Æ��K� 9�Æ {~�����!q�Èz�
q!¨X�����z²³qk{~{>��¸�|~n�q&�~q����~qk{}q��X|
�%|
�³�K�D��¸�|
n��µ{���¢z��qk�¡|�ÃºÒÅ��{�|
q��K�D��¸�p*�����³����²µ��|~�µ��¨6|~n�q�{~���~¸Á���!q ��¸�|
n�q
�K¢z��q���|3�z�µ�
q��¡|
²³yKÈi¢Xy&�a{}�µ��¨¾�!²µ�K{~{~���!��²XÇ>´Åwe��²³�µ��q�{�����Ç��!·!�µq!�������
��pBq!|~q��~�µ·���|~�µ������¸�|
n�q�{}���~¸Á���!q�Èk|~n�q�Ä3Ä3ÆÓ|~q���n����µ�X��qk{���q�Ï���qk{
�Í��q�¸¹���
p*�%|
�³�K��Ï�q!²����%¶�q��&|~n�q+{}���K��qQq�p�¢Yq�����q����µ�À�Ê²��%|}|
�µ�!q » n�����nÎ�µ{�¢����µ² |6���
�����a�j|
n�qD�K¢z��q���|�ÃÍÇ�yË|~������{}¸¹���
p6�³��¨
|
n�q+{~�����!qQ���e�����z�µ���%|
q�{��µ��{~�µ�zqD|~n�qD²µ��|}|~����qKÈ�|~n�qDÄ3Ä3Æ |~q���n����µ�X��q+�zq�¸¹�K�~p*{�|
n�qD�K¢z��q���|�È��~q�¨K�����z²µq�{
{���¸��³|
{�¨Kq!�KpBq!|~�
�µ����²
�zqk{~�!�~�µ�z|
�³�K�ÉÃ
uÊ�K�~q����
q��!�µ{~q!²µy�Èa�����a{}���zq!�¾�B|~n��
q!q!´Ü�z�µp6q!��{~�µ������²hn�q�����n�q��z����²h²��%|~|~����q�q�p�¢Yq����z�µ��¨6|
n�q���¢���q��¡|�|
�Q¢Yq��zq�¸¹�K�~p6q��ÉÃ�Ä��µ¨�´

���
q+¿ G Ât{}n�� » {¾���Êq �z��p6��²³q���¸º{~����nj�*²��%|~|~����q�¢����³²³|&���
�������Ê�Q�~qk��²µ�µ{}|~��� » �µ��¨�Ã ± ²µ�e����²����e�����z�µ���%|
q�{}yz{}|~q�p (ξ, η, ζ)
�µ{

�zq!Ï���qk�Q�µ�Q|~n�q¾²��%|~|~����q�È » �³|~n (ξ, η, ζ) ∈ [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]
Ã�Æ¾���
�³��¨�|~n�q��zq!¸¹���
p6��|~�µ���ÉÈK|~n�q �z��{~��²µ�K��q�pBq��X|

∆q
��¸Éqk����n

�Y���µ�X|
q
�µ��{~�µ�zq |
n�q&²µ��|}|
�µ�!q&�µ{�n�q��~q&�zq!Ï���qk�+¢ey���|
n��µ�
�e´Ü�����zq���Ç���·!�µq!��|~q���{}�K�����
�e�����¡| 8

∆q =

ni∑

i=0

nj∑

j=0

nk∑

k=0

Bni

i (ξq)B
nj

j (ηq)B
nk

k (ζq)∆Pijk .
¿O£�Â

Bni

i

È
B

nj

j

�����
Bnk

k

���
q |~n�q�Ç�q!�
��{}|~q��³���a�K²³ye���Kp6�µ��²µ{���¸������zq��
ni

È
nj

�����
nk

¿Á{~q!q ¸¹�����µ��{}|
���a��q � R �ìÂ 8

Bn
p (t) = Cp

n tp (1− t)n−p.
¿�9KÂ

(∆Pijk)0≤i≤ni,0≤j≤nj ,0≤k≤nk

���
q » q��³¨KnX|~�µ��¨����eq�VQ�!�³q��K|�{!ÈK���<�!���X|~�
��²��Y���µ�X|
{<���µ{~��²�����q�p6q!�X|
{�È » n�����nQ���
q���{~q��B|~��pB�K�z´
�³|~�K��|~n�q��zq!¸¹���
p*�%|~�µ���G���a�+���~q&���K��{~�µ�zq��~qk�D�K{��zq�{~�³¨K�+¶%���~����¢�²µq�{������~�µ��¨B|~n�q�{}n����aq��K�z|~�µp6�³·k�%|~�µ�������
�z��q������~qKÃ
m�n�qBÄ3Ä�Æ |
q���n����µ�X��qB�zq�{
���
�³¢Yq��j��¢Y�%¶�q���{ » q�²³²3{}��� |
q��Ê|
�+�!��p6��²µq��Í{}na���Yq�����|~�µpB�µ·���|~�µ���ÉÈY|
n�����¼z{t|~�D|~n�q�¸¹��²µ²³� » �µ��¨

���
���Yq!�~|~�µq�{ 8
" |~n�q+�³��� |
�µ��²>{~n����YqD�!���Î¢aq+q�������|~²µyË�
q!���~qk{}q��K|
q��Ñ¿¹���j�zq�¸¹�K�~p*��|~�µ���Î�z�!�!���
{ » n�q!�À��²³² » q��³¨KnX|~�µ��¨Í���eq�VQ�!�³q��K|�{����~q
·!q��~�eÂ :
" |~n�q���q�¸¹���
p*�%|
�³�K�D��{��aq��}¸¹�K�~p6qk� » n���|~q�¶�q!��|
n�q����KpB��²³q �e�³|�yQ��¸�|
n�q�{}na���Yq6¿¹|~n���{���{���¸¹�~q�q�´O¸¹���
p |~qk��n������K��qkÂ :
" ¨�q���p6q�|
�~���>{~�µ��¨���²����
�³|~�µq�{��!���B¢Yq>|���¼Kq!���µ�X|~�&�������K���X|�¿¹|~n�q��µ��� |
�µ��²�{}na���Yq��µ���!²³�����³��¨��³|
{�{~�³��¨���²����
� |
�³qk{@��{��zq!¸¹���
pBqk��Â :
" |~n�q�{~p6�e��|~n���q�{
{���¸�|~n�q��zq!¸¹���
p*�%|~�µ������{������X|
�~�K²³²µq��Ë¿ì|~n�q��zq�¸¹�K�~p*��|~�µ���D��{��
��²µq��+¢Xy+Ç>q��~�a{�|
q!�µ�+�Y��²µye����p6����²�{
Â :
" |~n�q �e��p�¢Yq!����¸��zq�{~�µ¨��D¶%���~����¢�²µq�{��zq��aq�����{����D|~n�q ��{~q!�� {���n��K�µ�!q�¿ì|
n�q&�zq�¸¹�K�~p*��|~�µ���Q��{��³����q!�Yq!���zq��X|���¸É|~n�q {~n����Yq
� |�{}q�² ¸�Â :
" � |����µ�!q!²µyD�zq���²µ{ » �³|~nGp���² |
� ´Ü²µq!¶�q�²h�~q����
q�{~q!�X|
��|~�µ���Ë¿¹|~n�����¼z{�|~�B|
n�q�Ç��!·!�µq!����q!¨��
q!q q!²µq!¶%��|~�µ�������~�K�aq��}|�y�Â�Ã

m�n�q-Ä3Ä�Æ |~qk��n������X��qj��{Q�µp6��²³q�p6q!�X|~qk�Ð�³��|~n�q-{}n����aqj���z|
�³p6�µ·��%|
�³�K�Ð���
�e�!q��z���~qj�����Ñ��{Q��{~q��Ñ|
�À���K�X|~�
��²�|
n�qj{~n����Yq
�zq!¸¹���
p*�%|~�µ���+¸¹����������²µ�µ���%|
�³�K��{��³��¢Y��|~nÊ��q!�
�e��yX�a��p6�µ��{�������q!²µq���|~�
��p*��¨K��q�|
�µ��{!Ã

X1XZY�[]\ ^`_�acb�d�e�fcg�h
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Ä��µ¨����
q G 8 Ý�����p6��²µq ��¸3Ä3Ä3Æ�²��%|~|~����qQ¿¹�
q��aÂ����
�������+� » �³��¨aÃ

%'&�� )�� * � ,/0�3/5���� � *�� � 2�� ,
� ,
	���� ,
� .
± {6q��z��²����µ��q�����¢a�%¶Kq�Èº{~q!¶Kq!����²>���z|
�³p6�µ·��%|
�³�K�Ó{}|~���%|
q!¨��µq�{��!���À¢Yq��µp6��²µq!p6q!�X|~qk��|
�-{~��²µ¶�qD|~n�q����
��¢�²µq!p ¿ G Â�È » n��%|
q!¶Kq!�
|
n�q�Ï�q!²�����¸t�³�X|
q!�
q�{}|���{!Ã   �����z�µq!�X|~´O¢��K{}qk�����z|
�³p6�µ·���|~�µ���Àp6q!|~n��z��{�Èº{~����nÀ��{��¾���K{}�³´År�q » |
���Îp6q�|
n��z��{ � G7G �ÜÈ>���
q » q!²µ²
{~���³|~q��Ë|
��²µ�z�!��²<���������K�e¶�q��Í�K�z|~�µp6�³·k�%|
�³�K�ÉÈ » n�q��~qk��{�{}q�p6� ´Å{�|
�z��n���{}|~�����K�z|~�µp6�³·�q!��{&���
qB��q!¶���|~qk�Í|
��¨K²³�K¢���²<�����Ëp���²³|~�³´
p6�z����²����
��¢�²µq!p*{�Ã�wen����aq����z|
�³p6�µ·��%|
�³�K�G���~�K¢�²µq!p*{��µ�Í��q!�
�z�zye����p6���!{��K��q!²µq��¡|
�~�Kp*��¨���q�|~���!{��a{}����²³²µy�q��zn��µ¢�� |¾�����z´Ü²µ�³��qk���
¢Yq!n��i¶e�µ����{!È » n�����nÀ��¸ì|~q��Àye�³q�²µ��p���²³|~�³´Op6�z����²>¸¹�����¡|
�³�K����²�{!Ã�m�n�q��~q!¸¹���
q�È3|~n�q+���
q�{~q!�X|6{�|
���zy��µ{�¸¹�z���a{}qk������|~n�q���{~qD��¸
{~q!p6�³´Ü{}|~�z��n��K{�|
�µ��p6q�|
n��z��{*¸¹�K�*¨�²µ��¢���²����z|
�³p6�µ·��%|
�³�K�ÉÈ���²³|~n��K��¨�nÑ¨K�
�K�z�³q��X|}´Ü¢���{~q��Ó�������
�K�K��n�q�{B�!���Ð��²�{}��¢YqÍ��{~q�¸¹��²t¸¹���
²µ�z�!��²É{~q����
��n@Ã
uÊ�X{�|º{~q!p6�³´Ü{}|~�z��n��K{�|
�µ���K�z|~�µp6�³·k�%|~�µ���6p6q�|
n��z��{<���~q��µ��{}���³�
q���¸¹�
��pC�a�%|~���
��²���n�q�����p6q!�a�¾�K�<��neyz{}���!��²z���
�e�!q�{
{}qk{!ÈK{}����n

�K{1  q!��q�|~��� ± ²µ¨����
�³|~n�p*{�� G £zÈ G 9���¿  ± {�Â¡ÈMÝ<¶K��²µ�z|~�µ�������~y ± ²µ¨��K�~�³|~n�p*{ � 9�È,H ��¿¹Ý ± {�Â��K� we�µp���²��%|
q�� ± ����qk��²µ�³��¨+� G ��¿Ow ± Â�Ã
m�n�q�q�VQ���µq!���!y���¸Y|~n�qk{}q�p6q!|~n��z��{3n��K{3¢aq�q!�*�zq�pB�K��{}|~���%|~qk���µ�B|~n�q��a��{}|�¸¹�K�<{}q�¶�q��
��²e������²µ�µ���%|
�³�K��{3�³�*�z� �Mq!�
q!�X|3Ï�q!²���{�Ã��¾�
|
n�q����K�K|
�
���~yKÈi�3���}|
�µ�!²³q�w » ���
p �¾�z|~�µp6�³·k�%|
�³�K�+¿¹��w���Â��µ{��������~��{}�µ��¨ p6q�|~n��e��|~na�%|��µ{�{}|~�µ²µ²zp6��|~���
�µ��¨�Ã�r�q!¶Kq!�~|~n�q�²³qk{~{�È%�>w��
��²³¨K���
� |
n�p q��zn��µ¢�� |�{�{}�KpBq���n����
�K�¡|~q��~��{}|~���!{�|
n��%|����
qtn��³¨Kn�²³y*¶%��²³����¢�²µq�¸¹����p���² |
� ´Ü²µq!¶�q�²Y�������
�K�K��n�q�{�ÈK�K{ » �µ²µ²Y¢Yq�q��z��²����µ��q��
²��%|~|~q!�kÃG�>w�� ��²³¨K���
� |
n�p*{ » �K{�Ï���{�|��µ�X|~�
�z�z����qk��¢ey
	�q!����q��zy����a��Ý<¢aq��~na���~| � G H �ÜÈ3�K{��Í{~�³p6��²µ�³Ï�q��Î{~�z������²<p6�z�zq!²OÃÊÒÜ|
p6�µpB���!{&|~n�q6¢Yq!n��i¶e�µ������¸º¢��³����{ U��z��¼e�³��¨������j��{�¢��K{}qk�Í���-������q!�
²³ye�µ��¨G�~��²µq�{¾|
n��%|&q!�a��¢�²µq*{}�����zq!���z�µ�~qk�¡|~�µ������n�����¨�qk{!È
{
�!��|}|~q��~�µ��¨aÈ��
q!¨��
�������³��¨�È�q!|
��Ã�m�n�qk{}qtpB�%¶Kq�{<���~q�p6��|~�µ¶i��|~qk�*�³�*�a�%|~���~q�¢ey�¸¹�e�e�D{}q�q!¼e�³��¨&���<���
q����%|~�K�
{º�i¶������z�µ��¨&�����D�!���
¢Yq&�³p6��²µq!p6q��K|
q����µ�G�6{~�³p6��²µq���²µ¨��K�~�³|~n�p ¸¹����¨�²µ��¢a��²h����|~�µpB�µ·���|~�µ���������
�a�X{}q � G ¤zÈY£�9zÈa£�H �ÜÃ
m�n�q���²µ¨��K�~�³|~n�p ���K��{~�µ{}|
{��³��¢����µ²µ�z�µ��¨¾|~n�q>|~���%��qk�¡|
���
�³qk{h��¸z|
n�q>�a���~|~����²µq�{É��¸a�t{ » ���
pd�µ�&|~n�q�{~q����
��n�{~�����!q<��¸����³p6q!�a{}�µ���

n
Ã*m�n�qk{}q�|~���%��qk�¡|~�K�~�µq�{ ���
q6���i����{}|~qk���zye����p6���!��²µ²µyG|~��|
��¼�qB�³�X|~�Ê�K�!���K���X|¾|
n�q6�³��¸¹���
p6��|~�µ�������K²³²µq���|~q��Ë��¢Y���z|�|
n�qQ���X{�|
¸¹���a�¡|~�µ����¶i��²³��q�Ã�#>�K��{}���zq��@��{}q!|@��¸

p
�a���~|~����²µq�{Y|~na�%|��!����{}|~�³|~�z|
q�{É|~n�qº{ » ���
p�Ã�m�n�q<²µ�e���%|
�³�K� ��¸Xqk����n������}|~����²µq i

�%|É|
n�q�|~�µp6q
{}|~q��

k
��{��zq�|
q!�
p6�³��qk��¢Xy+� |�{����e�����z�µ���%|
q�{

(xk
i )1≤i≤p ∈ <

n
Ãºm�n�q�¢Yq!n��i¶e�µ������¸�q��K��n+�����}|
�µ�!²³q���{�|~n�q!�Ê��n���������|~q��~�µ·!qk�*¢ey

�³|
{º¶�q!²µ�z���³|�y
(vk

i )1≤i≤p ∈ <
n
Ã�ÒÅ��� |
�µ��²³²µy�ÈX�����~|~������²³q�²µ�e���%|
�³�K��{<���
q��
�����z�KpB²µy���n��X{}q����µ�*��¨��µ¶�q��B�µ�X|~q��~¶%��²

[xMIN
c , xMAX

c ]
Ã

��q�²³�z���³|~�µq�{����
q��µ��� |
�µ��²³�µ·!qk�6�
�����z�KpB²µy » � |
nQ�&p*� �z�³p���p pB�z�z��²³��{ (xMAX
c −xMIN

c )/2
��q!�a��q�ÈX�����}|
�µ�!²³qk{º�!���Q���%¶Kq!��n���² ¸

��¸�|~n�q��³���³|~����²µ�µ·��%|
�³�K�Í�µ�K|
q!�
¶%��²������~�µ��¨D|~n�q�Ï��
{}|t|
�³p6qB{�|
q!�ÉÃ ± |¾q��K��nG|~�µp6qB{}|~q��ÉÈ�|
n�qB¶�q!²µ�z���³|�y+��¸<q��K��nÊ�����~|~����²µq���{�|
n�q!�
���M����|~q��G�K�!���K�
���³��¨�|~�Q{~��p6q&���
�³|~q!�
��� 8
" |~n�q&�a���~|~����²µq �µ��q��}|
�µ� 8������
��pBq!|~q�� ω :
" |~n�q&¢Yq�{}|�²µ�e���%|
�³�K�+q�¶�q!��¸¹�K������¢ey*|~n�q&�a���~|~����²µq i

8
(x?

i )1≤i≤p

¿¹�µ���z�µ¶e�µ������²Ép6q�pB�K�~y�Â :
" |~n�q&¢Yq�{}|�²µ�e���%|
�³�K�+q�¶�q!��¸¹�K������¢ey*|~n�q�{ » ���
p 8

x?
¿T���K²³²µq���|~�µ¶�q�p6q!p6���
y�Â¡Ã

�tq!���!q�Èz|
n�q&¶�q�²³�z���³|�yQ��¸@|~n�q&�����~|~����²µq
i
�µ{t�zq�Ï���q����³�G��������|~����q ¢ey 8

vk
i = ωvk−1

i
︸ ︷︷ ︸
������ G�

+ c1r1(x
?
i − xk

i )
︸ ︷︷ ︸

����� £�
+ c2r2(x

? − xk
i )

︸ ︷︷ ︸
����� 9�

1 ≤ i ≤ p,
¿ HeÂ

» n�q��~q r1
�����

r2
���
q������³¸¹���
p6²³yË�z�µ{}|~�
�µ¢��z|~qk�Í����������p½�e��p�¢Yq!��{

∈ [0, 1]
Ã�m�n�qB|~q��~p G� �!���
�~qk{}�Y���a��{�|
�+|
n�q6�³��q!�~|~����È

» n�q��~qk��{¾|~n�q�|
q!�
p*{ £� ����� 9� �!���
�~qk{}�Y���a�G|~�Ê�%|~|~������|~�µ����{t|~� » ������{t|~n�q*�µ���z�µ¶e�µ�z�a��²<���a�j���K²³²µq���|~�µ¶�qBp6q!p6���
�³qk{!ÃBm�n�q

;=<1X7;?>
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�����}|
�µ�!²³q�²µ�z�!�%|
�³�K�+��{�|
n�q!�G���M���%|
q���¢ey*|~�µp6q&�³�X|
q!¨����%|
�³�K�+�z���~�µ��¨*�B|~�µp6q�{�|
q!����¸3²³q���¨�|
n+����� |�y�8

xk+1
i = xk

i + vk
i 1 ≤ i ≤ p.

¿�IKÂ

c1
�����

c2
�µ��¿ HKÂ����
q�����²µ²³qk�+|~�
��{�|t�!�eq�VQ���µq!�X|
{t�����G���
q&{}q!|�|~�6|
n�q�¶%��²µ��q�| » � � G H �OÃ�m�n�q!�ÉÈ�|~n�q�| » �*�
q!²��%|~qk�+��|}|
�
�K�¡|~�µ���

|
q!�
p6{t�³��¿"HXÂ�ye�µq!²���|~n�q������~|~����²µq�|~�*�%¶Kq!��U�y*|~n�q�²µ�e���%|
�³�K��{����K�~�
q�{~�a�K���z�µ��¨B|~�*|
n�q��µ���z�µ¶e�µ�z�a��²������G���K²³²µq���|~�µ¶�q&p6q!p6���
�µq�{
» �³|~nÀ�G���~�K¢���¢��µ²µ� |�yË����qQna��²³¸�q�¶�q��~yÊ|
�³p6q�{�|
q!�ÉÃÊm�n���{���²³¨K���
� |
n�p �z�eq�{�����|�q�������|~²µyË���K�~�
q�{~�Y�����j|~�Ê|
n�qQ�K�~�µ¨��µ����²º����q
���
���Y�K{~q��D¢ey�	�q!����qk�zyQ���a�QÝ<¢Yq!�
n����~|9� G H �OÈ » n��µ��n��z�µ�+����|���{~q �³��q��}|
�µ��Ã�uÊ���
q!�%¶Kq!�kÈ�¶�q�²³�z�!� |�y » q!�
qt���M����|~q��+¢ey6|
��¼X�µ��¨
�µ�X|~�D�K�!���K���X|�|~n�q�¢aqk{�|t²µ�z�!��|~�µ���G¸¹�������G¢eyQ|~n�q�{ » ���~p ��|tq��K��n�|~�µpBqKÃ�m�n�q���{~q���¸�|~n�q��µ��q!�~|~���B|~q��~p » �K{����
���Y�K{~q��+¢ey
wen��>���a��Ý<¢aq��~na���~|� £ 9��OÈ » n�q��~qk��{�|
n�q*��{~qQ��¸�|~n�qD¢aqk{�|�²µ�z�!��|~�µ����q!¶Kq!�&¸¹�K�����-¢eyj|
n�qD{ » ���~p½|
�Ê���M���%|
q*|~n�qD¶�q!²µ�z���³|�y
» ��{D�³�X|~�
�z�z���!q��Ñ¢ey Ä������
�µqj�����   �
�eq!� » ��²�� � G ¤ �OÃ m�n�qk{}q » �K�~¼z{*�
q!�Y���~|~qk�Ð{}�KpBqÊ�µp6���
�%¶�q!p6q��K|�{*�
q!²��%|~qk� |~�Î|
n�q�{~q
p6�z�z�³Ïa�!��|~�µ����{�Ã
uÊ�K�~q��%¶�q���È�|~n�q�{~q » ���
¼z{��
q!�Y���~|~qk�Î|~n�qG�!�~�³|~���!��²��³��Ua��q!���!qG��¸�|
n�qG�³��q��}|
�µ�Ë�����
��pBq!|~q�� ω

����|
n�qG�~qk{}��² |�{!Ã�ÒÅ�a�zq!qk�hÈ
¸¹�K�&²µ���~¨Kq

ω
¶%��²µ��q�{ |
n�q*q��z��²µ�����%|
�³�K�j�µ�Ë|
n�qQ{~q�������nË{~���K��q6�µ{����~�KpB��|~qk�hÈ » n�q��~qk��{&�G{}p*��²³² ω

¶i��²³��q6¸Á�i¶�����{ ��{}|~�����µ¨�nX|
�!���e¶�q��~¨Kq!���!qº|
� » ���
��{�|
n�q�¢Yq�{}|º²µ�e���%|
�³�K��{3q!¶Kq!��¸¹�K�����hÃ ± p*�%|
n�q!p*��|~���!��²a������²³yz{~�µ{3��¸a|
n�qt�zye����pB���!��²�{~ye{}|~q�pGÈ��µ����²µ���z�µ��¨
{}|
��¢��³²µ�³|�y �!�����z�³|~�µ���a{!È������Ñ¢aqj¸¹�����a�Ñ�³�Ñ|
n�q » ���
¼À��¸ #>²µq!���Ê���a� 	�q!����qk�zy � I �ÜÃCwen�� �����ÑÝº¢aq��~n����}|+� £ 9��¾���
���Y�K{~q��
��������|~���!��²³²µyÍ|
n��%|

ω
¶%��²µ��qQ¢YqD{~q!²µq��¡|
q���{~����n-|~n���|

ω ∈ [0.8, 1.4]
ÃDm�n�q!yË��²µ{~�Ê�
q!�Y���~|~q��-�µp6���~�%¶Kq��-���K�X¶Kq!�
¨�q�����qB�
��|~qk{

» n�q�� ω
��{Q�zqk���
q��K{}qk�À²µ�³��q����
²µyÀ�z���
�³��¨�|~n�qÊ�K�z|~�µp6�³·k�%|~�µ���@Ãdm�n�qÊ���
q�{~q!�X|Q�µp6��²³q�p6q!�X|
��|~�µ���Ñ�µ{Q¢���{~q�� ���Ð���zye����pB���

���M����|~q���¸
ω
���
���Y�K{~q���¢ey+Ä������
�µq������   �
�eq!� » �K²µ�+� G ¤��ÜÃ ± {�|����~|~�µ��¨

ω0 ��{t��n��X{}q�� » � |
nÍ�*�K��� |
q�²µ���~¨Kq&¶%��²µ��q&�³�j�����zq!�|
�D���
��p6��|
q����Íq��z��²µ�����%|
���
y+{~q�������nÉÃtm�n�q!�ÉÈM�³|
{¾¶i��²³��q���{ ��q����
q��K{}qk��¢XyÊ�Q¸Á���¡|
���
α
�³¸º���+�³p6���
�%¶�qk�Ê{}�K²³��|~�µ���Í��{�¸¹�K�����

» �³|~n��µ� h
���K��{~q�����|~�µ¶�q |~�µp6q�{�|
q!��{ 8

ÒÜ¸
J (x?)|k = J (x?)|k−h

|~n�q��
ωk = α ωk−1,

¿T¥KÂ

» �³|~n α ∈]0, 1[
Ã3m�n�q!�
q�¸¹���
q�Èe�³¸�|
n�q&q��z��²µ�����%|
���
y*{}qk������n*¸Á���µ²µ{�Èz|
n�q&�����e¶Kq!�
¨�q!�a��q�|
� » ���
��{º|
n�q�¢aqk{�|�²µ�z�!��|~�µ����{�q�¶�q!��¸¹�K�����

��{����
��p6��|
q��hÃ ± ����|
n�q!���zye����p6�µ����²M���M���%|
q ��{���²�{}�B���
���Y�K{~q��*¢ey��q��X|~q!��������wz��¢��µq�{~¼e��� £�H �OÈ » n��X{}q����
�³|~q!�
�µ���Q��{�¢���{~q��
�K�+|
n�q����eq�V*�!�³q��X|���¸�¶%���
���%|~�µ�����µ�G�6{~��¢�{~q�|���¸3�����}|
�µ�!²³qk{!Ã
we�Kp6q����z|
n�����{3�³�a��²µ���zq��µ�6|~n�qt¢���{~�µ����²³¨K���
� |
n�pC�&�!�
��·!�µ��q�{
{3���Yq!���%|
��� » n��K{~q��
��²µq��µ{3|
�������6�����a�z��p �Yq!�~|~���~¢���|~�µ����{�Ã

m�n���{����Yq!���%|
��� �µ{ �µ��{~���³�
q��Í¸¹�~�KpF|~n�q6p��z|
��|~�µ���-���Yq!���%|~�K�t�µ�  ± {!ÃBÄ��³��{�|kÈ 	�q!����q��zyj�����ÍÝº¢aq��~n����}| � G H �<���
���Y�K{~q��Ê|~�
����������p6²³yD�aq��}|
���~¢a�%|~q |
n�q&¶�q�²³�z���³|�yQ��¸3{~��p6q������~|~����²µq�{�Èz¢��z|�|
n�q!y����K����²µ���zqk�D|
n��%|�|
n���{����Yq!���%|
��� » �K{�����|�p*���a���%|
���
y�Ã
Ä������
�³q-�����   �~�eq�� » ��²�� � G ¤����~q��³�X|
�~�z�z���!q����Ó������·��³��qk{~{D���Yq!���%|
���*|
n��%|G�
�����z�KpB²µyÑp6�e��� Ï�qk{Q|
n�q-¶�q!²µ�z���³|~�µq�{ » � |
nd�
���
q���q�|~q��~p6�µ��q��D���
��¢���¢��³²µ�³|�y6����� » �³|~nG�B�zq��!�~qk��{~�³��¨���p6��²µ� |
���zq���¸@�Yq!�~|~���~¢���|~�µ���ÉÃ ��q��K|
q!�����a�+we�K¢��³qk{}¼e� � £�H �É��²�{~����{~q��
{~����nË���Í���Yq!���%|
���kÈa¢��z|¾|
n�q!yÍ��q������zqk�Ê|~���Yq!�~|~���
¢��%|
q�¢Y��|
nj�����}|
�µ�!²³qk{t²µ�z�!�%|
�³�K�j���a�Ê¶�q�²³�z���³|�y�Ã�ÒÅ�j|~n�q6�����
�
q!�X| » ���
¼YÈh�
�!�
��·!�µ��q�{
{����Yq!���%|
������{¾�³p6��²µq!p6q!�X|
q��Ê�µ�Ê|~n�q�{~���³�
�³|t��¸ºÄ������
�³q������"  �
�eq!� » ��²��+�K�aq��
��|~�K��Ã�Ýº{~�aqk������²µ²³yKÈY�D���
��¢���¢��³²µ�³|�yD��¸
�!�
��·!�µ��q�{
{

pc ∈ [0, 1]
��{����~qk�zq�|
q!�
p6�³��qk�hÃ�m�n�q!�ÉÈ@��| qk����nj|~�µpBq*{}|~q��-�����Í¸¹�K��q�����nË�����~|~����²µq�ÈM|
n�q6¶�q�²³�z���³|�yÍ�z�µ�~qk�¡|
�³�K�j��{

����������p6²³y6p6�z�z�³Ï�q�� » � |
nQ|~n�q¾���
��¢a��¢��µ²³�³|�y pc

Èe¢��z|�|~n�q ¶�q�²³�z���³|�yBpB�z�z��²³��{���{�¼�q!��|����K��{}|
���X|kÃ�m�n�q��~q!¸¹���
q�ÈX²µ���~¨Kq��������z�Kp
�Yq!�~|~���
¢���|~�µ����{D�e�������+�%|D|
n�qÍ¢Yq!¨K�³�����³��¨À��¸&|~n�qÍ���z|
�³p6�µ·���|~�µ���Ð���
�z��q������~qKÈ » n�����nÐ���~�Kp6��|~qÊ�����a�z��p ¨�²µ��¢���²t{~q�������nÉÈ
» n�q��~qk��{�{~p*��²µ²º����������p �aq��}|
���~¢a�%|~�µ���a{����
q*�aq��}¸¹�K�~p6qk� » n�q!��|
n�q+{ » ���~p(�µ{���²µ�K{~q*|~�Í|~n�qD{~��²µ�z|
�³�K�ÉÈ » n��µ��nÎ���~�KpB��|~q
����������p9²µ�z�!��²É{~q����
��n@Ã�m�n���{��������
�K����nD�µ{��µ��{~���µ�~qk�Q¸¹�
��p0|
n�q�{~��´Å�!��²µ²µq��Q�����z´Ü�����³¸¹���
p9p���|
�%|
�³�K�+�K�aq��
��|~�K���µ�  ± { � £�¤ �OÃ
Ä��µ����²µ²³yKÈ�wen��É�����QÝ<¢Yq!�
n����}| � £�9��É���
���Y�K{~q��*|~�6�³�X|
�~�z�z���!q �Bp*� �z�µp���p0¶Kq!²µ�z���³|�y*¶i��²³��q

vMAX
¸¹����{}|
��¢��³²µ� |�yD�����
�a�X{}q

��������¢�{~q!�
¶�qk�D�����µpB���~�%¶Kq!p6q!�X|���¸�|~n�q��!���e¶�q��~¨Kq!���!qt���%|~qKÃ�m�n��µ{�{}|~���%|
q!¨KyQ�µ{���²µ{~�B��{}qk���³��|~n�q&���~qk{}q��X|�{}|~�a�zy�Ã
Ä��µ����²µ²³yKÈe|~n�q���²³¨K���
� |
n�p9�µp6��²³q�p6q!�X|~qk�+�µ��|~n�q��!���
�~q��K|�{}|~���zy��!���+¢Yq��zq�{
���
�µ¢aqk�+�K{�¸¹��²µ²³� » { 8
G Ã��³��� |
�µ��²³�µ·!q&����������p6²³y6|
n�q&²µ�e���%|
�³�K��{

(x0
i )1≤i≤p

�³��|
n�q&�³�X|
q!�
¶i��²
[xMIN

c , xMAX
c ] :�³��� |
�µ��²³�µ·!q�|
n�q��³��q��}|
�µ�

ω0 :
k ← 0 :

£zÃ�¢aq�¨��µ��|~�µpBq�{}|~q��
k :

9�Ã�q�{}|~�µp*�%|~q |
n�q�Ï�|~��q�{
{���¸3��²µ²É�����~|~����²µq�{
1 ≤ i ≤ p :

H�Ã����M���%|
q�|~n�q&�µ���z�µ¶e�µ�z�a��²hp6q!p6���
y
(x?

i )1≤i≤p

�����D|~n�q��!��²µ²³qk�¡|
�³¶Kq p6q�pB�K�~y
x? :

IzÃ #>n�q���¼D� ¸�|~n�q&�µ��q��}|
�µ�6{~n�����²��+¢aq&���M����|~q��
ÒÜ¸
J (x?)|k = J (x?)|k−h

|
n�q!�
ωk = α ωk−1;

X1XZY�[]\ ^`_�acb�d�e�fcg�h
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¥�Ã����KpB���z|~q�|
n�q�¶�q!²µ�z���³|�yQ��¸�|~n�q&�����~|~����²µq�{

vk
i = ωkvk−1

i + c1r1(x
?
i − xk

i ) + c2r2(x
? − xk

i ) 1 ≤ i ≤ p;

§eÃ���n�q���¼D� ¸�|~n�q&¶Kq!²µ�z���³|~�µq�{����
q�����|t��¢a�%¶Kq
vMAX :

Q�Ã�������²³y ������·!�µ��qk{~{ » �³|~n������~�K¢���¢��µ²µ� |�y pc

8-�������z�Kp �Yq!�~|~���
¢���|~�µ���Ñ��¸ |~n�qË¶�q�²³�z���³|�y » �³|~n;�Î�!����{}|
���X|Q¶�q!²µ�z���³|�y
p6�e����²³�a{

R�Ã����M���%|
q�|~n�q&²µ�z�!�%|
�³�K�+��¸@|
n�q&�����~|~����²µq�{
xk+1

i = xk
i + vk

i ;

G ¤�Ã�� ¸�|~q��~p6�µ���%|
�³�K���!������� |
�³�K�+�
q��K��n�q��D|~n�q��Ê{�|
��� :q!²�{}q
k ← k + 1

�����D¨K��|
��¿O£�Â :
m�n�q>p*���µ� » qk��¼e��q�{
{É��¸�{}����n�{}q�pB�³´Å{�|
�e��na��{}|~���3���z|
�³p6�µ·!q!��{É��{@|~n���|@|~n�qº�e��p�¢Yq!����¸��!�K{}|É¸¹������|~�µ����q�¶%��²µ���%|
�³�K��{h�µ�����
q��K{}q

�z����p*��|~���!��²µ²µy » � |
n�|
n�q��z�³p6q���{}�µ���B��¸a|~n�q����
��¢�²³q�p�Ã�m�n���{3��¢�{~q!�
¶%�%|~�µ����n���{3p6��|
�³¶%��|~q���|~n�q��!���
�~q��K| » ���
¼ �K��p���²³|~�³´O²µq!¶Kq!²
��²³¨K���
� |
n�p*{!Ã

� ���+�¡���
	��������Î,G�&�3���������3���>�&���� �"E����=� �������)��

��&(% )+*-,/.10�,!243!576
��qk��q��K| » ���
¼z{��µ�B��������p6q�|
�~����{}n����aq��K�z|~�µp6�³·k�%|~�µ���B������²³�µq���|~�&{~n����Yq��~qk�����a{�|
�~����|~�µ��� � Q�È G I ���K�3��q!�
�z�zye����p6���>�zqk{}�µ¨�� � £�È
G ¥zÈ G R��º�
q!�Y���~|~q��Ë|
n��%|��Ê{~�µ¨����³Ïa�!���X|��µp6���
�%¶�q!p6q��K|���¸>|
n�qD�!���e¶�q��~¨Kq!���!q����%|
q6������¢YqQ��¢z|����µ��q��-��{~�µ��¨Í�Gn��µq!��������n��µ����²
�����
��p6q�|~q��~�µ·���|~�µ�����������~�X����nÉÃQÒÜ|6���K��{}��{}|
{��µ�Î��{}�µ��¨j�����Mq!�
q!�X|�{~n����Yq*�
q!���
q�{~q!�X|
��|~�µ���-²³q�¶�q�²µ{������~�µ��¨G|
n�qD�K�z|~�µp6�³·k�%|~�µ���
���
�z��qk�z���
q�È�������¨K�³��¨6¸¹�~�Kp �Q�!�K����{~q ²µq!¶Kq!²É�a������p6q�|
q!�
�³·k�%|~�µ�����µ����²µ���z�µ��¨D�*{~p*��²µ²@�e��p�¢Yq!�t��¸<�zq�{~�µ¨��G¶%���
�µ��¢�²³qk{�|~�+�BÏ���q
²µq!¶Kq!²z�����
��pBq!|~q��~�µ·���|~�µ��� » n�����n6�³p6��²µ�µq�{�� ²µ���~¨Kq>�e��p�¢aq�����¸h�zq�{~�µ¨��B¶i���~����¢�²³qk{!Ã7�tq!���!q�È�|~n�q�{~q����
��n�¸¹����|~n�q��K�z|~�µp*��²�{~n����Yq
��{��!���~�
�µq��Í�K�z|&�³�Î{~q!¶Kq!����²3q!p�¢aqk���zq����zqk{}�µ¨���{~�����!q�{ ��¸�¶i���~����¢�²³q*�z�µp6q!��{~�³�K�ÉÃQweq!¶Kq!����²�{}|~���%|~q�¨��µq�{��!���Ë¢YqQ���K��{~�µ�zq��~qk�hÈ
» n�����nj���~q��³��{~���µ�~qk��¸¹�~�Kp |~n�qBp���²³|~�³´Ü¨��
�µ��|
n�q!�K�~y+¸¹��� �����~|~����²�Æ¾� �Yq��~q��K|
�µ��²3Ýº�X���%|
�³�K��{�¿Á�ºÆtÝ>{
Â {~��²µ¶X�µ��¨aÈa������¨K�³��¨*¸¹�~�Kp
{~�³p6��²µq&²µq!¶�q�²h�³�a���
q���{~q¾|~� ��´Å��yz�!²³q�����Ä���²µ²@uÊ��²³|~�³´   �
���Ë¿TÄ�u+ &Â��������~�X����n�qk{	� Q �ÜÃ
m�n�q¾���
q�{~q!�X|�{}|~����y*�µ{º¸¹�z����{~q��D���*|
n�q {~�µpB��²³qk{�|��������
�K�K��nÍ¿Á{~�³p6��²µq ²³q�¶�q!²Y�µ�����
q��K{}qiÂ¡È » n��µ��n+�����a{}��{�|�{º�µ�Q��{~�µ��¨�Ï���{}|��

�!�K����{~q�²³q�¶�q!²Y�����
��pBq!|~q��~�µ·���|~�µ���6�����*�µ���!�~qk��{~�³��¨&���~�K¨��
q�{
{}�µ¶�q�²³y&|
n�qt�e��p�¢aq��>��¸É�zq�{~�³¨K�Q�����
��pBq!|~q��
{�Ã�m�n���{��������
�K�K��n*�!���
¢Yq�q���{~�µ²³y&�µp6��²³q�p6q!�X|~qk����{~�µ��¨ �¾¨��������³q��K|~´O¢a��{~q��&�K�z|~�µp6�³·�q!�kÃ@ÒÅ��|~n���|�����{~q�È�{~��p6q�� |
q!���%|~�µ���a{����~q>Ï���{�|��!���~�
�³qk�&����|������~�µ��¨
��Ï���{�|�����|~�µpB�µ·���|~�µ����{�|
q!� » � |
n��B���X����{}q¾²³q�¶�q!²M�����
��p6q�|~q��~�µ·���|~�µ���ÉÃ�m�n�q!�@Èe|~n�q�¢Yq�{}|�{~n����aq¾¸¹�����a�D��{����
����q���|~qk�*�³�X|
��|
n�q
{~�����!q����K�~�
q�{~�a�K���z�µ��¨�|~�6|~n�q�Ï���q!�t²³q�¶�q!²h�a������p6q�|
q!�
�³·k�%|~�µ���������G�*{~q��!�����+���z|
�³p6�µ·���|~�µ���Ê{�|
q!�Ê�!���G¢aq&�Yq!�~¸¹���
p6q��+¸¹�~�Kp
|
n��µ{���q » {�|����~|~�µ��¨B{~n����aqKÈzq�|
��Ã<m�n�q&���K�X¶Kq!�
¨�q�����q¾�
��|~q �³���!�~qk��{~q �����+¢aq&q �e��²µ���³��qk�D¢ey6|
n�q�¸Á����|�|
n��%|�|
n�q�{}qk������nQ�µ�+|
n�q
�!�K����{~q ²µq!¶Kq!²�{}���K��q&��{t�X������¼e²³y+�aq��}¸¹�K�~p6q���¿¹|~n�����¼z{�|~�Q|~n�q�²µ� » �z�µpBq���{~�³�K����²µ� |�y�Â������Gye�³q�²µ��{t�6¸Á���µ�~²µyD¨K�e�e��qk{�|
�³p*�%|
q���¸
|
n�q����z|
�³p���p {~n����aq�|~na�%|<�!����¢Yq���{~q��B��{���{�|����~|~�µ��¨�¨���qk{~{�¸¹�K�3|~n�q�{~q����
��n��µ�B|~n�q�Ïa��q�²³q�¶�q!²�{~���K��q�Ã�m�n�q!�@È�|~n�q��~qk{}��²³|~�µ��¨
p���² |
� ´Ü²µq!¶�q�²Y��²³¨K���
� |
n�pCq �zn��³¢�� |�{>�&n��³¨Kn�q!�������e¶Kq!�
¨�q!�a��q��
��|~q�|
n����Q|~n���|>��¢�|
���µ��qk�6��{}�µ��¨���{}�µp6��²µqt{}qk������n*�aq��}¸¹�K�~p6qk�B¸¹���
|
n�q�Ï���qk{�|�²µq!¶Kq!²h����²³yj¿ » � |
nÍ�B²µ���~¨Kq �z�µp6q!��{~�µ������²³�³|�y�Â¡Ã
ÒÜ| » �K{�{~n�� » �Î�³�À���~�µ��� » �K�~¼z{ � Q ��|~n���|B�Í�!�~�³|~���!��²º��{~{~��q*¸¹�K�B{~����n��Í{}|~���%|
q!¨KyË��{��
q!²��%|
q��-|~�j|~n�q��������������!yj��¸�|
n�q

|
�
����{�¸¹q�����¸�|~n�q&�µ�z¸¹���
p*�%|
�³�K�Q¸¹�
��p �B¨��µ¶�q��+²µq!¶Kq!²Y|~�6|
n�q Ï���q�������qKÃ�ÒÅ���zq!qk�hÈ��%¸ì|
q!��{~��p6q�� |
q!���%|
�³�K��{ » � |
nG�6�!�K����{~q¾²µq!¶Kq!²
�����
��p6q�|~q��~�µ·���|~�µ���ÉÈ�|~n�q�¢aqk{�|¾{~n����aq&¸¹�K�����Êna��{�|
�Q¢Yq����
����q���|~qk�G�³�X|~�+�Q{}�a����q&��¸�n��³¨Kn�q!� �z�µpBq���{~�³�K�Í�����
�
q�{~�a�K���z�µ��¨B|~�
|
n�qDÏa��q!�B²³q�¶�q�²º�����
��pBq!|~q��~�µ·���|~�µ���ÉÃÊÒÜ¸�|
n���{����
����qk�¡|
�³�K�ÎpB�z�z�³Ï�qk{�|
n�q�{~n����aqD��na�������¡|
q!�
�µ{}|~���!{&|~�e�jp�����nÉÈ3|~n�q+{}|
���~|~�µ��¨
{~n����Yq�¸¹�K�º|
n�q�{}qk�����a�*���z|
�³p6�µ·���|~�µ���D{}|~q��D�!���Qq��zn��µ¢��³|����a�e���>Ï�|
��q�{
{!Èe�
q�{~��²³|~�µ��¨��µ�+���D��{}q�²³qk{~{ºÏ���{�|����z|
�³p6�µ·���|~�µ���D{}|~q��ÉÃ
�t���Yq�¸¹��²µ²³yKÈÉ|
n�qQÇ�q!�
��{�|
q!�µ�j�Y��²µye����p6����²�{¾�a{}qk�Í¸¹�K�¾|
n�qQÄ3Ä3Æ |~qk��n������K��q6��²³²µ� » ���-q����K�¡|&�³��¸¹���
p6��|~�µ���j|~������{}¸¹q!� ¸¹�
��p �
¨K�³¶Kq!�Î²µq!¶�q�²<|
�Ê|~n�qQÏ���q!������qKÈ�|~n�����¼z{&|~�Í|~n�q %  6��  �	`�����������"!�# 0&��! 0]������ � R��ÜÃÍÒÅ����q!q��ÉÈ3���eyj�Y��²µyX����p6�µ��²º��¸���q!¨��
q!q

n��{¾��²µ{~�D�D�a�K²³ye���KpB����²���¸º��q!¨��
q!q
n + 1

Ã m�n�q��ÉÈh���eyG�zq�¸¹�K�~p*�%|
�³�K�Ê��{~�³��¨D|~n�qBÄ3Ä�Æ |
q���n������X��q��
��²µq��Ê¢ey�|~n�qBÇ�q!�
��{}|~q��³�
�Y��²µye����p6����²�{@¢��K{}��{É��¸a�zq�¨��
q!q

n
��²³�K��¨�����q>�z�µ�~qk�¡|
�³�K���!����¢aq>q��z���
q�{
{}qk����{�������|~n�q����zq!¸¹���
p*�%|~�µ�����~��²µq���¢Xy |
n�q�Ç�q��~��{}|~q��³�

�Y��²µye����p6����²�{>¢a��{~�µ{>��¸���q!¨��
q!q
n + 1

Ã #>���a{}���zq!��|
n�qt¸¹�K²³²µ� » �µ��¨��zq!¸¹���
p*�%|~�µ���+��¸���q!¨��
q!q ni

��²µ����¨B�z�µ�~qk�¡|~�µ���
ξ
�zq!Ï���q��D¢ey

|
n�q » q��³¨KnX|~�µ��¨*���eq�VQ���µq!�X|�{ (∆Pi)0≤i≤ni

8

∆q =

ni∑

i=0

Bni

i (ξ)∆Pi.
¿Ü§�Â
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m�n�q��ÉÈk|~n�q�{~��p6q<�zq�¸¹�K�~p*�%|
�³�K���!���&¢aq<�K¢z|
���³��q�����{~�³��¨�|~n�q>Ç>q��~�a{�|
q!�µ�&�a�K²³ye���KpB����²�{h¢��K{}��{h��¸��zq!¨K�~q�q
ni+1

¢Xy����K��{~�µ�zq��~�µ��¨
|
n�q » q��³¨KnX|~�µ��¨*���eq�VQ���µq!�X| (∆P ′

i )0≤i≤ni+1
�zq!Ï���qk�+�K{�¸¹��²µ²³� » {9� R�� 8

∆P ′
0 = ∆P0;

∆P ′
i =

i

ni + 1
∆Pi−1 + (1−

i

ni + 1
)∆Pi 1 ≤ i ≤ ni;

∆P ′
ni+1 = ∆Pni

.

¿�QKÂ

m�n�q&q �e|~q!�a{}�µ���+|~�B|~n�q�|~n��
q!q!´Ü�z�µp6q!��{~�µ������²MÄ3Ä3Æ |
q���n������X��q&��{�{�|
�
���³¨KnK|~¸¹��� » ���
�ÉÃ ��q�����qKÈe|~n���{��!����{}|~�
���¡|
�³�K�D¨K���������X|~q�q�{
�
�³¨K���
����{~²µy #&�����c% ��c����(c8 ��0]� (c��������$�� � (��-� 0&+-����%T������#-������ ! 0]�� ����!�� �¡Ã
Ä��µ����²µ²³yKÈh|~n�qBp���²³|~�³´O²µq!¶Kq!²3��������p6q!|~q!�
�µ·��%|
�³�K�j�������~�X����nÍ�a{}qk� » �³|~n��µ���+¨K�
�K�z�µq!�X|}´Ü¢���{~q���¸¹����p6q » �K�~¼G�µ�Ë���
�µ��� » �K�~¼z{

�����G¢aq&�zqk{~�!�~�µ¢Yq��G��{�¸¹�K²³²µ� » {�8
G Ã��³��� |
�µ��²³�µ·!q��zqk{}�µ¨���¶%���
�µ��¢�²µq�{

(∆P
(0)
ijk |0)0≤i≤n0

i
,0≤j≤n0

j
,0≤k≤n0

k

¸¹����²µq!¶Kq!²É¤ :
l← 0 :

£zÃ�¢aq�¨��µ�Ê{}qk������nQ¸¹����²µq!¶Kq!²
l :

9�Ã��aq��}¸¹�K�~p
kl
¨������z�µq!�X|}´Ü¢��K{}qk�t�K�z|~�µp6�³·k�%|~�µ�����³|~q��
��|~�µ����{Mye�µq!²��z�³��¨�|~n�qº{~n����aq<�zq!Ï���qk�¾¢ey

(∆P
(kl)
ijk |l)0≤i≤nl

i
,0≤j≤nl

j
,0≤k≤nl

k
:

H�Ã���{~q���q��zq!¨K�~q�q�´Üq!²µq!¶%�%|
�³�K�D���
�z��q�{
{>|~�*�zq!|~q!�
p6�³��q��B{}|
���}|
�³��¨6{~n����aq����+|~n�q�Ï���q!�t²³q�¶�q!²
l + 1

�zq�Ï���q���¢ey
(∆P

(0)
ijk |l+1)0≤i≤n

l+1

i
,0≤j≤n

l+1

j
,0≤k≤n

l+1

k
:

IzÃ�q!������¸@|~n�q�{}qk������nQ¸¹����²µq!¶Kq!²
l :

l← l + 1 :� ¸�Ï���qk{�|�²µq!¶Kq!²h�
q��K��n�q��Q|~n�q��G{}|~�K� :q!²�{}q
l ← l + 1

�����+¨���|~�Ê¿T£KÂ¡Ã
m�n���{���²³¨K���
� |
n�p½���
�%¶X���zqk�j���
��p6��{}�µ��¨��~qk{}��² |�{ � £zÈ�QzÈ G IeÈ G ¥ �<¸¹�����z� �Mq!�
q!�X|�������²³���!��|~�µ����{�ÈÉ¢��z|��a{}�µ��¨Ê��¨������z�µq!�X|}´Ü¢��K{}qk�
�K�z|~�µp6�³·k�%|~�µ���Êp6q!|~n��z�hÃ�ÒÅ�G|~n�q���q��e|¾{~q���|~�µ���ÉÈ�|~n�q���{~q&��¸<{}�a��nÍ�6p���²³|~�³´O²µq!¶Kq!²�{�|
�
��|~q!¨Ky*¸¹���¾{}q�pB�³´Å{�|
�e��na��{}|~�������z|
�³p6�µ·!q!��{
��{�q�����pB�µ��qk�hÃ
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m�n�q���{~q���¸�|
n�q���¢Y�%¶�q>��q�{
���
�³¢Yq���p���²³|~�³´O²µq!¶Kq!²z{}|~���%|~q�¨�y ¸¹����{~q!p6�³´Ü{}|~�z��n��K{�|
�µ�º���z|
�³p6�µ·!q!��{��µ{�����|3{}|~�����µ¨�nX|~¸¹��� » ���
�hÃhÒÅ�a�zq!qk�hÈ
|
n�q���¢Y�%¶�q���²µ¨��K�~�³|~n�p �~q�²³�µq�{��K�D| » �6p6���³�����
�³�a���µ��²³qk{�8
" |~n�q+���z|
�³p6�µ·���|~�µ�������%|
n���{�{~��²³�³|��µ��{~q!¶�q��
��²<����|~�µpB�µ·���|~�µ����{}|~q���{&|
n��%|����~q+�!���
�
�³qk�j�K�z|��µ��{}�a����qk{&��¸��µ���!�~qk��{~�³��¨
�z�µpBq���{~�³�K� :
" |~n�q&�µ�z¸¹�K�~p*�%|
�³�K���!��²µ²³qk�¡|
q��D¸¹�~�Kp �B¨��µ¶�q!��²µq!¶�q�²h�µ{�|~������{}¸¹q!�
q��D�³�X|~�B|
n�q�Ï���q���²³q�¶�q�²É��{��6{�|����~|~�µ��¨6{}n����aqKÃ

± ���������z�µ��¨B|~�6|
n�q » q!²µ² ´Üq�{}|
��¢�²³��{~n�q���{�|��%|
��{���¸  ± {������+|
�Q������q �z�aq��~�µq!���!q&�³�  ± {�¢��K{}qk�+�K�z|~�µp6�³·k�%|
�³�K� � G §eÈ G Q��ÜÈ�|
n�q
��{~q���¸� ± {�¸¹���>|~n�q�p���² |
� ´Ü²µq!¶�q�²h�������
�K�K��n » �³|~nG��{~q!p6�³´Ü{}|~�z��n��K{�|
�µ�t���z|
�³p6�µ·!q!� » ��{ºÏ���{�|�q!�e¶e�µ{
��¨Kq��hÃ ��� » q!¶Kq!�kÈK�K��q��!���
����|~����q�|~n���|t������q���¸�|
n�q�| » �Q��¢Y�%¶�q&p6q!�X|
�³�K��q��Ê���~�µ�����µ��²µq�{¾�!���Ê¢Yq�¶Kq!�
� Ï�qk�G��{~�³��¨  ± {�Ã�ÒÅ���zq�q��hÈ� ± {¾�z�D����|�¸¹��²µ²µ� »
���*���z|
�³p6�µ·��%|
�³�K�6���%|
n*�³�6|
n�qt{~q�������n*{}�a����q�¢��z|º��{~qt{
��p6��²µq�{3|
�����K��{�|
�~�a�¡|�|~n�q����z|
�³p���p ¢Xy6���Kp�¢��µ����|~�µ���6��¸M�a��|~q��K|
�µ��²
{~��²µ�z|~�µ���a{!Ã�uÊ���
q!�%¶Kq!�kÈÉ{}q�pB�³´Å{�|
�e��na��{}|~�����K�z|~�µp6�³·�q!��{&{}�a��n��K{  ± {��z�Ê����|�n��i¶�q*�Ê{}|
���~|~�µ��¨Ê�Y���µ�X|�¢��z|���{~qQ�G�������z�Kp
�µ���³|~����²µ�³·k�%|~�µ���G��¸@|~n�q�{~��pB��²³qk{!Ã
rtq!¶�q��}|
n�q!²µq�{
{�È�{}�Kp6q�|~qk{�|�{ » q��~q������
�~�µq��B�K�z|	� £ �a��{~�µ��¨� ± {>�����6�&p���²³|~�³´O²µq!¶Kq!²������
��p6q�|~q��~�µ·���|~�µ���B�³�a{}���µ�
q���¸¹�~�KpC|
n�q

�zqk{~�!�~�µ¢Yq��Ê��¢Y�%¶�q��������
�K�K��nÉÃ�ÒÅ�G|~n�qk{}q�|~q�{}|
{�Èa|~n�qB{~��pB��²³qk{�¿¹�µ���z�µ¶e�µ�z�a��²�{t��¸�|
n�q��Y������²µ��|~�µ���aÂ����
q��
�����z�KpB²µyD�µ���³|~����²µ�³·�q��
������|~n�q��*q!¶��K²³¶Kq��z���
�³��¨&��¨K�³¶Kq!�6�e��p�¢Yq!����¸M�³|~q��
��|~�µ����{�¿Á¨�q���q!���%|
�³�K��{
Â@¸¹�K�<�&���K���
{~q���������p6q!|~q!�
�µ·��%|
�³�K��²µq!¶Kq!²OÃ�m�n�q��ÉÈ�|
n�q
¢Yq�{}|��³�a�z�³¶e���z����²�¸¹�K�����Ë�µ{ |
�
����{}¸¹q!�
q��Í�µ�X|~�+|~n�q*{~�����!qB�!���
�~qk{}�Y���a�z�³��¨Q|~�Ê�DÏ���q6�����
��pBq!|~q��~�µ·���|~�µ���ÉÈ » n�q��~qk��{ ��²µ²���|~n�q!�
�µ���z�µ¶e�µ�z�a��²�{����
q��
�����z��p6²µyQ�
q�´Ü�³���³|~����²µ�µ·!q����µ��|~n���{�{~�����!q&��¸3n��³¨Kn�q!�����³p6q!�a{}�µ���ÉÃº���e�K���~qk{}��² |�{ » q��~q��
q!�Y���~|~q��ÉÈ�{}�µ���!q&����q
{~�³��¨�²µq��³�����³¶e���z����²��µ{�����|<��¢�²µq�|~�&�µ��U���q!���!q�|~n�q�q�¶���²µ�z|
�³�K����¸a|
n�q » n��K²³q��Y������²��%|
�³�K�*�z��q�|~��|
n�q��
q����Kp�¢��µ����|~�µ�������~�z��qk{~{�Ã
± {~q��!������{�|
�
��|~q�¨�y » ��{>|~n�q���|~q�{}|~qk�hÈ�¢ey*|
�
����{�¸¹q��~�
�µ��¨���²³²É�µ���z�µ¶e�µ������²�{��³�X|
��|
n�q�Ï���q���²³q�¶�q�²h��������p6q�|
q!�
�³·k�%|
�³�K�ÉÃ@ÒÅ��|~na�%|
����{~q�È%|
n�q�²µ�K��¼&��¸Y�
�����z��pC�³���³|~����²µ�µ·��%|
�³�K��ye�µq!²���� �Y�e����q��z��²µ�����%|
�³�K����¸Y|~n�q�{~���K��q���¸Yn��³¨Kn�q!�<���³p6q!�a{}�µ���ÉÃ3Ä��³�a��²µ²³yKÈ����z|
n�����{
�!�����!²³����q*|~n���|  ± {����~q*����| » q!²µ²>{~���³|~q��Î|~�Ê|
n�qDp���² |
� ´Ü²µq!¶�q�²º�����
��p6q�|~q��~�µ·���|~�µ�����������~�X����nÉÈ3�z��q*|
�Í|
n�q+�z��VQ����²³|�yË|~�
¢����³²��G���Gq�VQ���µq!�X|�{}|~���%|~q�¨�y*|
�B|~������{}¸¹q!��|
n�q&�³��¸¹���
p6��|~�µ���D¸¹�~�Kp �B¨��µ¶�q��D²µq!¶�q�²M|~�6|
n�q�Ï���q�������qKÃ

�t���Yq�¸¹��²µ²³yKÈK��w��d��²µ¨����
�³|~n�p � �Yq��
{º���*��²³|~q��~����|~�µ¶�q�{~q�������n6�������
�K�K��nÉÈ%|
n��%|<�
q!²µ�³qk{����*�z� �Mq!�
q!�X|º���
�³�a���µ��²³qk{!È » n�����nQ�!���
¢Yq&��{~q����³�Ê���+q�V*�!�³q��X|�p6������q���|~�6¢����µ²µ�G�Bp���² |
� ´Ü²³q�¶�q�²h�>w��C��²µ¨����
�³|~n�pGÃ
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#>�K�K|
�
���~y�|~�� ± { » n�����n6q!p6��²µ�%y����� 0N���
# 66����� (c!������
#N�����"!�#D|
��q!¶K��²µ¶�q�È��>w��d��²µ¨��K�~�³|~n�pC��{}qk{ 0]�������"(�� �� %�� ��0N���7( �� �#,�
����� � �� !�� �-|~�Ë���
��¨��
q�{
{ |~� » ������{�|
n�qG{}�K²³�z|
�³�K�ÉÃËm�n�q�{~q+��n����
�K�¡|~q��~��{}|~���!{��!����{}|~�³|~�z|
q+�j���µ�!qQ¸¹����p6q » ���
¼Í|
�j¢����³²��À�
{~q!p6�³´Ü{}|~�z��n��K{�|
�µ� p���² |
� ´Ü²³q�¶�q�²h���z|
�³p6�µ·��%|
�³�K�+p6q!|~n��z�hÃ
m�n�qB���K�~q���¸�|~n�q����
���Y�K{~q��Ê�������
�K�K��nÍ�����a{}��{�|�{��µ�j��{~�µ��¨Q|
n�q�¢Yq�{}|&{}n����aq�¸¹�����a�Í�µ�Ê|~n�q6{~�����!q����K�~�
q�{~�Y�����z�µ��¨6|
���

¨K�³¶Kq!�-��������p6q�|
q!�
�³·k�%|
�³�K�j²µq!¶�q�²<��{ |
n�qQ�µ��� |
�µ��²º���K²³²µq���|~�µ¶�q6p6q!p6���
yG¸¹����|~n�qQ{~q����
��nË�³�-|~n�qQ{}���K��q6��¸�n��µ¨�n�q����z�µpBq���{~�³�K�ÉÈ
» n�q��~qk��{º|~n�q������}|
�µ�!²³q ²µ�e���%|
�³�K��{>���~q �������z�Kp6²³y6�
q�´Ü�³���³|~����²µ�µ·!q��ÉÃ�wz�³���!qt|
n�q&���K²³²µq���|~�µ¶�qtp6q�pB�K�~y*��{����+�³���³|~����²h¨K��q�{
{>��¸@|
n�q
�K�z|~�µp���p {~n����Yq�È�� |��K�¡|�{���{����Î�%|}|
�
�K�¡|
��� |~� » ������{&�G�
q!¨��µ���-��¸�|~n�qD{}�a����q6��¸�n��µ¨�n�q!���z�µp6q!��{~�µ��� » n�q!�
q*n��µ¨�n-Ï�|
��q�{
{
{~n����Yq�{º���
q�q��z�aqk�¡|
q��hÃ�uÊ�K�~q��%¶�q!�kÈk|~n�qt�
�����z��pC�³���³|~����²µ�µ·��%|
�³�K�*���
��p6��|
q�{�|~n�q�¨�²µ��¢���²�{}qk������n��µ�6|~n�qt{}�a����q��!���
�~qk{}�Y�������³��¨
|
�&|~n�q�Ï���q!�>��������p6q!|~q!�
�µ·��%|
�³�K�ÉÃ7�tq!���!q�ÈK|~n���{º{}|~���%|
q!¨�y�yX�µq!²���{ ���c��� ��#N(c	�c���+-c�# � 8A�6 ��!
�c���-��c����(c8T�
# � 8A1��0]� (c ! � 8 � 6 8
%��
���# ���"!�# ��#&% �
8] ���� ! � 0N���"!�� �� ����(c8A �2+ �
� 8 �
# ����� ��0A�7(  ��! �2��!�+-�� %��
� �#-�c�"!�#�ÃBst{~�³��¨Ê{~����nË�+{�|
�
��|~q�¨�y�ÈY|
n�q6�~�K²³q
��¸�|
n�q�{}qk������nQ¸¹�K����¨K�³¶Kq!�+²³q�¶�q!²h��{�|
�6��q�|~q��~p6�µ��q&�6�~q�¨��µ���+�³�+|~n�q�{~���K��q » n�q!�
q |~n�q&�K�z|~�µp���p {}na���Yq&�µ{�q �e�Yq���|~qk�hÈz|~na�%|
�����G¢aq���{~q��+|
�B²µq��K�G������{}�Yq!qk������|~n�q�{~q����
��nD¸¹����|~n�q�Ï���q!��²µq!¶Kq!²OÃ
± ���³p6���
�%¶�q�p6q!�X|h�µ{���²�{}�����~�K�a�X{}qk�hÈ » n�����n���{É�
q!²��%|
q��¾|~��|
n�q » �iy�|
n�q<�����}|
�µ�!²³qº²³�z�!��|~�µ����{@���
q��³���³|~����²µ�µ·!q��ÉÃ�ÒÅ����q!q��ÉÈ�|
n�q

�µ�X|~q!�
¶%��²
[xMIN

c , xMAX
c ]

�a{}qk�*¸¹���>|~n�q¾����������p �³��� |
�µ��²³�µ·���|~�µ���D�����D¢Yq pB�z�z�³Ï�qk�*|~�B¢Yq!��q!Ï�|>¸¹�
��p |
n�q&{}qk������n*�aq��}¸¹�K�~p6q��
¸¹�K�<|~n�qt���X����{}q���²µq!¶Kq!²a��������p6q�|
q!�
�³·k�%|
�³�K�ÉÃ�we�µ����q�|~n�q��K�z|~�µp���p {~n����Yq���{<q �e�Yq���|~qk�B|~��¢Yq�¸¹�������6�³�Q���
q!¨K�³�K�6��¸M|~n�q¾{}���K��q
��¸3n��³¨Kn�q!���z�µp6q!��{~�µ���Í��²µ�K{~q |~�*|
n�q��µ���³|~����²@�!��²µ²³qk�¡|~�µ¶�q&p6q�pB�K�~yKÈ��³|t�µ{����~�K�a�X{}qk�Q|
�D�zq!Ï���q��6��q » �µ���³|~����²µ�³·k�%|
�³�K���µ�X|~q��~¶%��²OÈ
» n��X{}q��!q!�X|~q������K�~�
q�{~�a�K����{>|~�6|
n�q��µ���³|~����²@�!��²µ²³qk�¡|~�µ¶�q�p6q!p6�K�~yD����� » n��K{~q�q��e|~q��X|t�µ{t{}p*��²µ²µq!��|~na����|~n���|���¸�|~n�q����K���
{~q!�
²µq!¶Kq!²OÃ<m�n�q!�ÉÈe|
n�q�{~q�������nD�µ�G�~q�¨��µ����{���¸�|
n�q�{}�a����q » n�q��~q&²µ� » Ï�|
��q�{
{�{~n����Yq�{����~q�q��z�Yq���|~q��+��{��i¶��K�µ�zqk�hÃ
Ä��µ����²µ²³yKÈ�|~n�q����
���Y�K{~q���uÊ��²³|~�³´O²µq!¶Kq!²������~|~����²µq+w » ���
p �¾�z|
�³p6�µ·���|~�µ��� ± ²µ¨��K�~�³|~n�p ¿TuÊ�>w�� ± Â��!���Î¢aq��zq�{
���
�³¢Yq��À��{

¸¹�K²³²µ� » {�8
G Ã�¢aq�¨��µ��|~n�q&{~q�������nQ¸¹�K��²µq!¶�q�²

l :
£zÃ��³��� |
�µ��²³�µ·!q&����������p6²³y6|
n�q&²µ�e���%|
�³�K��{

(x0
i )1≤i≤p

������¶Kq!²µ�e�!� |
�³qk{
(v0

i )1≤i≤p

�µ�+|
n�q&�µ�K|
q!�
¶%��²
[xMIN

c |l, x
MAX
c |l] :�³��� |
�µ��²³�µ·!q�|
n�q��³��q��}|
�µ�

ω0 :
k ← 0 :

9�Ã�¢aq�¨��µ��|~�µpBq�{}|~q��
k :

H�Ã�q�{}|~�µp*�%|~q |
n�q�Ï�|~��q�{
{���¸3��²µ²É�����~|~����²µq�{
1 ≤ i ≤ p :

IzÃ����M���%|
q�|~n�q&�µ���z�µ¶e�µ�z�a��²hp6q!p6���
�µq�{
(x?

i )1≤i≤p

�����D|~n�q��!��²µ²³qk�¡|~�µ¶�q�p6q!p6�K�~y
x?|l :

¥�Ã #>n�q���¼D� ¸�|~n�q&�µ��q��}|
�µ�6{~n�����²��+¢aq&���M����|~q��
ÒÜ¸
J (x?|l)|k = J (x?|l)|k−h

|
n�q!�
ωk = α ωk−1;

§eÃ����KpB���z|~q�|
n�q�¶�q!²µ�z���³|�yQ��¸�|~n�q&�����~|~����²µq�{

vk
i = ωkvk−1

i + c1r1(x
?
i − xk

i ) + c2r2(x
?|l − xk

i ) 1 ≤ i ≤ p;

Q�Ã���n�q���¼D� ¸�|~n�q&¶Kq!²µ�z���³|~�µq�{����
q�����|t��¢a�%¶Kq
vMAX :

R�Ã�������²³y ������·!�µ��qk{~{ » �³|~n������~�K¢���¢��µ²µ� |�y pc

8-�������z�Kp �Yq!�~|~���
¢���|~�µ���Ñ��¸ |~n�qË¶�q�²³�z���³|�y » �³|~n;�Î�!����{}|
���X|Q¶�q!²µ�z���³|�y
p6�e����²³�a{ :

G ¤�Ã����M���%|
q�|~n�q&²µ�z�!�%|
�³�K�+��¸@|
n�q&�����~|~����²µq�{
xk+1

i = xk
i + vk

i ;

G7G Ã�� ¸�|~q��~p6�µ���%|
�³�K���!������� |
�³�K�+�
q��K��n�q��D|~n�q��G¨���|
��¿ G £KÂ :q!²�{}q
k ← k + 1

�����D¨K��|
��¿�9KÂ :
G £zÃ�q!������¸@|~n�q�{}qk������nQ¸¹����²µq!¶Kq!²

l :
G 9�Ã���{~q6��q6��q!¨��
q!q!´Oq�²³q�¶%�%|~�µ���Ë���
�e�!q�{
{¾¸¹�~�Kp

x?|l
|~�Ê�zq!|~q��~p6�µ��q6|~n�q6�µ���³|~����²º�!��²µ²³qk�¡|~�µ¶�qBp6q!p6���
y

x?|l+1
¸¹�K��|~n�qBÏ���q��

²³q�¶�q�²
l + 1 :

;=<1X7;?>
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8�� G G

G H�Ã��zq�|
q!�
p6�³��q |
n�q&��q » �µ��� |
�µ��²³�µ·���|~�µ�����³�X|
q!�
¶i��² [xMIN
c |l+1, x

MAX
c |l+1]

{}�a��nD|
n��%|

x?|l+1 =
1

2
(xMIN

c |l+1 + xMAX
c |l+1),

�����
xMAX

c |l+1 − xMIN
c |l+1 = β(xMAX

c |l − xMIN
c |l);

� ¸�Ï���qk{�|�²µq!¶Kq!²h�
q��K��n�q��Q|~n�q��G{}|~�K� :q!²�{}q
l ← l + 1

�����+¨���|~�Ê¿ G Â¡Ã

± ���
� |
�µ����²Y��������p6q!|~q!�º|~��q!��n�������q¾|~n�q¾�%¶Kq!����²µ²����K�X¶Kq!�
¨�q�����q����%|
qt��¸@|~n�q ���
�e�!q��z���~q���{>|~n�q¾|~q��~p6�µ���%|
�³�K�D���
�³|~q!�
�µ���*��¸
qk����n����z|
�³p6�µ·��%|
�³�K��{}|~q��ÉÈ » n�����n���q�|~q��~p6�µ��q�{ » n�q!��|~n�q |
�
����{�¸¹q����³�X|
�6�6{~�����!q¾��¸�n��µ¨�n�q!���z�µp6q!��{~�³�K��{~n��K��²µ�+¢Yq��!���
�
�³qk�
�K�z|�ÃÀ�¾��q���������q��¡|
���
q�{&|
n��%|*�Ê¸¹��²³²����K�e¶�q!�
¨�q�����q*��{�����|6p*��������|~�K�~yË¸¹����|~n�q����X����{}qk{�|�²µq!¶Kq!²�{!Ã ��� » q!¶Kq!�kÈ@|
n�qG{}qk������n
�µ��|~n�qQ{~���K��q*���K�~�
q�{~�a�K���z�µ��¨+|~�Í�Ê���X����{}qB�����
��pBq!|~q��~�µ·���|~�µ���Ë{~n��K��²µ�Ë¢YqQ�aq��}¸¹�K�~p6qk�Ë�z���~�µ��¨Í���e��p�¢Yq!����¸>|
�³p6qQ{}|~q���{
{~��VQ���µq!�X|�|~��q!��{~���
q�|
n��%|&¶%��²µ����¢�²³qB�µ�z¸¹���
p*�%|~�µ���Ë�µ{ �K¢z|
���³��qk�Ê¸¹�K�¾|
n���{�²³q�¶�q!²������Í��{���{~q�¸¹��²3¸¹�K�¾|
n�q�Ï���q!�&²µq!¶Kq!²�{~q�������nÉÃ
we�µ���!q�|~n�q��~�K²³q���¸3|~n�qB{}qk������n+�K�Í�*¨��µ¶�q��Ê²³q�¶�q�²É�µ{t|~�+�zq�|
q!�
pB�µ��q��Q�~q�¨��µ���G�³�G|
n�q�{~���K��q » n�q��~q&|
n�q��K�z|~�µp���p {~n����Yq���{
q �e�Yq���|~qk�hÈ�|
n�q�{~q�������nG{}n��K��²��+¢Yq�{}|~�����aqk�Ê��{�{~�X�K�Ê��{��6���
��p6��{}�µ��¨6�
q!¨��µ������{��zq�|
q���|~q��ÉÃ>m�n�q��~q!¸¹���
q�È��*�!�~�³|~q��~�µ����¢���{~q��
�K�Í|~n�q�²µ�z�!�%|
�³�K�Í��¸º|~n�qB�³�a�z�³¶e���z����²�p6q�pB�K�~�µq�{¾��{¾���~�K�a�X{}qk�hÃ&m�n�qB{~q����
��nG¸¹�K� �+¨��µ¶�q��Í²µq!¶�q�²���{�{�|
�����Yq��Ë��{ {}�e�K�j��{ ��²µ²
�µ���z�µ¶e�µ�z�a��²Ép6q!p6�K�~�µq�{����~q�²µ�z�!��²µ�µ·!q��+�µ�K|
�Q�B¸¹�
�K�¡|
�³�K�+��¸�|
n�q&�³��� |
�µ��²³�µ·���|~�µ���G�³�X|
q!�
¶i��²TÃºÒÜ¸�|
n�q&¸¹��²µ²µ� » �³��¨*�!�����z�³|~�µ���Ê{}|
������{
¸¹�K����²µ²@���KpB�Y����q!�X|
{���¸@|~n�q&¶�q���|~�K����¸3��q�{~�³¨K�+¶%���
����¢�²µq�{ 8

max
1≤i≤p

x?
i − min

1≤i≤p
x?

i ≤ γ(xMAX
c |l − xMIN

c |l),
¿�RKÂ

|
n�q!�Ó|~n�qÊ{~q����
��n��K��|
n�qG²³q�¶�q!²
l
�µ{6{}|~�K���aqk�hÃÓm�n��µ{6���K���z�³|~�µ���ÓpBqk����{�|
n��%|kÈ » n���|~q!¶Kq!��|~n�qÊ�!���~�
q!�X|6²³�z���%|~�µ���À��¸t|
n�q

�����}|
�µ�!²³qk{!È�|~n�q�¢aqk{�|�{}na���Yq&¸¹�����a�Ê¢ey+qk����nG�����~|~����²µq���{�²µ�z�!��²µ�µ·!q�� » �³|~n��³�j�Q�����~|~������²����t�~q�¨��µ���G�³�Í|~n�q�{~���K��q�Ã�uÍ���
q!�%¶�q���È
|
n��µ{��������~�X����n*��²µ²µ� » {3|~�B�����X|
�~�K²z|~n�q q��e|
q!�X|º��¸h|
n���{º�
q!¨K�³�K�6�����6|
n�q¾�!��p6���z|��%|~�µ���a��²�q��Y�K�}|>�~qk�K���³�
q��hÈX¢eyB�K�i����{}|~�µ��¨�|
n�q
�e��p6q!�
���!��²h�a������p6q�|
q!�

γ
Ã

�¾��q�{~n�����²µ�������zq��~²µ�µ��q�|~n���|3|~n�q���¢a�%¶Kq��zqk{~�!�~�µ¢Yq��BuÊ�>w�� ± �µ{3qk{~{~q!�X|
�µ��²³²µy��z� �Yq��~q��X|�|
n����B|
n�q�p���²³|~�³´O²µq!¶Kq!²���²³¨K���
� |
n�p
��{~�µ��¨ �¾¨��������³q��K|~´O¢a��{~q�������|~�µpB�µ·!q���Ã�ÒÅ��|
n�q�²µ��|~q!������{~q�Èi|~n�q�{~q����
��n&¸¹�K���t���X����{}q��@²µq!¶Kq!²e���
�%¶X���zqk{�� ��� �������
# 6&{}na���Yqº¸¹�K��|
n�q
{~q����
��n��³��|
n�q�{~�����!q ��¸�n��³¨Kn�q!���z�µp6q!��{~�µ���ÉÃ<ÒÅ��|
n�q&¸¹���
p6q!������{~q�Èe|~n�q�{}qk������nD�K�G�*�!�K���
{~q!��²³q�¶�q�²É���
�%¶X���zqk{����C���������7(���!��
|
� » ���
��{����~q�¨��µ��� » n�q!�
q�n��µ¨�n6Ï�|
��q�{
{º{~n����Yq�{º���
q�q��z�aqk�¡|
q��hÃ ± ²³|~n��K��¨�n*¢Y��|
nQ��²µ¨��K�~�³|~n�p*{��
q!²µy��K�B|~n�qt{
��p6q�p���²³|~�³´O²µq!¶Kq!²
�����
��p6q�|~q��~�µ·���|~�µ���+�~q����~qk{}q��X|
�%|
�³�K�ÉÈX|~n�q��³�������zq!�
²µyX�µ��¨6p6q���n�������{}p*{����
q¾|~��|���²µ²³y+�z���Mq!�
q!�X|kÃ
m�n�q ¢Yq!n��i¶e�µ������¸É|
n�q&��¢Y�%¶�q¾��q�{
���
�³¢Yq��+uÊ�>w�� ± ��q!�Yq!����{��K�+{~��p6q �X��pBq��~���!��²a�a������p6q�|
q!��{!ÈK|~n���|����~q �
q!p6�³�a�zq��D�³�

|
n�q�¸¹��²µ²³� » �µ��¨B|
��¢�²µq 8

T MAX
p*� �+�X��p�¢Yq!����¸�|~�µp6q�{�|
q!��{

p
�e��p�¢Yq!����¸������}|
�µ�!²³qk{

ω0 �³���³|~����²@�³��q��}|
�µ�
h

�µ��q��}|
�µ�B�
q��z����|~�µ���G���
� |
q!�
�³�K�
α

�³��q��}|
�µ�B�
q��z�a�¡|~�µ�������%|~q
c1
È
c2

|
�~�a{�|t�!�Xq�VQ���µq!�X|
{
pc

������·!�µ��qk{~{����
��¢���¢��µ²³�³|�y
vMAX

p*� �e�µp���p ¶�q�²³�z�!� |�y
β

�³�X|~q��~¶%��²h�³���³|~����²µ�µ·��%|
�³�K�Ê���eq�VQ���µq!�X|
γ

|
q!�
p6�³����|~�µ���G���
� |
q!�
�³�K�
Ä����<p6�K{}|º��¸a|
n�q!pGÈK|~n�q�²µ�³|~q!���%|
���
q����~�%¶e���zq�{3¨K�����zq!²µ�³��q�{�|
���zq�|
q!�
p6�³��q¾{~��|~��{�¸Á�K�¡|~�K�~y�¶i��²³��q�{�Ã3we�Kp6q���¸M|~n�q�p ���~q����~�K¢�²³q�p
�zq��aq����zq��K|kÈh|~n�q!��{}�KpBqB�e��p6q!�
�µ����²�q��z�Yq!�
�³p6q!�X|�{ {~n��K��²µ�j¢aq*�����
�~�µq��Ê�K�z| |~�G�zq�|
q!�
pB�µ��q*{~��� |���¢�²µqB¶i��²³��q�{�Ã�ÒÅ�Í|
n�q6��q��e|
{~q���|~�µ����{�ÈX| » �B{}n����aq¾���z|
�³p6�µ·���|~�µ���D���~�K¢�²³q�p*{º�µ�+�z� �Mq!�
q!�X|>Ïaq!²���{>���~q {�|
���z�µq��hÈz�µ�D�K�
��q!�<|
�B��q!p6����{}|~���%|
q�|
n�q ��������¢��µ²³�³|�y
��¸�|
n�q�uÊ�>w�� ± ���a�+�X�����K|
� ¸¹yQ|~n�q&�µ��U���q�����q&��¸�|
n�q&p*���µ�+�a������p6q�|
q!��{º¸¹�K��|~n�q&p���²³|~�³´O²µq!¶Kq!²É�������~�X����nÉÃ

X1XZY�[]\ ^`_�acb�d�e�fcg�h
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± ��������²µ�µ���%|~�µ���+��¸�|~n�q&uÊ�>wa� ± |~�6q�²³qk�¡|~�
��p*��¨���q!|~���!{>�µ{����
q�{~q!�X|~qk�Q�µ�D|
n���{�{}qk�¡|~�µ���@Ã3m�n�q q�²³qk�¡|
�~�Kp6��¨���q!|~����¿ÁÝºujÂ>Ï�q�²µ�
��{���{
{~��p6q��D|~�6¢aq�|
�³p6q!´On����~p6�K���µ���zq��aq����zq��K|kÃ
± �!²µ�K{~{~���!��²3���
��¢�²³q�p ��¸�Ýºu » �i¶�qk{ ���~�K����¨X�%|
�³�K�j��{�|~�j�!���z¸¹�K�~p �~q�U�q���|~�������X|~q!������{ » Ã �kÃ |kÃD�����z���%|
�³�K�-�z����¨K�
��p*{!Ã

± �
�K�z�µ��|~�µ���Î�z����¨K�
��p �zq�{
���
�µ¢aqk{�|~n�q+q!²µq���|~�
�µ�BÏ�q�²µ�;¿¹����|~������{~p6� |~|~q����Y� » q!�¡Â �³�À{~��p6qQ�z�Kp*���µ� Ω
Ã �@q�| ~Et

��q!����|~qD�
|����
¨�q�|��������zq���²Yq�²³qk�¡|
�~����Ïaq!²��D�µ�

Ω
Ã�m�n�q&�!���z¸¹�K�~p*�%|
�³�K�Q���
��¢�²µq!p0�!����{~�µ{}|
{��µ�DÏa���z�µ��¨�|
n�q��~q�U�q���|~�K�>¨Kq!��p6q!|~�
y

S » n��K{~q�����z���%|
�³�K�Q���K�~�
q�{~�a�K����{3|
�&|~n�qt���zq���²�Ï�q�²µ�ÉÃ3m�ne��{�Èe������|~������²�¸¹�����¡|
�³�K����²Y��{�|~��p6q���{~���
q�|~n�q¾�z��{~�!�~q������a��y�¢Yq�| » q!q�� ~E(S)����� ~Et
�µ�

Ω
��{�¸¹�K²³²µ� » { 8

J (S) =
1

2

∫

Ω

‖ ~E(S) − ~Et‖2dΩ
¿ G ¤KÂ

» n�q��~q ‖.‖ �µ{t�������
p9���G�6����p6��²µq���{}���K��q&{~�³���!q |~n�q&q�²³qk�¡|~�
���tÏaq!²��+��{��!��p6��²µq��D¶%��²µ��qk�hÃm�n���{�¼e�µ���6��¸M���
��¢�²µq!pGÈ�¼e��� » �6��{<�³�e¶�q��
{~q�{~���%|~|~q!�
�µ��¨�È���{�n��µ¨�n�²³yBp���²³|~�µp6�z����²OÃ��tq!���!q�ÈK¨������z�µq!�X|}´Ü¢��K{}qk��p6q�|
n��z��{<���~q
qk��{~�³²µy�|~�������Yq����µ�K|
��²³�z�!��²epB�µ���µp*��Ã�ÒÅ����|~n�q�� » ������{�È » � |
n�����|����ey&¨��e�z� � 0&���"!������³��� |
�µ��²�{}n����aqKÈ�{}�a��n�p6q�|
n��z��{ » �µ²³²e¸Á���³²OÃ
m�n�q¾¸¹��²µ²µ� » �³��¨B{}��¢�{}qk�¡|
�³�K��{>���~q¾�zq!¶K��|~qk�*|
��{~n�� » |~n���|>|
n�q�uÊ�>w�� ± �µp6���
�%¶�q�{º�~�K¢���{}|~��qk{~{����a�Q���K�X¶Kq!�
¨�q�����q��µ�+{~n����Yq
�K�z|~�µp6�³·k�%|~�µ���À��{}�µ��¨Ë|~n�q������ |~qk��n������K��q��zqk{~�!�~�µ¢Yq��Î�µ�Ó{~q���|~�µ��� G Ã £�¸¹�K��p6�µ���µpB�µ·!�µ��¨Ë|~n�q+¸¹������|~�µ������²&¿ G ¤KÂ¡ÃÎrt��pBq�²³yKÈ
�!����{~�µ��q!�
�³��¨�|~n�q�{~�����!q¾��¸É¸¹q��K{}�µ¢�²µq �zq!¸¹���
p*�%|~�µ���a{

X
È » n��µ��n+�µ{��zq!|~q!�
p6�³��q��Q¢ey6|
n�q ��q!¨��
q!q¾��¸@�a������p6q�|
q!�
�³·k�%|~�µ���@ÈX�����D�

{~n����Yq
S0 Èz|~n�q&���~�K¢�²³q�p9�
q�����{�8

min
∆S∈X

J (S0 + ∆S).
¿ G7G Â

�Ðn�q��
Ω
�µ{�¸Á����q!���K��¨�n�¸¹�
��p(|~n�q+�~q�U�q���|~�K��È ± {~q�|���¸t�z�³�
q���|~�µ����{

{(θ, ϕ)}
¿Á�~qk{}�ÉÃÊ�Y��²���������¨K²³qD�����Î��·��³p��z|~nYÂ��µ{

�!����{~�µ��q!�
q��hÃGÒÅ�Î|
n��µ{B�!�K{}q6|
n�qD�������µ��|~�µ���Î�z����¨�����p �zq!�Yq!�a��{��K��|~n�q�{}��´Ü����²µ²³qk� ������� ���% ~E
¿Á{~q!q � ¥ �>¸¹����p6�K�~qQ�zq!|
���³²�{

��¢a�K�z|�Ýºu » �i¶Kq�{����a� ± �K|
q!���a��{�Â¡Ã

��&(% ��576 � ��0��'6 5 � 576�0�*-,/2�� ,�� .
m�n�q&¨Kq!�KpBq!|~�
yQ��{���{
{}��pBqk�Q|
�*¢aq�� �z�µ{~yepBp6q!|~�
�µ�����
�������Q|
n�q

Oz
� �z��{!Ã>m�nX�a{�|~n�q����~�K¢�²³q�p9�
q��z���!q�{�|
�Q�Q£�Æ����
��¢�²³q�p

�µ��|~n�q
xOz

��²µ���ÉÃ<m�n�q�¨�q���p6q�|
�~y*��{��6�����
¶�qKÈe��²µ{~�6�!��²µ²µq��+pBq��~���z�����ÉÃ<uÍ���
q!�%¶�q��º�K��²³y+�zq�¸¹�K�~p*�%|
�³�K��{��³�+|~n�q
z
�z�³�
q���|~�µ���

» �µ²³²Y¢Yqt���K��{}���zq��~qk�hÃ�m�n�qt{}�K������q���¸hÝºu » �i¶Kq�{3��{º���*q�²³q�p6q!�X|
���~yB�z�³�Y��²µqt�����6�µ{º²³�z���%|~qk�6�%|<|
n�qt�K�~�µ¨��µ�6��¸M|~n�q¾{}yz{}|~q!p ��¸
�!�X�K�
���³����|~qk{!Ã �Éq!|�|
n�q |
���~¨Kq�|�Ï�q!²��D¢Yq |~n�q ������� ���%Q�!��p6���z|
q��D¸¹�~�Kp9��¼e��� » �+¨�q���p6q�|
�~y St

Èe|
n��%|���{!È ~Et = ~E(St)
È�¸¹���

|
n�q&�z�³�
q���|~�µ����{
Ω = {(θ, ϕ) ∈ [0, π]×{0, π

2 }}
¿T{}q�q Ä��µ¨����
q £KÂ¡Ã�m�n�q��µ��� |
�µ��²h{}n����aq

S0 ��{��	�W��c�	
�1!���� �2 ��!����������"!�#Í��¸
St
¸¹�K�¾{~��p6q������
��pBq!|~q��

x » �³|~nj�zq�¨��
q!q nx = 15
È
nz = 0

¿Á{~q!q�Ä��µ¨����
q 9XÂ¡Ã�m��~�µ¶e�µ��²³²µy�È�|~n�q��~q�q �z�µ{}|
{¾�Q{}�K²³��|~�µ����¸¹���t|~n���{
���
��¢�²³q�p�Ã
Ý��z�Yq!�
�³p6q��K|��%|
�³�K��{+���~qË�����a�z���¡|
q���|~�À�µ�e¶�qk{�|
�³¨X�%|~qÍ|~n�q-¢aq���q�Ï�|
{���¸&|
n�q-uÍ�>w�� ± �!��p6�����
q�� |
�Ó�Ó{}�µp6��²³q-�>w��

��²³¨K���
� |
n�pGÃ ± Ï���q�|
�����µ��¨G��¸�¢���{~���������
��p6q�|~q��
{�È » n�����nË��{����
��¢�²µq!p(�zq!�Yq!����q!�X|�È��!���-�µpB���~�%¶Kq�|
n�q6�~qk{}��²³|
{�ÈÉ¢���|&|~n���{
�µp6���~�%¶Kq!p6q!�X|��µ{�����|��~q�²µ��|~q��j|~�+|~n�q*n��³q��
���
��n��µ����²@���~�K�aq��}|�yKÃ�m�n�q��~q!¸¹���
q�|~n�q�{~qB�a������p6q�|
q!��{ » �µ²³²��
q!p*���³�����K��{�|����X| ¸¹���
��²³²h|
q�{}|
{�{~�B|~n���|�|~n�q�y » �µ²³²h����|��³�X|
q!�~¸¹q!�
q » �³|~n�|
n�q&���
���Yq!�~|~�µq�{���¸�|~n�q&p���²³|~�µ²³q�¶�q!²É��²³¨K���
� |
n�p ¿T{}q�q�m���¢�²³q G Â�Ã

��������p6q�|
q!� �<��²³��q
w0 1.1
h 3
α 0.98
c1 2
c2 2
pc 0

vMAX 0.04

m���¢�²³q G 8�¢���{~�µ� �����
��p6q�|~q��
{���¸��>w���Ã

��&�� )�� *���� 5���5 *-,
	���� ,
� .
m�n�q���� � ²��%|~|~����q���{������a{�|
�~����|~qk�B���~�K�����B|
n�q��µ��� |
�µ��²ap6q��~���z�����Q��{º�zq!�����¡|
q��*�µ�DÄ��µ¨����
q 9�Ã�m�n��
q!q�²µq!¶Kq!²�{º���
q����K��{~�µ�zq��~qk�hÃ
uÊ�K�~q+���
q�����{~q!²µy�È3|~n�q��!����{~�µ��q!�
q����zq�¨��
q!qk{�¸¹�K�B��²³²�q��z�Yq!�
�³p6q!�X|��%|~�µ���a{����~q+�³� m���¢�²³qÊ£eÃ�rt��|~q+|~na�%|B|~n�q+Ï���qk{�|6²³q�¶�q�²>��{
��n��X{}q��*|~�B���K�~�
q�{~�a�K���B|~��|~n�q �zq�¨��
q!q��a{}qk�*|~�B�zq�Ïa��q

S0 ¸¹�
��p St È » n�����nDq���{}���~qk{<|
n��%|>|~n�q¾|
���~¨Kq�|�{~n����aq¾�µ{��
q�����na��¢�²µq�ÃÒÅ�-�����z�³|~�µ���Í|~n�qB�~q�U�q���|~�K�tn��K{�|~��¢Yq�Ï �zq��Í|~�D|~n�qB{}yep6p6q�|~�
yÊ� �z��{t�µ�Í�����zq���|~�+���
q�{~q!�
¶�q&|
n�qB���µ{}|
������q�|~�Q|
n�q�{~�����
�!q�Ã
m�n���{�p6q�����{�|~na�%|�¸¹������²³²É��q!¨��
q!qk{!ÈX|
n�q&¢���{~��{�¸¹�����¡|
�³�K�

Bnx

0

{~n�����²�������|�¢Yq&��{~q��hÈ�n�q!���!q ²µq�|
x0 = 0

Ã
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θ

ϕ

y

x

z

Ä��³¨K���
q&£ 8<{}q!|���¸��z�³�
q���|~�µ����{
Ω » n�q!�
q |~n�q�Ïaq!²��+��{����Kp6���z|~qk�hÈ��OÃ qKÃ ϕ = 0

�����
ϕ = π

��²�����q�{&¿¹¢Y��²��G���µ�
�!²³qk{
Â�Ã
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initial diagram
target diagram

Meridian

FFD lattice

Ä��µ¨����
q59-8��z����¨K�
��p*{<�����*{~n����aqk{º��¸M�µ���³|~����²3¿Á�z��|}|
q��Q²µ�µ��qkÂº�����6|����
¨�q!|¾¿¹��²����µ�Q²µ�³��qkÂ<�!���zÏa¨������%|
�³�K��{ : |~n�q¾�~q!¸¹q!�
q!���!q���¸h|
n�q�zqk���µ¢aq�²@{
�!��²µq��µ{�|~n�q�p*� �z�µp���p ¶i��²³��q ��¸�|
n�q&q!²µq���|~�
��p*��¨K��q�|
�µ�¾�Y� » q���¿Án�q!�
q ¸¹��� θ � π
Â�Ã

nx nz���X����{}q
4 0p6q��z�µ��p
8 0Ï���q
15 0

m���¢�²µq�£�83�����
��pBq!|~q��~�µ·���|~�µ���D�zq�¨��
q!qk{!Ã

X1XZY�[]\ ^`_�acb�d�e�fcg�h
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��&�� � ,�� . 576�6 5 � �'3
 ��� ,
� .
m�n�q&q�²³qk�¡|
�~����Ïaq!²��D¸¹�K��|~n�q Ï�|
��q�{
{�q!¶%��²³����|~�µ�����µ{��!��p6���z|
q��������������z�µ��¨�|~�*����q��z��²µ�µ�!� |�¸¹���a�¡|~�µ���G��¸@|~n�q&¨�q!�Kp6q�|~�
y�Ã3m�n���{
¸¹���a�¡|~�µ���B��{@¨K�³¶Kq!��¢ey&�¾{~�µpB��²³q�p6�e��q!²X¼X��� » ����{ �M8 �����"(c���1.10N���"(�� » n��µ��n��µ{3�����������%|
q�¸¹����|~n�q��!����{~�µ��q!�
q����!���zÏ�¨K�����%|~�µ���a{!Ã
ÒÅ��|~n��µ{ » �iy�Èen�qk�i¶eyD���KpB���z|
��|~�µ����{����~q��i¶��K�µ�zqk�hÃ

��&�� � 576 13 � 6
S�� F �"; 
DÙ � ÕGÙ�� � Õ � Ù  Ö�� > E	� � Õ E ¯ ÕÊÙ�� ¯ ÙNE ¬!%®�¯�¬ > ÙNE ¯ Ù@Õ�
 ¯7> Õ E ¬

β
ÒÅ��|~n�q�uÊ��w�� ± �zqk{~�!�~�µ¢Yq����µ�6{}qk�¡|~�µ���*£zÃ 9��K��q��!����{~q!q>|~n���|�|
n�q�¨�²µ��¢���²epBq�p6���
y na��{�| » � �
��²µq�{�Ã�Ä��³��{}|�È%|
n�q�¢aqk{�|������}|
�µ�!²³q
��|>���K�X¶Kq!�
¨�q�����q����Q�����K���
{~q�²³q�¶�q�²��µ{º¼�q��z|��K{�¨�²µ��¢���²�p6q!p6���
y�¸¹�K�<|
n�q���q �X|�²³q�¶�q�²TÃ3m�n�q!�6|
n�qt��q » �³��� |
�µ��²³�µ·���|~�µ���Q�z�Kp6���³�
��{���q��X|~q!�
q������
�������*|
n��µ{��a�K�³�X|�Ã<m�n�q�¸¹��²µ²³� » �µ��¨�|~q�{}|
{t���
q¾�
���G�³�G�K�
�zq���|~�6�����zq��
{}|
�����+q�����n��
��²µq �µ���zq��aq����zq��K|
²³y�8

G Ã�|~n�qÊ¨K²³�K¢���²�p6q!p6�K�~y���{*�
q�{~q�|6|~�-|
n�qÍ�e��²µ²���������p6q�|
q!��{B¶�q���|~�K��Ñ�%|Qq��K��nÀ²µq!¶Kq!² : |~n�qÊ�µ���³|~����²µ�³·k�%|
�³�K� �z�Kp*���µ�Ó��{��q��K|
q!�
q��Q���~�K�����B|
n�q {~��²µ�z|
�³�K�Q��¸É���
q!¶e�µ����{º²³q�¶�q�²Y�����6|~n�q¾�����z�µ�M���
q��~qk�z���!q��*¢ey*���eq�VQ�!�³q��K|
β
¸¹�K�>¶%��²µ��qk{

1.0
È
0.5�����

0.25

£zÃ�|~n�q�¢Yq�{}|��a���~|~����²µq¾��{�¼�q!��|��K�Q|~n�q ��q��e|�²³q�¶�q!²M��{�¨K²³�K¢���²Yp6q!p6���
y*¢eyQ�zq!¨K�~q�qtq!²µq!¶%��|~�µ��� : |~n�q �µ���³|~����²µ�³·k�%|
�³�K�+�z�Kp6���³��~q�p*���µ��{�|~n�q&{
��p6q�Èa��q!�X|
q!�
q��D���~�K�������
9�Ã&¿Á�!���X|~�
��²>q��z�aq��~�µp6q!�X|�Â�|~n�q+¢Yq�{}|������}|
�µ�!²³q+�µ{B¼Kq!�z|B���Î|
n�q+��q��e|B²µq!¶Kq!²���{�¨�²µ��¢���²ºp6q!p6���
y�¢ey���q!¨��
q!q+q!²µq!¶%�%|
�³�K� :|~n�q*�µ���³|~����²µ�³·k�%|
�³�K������p*���µ�Ë��{��!q!�X|~q��~qk�-���~�K�����Í|~n�qD{~��²µ�z|
�³�K�Ë��¸����
q!¶e�µ����{�²µq!¶Kq!²<�����Ë|~n�qQ�������³�<���~q6�
q��z���!q��Ë¢ey
���eq�VQ�!�³q��K|

β = 0.25

��qk{}��² |�{&��¸�q��z�aq��~�µp6q!�X|
{ G ������£+���~q*�!��p6�����
q�� » �³|~n-|~n�qQ�!���X|~�
��²3q �e�Yq!�
�µpBq��X|*9+�µ�ÎÄ��³¨K���~q�H�Ã*ÒÜ|������Yq�����{ |~na�%|
¢Y��|
nD�
��²µq�{����
q��³p6�Y���~|
���K|kÃ��Ð� |
n����z|����Xy6��n�����¨�q¾�³�D|~n�q �³��� |
�µ��²³�µ·���|~�µ���D�z�Kp*���µ�ÉÈe����q �!���+{}q�q�|~na�%|��%¸ì|~q��º¸¹q » {}|~q!�a{º|
n�q
{ » ���~p ��{�n��³¨Kn�²µyB�µ��U���q!���!q��Q¢ey6|
n�q¾¨K²³�K¢���²Yp6q!p6���
y�Ã3m�n���|���{!È » n�q��D���B¢Yq�|}|
q!��{~��²µ�z|~�µ���Q��{>¸¹�����a�hÈX|~n�q�{}qk������nD�z�Kp6���³�
��{�����|~������²µ²³y*�
q�������qk�hÃ

�Ðn�q���|~n�q��z��p*���³����{�����{}|B�!q!�X|~q��~qk� » �³|~n����z|����eyj�
q��z����|~�µ���Î���K��¨�²µ��¢a��²<p6q!p6�K�~y-�����a{}q��~¶%�%|
�³�K�ÉÈÉ|
n�qD��²³¨K���
� |
n�p
¸Á���³²�{!Ã��t� » q�¶�q���È » n�q!��|
n�q��z��p*���³���~qk�z����|~�µ�����µ{�{~��VQ���µq!�X|�È�� |t{~q!q�p6{>|
�Q���¡|��K{���¨K²³�K¢���²Mp6q!p6�K�~yKÈe|~n��K��¨�n+|~n�q��~q���{����
�K¢X¶e�µ����{�|
�
����{~� |
�³�K�+�%¸ì|
q!��qk����n��zq!¨K�~q�q q�²³q�¶%�%|~�µ���@Ã
Ä��µ����²µ²³yQ|~n�q��!���X|~�
��²Mq��z�Yq!�
�³p6q��K|���{�|~n�q&pB�X{�|�q�VQ���µq!�X|�{}�µ����q�|
n�q��z�Kp6���³���
q��z����|~�µ����n�q!²µ��{�|
�Q�����e¶Kq!�
¨�q�¸Á�K{�|
q!�kÃ
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γ = 0.5

È
T MAX = 150

Ã
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S�� F � J � > E O � ÕK× � ÕLKaÕ � @3®z%® � Õ ¬ Õ �>"DK®z¬B> Ù,E
ÒÅ�������zq��¾|
�Ê����p6�����~q » �³|~n-|~n�q*p���²³|~�µ²³q�¶�q!²<��²³¨K���
� |
n�pGÈÉ�
q�{~��² |�{ ��{}�µ��¨G¢��K{}���B�>w�� ���
q����
q�{~q!�X|
q��hÃQweq�¶�q!����²3�
����{ » �³|~n
�z� �Mq!�
q!�X|&�
�����z��p½�e��p�¢aq��
{ n��i¶Kq�¢Yq!q��-�!����{~���zq!�
q��j�³�-�����zq!�¾|~��|
q�{}| |
n�q6�~�K¢���{}|~��qk{~{ » Ã ��Ã |�Ã�|~n�q*�µ��n�q��~q��X|�{}|~�z��n��K{�|
�µ�
¢Yq!n��i¶e�µ���¾��¸��>w���Ã���� » q!¶Kq!��|
n�q�{
��p6��²µq�{~�³·�q�È N = 6

Èa��{t{~p*��²µ²TÈY¢aqk�!����{}q�����q�q��z�aq��~�µp6q!�X|t²���{}|
{�¸¹�~�Kp ¥Q|~� G ¤*n������
{�È
�zq��aq����z�µ��¨*���+|~n�q&�X��p�¢Yq!����¸������}|
�µ�!²³qk{!Ã�m���¢�²µq 9*{}��p6p*���
�µ·!q�{�{~�³��¨�²µq ²µq!¶Kq!²h�
q�{~��²³|
{�¸¹����{~��p6q&{}|
�%|
�µ{}|~���!��²h¶%��²µ��q�{&¿Á¢aqk{�|kÈ
p6q����Ê�����+p6q��z�����G¶%��²µ��q�{��K¢z|
���³��q��hÈ�{}|
�������������zq!¶e���%|~�µ���YÂ¡Èe¸¹���������Mq!�
q!�X|��e��p�¢Yq!��{���¸������~|~����²µq�{�Ã

r�¢G��¸������}|
�µ�!��²³qk{
Jbest

uÊq���� uÍq��z����� wX|
������������Ætq�¶X���%|
�³�K� r�¢G��¸3q!¶%��²³����|~�µ����{
HK¤

0.142047 · 10−1 ¤�Ã §�9�HL9 9�¤ ¤�Ã § G §%¤7RX§ ¤�Ã ¥ G G R7I�Q Q�¤�¤K¤
I�¤

0.123409 · 10−1 ¤�Ã QLI�£�¥ G £ ¤�Ã § G 9X§ I�¥ ¤�Ã Qe§%¤7Q QK£ G ¤�¤K¤�¤
Q�¤

0.446563 · 10−3 ¤�Ã £ R�H I�¥ Q ¤�Ã G 9X£�£�¥ R ¤�Ã H G R G 9K£ G ¥�¤K¤�¤

m���¢�²µq 9 8<{~�³��¨�²µq ²µq!¶Kq!²OÈz�³�AU���q!�a��q&��¸
p
È
T MAX = 200

Ã

± {��!���+¢Yq&��¢�{~q!�
¶�qk�hÈe|~n�q&¢aqk{�|t�����+|~n�q&p6q����µ���+¶%��²µ��qk{���¢z|����µ��q��D¸¹����|~n�q��z� �Mq!�
q!�X|��~����{��zq��!�~qk��{~q �K{�|~n�q&�e��p�¢aq��
��¸Y�����}|
�µ�!²³qk{���{3�³���!�~qk��{~q��hÈK��{�q �e�Yq���|~qk�hÃ��t� » q�¶�q���È%�K��q��!��������|~����q�|
n��%|<|
n�q�p6q����B¶%��²³��q��a{}�µ��¨ I�¤������}|
�µ�!��²µq�{3��{<{}²µ�µ¨�nX|~²µy
n��µ¨�n�q!�<|
n����6|
n��%|���{~�³��¨ HX¤&�����}|
�µ�!��²³qk{!Ã3m�n���{º{~���
���~��{~�³��¨&�
q�{~��²³|<�µ{��z��q�|~�&|
n�qt��{~q���¸h�&|~�e��{}p*��²³²Y{~��pB��²³q�¸¹�K�>{}|
��|~��{�|
�µ����²
qk{�|
�³p*�%|
�³�K��{�Ã ± ��|~����²³²µy�ÈX�&¢��K�*�~qk{}��² |º�K¢z|
���³��q��B¸¹���º����q��
���*��{~�µ��¨'I�¤������~|~������²µq�{º�zq!¨K�
�K�zq�{<{~�µ¨����³Ïa�!���X|~²µy�|
n�q�p6q����Q�����
�µ�����
q��K{}qk{>|~n�q�{}|
�������������zq!¶e���%|~�µ���@Ã

S�� F � S � � �Á¬B> × � ÕLKYÕ �-@�®�i® � Õ ¬ Õ �>"D�®�¬B> ÙNE
Ä�����|
n�q�p���² |
� ´Ü²µq!¶�q�²@q �e�Yq!�
�µpBq��X|
�%|
�³�K��{�È������������z�µ��¨B|~�D{~q���|~�µ��� 9�Ã HaÃ G ÈY²³q!|

β = 0.25
Ã�m�n�q��~qk{}��² |�{����
q&���
q�{~q!�X|~qk�+�����zq!�

|
n��~q�q��z� �Yq��~q��K|�¸¹�K�~p*�%|�{�8
" �³�Êm���¢�²µq H6�X��pBq��~���!��²h�³�a�z�µ���%|
����{����~q&{~n�� » �
" �³�ÊÄ��µ¨����
q I�¸¹�����¡|
�³�K����²h¶%��²µ��qk{�¸¹����|
n�q&¢aqk{�|��
������¸3q��K��n+{
��p6��²µq6¿T{}�µ��¨K²³q������Dp���²³|~�µ²³q�¶�q!²ìÂ����
q �~q����~qk{}q��X|~q��
" �³�*Ä��µ¨����
q�¥&�&{}ye�X|~n�q�{~�µ{���¸a|
n�q��
q�{~��²³|
{3��{<���
���Y�K{~q���8@����q��Y���µ�X|>���K�~�
q�{~�a�K����{�|~��|
n�q�Ï��a��²�¶%��²µ��q���¸a|
n�q�¸¹������|~�µ������²
¸¹����qk����n6�~���B�����6��²³�µ��q��
q!���
q�{~q!�X|
{�|
n�q�p6q��z�����6¶%��²µ��q�¸¹���ºq�����n6{
��p6��²µq : n�q!���!q�|~n�q » n��K²³q�{
��p6��²µq���{3�~q����~qk{}q��X|~q���������!���+¢Yq����Kp6�����
q�� » � |
n�|~n�q&p6q����µ���+¶%��²µ��q

ÒÜ|������aqk����{t|
n��%|&|
n�q6p���²³|~�³´Ü²³q�¶�q!²<��²³¨K���
� |
n�p½��{¾¨K²³�K¢���²µ²µyÊ¢aq!|}|~q��&|~na���Ë|~n�q*{~�³��¨K²³q6�K��q�Ã6Ä��³��{�|kÈh|~n�q*¢aqk{�|�¸¹������|~�µ������²
¶%��²µ��q���{���² » �iyz{�{}p*��²µ²µq!�kÈe��² |
n�����¨�nQ|
n�q��³p6���
�%¶�q�p6q!�X|���{�����|���² » �iyz{>{~�µ¨����³Ïa�!���X|�¿T{}q�qt¸¹�K� Q�¤������~|~����²µq�{�Â¡Ã'��� » q!¶Kq!�kÈ�|
n�q
p6q����-�����Ê|
n�q6p6q��z�����-¶%��²µ��q�{ ��¸º|~n�qB¸¹������|~�µ������²<���
qB�!²³qk���
²³yGp�����nË{~p*��²µ²³q���Ã�m�n��µ{�p6q�����{¾|~n���|�|~n�q*uÊ�>wa� ± ��{¾����|
|
�
�����aqk�*��{�p*���Xy�|~�µp6q�{>��{3|
n�q�¢��K{}�����>w��d��²µ¨��K�~�³|~n�pC�µ�K|
��²µ�e����²�p6�µ���µp6��Ã3ÒÅ�Q�����z�³|~�µ���@È�|~n�qt{�|������������B��q!¶e�µ��|~�µ���6¶%��²µ��q
��{<{~p6��²³²µq!�kÈ%�µ���z���!�%|
�³��¨�|~n���|�|~n�q�uÊ��w�� ± ��{3p6���
q�{�|���¢�²µq�Ã3m�n���{3��¢�{~q!�
¶%�%|~�µ���a{����~q��
q!���
q�{~q!�X|
q���¨K�
����n����!��²³²µy&�³�*Ä��µ¨����
q�¥zÃ
ÒÜ|<��{3�³p6�Y���~|
���K|3|
� ����|~����q�|
n��%|�|
n��µ{3�
q�{~��²³|
{����~q���¢z|����µ��q�� » �³|~nB|~n�q�{
��p6q����KpB���z|
��|~�µ������²����K{}|3|~n���� » �³|~nB|
n�q�{}�µ��¨K²³q

�����
��p6q�|~q��~�µ·���|~�µ���Ê�!�K{}qKÃ�ÒÅ�Ê¸Á�K�¡|t|
n�q��e��p�¢aq��¾��¸<� |
q!���%|
�³�K��{��%¶�q���|
n�q�Ï���{}|�| » �D²³q�¶�q!²�{ �z�eq�{�����|¾q ����q!qk� I�¤�Ãtm�ne��{�|
n�q
¨K²³�K¢���²h�e��p�¢aq���� |
q!���%|~�µ���a{��µ{���¢a�K�z|¾£�¤K¤�Ã

r�¢G��¸������}|
�µ�!²³qk{
Jbest

uÍq���� uÍq��z����� wX|����������
��Æ¾q!¶e�µ��|~�µ��� rt¢���¸�q�¶%��²µ���%|
�³�K��{�¿¹¢Yq�{}|�Â
HX¤

0.203276 · 10−2 ¤�Ã £7I�¥�HLQ 9 ¤�Ã G 9797I G I ¤�Ã 9K£�¤ 9 9 G §�H HX¤
I�¤

0.234657 · 10−2 ¤�Ã 9 G G £�¤ G ¤�Ã 9�H7H7Q H79 ¤�Ã £K§K§�§ G7G RLI I�¤
QK¤

0.301865 · 10−3 ¤�Ã ¤7RX§�§�¤�¤ ¤�Ã ¤�¤7QK£�¤7Q7IX§ ¤�Ã G H I�9�¥7R G I�RK£�¤

m���¢�²µq H-83p���²³|~�³´Ü²³q�¶�q!²OÈz�µ��U���q�����q&��¸
p
È
γ = 0.5

È
T MAX = 150

Ã

X1XZY�[]\ ^`_�acb�d�e�fcg�h



G ¥ �����*���B� 6 #Nc�������	��
�8]��� 6 #N���#&%��� 	�3����������"%������

0 50 100 150 200
Iterations

0.0001

0.01

1

100

J

40 particles
50 particles
80 particles
40 particles (single)
50 particles (single)
80 particles (single)

Functional

Ä��³¨K���~q I 83{~�µ��¨�²µq&�����+p���²³|~�³´Ü²³q�¶�q!²h¢Yq�{}|�¸¹������|~�µ������²µ{�¿¹²µ��¨K���~�³|~n�pB��� {~����²µqkÂ¡Ã

20 30 40 50 60 70 80 90
number of particles

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

J

single
multi-level

Sample Functionals & Medians

Ä��µ¨����
q&¥ 8<{
��p6��²µq �
q!���~qk{}q��K|��%|
�³�K� : q�����n��Y���µ�K|��!���
�~q��a�K����{>|~�Q�6{~�³��¨K²³q��
��� : |
n�q&²³�µ��q&�
q!���
q�{~q!�X|�{º|
n�q&p6q��z�����G¶%��²µ��q���¸qk����nG{~��pB��²³qKÃ

;=<1X7;?>
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initial diagram
 target diagram
  final diagram

Meridian

Ä��µ¨����
q�§�8hÏ�����²z�z�µ��¨�����p : |~n�q>|����
¨�q!|�{~n����Yq������&|
n�q�Ï�����²e{~n����aq����
q>{~���Yq!�
�³p6�Y�K{~q�� : |~n�q��z� �Yq��~q�����q�¢aq!| » q�q!��|~n�q�|
���~¨Kq�|�����+|~n�q�Ï��a��²É�z����¨K�
��p ¸¹���
θ ∈ [0.5 1.5]

��{���q!¨K²³�µ¨��µ¢�²µq&{}�µ����q |
n�q&�a� » q!����{�{~p6��²³²µq!��|
n�����I�¤<��¢+�µ��|~n�qk{}q��z�µ�
q��¡|
�³�K��{�Ã

X1XZY�[]\ ^`_�acb�d�e�fcg�h



G Q �����*���B� 6 #Nc�������	��
�8]��� 6 #N���#&%��� 	�3����������"%������

� 1 ,+,G����7������� �"2��"E����3 *4D5*"�������7�8

m�n�qt���~�K�a�X{}qk��uÍ�>w�� ± �µ{���� » ¸Á�K��q�� » �³|~nQ� �
q���²µ��{�|
�µ��{~n����Yq�����|~�µpB�µ·���|~�µ���B���
��¢�²µq!p �³�*��q��~�z�zye����p6�µ��{!Ã�m�n�q�¸¹��²µ²³� » �µ��¨
{~q���|~�µ����{��zqk{~�!�~�µ¢Yq¾|
n�q�|~qk{�|~´Ü����{~q&�����D|~n�q&�e��p6q��~���!��²hpBq!|~n��z��{��³�e¶��K²³¶Kq��D�³��|~n�q���q!�
�z�zye����p6����Ï�|~��qk{~{�q�¶i��²³�a�%|~�µ���@Ã

� &(% ��576 � ��0��'6 5 � 576�0�*-,/2�� ,�� .
m�n�qB|
q�{}|}´Å�!��{~q*���K��{}���zq��~qk�Ín�q��~q6���K�~�
q�{~�a�K����{t|~��|~n�q*���z|
�³p6�µ·��%|
�³�K�j��¸º|~n�qQ{}n����aq6��¸º|~n�q » �µ��¨G��¸���¢���{~�³��qk{~{����³�������%¸ì|
¿T�������}|
q�{~y+��¸3�º�µ��¨�¨��µ� ± q!�
�*ÒÅ���hÃ Â¡Èa¸¹��� �B|~������{~�����µ���
q!¨K�³p6q�Ã�m�n�q�|~q�{}|}´Å�!�K{}q&��{t��q�{
���
�³¢Yq��G�µ�j�zq��z|~nÊ�µ� � £ �OÃ�m�n�q��%¶�q��
��²³²
» �µ��¨+{~n����aqB�!���Ê¢Yq6{}q�q!�Í�µ�ÊÏ�¨K���~q+¿"QKÂ�Ã m�n�q�¸¹�
q!q�´Å{}|~�
q���p uÍ����nj�X��p�¢Yq!�t��{

M∞ = 0.83
�����Ê|~n�q��³���!�µ��q!���!q

α = 2◦
Ã

ÒÅ���³|~����²µ²µy�Èz|
n�q » �³��¨6{~q���|~�µ�����µ{t{}�����a�X{}qk�Q|
�Q�����
�
q�{~�a�K���6|~�6|
n�q�r ± # ± ¤K¤ G £����³�~¸¹���µ²TÃ

Ä��³¨K���~q Q-8ÀÒÅ���³|~����² » �µ��¨*{~n����YqQ¿¹¢�²µ��qiÂ������+p6q�{~n��µ��|~n�q�{~yep6pBq!|~�
yQ��²�����q*¿Á�~qk��Â¡Ã

m�n�q�¨��X��²���¸¾|~n�qG����|~�µpB�µ·���|~�µ���Ó�µ{�|~�-�
q��z���!qD|
n�qÊ�z����¨Ë�!�eq�VQ���µq!�X|
CD

{}��¢z��q���|B|
�j|
n�qÊ���K��{�|
�
���³�X|�|~n���|B|
n�q�²³�³¸ì|
�!�Xq�VQ���µq!�X|

CL

{~n�����²��Ê����| �zqk���
q��K{}q�p6�K�~q&|
n����Ë¤�Ã G�� Ãtm�n�qB�����a{�|
�
���³�X|t��{�|���¼Kq!�Í�µ�X|~�D�K�!���K���X|t��{~�³��¨+�Q�Yq!�a��²µ�³·k�%|~�µ���
�������
�K����n@Ã�m�n�q��ÉÈz|
n�q&�~qk{}��² |
�³��¨*�!�K{}|�¸¹�����¡|
�³�K����{98

JOPT =
CD

CD0

+ 104 max(0, 0.999−
CL

CL0

).
¿ G £�Â

CD0

�����
CL0

���~q+�~qk{}�Yq���|~�µ¶�q�²³y�|
n�q����
��¨Ë���a��²µ� ¸ì|Q���eq�V*�!�³q��X|
{6���K�~�
q�{~�a�K���z�µ��¨Ê|
�j|
n�qG�³���³|~����²�{~n����Yq�¿Ár ± # ± ¤K¤ G £
{~q���|~�µ���aÂ�Ã

� &�� )�� *���� 5���5 *-,
	���� ,
� .
m�n�qBÄ3Ä�Æ ²��%|~|~����q���{¾¢����µ² |&���
�����a��|~n�q » �³��¨ » � |
n ξ

È
η
�����

ζ
�³�Í|~n�q6��n������ » ��{}qKÈa{~����� » ��{}q������G|
n�����¼X��q�{
{t�z�µ�~qk�¡|
�³�K��{

�
q�{~�aqk�¡|
�³¶Kq!²µy�Ã+m�n�qQ²µ��|}|
�µ�!q*�µ{���n��K{~q!���µ�-�K�
��q!�&|
�GÏ�|�|~n�qQ��²����z¸¹�K�~p(��¸�|~n�q » �µ��¨À¿T{}q�q6Ï�¨����~q G Â�ÃÊm�n�q!�ÉÈ�|~n�qQ²³qk���z�µ��¨
�����Ó|~�����µ²³�µ��¨-q��z¨Kq�{*���
q�¼�q!��|*Ï �zq�� �z���
�³��¨-|
n�qÊ���z|
�³p6�µ·���|~�µ��� ¢Xy�¸¹�~q�q!·!�µ��¨-|~n�qÍ�����X|
�~�K²��Y���µ�X|
{B|
n��%|D�!���
�~qk{}�Y�����Î|~�
i = 0

���a�
i = ni

Ã�uÊ���
q!�%¶Kq!�kÈ����K�K|
�~�K²h�a�K�³�X|�{t���
q&����²³y+pB�%¶Kq���¶�q��}|
�µ����²µ²³yKÃ�m�n��~q�q&��������p6q�|
q!�
�³·k�%|
�³�K�+²µq!¶Kq!²�{����
q&�����zq��
�!����{~�µ��q!���%|~�µ���@Ã�m�n�q��!�K����{~q�{}|��K��q������
�
q�{~�a�K����{�|~�

ni = 3
È
nj = 1

�����
nk = 1

Ã3m�n�q!�
q�¸¹�K�~qKÈ
(4−2)×2×2 = 8

�zq!¨K�~q�q�{
��¸<¸¹�~q�q��z�KpÌ���
q�|���¼�q��j�µ�X|~�G���!�!�����X| �³�j|~n�q6����|~�µpB�µ·���|~�µ���ÉÃ�m�n�q�p6q����³��p ��������p6q�|
q!�
�³·k�%|
�³�K�Í�����
�
q�{~�a�K����{�|
�

ni = 6
È

nj = 1
���a�

nk = 1
�����Ë�!�����X|�{

(7 − 2) × 2 × 2 = 20
��q!¨��
q!qk{ ��¸º¸¹�
q!qk�z��pGÃ6Ä��³����²³²µy�ÈÉ|~n�q6Ï���q�{}|��a������p6q�|
q!�
�³·k�%|~�µ���

�!���
�~qk{}�Y������{º|
�
ni = 9

È
nj = 1

�����
nk = 1

�����G�!�����X|
{
(10− 2)× 2× 2 = 32

�zq�¨��
q!q�{���¸@¸¹�
q!q�����pGÃ

;=<1X7;?>
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� &�� � 5 *�� ��� . � � ,(0�� � . 5 6 6 5 � � 3 ���� ,�� .
� Ù Ú Õ �"> E O m�n���{6{�|
���zy���{B�~qk{�|
�~���¡|
q���|~�Ë|~n��
q!q!´Ü�z�µp6q!��{~�µ������²>�µ�e¶X��{
�����À���Kp6���~qk{~{~�µ¢�²³qTU�� » {B¨��%¶Kq!�
��q���¢ey�|~n�q�Ýº��²³q��
qk�K�a�%|~�µ���a{!Ã�m�n�q��ÉÈz|~n�q�{�|��%|~q�qk�K�a�%|~�µ���a{��!����¢Yq » �~�³|}|
q!�G�³��|
n�q����K��{}q��~¶%��|~�µ¶�q�¸¹�K�~p 8

∂W

∂t
+

∂F1(W )

∂x
+

∂F2(W )

∂y
+

∂F3(W )

∂z
= 0,

¿ G 9KÂ

» n�q��~q W
���
qB|~n�q+�����a{}q��~¶%�%|
�³¶Kq*Ua� » ¶%���
�µ��¢�²µq�{ (ρ, ρu, ρv, ρw, E)

È » �³|~n ρ
|
n�qQ�zq���{}�³|�y�È −→

U = (u, v, w)
|~n�q*¶Kq!²µ�e�!� |�y

¶Kq��¡|
�������a�
E
|~n�q�|
��|���²Mq!��q��~¨Ky*�aq��������³|���¸�¶���²µ��p6q�Ã −→

F = (F1(W ), F2(W ), F3(W ))
�µ{�|
n�q&¶�qk�¡|
������¸@|
n�q����K�e¶�q���|~�µ¶�q

U�� �eqk{!È » n��K{~q&����p6�Y����q��X|
{����
q ¨��µ¶�q!��¢ey 8

F1(W ) =









ρu
ρu2 + p

ρuv
ρuw

u(E + p)









F2(W ) =









ρv
ρuv

ρv2 + p
ρvw

v(E + p)









F3(W ) =









ρw
ρuw
ρvw

ρw2 + p
w(E + p)









.
¿ G HXÂ

m�n�q&���~qk{~{~���
q
p
��{���¢z|����µ��q��D¸¹�
��p0|
n�q&�aq��}¸¹qk�¡|�¨X��{�{}|
�%|
q�q��X���%|
�³�K�+8

p = (γ − 1)(E −
1

2
ρ‖
−→
U ‖2),

¿ G I�Â

» n�q��~q γ = 1.4
��{�|~n�q&�
��|~�µ����¸�|
n�q�{}�Yq��!� ÏY�¾n�q��%|t�!�eq�VQ���µq!�X|
{�Ã

� @�®�¬B>Á® ��Ú1>T«�¯� Õ ¬ >"D�®�¬B> ÙNE ± �Ê����{}|~�
���¡|
���~qk��pBqk{}n@Èa���Kp6�a�X{}qk�+��¸M9 G G £�HB���z�zq�{t����� G §�92H H I�|
q�|
�
��n�q��z����²hq�²³q�p6q!�X|
{�È
��{ ¨�q!��q!���%|~qk�Ê���
�����a��|~n�q » �³��¨�ÈM�³�a��²µ���z�µ��¨��D�~q!Ï���qk�Í���
q��*�µ�Ê|
n�q�¶e�����µ���³|�yÊ��¸�|~n�qB{~n��z��¼-¿¹Ï�¨����~q�¿"QKÂ~Â¡Ã��<�
�%¶e�µ�zqk�G|~na�%|
|
n�q U�� » �z�Kp6���³� Ω

��{����µ{
���
q�|
�³·�q��Q¢eyQ��|~q!|~����n�qk�z�~�µ·���|~�µ���
Th

Èz�����µ{
���
q�|
�³·k�%|~�µ���D��¸�qk�X���%|
�³�K�j¿ G 9KÂ>�%|�|~n�q�p6q�{~nD���z�zq
si��{ ��¢z|����µ��q��Ê¢eyG�µ�K|
q!¨K�
��|~�µ��¨j¿ G 9�Â��%¶Kq!�t|~n�qB¶��K²³��p6q

Ci

ÈM|~n���|¾��{t¢����³²³|&���
�������Ê|~n�q����z�zq
si

¢ey����K�³���³��¨+¢����
yz��q��K|
q!��{���¸
|
n�q�|~q!|~����n�qk�z�
�6�����Q|
�~������¨�²µq�{����K�K|����µ���µ��¨

si

�����+pB���z�Y���µ�X|
{���¸�|
n�q&q��z¨Kq�{����%�}����q��X|�|
�
si

8

V oli
∂Wi

∂t
+

∑

j∈N(i)

Φ(Wi, Wj ,
−→σ ij) = 0,

¿ G ¥KÂ

» n�q��~q Wi

�~q����
q�{~q!�X|
{�|~n�q��!q!²µ²��i¶�q��
��¨�q���{�|��%|~q������
V oli

|~n�q�¶K��²µ��p6q>��¸�|~n�q���q!²µ²
Ci

Ã
N(i)

��{�|~n�q�{~q�|���¸a|~n�q���q!�µ¨�ne¢a�K�~�µ��¨
���z�zqk{!Ã

Φ(Wi, Wj ,
−→σ ij)

�µ{¾���j�������
� �z�³p*�%|
�³�K�G��¸�|~n�q��µ�X|~q!¨K�
��²É��¸�|
n�q'U����zq�{�¿ G HeÂ��%¶Kq!��|
n�q�¢Y�����������
y
∂Cij

¢aq!| » q�q!�
Ci

���a�
Cj

È » n�����n��zq��aq�����{��K� Wi

È
Wj

����� −→σ ij

|~n�q��µ�X|~q!¨K�
��²M��¸��������³|������
p*��²M¶�qk�¡|~�K�>�%¶Kq!�
∂Cij

Ã<m�n�qk{}q �e��p6q!�
�µ����²
U�� �eqk{����
q q!¶%��²µ���%|
q��+��{~�³��¨*��� » �µ���z�µ��¨aÈ����!�!�����z�µ��¨�|
�B|~n�q��������
� �e�µp*�%|
q ���µq!p*�����Ê{}�K²³¶Kq!����¸3���eq 8

Φ(Wi, Wj ,
−→σ ij) =

−→
F (Wi) +

−→
F (Wj)

2
· −→σ ij − |AR(Wi, Wj ,

−→σ ij)|
Wj −Wi

2
.

¿ G §�Â

AR

��{�|~n�q��}�K���K¢��µ���+p*��|~�
� �D��¸@|
n�q U����zq�{�¸¹����|~n�q����eq��i¶Kq!����¨Kq¾{}|
�%|
q&�����+¶�q��~�³Ï�q�{ 8

AR(Wi, Wj ,
−→σ ij)(Wj −Wi) = (

−→
F (Wj)−

−→
F (Wi)) ·

−→σ ij .
¿ G QKÂ

± n��µ¨�nÓ�����zq!�6{~��n�q!p6qD��{B��¢z|����µ��q��À¢XyÎ�µ�X|~q��~�Y��²��%|
�³��¨Ë²³�µ��qk���
²³y�|
n�q+��nXyz{~�µ����²�¶%���
�µ��¢�²³qk{�¸¹�
��p
si

|~�Ë|~n�q�p6���z�Y���µ�K|6��¸
[sisj ]

Èa¢Yq�¸¹�K�~q�qk�X���%|
�³�K��¿ G ¥XÂ���{�q�pB��²³�%yKq���|~�Dq!¶%��²µ���%|
q&|~n�q U����zqk{!Ãtrt�z����²�¨������z�µq!�X|
{t���
q���¢z|����µ��q���¸¹�
��pF� » q!�µ¨�nX|~�µ��¨
�i¶Kq!����¨�q&��¸�|~n�q�� G  ���²µq!�
¼X�µ�Ê¨��������³q��K|�{t�!��p6���z|
q��Ê�K�Íq��K��nÊ|~q!|~����n�qk�z�~�K�Í���K�K|����µ���µ��¨

si

Ã ÒÅ�j�K�
�zq���|~�G�i¶��K�µ�G{~�����
�³�K��{
�X{~�!�³²µ²µ��|~�µ����{6��¸¾|
n�qj{~��²µ�z|~�µ���Ñ�µ� |~n�qÍ¶e�����µ���³|�yÀ��¸ |~n�qj{}n��e��¼MÈ��Î{}²µ���YqÊ²µ�³p6�³|
�%|
�³�K�Ñ���~�z�!q��z���
qG��{~�³��¨�|
n�q �<���z´ ± ²³¢a�����
²µ�³p6�³|~q��t��{��µ�K|
�~�z�z�a��q��ÉÃ�m�n�q��~qk{}��² |
�³��¨+�z�µ{
���
q�|
�³·k�%|
�³�K��{
��n�q!p6q�q �zn��³¢�� |�{t�6|
n��³���G�����zq��t�������������!yQ�³�G|
n�q��
q!¨K�³�K��{ » n�q��~q
|
n�q�{}�K²³��|~�µ�����µ{��
q!¨K��²����kÃ

� > � Õ > E ¬ Õ O�%®z¬ > ÙNE ± Ïa�
{}|º�����zq��<�³p6��²µ�����³|�¢��K��¼ » ���
�B{~��n�q!p6qt��{<q�pB��²³�%yKq��B¸¹���º|~n�qt|~�µp6qt�µ�K|
q!¨K�
��|~�µ���*��¸<¿ G ¥KÂ�È » n��µ��n
ye�µq!²���{ 8

V oli
∆t

δWi +
∑

j∈N(i)

Φ(W n+1
i , W n+1

j ,−→σ ij) = 0,
¿ G RKÂ

X1XZY�[]\ ^`_�acb�d�e�fcg�h
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» �³|~n δWi = W n+1
i −W n

i

ÃÍm�n�q!�ÉÈ�|~n�qD²µ�³��qk���
�³·k�%|
�³�K�-��¸�|~n�q+�X��pBq��~���!��²MU�� �eqk{����
�%¶e�µ��q�{�|
n�q*¸¹��²µ²µ� » �³��¨j�³�X|~q�¨����%|
�³�K�
{
��n�q!p6q 8

(
V oli
∆t

+ Jn
i

)

δWi = −
∑

j∈N(i)

Φ(W n
i , W n

j ,−→σ ij).
¿T£�¤KÂ

�tq!�
q�È
Jn

i

�µ{Q|~n�q*�}�K���K¢��µ���Ðp*�%|~�
� �Ó��¸�|
n�qÊÏ���{�|+�����zq!�Q�e��p6q��~���!��²�U����zq�{�È » n�q��~qk��{B|~n�qj�
�³¨KnK|Qna�����Ð{~�µ��qÍ��¸Q¿T£�¤�Â6��{
q�¶i��²³�a�%|~qk����{}�µ��¨*n��µ¨�nG�K�
�zq����������~� �z�µp6��|~�µ����{�Ã�m�n�q&�
q�{~��² |
�³��¨B�µ�X|~q�¨����%|~�µ���G{
��n�q!p6q&���
�%¶e�µ�zqk{��6n��³¨KnG�����zq!��{~��²µ�z|~�µ������¸
|
n�q&���
��¢�²µq!pGÃ<uÊ�K�~q��zq�|����µ²µ{t�!����¢Yq�¸¹���������µ�+� § �ÜÃ

� &�� � 576 13 � 6
F � F �"; � > E O � ÕK× � ÕLKaÕ � @3®z%® � Õ ¬ Õ �>"DK®z¬B> Ù,E
m�n�q ¢��K{}q�²³�µ��qt��w�� ��²µ¨��K�~�³|~n�p ��{ºÏ��
{}|���{}qk�6|~�6�!���~�
yB���z|�{}�Kp6qt����|~�µpB�µ·���|~�µ���Qq �zq!������{}qk{�¸¹����{~�³��¨K²³q!´O²µq!¶Kq!²Y��������p6q!|~q!�
�µ·��%´
|
�³�K��{���¸��³�a���
q���{~�µ��¨B��q!¨��
q!qk{!Ã�rt��p6q!�
�µ����²h�����
��pBq!|~q��
{����
q�{}q!|���{}�µ��¨6�
q�{~��² |�{�¸¹�~�Kp0|~n�q&²³�³|~q��
��|~���
q&�����+���
�³�K��|~q�{}|
{ 8

T MAX = 200
p*� �+�X��p�¢Yq!����¸@|~�µp6q�{�|
q!��{

ω0 = 1.2
�³��� |
�µ��²É�³��q!�~|~���

h = 3
�³��q��}|
�µ�B�
q��z�a�¡|~�µ���G���
�³|~q!�
�µ���

α = 0.98
�³��q��}|
�µ�B�
q��z�a�¡|~�µ�������%|~q

c1 = c2 = 2
|~�
��{}|��!�eq�VQ���µq!�X|
{

pc = 0.05
������·��³��qk{~{����
��¢a��¢��µ²³�³|�y

vMAX = 0.25 (xMAX
c − xMIN

c )
p*� �z�³p���p ¶Kq!²µ�z���³|�y

m�n�qk{}qB¶%��²µ��q�{ ���
q�¼Kq!�z| Ï �zq��Ë�z���
�³��¨D|
n�q » n���²µqB�!��p6���z|��%|~�µ���a��²3�!��p6�����³¨K�ÉÃ&Ä��³��{�|kÈM|~n�q6¢��K{}q�²³�µ��q��>w�� ��²³¨K���
� |
n�p
��{~�µ��¨

p = 30
�a���~|~����²µq�{3��{�|~qk{�|
q���¸¹���<|~n�q�|
n��
q!q������
��p6q�|~q��~�µ·���|~�µ����{3�zqk{~�!�~�µ¢Yq��6��¢Y�%¶�qKÃ���qk{}��²³|
{<��¢z|����µ��q��*���~q�{~��p*���
�³·�q��

�µ��|~n�q�¸¹�K²³²µ� » �³��¨�|���¢�²µq 8

�3���
��p6q�|~q��~�µ·���|~�µ��� Ç�q�{}|t���X{�|�¸¹���a�¡|~�µ���G¶%��²µ��q rt¢G��¸3q!¶%��²µ���%|
�³�K��{��~qk�X���³�
q��
�!�K����{~qB¿�QB�ÉÃ �aÃ ¸�Ã Â ¤�Ã I�HX£ ¥�¤K¤�¤
p6q����³��p ¿T£�¤B�ÉÃ �aÃ ¸�Ã Â ¤�Ã I G 9 ¥�¤K¤�¤
Ïa��qQ¿"9X£��ÉÃ �aÃ ¸�Ã Â ¤�Ã ¥K¥K£ ¥�¤K¤�¤

m�n�q&q�¶��K²³�z|
�³�K��{���¸�|~n�q����X{�|�¸¹���a�¡|~�µ���G��{t�zq������¡|~qk���³�GÏ�¨K���
q6¿�RKÂ�Ã ± {t�!���G¢Yq�{~q!q!�@Èz|~n�q&�
q�{~��²³|
{��K¢z|
���³��q�����{~�³��¨6|
n�q
p6q����³��p ��������p6q!|~q!�
�µ·��%|
�³�K�����
q>¢Yq�|~|~q��3|~n�����|~n��K{~q��K¢z|
���³��q����a{}�µ��¨¾|~n�q����X����{}q>����qKÃ�m�n���{3¢Yq!n��i¶e�µ��� » �K{�q �z�aqk�¡|~qk��{~�³�a��q
|
n�qt�e��p�¢aq��º��¸@��q�{~�³¨K�*¶i���~����¢�²³qk{��µ{º�³�a���
q���{~q��ÉÃ ��� » q!¶Kq!�kÈ�|
n�q�¢Yq�{}|ºÏ�|
��q�{
{º�
q��K��n�q��B��{~�µ��¨&|~n�q�Ï���q¾��������p6q�|
q!�
�³·k�%|
�³�K����{
¸Á��� » ����{}q�|
n����6|
n�qt�K��q���¢�|
���µ��qk�B¸¹���>�!�K���
{~q!�������
��p6q�|~q��~�µ·���|~�µ����{�Ã@m�n���{<����q��z�Yq��¡|
q��*¢Yq!na�i¶X�µ���º�µ{>�z��q�|
�&|~n�q�¸Á����|º|~na�%|
¸¹�K�>|
n�q¾Ï���q ��������p6q�|
q!�
�³·k�%|
�³�K��|
�e��¸¹q » �����~|~����²µq�{ ¿ p = 30

Âº���
q¾���K��{~�µ�zq��~qk�6¸¹������{~q����
��nD�³����{~�����!qt��¸�n��³¨KnD�z�µp6q!��{~�³�K�
¿
n = 32

Â�Ã
we�Kp6qD������� |
�³�K����²<�K�z|~�µp6�³·k�%|
�³�K�Îq��zq!������{}qk{����
q6|~n�q!�À�����
�~�µq��-����|�¸¹����|~n�q*Ïa��qD�����
��p6q�|~q��~�µ·���|~�µ���ÉÈ�¢ey-�!����{~�µ��q!�
�³��¨

�µ�����
q��K{}�µ��¨B�e��p�¢Yq!��{���¸3�����~|~����²µq�{�Ã���q�{~��²³|
{����~q����
�%¶e�µ�zqk�Q�µ��|~n�q�¸¹�K²³²µ� » �³��¨�|���¢�²µq 8

rt¢���¸��a���~|~����²µq�{ Ç�q�{}|t���X{�|�¸¹���a�¡|~�µ���G¶%��²µ��q rt¢G��¸3q!¶%��²µ���%|
�³�K��{��~qk�X���³�
q��
9K¤ ¤�Ã ¥K¥K£ ¥�¤K¤�¤
¥K¤ ¤�Ã I 9X§ G £�¤�¤�¤
G £�¤ ¤�Ã Hz§�9 £�HX¤�¤�¤
£�HK¤ ¤�Ã H7H7R H7QK¤�¤�¤

m�n�q�q�¶���²µ�z|
�³�K��{º��¸@|
n�q����X{�|�¸¹������|~�µ���G���
q �zq������¡|~qk�D�µ�+Ï�¨����
q*¿ G ¤�Â¡Ã�ÒÅ���!�~qk��{~�³��¨�|~n�q �e��p�¢aq�����¸������~|~����²µq�{��
q�{~��² |�{��³�
|
n�q>�µp6���
�%¶�q!p6q��K|���¸z|~n�q��!���e¶�q��~¨Kq!���!q����%|
q>������|~n�q>�µ�����
q��K{}qº��¸z|~n�q<Ï�|
��q�{
{��~qk����n�qk�hÃ@r�q�¶�q��}|
n�q!²µq�{
{!È�|~n�q��!��p6���z|��%|~�µ���a��²
�!�K{}|��³���!�~qk��{~q�{�²µ�³��qk���
²³yË¿¹�³¸�|
n�q&�e��p�¢Yq!����¸�|
�³p6q�{}|~q���{���{�p*���µ�K|����µ��q��aÂ¡Ãºm�n���{��K�z|~�µp6�³·k�%|~�µ����q��zq��
�!�µ{~q����z|
{��³�G²µ�³¨KnK|�|
n�q
�z��VQ����²³|�yQ|
�*��{~q��6{~q!p6�³´Ü{}|~�z��n��K{�|
�µ�¾���z|
�³p6�µ·!q�� » n�q!�+|~n�q��z�³p6q���{}�µ���G��¸@|~n�q��zq�{~�³¨K��{~���K��q�¢aqk���KpBqk{��X��� |
q&n��µ¨�nÉÃ

;=<1X7;?>
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Ä��µ¨����
q R 8ÀÝº¶���²µ�z|
�³�K��{���¸�|~n�q��!�K{}|�¸¹�����¡|
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m�n�qBuÊ�>w�� ± q�V*�!�³q�����y���{�|~qk{�|
q��G��{~�µ��¨*|~n�q��e��p6q!�
�µ����²É�a������p6q�|
q!��{����~�%¶e���zq��G��¢a�%¶Kq�¸¹���¾�*{ » ���
p �µ����²µ���z�µ��¨ p = 30�����}|
�µ�!²³qk{!Ã�Ä��K��|~n�q���������p6q!|~q!��{

γ
�����

β
|~n���|t�~��²³q�|
n�q�p���² |
� ´Ü²³q�¶�q�²�{}|~���%|~q�¨�yKÈe| » �*¶%��²µ��qk{t���
q |~qk{�|
q��hÃ�m�n�q��
q�{~��²³|
{�¸¹�K�

|
n�q�¸¹�������
q�{~��²³|~�µ��¨*�!��²µ�!��²µ��|~�µ����{����~q ���
�%¶e�µ�zqk�D�µ��|~n�q&��q��e|�|
��¢�²³q�8
��������p6q�|
q!��{ Ç�q�{}|t���X{�|�¸¹������|~�µ���G¶%��²µ��q rt¢���¸�q�¶%��²µ���%|
�³�K��{��~qk�K���³�
q��

γ = 0.5 β = 0.5
¤�Ã HLI�R ¥�¥79�¤

γ = 0.25 β = 0.5
¤�Ã H I�Q Q7I7I�¤

γ = 0.5 β = 0.25
¤�Ã H I�Q § G7G ¤

γ = 0.25 β = 0.25
¤�Ã H7H H G ¤ Q7R�¤
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²µ� » Ã'��q!�a��q�ÈK|~n�qtp���² |
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nD��p6�z�zq��
��|~q��e��p�¢aq��º��¸
�����}|
�µ�!²³qk{!Ã�m�n�q��~qk{}��² |t�K¢z|
���³��q��G��{~�³��¨*|~n�q���������p6q!|~q!��{
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��{t{~²µ�³¨KnK|
²³y�¢Yq�|}|
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|
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|
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G £�Â¡Ã
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± p���² |
� ´Ü²³q�¶�q�²��a������p6q�|
q!�
�³·k�%|~�µ����{}|~���%|
q!¨Ky-��{6���
���Y�K{~q��Î�µ�Ó|~n�q�¸¹����p6q » ���
¼Ë��¸¾�Ë�3���}|
�µ�!²³qÊw » ���
p �¾�z|~�µp6�³·k�%|
�³�K�Ó��²³´
¨K���
� |
n�pGÃ ÒÅ�Ð|~n��µ{�{�|
�
��|~q�¨�y�È���|��Î¨K�³¶Kq!�Ð�����
��p6q�|~q��~�µ·���|~�µ���Ñ²µq!¶�q�²TÈ�|
n�q�����²µ²µq��¡|
�³¶KqÍp6q!p6���
y ��¸�|~n�q�{ » ���~p �����Ñ|
n�q
�µ���³|~����²µ�³·k�%|~�µ���Ñ�z�Kp6���³� ��¸t|~n�qÊ�����}|
�µ�!²³qk{6���
q��zq!Ï���qk��|
�-¢Yq!��q�Ï�|*¸¹�
��p |
n�qÊ{}qk������nÓ��²³�
q��K�zy��aq��}¸¹�K�~p6q�� �%|B|~n�qÊ²³� » q!�
�����
��p6q�|~q��~�µ·���|~�µ���+²³q�¶�q!²OÃ
m�n�q�q�V*�!�³q�����y&��¸�|
n�q��~qk{}��²³|~�µ��¨��������~�X����n���{3�zq!p6���a{�|
�
��|~q���¸¹����{~n����Yq����z|
�³p6�µ·��%|
�³�K�����
��¢�²³q�p6{��µ��q�²³qk�¡|
�~�Kp6��¨���q!|~���!{

��������q��~�z�zye����p6�µ��{!ÃÍÝ>{}�Yq��!�µ��²³²µy�È3|
n�q+���~�K�a�X{}qk�Î{~��n�q�p6qD�µpB���~�%¶Kq�{�|
n�q+�
��¢���{�|
��q�{
{���¸�|~n�q+���z|
�³p6�µ·���|~�µ�������
�z��qk�z���
q�È
�µ�����
q��K{}�µ��¨D|~n�q6�!������¢��µ²µ� |�y���¸<|
n�qB�>w�� ��²³¨K���
� |
n�p |~�+�i¶K�����G²³�z����²3���z|
�³p*�+�����Ê�
q��������µ��¨Q|
n�q6¶%���
�µ������q���¸<|~n�q��
q�{~��²³|
{
�z��q¾|
��|
n�q��³��n�q!�
q!�X|�{}|~�z��n��K{�|
�µ�t¢aq�n��i¶e�³�K�º��¸@�>w���Ã�uÊ�K�~q��%¶�q���È%|
n�q����
���Y�K{~q��*p6q�|
n��z�Qye�µq!²���{���{~�³¨K��� ÏY�!���X|��zq��!�~qk��{~q���¸
|
n�q����KpB���z|
��|~�µ������²É���K{}|�È�{~�µ����q&�³|t��²µ²³� » {>|
n�q&��{~q ��¸3�6{~p*��²µ²³q���{ » ���
p » � |
n�����|���² |
q!�
�³��¨�|
n�q�Ï�����²MÏ�|~��q�{
{���¢z|����µ��q��ÉÃ
m�n�q�{~�µpB��²³qk{�|<p���² |
� ´Ü²µq!¶�q�²�{}|~���%|~q�¨�y » ��{3q�pB��²³�%yKq����³�B|~n��µ{>{�|
���zy�ÈK����p6q�²³y�|~n�q�{~�³p6��²µq�²µq!¶�q�²��µ�����
q��K{}qKÃ�Ä���|~���
q » �K�~¼z{
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