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ASPECTSPRATIQUES CONCERNANT
L’ORDONNANCEMENT DE PRODUITS PERISSABLES:
APPLICATION AU CASDU FLOWSHOP DE PERMUTATION

Julien FONDREVELLE : DEA GSl, sousladirection de Marie-Claude PORTMANN -
Equipe MACS, Ecole des Mines de Nancy, Parc de Saurupt, 54042 Nancy Cedex -
julienfondrevelle@minesinpl-nancy.fr

Résumé : Les travaux de recherche en ordonnancement, bien que trés nombreux, traitent
rarement les problémes a écarts de temps maximaux. Pourtant ce type de problemes
correspond a de nombreuses Stuations indudtrielles, notamment la fabrication de produits
péissables. I et posshle dadapter des techniques de résolution classques en
ordonnancement a ce contexte specifique : une Procédure par Séparation et Evaluation peut en
particulier ére mise au point pour les problémes de flowshop de permutation. Les différents
paramétres de cette procédure (borne inférieure, borne supérieure, cheminement) doivent
dorsintégrer les contraintes particulieres du probleme éudié.

Mots clés: Ordonnancement, heuristique, procédure par Séparation et évauation, bornes
inférieures, bornes supérieures.

Abstract : Although research on scheduling is very large, few papers ded with maximd time-
lags problems. Yet, this kind of problems represents many indudria Stuations, especidly
when it comes to manufacturing perishable products. Classca scheduling techniques may be
adapted to this specific context : a branch and bound procedure may be developed for
permutation flowshop problems. Its different parameters (lower bound, upper bound,
exploration) must integrate the particular congraints of the problem.

Keywords : Scheduling, heuristic, branch and bound procedure, lower bounds, upper bounds.

I ntroduction

Cet article présente les principaux résultats d'un projet de recherche de DEA mené au
sin de I'équipe MACS (Moddisation Andyse et Conduite des Systemes Industriels) du
LORIA. L’objectif générd de ce proje éat I'éude e la résolution de problémes
d ordonnancement particuliers que nous décrivons dans la section 2. De fagon plus précise,
nous avons cherché dans le cadre de ce travall a mettre en évidence des résultats de
dominance, afin de réduire I'exploration de I'espace des solutions a certaines régions, a mettre
au point des méhodes de résolution efficaces et a éaborer des ingtances intéressantes
correspondant a des stuations rédles. Cependant, une attention toute particuliere a éé portée
sur le coté pratique et gpplicable des méthodes de résolution.

Dans la section 1, nous revenons brievement sur la problématique générde de
I’ordonnancement, puis nous présentons précisément le sujet d'éude dans la section 2. La
section 3 décrit le modde utilisg, la section 4 donne un apercu rapide de la littérature sur le
sujet dors que les sections 5, 6 et 7 fournissent les principaux déments de résolution mis en
cavre. La section 8 souléve la question de la génération des données et la section 9 présente



les résultats obtenus. On trouve en annexes un exemple numérique d agpplication des
méthodes exposées, des figures illustrant les principes de résolution and que certans
résultats expérimentaux.

|- Problématique générale de |’ or donnancement

Les contraintes actuelles qui pésent sur les entreprises en termes de respect des délais
annoncés aux clients, and que la nécessté de constamment réduire ces déas afin de faire
face a la concurrence ont contribué au développement de la fonction ordonnancement dans le
secteur de la gestion de production. On assigte actudlement a son intégration au sein d'un
ensemble d'activités beaucoup plus vaste, la supply chain (ou chaine logistique), qui concerne
la gedtion et I'optimisation des flux, depuis les fournisseurs en matieres premiéres jusgu’ aux
clients finaux.

L’objectif de I’ordonnancement et de déerminer les dates d' exécution d'un ensemble
de téches a rédiser, en leur attribuant les ressources nécessaires, qu'eles soient humaines (la
man daoavre), maérieles (machines, outils, matiéres premiéres, composants), financieres
(argent) ... Il Sagit en fait dun domaine issu des mathématiques discrétes dont I’ objectif est
de résoudre un probléme en trouvant parmi un ensemble de solutions admissibles, ¢’ et-a-dire
repectant une s&rie de contraintes, une solution dite optimae qui minimise (ou Maximise)
une fonction dévauation, dite fonction objectif. La résolution de tels problemes et en
généd reaivement difficile et et effectuée par I'intermédiaire d agorithmes programmés
au niveau informatique ; S I'on exige de trouver une solution véritablement optimde, il et la
plupart du temps nécessare dexplorer (astucieusement) I'ensemble des solutions, ce qui
conduit néanmoins a des méthodes trés coliteuses en termes de temps et parfois d' espace de
stockage informatique.

II- Description du probleme étudié

On considére un ensemble de travaux ou jobs, chacun d'eux pouvant correspondre a un
produit dans le cas d'une production manufacturiere. Chague job est composé d'une s&rie
d opérations démentaires ou téches devant ére effectuées sur certaines machines. L’ objectif
est de déerminer les machines et les dates pour I'exécution des opérations de maniere a
optimiser un ou plusieurs criteres fonctions de ces parametres.

Le probleme que nous éudions impose les conditions supplémentaires suivantes: a
chague t&che correspond une seule machine, de telle sorte que le probléme consdéré ne
concerne pas I’ affectation des taches aux ressources. Le critére @ minimiser est la durée totde
de I’ ordonnancement, ¢’ ext-a-dire la plus grande date de fin sur I’ensemble des opérations: 1|
sagit du Cmax (ou makespan). Chague machine ne peut exécuter qu’ une opération a la fois et
chague opération ne peut étre rédisée que sur une machine a la fois. D’autre part, on suppose
les téches non préemptives, ce qui Sgnifie qu'une tache ne peut ére diviste en sous-téches
pouvant étre exécutées a des ingants différents. En ce qui concerne le mode de production, on
se place dans le cadre du flowshop de permutation: la succession des opérations au sein d'un
travall est imposee (elle correspond a une gamme linéare) et identique pour tous les travaux ;
a chague machine correspond une & une seule opération pour un job donné ; ang, il et
possble de numéroter les machines de telle sorte que les jobs passent sur les machines dans
I'ordre 1, 2 ... m, avec m le nombre de machines. En outre, on impose que pour toutes les
machines, la séquence de passage des jobs soit la méme. Ces deux hypotheses correspondent
a des dtuaions asez courantes dans le monde indudtrid : lignes de production avec un



convoyeur entre les machines qui ne permet pas le dépassement des jobs entre les machines.
On goute enfin une contrainte supplémentaire concernant les temps dédtente entre
tichesd’'un méme job: ceux-ci ne doivent pas dépasser certaines valeurs appelées écarts de
temps maximaux ou atentes maximaes. Arbitrarement, nous consdérons le temps d atente
entre deux taches comme |'écart de temps Séparant la date de fin de la premiére tache et la
date de début de la seconde téche. Au cours de notre travail, nous nous sommes
principdement concentrés sur des écarts de temps définis uniquement entre les opérations
successves des différents jobs, mais nous verrons que dautres hypotheses peuvent ére
traitées en suivant un principe andogue a cdui utilise. Dans la pratique, de tels problémes
concernent des domainestres variés:
» I'indudtrie agro-dimentaire, qui doit tenir compte des propriétés et des limites
de conservation des produits périssables, notamment en cas de congéation / surgélation
» I'indudrie chimique & pharmaceutique, dont la production peut porter sur des
composes ingtables
» la ddérurgie et la médlurgie (en paticulier lors des traitements thermiques),
pour lesqudles interviennent des matériaux dont les propriétés changent sdon la
température
» linformatique et I'éectronique embarquée, dans le cas de systemes experts
nécessitant des temps de réponse impératifs dans des intervalles de temps fixés

[11- Modélisation

Nous décrivons dans cette partie le modée utilise pour représenter la rédité; cdui-ci
et base sur un formdisme mathématique rdativement smple & et communément employé
danslalittérature.

L'ensembleJ={1, 2, ... n} désigne|’ensemble des n travaux a accomplir.

L'ensemble M = {1, 2, ... m } déigne I'ensemble des m machines utilisées pour
I exécution des taches.

Chague job j est compose de m opérations éémentaires (j,1), (j,2) ... (j,m) devant étre
réaisées respectivement sur les machines 1, 2, ... m e dans cet ordre: ceci correspond a
I”hypothése d' une production de type flowshop.

L'hypothese  supplémentaire  sdon  laguelle on  ne travalle quavec des
ordonnancements de type flowshop de permutation nous permet dutilissr une unique
permutation p = (P(2), p(2), ... p(n)) pour représenter la séquence des jobs sur les différentes
mechines.

D’autre part, pour chague téche (j,k), on désigne par pj k) Sa durée (qui est une donnée
du probleme), ;) sa date de début et g; k) sa date de fin (qui sont des variables de décision a
déterminer lors de larésolution). Onadonc: " jT J," kT M, ¢jx =tjk + Pjk-

Les contraintes supplémentaires d attente maximae a ne pas dépasser sont traduites par
I'existence d écarts de temps maximaux gk ( T J, i M\{m}) entre deux tches successives
d un mémejob.

Les différentes contraintes du probléme peuvent donc ére traduites par I'ensemble

d inégdités suivantes:
"1 3" kT M{m}, tyke1)® Gk (contraintes de précédence au sein desjobs)
"1 ML, " kT M, tpgen)0 2 Cpg).k (contraintes de précédence sur les machines)
"1 3 kT MM}, tg ke £ Cjx + &j k) (contraintes d attente maximale)

Le critere que |’ on souhaite optimiser ici est la durée totale définie par :

Cmax =max {cjm /j1 J}quil faut minimiser.,



V- Bibliographie

Alors que la recherche en ordonmnancement est tres active d'une maniere générde (plus
de 40000 articles fournis par la base de données INSPEC gpres une recherche sur le mot clé
«scheduling »), peu de travaux sont consacrés a ces problemes particuliers (le nombre de
références passe a 4 environ s 1'on rgoute le terme «time lags »), d autant plus que pour la
quas-totaité de ceux-ci, les contraintes d'écarts de temps correspondent a des attentes
minimaes a respecter (comme dans Szwarc (1983) et Baker (1990)), ce qui conduit a des
Stuations complétement différentes. Nous présentons dans cette partie les différents ouvrages
gue nous avons consultés et leur contribution a ce travail de recherche.

On peut trouver dans Carlier (1988) les concepts de base liés a I’ ordonnancement :
modeles utilises, problemes fondamentaux, méthodes de résolution classiques ... D’autre part,
les auteurs indgtent particulierement sur la question de la complexité des problemes e des
agorithmes et son importance, alafois théorique et pratique.

Lopez (2001) et égdement un ouvrage genérd sur les problémes d ordonnancement. I
dresse un panorama reativement complet des catégories de problemes et des méthodes de
résolution employées qui font | objet de recherches al’ heure actuelle.

En ce qui concene le flowshop, Tanaev (1994) éablit une liste de problémes résolus
polynomidement : on y retrouve les dgorithmes de Johnson (Johnson (1954)) concernant le
probleme a 2 machines, & de Gilmore e Gomory pour le probleme a 2 machines sans attente
(Gilmore (1964)). Des heurigiques particuliérement intéressantes pour le probléme a m
machines sont présentées respectivement dans Nawaz (1983) pour la méthode NEH et dans
Campbell (1970) pour la mé&hode CDS, dérivée de la regle de Johnson. Ces deux méthodes
sont égaement décrites dans Lopez (2001).

Le principe des Procédures par Séparation e Evaluation et détaillé dans Carlier (1988)
(sous le nom de méthodes arborescentes) aing que dans Lopez (2001). Une application au cas
du flowshop et présentée dans Ignall (1965).

Une PSE efficace dédiée au probléme d’ ordonnancement a une machine, avec time lags
postifs et négatifs, et décrite dans Brucker (1999): les auteurs montrent comment se
ramener a ce type de probléme a partir de différentes dStuations (job shops, open shops,
mechines pardldes problémes multi-ressources ...). La réolution fat appe au modde
digonctif et a des regles d arbitrage immeédiat. Néanmoins, d gpres les auteurs, cette méthode
générde s révdle moins efficace pour les problemes dadier classques que les techniques
specifiques qui leur sont consacrées.

V- Principesderésolution

Dans cette partie, nous dlons déalller précisément les principes sur lesquels se fondent
les méhodes de résolution développées dans le cadre de ce projet. Le schéma générd fait
intervenir une Procédure par Séparation e Evauation dont on a cherché a amdiorer les
différents paramétres. Avant tout, nous énongons un résultat remarquable.



1) Réaultat fondamenta

Connaissant la séquence compléte des jobs p, il et possble de condruire
I’ordonnancement au plus tét correspondant en un temps polynomid. Aing, on peut caculer
« fadlement » les dates de début e de fin au plus tét de I'ensemble des taches a partir de la
séquence des jobs.

Le principe de cacul est le suivant :

» oncalelepremier job au plustot : tp(1), 1) = 0, Cp(1),1) = (1), 1) + P(p(2), 1)

" kT MM}, fpa), k1) = Cp(a), k) 5 Spea), k+1) = Lp(a), k+1) T Pip(a), k+1)

Pour ce premier job, les contraintes d attente sont respectées puisgue les écarts de temps

entre opérations successives sont nuls.

» on ordonnance success vement les autres jobs de la maniére suivante :

On cde chague téche au plus tét, en respectant les contraintes de précédence dans le job

et les contraintes de précédence sur lesmachines; al’é@apej+1,j1 Mn}, onadonc :

p+1), D = C(p(j). 1) » CpG+1), 1) = UpG+1), 1) + P(p(+1). 1)

" kT M{M}, tpg+1), ke1) = MaX (Cpgi+1), k) » Cp(), k+1) ) ;

Cip(j+1), k+1) = Lp(+1), k1) T P(p(+1), k+1)

Puis on véifie 9 les contraintes d attente maximae sont satisfaites, dans |'ordre inverse

du passage sur les machines (de la derniere machine a la premiere). S ce n'ext pas le

cas, on applique la technique de «I'dadique»en retardant |'exécution de la téche

Stuée juste avant |’ attente trop grande :

" KT MY M}, S tpg), ke1) - Cpg), k) > &p(), k) AOTS Cpg, k) = Lp(), k+1) = &p(i), k) 3

tpG). k) = CpG). k) = Pp(). k)

On dispose dors d'un ordonnancement au plus tot respectant les contraintes et la séquence de
jobs fixée p. Parmi les ordonnancements ayant la méme séquence de jobs, celui-ci est optimdl.

Nous dlons mantenant judifier brievement que I'dgorithme décrit et bien
polynomid : I'dgorithme consste a effectuer une boucle globde sur I'ensemble des jobs. A
chaque é&ape, on effectue 2 boucles sur les machines: une premiére pour caculer les deates au
plus tét sans tenir compte des contraintes d atente, une seconde pour tester 9 ces contraintes
sont satidfates e éventudlement corriger les dates au plus tét; pour le premier job, la
seconde boucle n'est pas rédisée car dle est inutile. A I'intérieur de chague boucle, le nombre
d opérations élémentaires (affectations, sommes, comparaisons) et borné par des constantes
indépendantes des parametres du probleme. La complexité de I'dgorithme est donc en
O(n.m), ou n & m désignent respectivement le nombre de jobs et le nombre de machines; en
fait, n.m désigne le nombre de téches du probléme.

2) Présentation des Procédures par Séparation et Evauation (PSE)

Dans ce paragraphe, nous décrivons I'idée principae qui est a la base de la méhode de
résolution que nous avons mise au point. |l Sagit dune Procédure par Séparation et
Evduation (PSE) dont nous avons cherché a améiorer certains paramétres. On peut trouver
une présentation rapide de ces méthodes dites arborescentes, appliquées a I’ ordonnancement,
dans les ouvrages de Carlier (1988) et Lopez (2001). Nous reprenons uniquement dans cette
partie les d éments employés pour la résolution du probléme considéréici.

La PSE éaborée congtruit progressvement des solutions, en goutant a chaque éape un
job a une séquence partielle. Chague noaud de I’ arborescence correspond aind a une séquence
partidlle de jobs. On passe d'un noaud a ses fils en goutant en fin de s&quence un job parmi
ceux qui ne figurent pas dans cette séguence. Les feuilles de I'arbre correspondent aux
saquences compléetes de jobs, donc aux permutations. |l et ains possible de congruire toutes
les permutations envisageables. Cependant, pour éviter d'explorer et de tester toutes ces



combinaisons, on associe a chague noaud une vaeur représentant une edimation de la
meilleure solution pouvant ére obtenue a partir de ce nocaud. D’autre part, S I'on dispose lors
de I'exploration de I'abre d'une solution de bonne qudité, il est possble d' diminer certains
sous arbres sans avoir a les vidter : en effet, 9 la vaeur d'un noaud est supérieure a cdle de la
meilleure solution trouvée jusque la, on et assuré de ne pas aboutir & une mellleure solution
en déveoppant le noaud. Aing, I'un des principaux objectifs pour mettre au point une PSE
efficace et de définir des évduations précises des noauds (les plus grandes possibles) qui
jouent le réle de bornes inférieures, et d obtenir trés tot des solutions de bonne quaité (les
plus petites possibles) qui interviennent en tant que bornes supérieures.
La borne inférieure la plus smple que I'on peut associer & un noaud consste a congruire
I’ ordonnancement partiel correspondant a la sous-séquence s du noaud puis a gouter pour
toutes les machines a la date de fin du dernier job de s la somme des durées des téches des
jobs non encore placés et a conserver le maximum :
s longueur(s) =i, LB =max{ Gs(), k) + Sj7 a\s Piiy /KT M}
Nous verrons dans la suite comment calculer des évaluations plus efficaces.
En ce qui concerne la borne supérieure, on se contente de la vaeur de la melleure
solution trouvée. On peut aors procéder de deux maniéres :
» tant qu'on na pas dteint de solution, cette borne possede une trés grande valeur,
de maniére an’ @aguer aucune branche
» on exéoute avant la PSE une heurigtique nous fournissant une solution de bonne
quaité. La description des différentes heuristiques testées et leur comparaison font

I’ objet d’ un paragraphe spécifique.

Le cheminement chois pour notre PSE s base sur le principe dexploration, en
profondeur d'abord: non seulement cette technique permet dateindre plus rapidement les
feuilles, mas dle présente auss un avantage en termes de cheminement & en termes de
stockage de données: en effe, il est facile de passer d'un pere a un fils ou inversement par
gout ou suppresson d'un traval a la fin d'une sous-ségquence ; dans le cas de I’ exploration en
largeur d'abord, on est régulierement amené a passer d'un noaud a un autre situé sur le méme
niveau mais dont les peres sont différents: dans ce cas, il faut modifier les deux derniers jobs
de la Squence patidle; enfin, s I'on Sfpare a chague éape le ncaud de plus petite borne, il
et possble que les squences partidles soient complétement différentes, non seulement au
niveau du nombre de jobs, mais auss au niveau de |’ ordre entre lesjobs.

VI- Améiorationsdela PSE
1) Cacul des bornesinférieures

Nous présentons ici différentes bornes inférieures susceptibles d ére utilistes dans
I'dgorithme de la PSE. Avant toute chose, il convient de rgppeler que deux critéres peuvent
se révder importants pour le calcul d une borne inférieure

» la qudité de I'évduation: une borne e dautant meilleure que la vadeur quéle

fournit est proche de lavaeur rédle de lameilleure solution, dans le sous-arbre

» la complexité, c'ed-a-dire le nombre d opérations effectuées pour évauer le noaud :

une borne et d'autant meilleure qu'ele fournit un résultat rapidement : ceci et
d autant plus vrai qu’' on est amené avisiter un grand nombre de noauds

La principae difficulté vient du fait que ces deux criteres sont en genérd opposss: les
bornes inférieures de quaité sont sowent sophistiquées en termes de nombre d opérations,
aors que les plus rapides fournissent des évaluations assez peu précises.



La borne citée dans le paragraphe précedent est la plus immédiate: nous rappelons
gu' dle consge a condruire I'ordonnancement partiel correspondant a la sous-séquence s du
noaud puis a gouter pour toutes les machines a la date de fin du dernier job de s la somme des
durées des téches des jobs non encore placés et a conserver le maximum :

S longueur(s) =i, LB =max { sy, k) + Sj1 avs PGk / kT M }

Cette borne et extrémement facile a cdculer mas fournit des évdudions de mauvaise
gudité: en effet, dle ne tient compte que des contraintes de précédence sur les machines qui
conduisent & ce que des taches devart ére exécutées sur la méme machine ne se déroulent pas
smultanément ; les contraintes de précédence entre opéations dun méme job e les
contraintes d' attente maximale ne sont pas prises en compte.

La seconde borne programmée cherche a remédier a ce probléme : ele correspond a
une borne tournée machine & ne se digingue de la premiére que par le fait qu on consdere le
job placé en derniere postion: pour tous les jobs j non encore placés, on procéde comme
alit : on compléte I'ordonnancement partiel en goutant pour toutes les machines a la date de
fin la somme des durées des t&ches non encore placées sur ces machines, sauf celle qui
gppartient au job j. On obtient dors de nouveles dates de fin. On cde aors au plus tét le job |
par rapport a ces dates de fin, en appliquant une boucle de I'dgorithme de cacul des dates.
On dispose ans d'une borne inférieure pour tous les ordonnancements dont la séquence
commence par s e s termine par j. S I'on prend le minimum de ces bornes inférieures pour
tous les jobs non encore placés, on obtient une borne inférieure pour tous les
ordonnancements dont la s&quence commence par s.

La troiséme borne programmée cherche a dffiner I'évaduation de la précédente sur les
deux premieres machines: au lieu de compléter I’ordonnancement partiel par la somme des
durées des taches non encore placées sur les machines, dle effectue une relaxation de la
contrainte d'attente sur les jobs non encore placés entre la machine 1 et la machine 2, &
applique laregle de Johnson (Johnson (1954)). Nous rappelonsici brievement son principe :

On conddere un probléme de flowshop a 2 machines, sans contrainte supplémentaire
(saules les contraintes de précédence sur les machines & au sein des jobs sont prises en
compte). Alors dans un ordonnancement optimd, le job i précedelejobj s

min (i), Pg,2) £ Min(R,2), Pg,1)

Cette regle conduit directement a un dgorithme polynomid qui déermine un
ordonnancement optimal pour les problemes de flowshop a 2 machines de base: on répartit
les jobs & ordonnancer dans deux groupes: U ={ j T J/ pi1y < pi2} €V =J\U. On clase
dors les jobs de U dans I’ordre croissant de leur durée sur la premiére machine, puis ceux de
V dans I'ordre décroissant de leur durée sur la seconde machine. On concaténe les deux listes
de jobs trouvés et on obtient une séquence optimale.

Notons tout de méme qu'il est possble de combiner sur les deux premieres machines
I ordonnancement partidd dé§ja calculé et I'ordonnancement selon la régle de Johnson pour les
travaux non encore placés: supposons que le dernier job de la séquence s soit j. Les dates de
fin de I'’ordonnancement partie sur les 2 premieres machines sont ¢, 1) et C; 2), avec
Cj, 2 2 ¢, 1- On se place dors a la date g;, 1), que |I'on consdere comme nouvelle origine des
temps. L’ordonnancement partiel et assmilé a un job unique dont la durée de traitement sur
la premiere machine vaut O et celle sur la deuxieme machine est g;, 2) - ¢, 1). D'apres la regle
de Johnson, ce job atificid peut ére placé en premiére postion dans la séquence optimale,
puisque sadurée sur la premiere machine est nulle.

On procéde dors de la méme maniére qu'avec la borne précédente: pour chague job
non encore placé j, on compléte I’ordonnancement partied sur les deux premieres machines
par celui trouvé gréce a la regle de Johnson appliquée aux autres jobs non placés; sur les



autres machines, on complete I'ordonnancement parttid par la somme des durées des
opérations de ces jobs. Ceci hous conduit a de nouvelles dates de fin. On cade dors le job j au
plus tét par rgpport & ces dates de fin. La encore, nous disposons d' une borne inférieure pour
les ordonnancements commencant par s e se terminant par j. Le minimum de ces bornes
caculées sur I'ensemble des jobs non placés (I J \ s) nous fournit la borne inférieure
souhaitée. Comme on peut le condtater, cette borne ne se distingue de la précédente que par
une meilleure esimation de la durée sur la seconde machine: en effet, I’ ordonnancement au
plus tot respectant la régle de Johnson est sans attente sur la premiere machine, donc sa durée
ur cette premiere machine est égde a la somme des durées des téches, estimation que I'on
utilise pour la borne précédente.

Il est possible d éendre ce principe a I’'ensemble des couples de machines successives:
and, on gpplique successvement le cacul précédent aux machines 1 et 2 puis 2 et 3 et ang
de suite jusguaux mechines m1 et m. On dispose dors de m1 bornes inférieures; la
mallleure estimation est donc obtenue en conservant la plus grande de ces vaeurs.

Pour vérifier I’ efficacité de ces bornes, nous avons comparé les résultats qu'on obtenait
avec les PSE dans lesquelles eles éaent intégrées: deux critéres sont a prendre en compte:
le nombre de noauds visités par I'dgorithme, qui représente la qudité de la borne en termes
d évauation, et le temps de cacul, qui rend compte de la complexité de laborne.

2) Cheminement dans I’ arborescence

De la méme maniere que les types de bornes inférieures et supérieures employés, le
cheminement dans |'arborescence, ¢ est-a-dire I'ordre dans lequel on viste les noauds, peut
influer de maniére non négligeable sur les paformances de la PSE. Avant de revenir sur les
différentes versions proposées, il convient d'ingster sur une hypothése de travail qui joue ici
un réle fondamenta : on suppose que la meilleure solution contenue dans un sous-arbre est
dautant melleure que la vdeur du noad a I'origine du sous-arbre et plus faible. Cette
hypothese, bien quassez naturele, n'est pas rigoureusement exacte. Rien ne garantit ce
résultat, et d'alleurs, il est possble de rencontrer des cas ou dle se révee fausse. En outre,
cette hypothese é&ait toujours vérifiée, il auffirat d'explorer a chague niveau le (ou
éventuelement les) noaud pour leque la borne inférieure et la plus petite. Pour ére plus
rigoureux, nous pouvons reformuler notre hypothése de la maniére suivante: la probabilité
gu'un sous-arbre contienne la solution optimade est d'autant plus grande que la vaeur du
noaud al’ origine de ce sous-arbre est plusfaible,

La premiere verson de la PSE programmée éait fondée sur un principe d exploration
en profondeur d'abord trés smple: a chague nouveau noaud quon vidte, on génere
I’'ensemble de ses fils, on évdue chacun d'eux a I'ade de la borne inférieure choise puis on
passe au melleur fils 9 sa vdeur et inféieure a la borne supéieure. Lorsguon a
entierement exploré le sous-arbre correspondant (de maniére exhaustive ou en ayant coupé
certaines branches), on remonte au noaud dorigine, & on passe au premier noaud dont la
vaeur est inférieure a la borne supérieure, en suivant I'ordre de génération des fils : rappelons
que cet ordre correspond a I’ordre croissant des numéros de jobs placés en derniere postion
dans la séquence patidle. Cette démarche peut nous conduire a séparer un noaud dont la
valeur est bien plus grande que celle d'un de ses freres, Stués plus «a droite » dans I’ arbre,
c est-a-dire plus loin dans I’ordre de génération. Or, d gpres notre hypothese, un telle situation
et peu intéressante. Une rason supplémentaire pour modifier le cheminement initid provient
du fait quon peut rencontrer pluseurs noauds dont la valeur e minimade ; dans un tel cas,



seu le premier e exploré dans un premier temps, les autres sont conddérés comme
n’'importe quel autre noaud. Pour remédier a cet obstacle, plusieurs aternatives se présentent :

» explorer successvement les fils dans I'ordre croissant de leur évdudtion. Cette
technique serait la plus satisfaisante compte tenu de I'hypothése que nous avons
fate. Cependant, dle engendrerait un colt non négligesble au niveau du temps de
cdeul : les procédures les plus efficaces pour les tris complets ont une complexité en
O(n.log(n)) ou n désigne le nombre d déments a trier, dors que la smple recherche
du plus petit dément et en O(n). Il est égaement possble de fixer au départ un
nombre d@éments r £ n a trier : and, on limite quelque peu le nombre d opérations
(s la vaeur d'un noaud est supérieure au r premieres vaeurs, on s contente de la
placer en queue).

» Répatir les noauds issus d'un pére en 3 catégories: les noauds dont la vdeur est
minimae, les noads dont la vaeur et inférieure a une cetane limite vi et les
noauds dont la vaeur est supérieure a cette limite; v peut par exemple ére définie a
partir d'une fraction | représentant une certaine postion entre la vdeur minimae
Vmin € lavaeur maximae Vinax : M = Vimin + | ( Vmax = Vimin), avec O£ 1 £ 1.

S| =0, V= Vnin & la seconde catégorie et vide; 9 | = 1, i = Vnax € latroiseme
catégorie est vide.

On vidte dors les noauds de la premiére caégorie puis ceux de la deuxiéme puis
ceux de la troiséme. La procédure de condtitution des groupes a une complexité en
O(n) : il suffit de lire une premiére fois I'ensemble des vaeurs pour repérer Vimax €t
Vmin, de calculer v puis de parcourir une seconde fois I’ensemble des noauds pour les
répartir dans les 3 groupes.

Pour réduire davantage le temps de cdcul de la PSE, deux amédioraions
supplémentaires ont &é testées. La premiére consste a fusonner les deux derniers niveaux de
I'arbre : lorsgu’on se trouve au niveau n-2, chague noaud correspond a une ségquence partielle
de n-2 jobs, et possede donc 2 fils, chacun possédant un fils unique (une feille de I'arbre)
fournissant une solution. Plutét que générer ces 2 fils les évauer en caculant les bornes
inférieures correspondantes et les explorer en respectant le cheminement défini, on choisit de
condruire directement les deux solutions qui en sont issues e de les comparer avec la
meilleure solution trouvée jusgue la. Bien que cette méthode nous oblige a bétir et a tester les
deux solutions, ele permet déviter le cacul des bornes qui a ce niveau conduit dans la
plupart des cas a congtruire les deux solutions malgré tot.

La deuxieme amdioration consgte a fusonner les 2 ou 3 premiers niveaux : il e en
effet possble de générer directement I’ensemble des n (1) séquences patidles a 2 déments
ou des n" (n1)" (n-2) sequences partidles a 3 déments. On peut dors introduire des tests de
dominance: 9 il exige deux noauds N1 et N, correspondant a des séquences possédant les
mémes déments (dans un ordre différent), et 9 pour toutes les machines, la date de fin de
I’ordonnancement partied de N; et inférieure (au sens large) a la date de fin de
I’ordonnancement partidd de N», dors la mellleure solution contenue dans le sous-arbre issu
de N1 est nécessairement mellleure (au sens large) que @le contenue dans le sous-arbre issu
de No>.

3) Heuristiques utilisées pour le calcul des bornes supérieures
Comme nous I'avons dga expliqué, I'intérét de ces heurigtiques et de fournir a la PSE

une premiere borne supérieure de la vaeur optimae. L’objectif éant d ére le plus proche
possible de cet optimum, on peut accepter de ces heuristiques qu' dles soient un peu colteuses



en temps de cdcul, dautant plus qu'on ne les exécute qu'une fois, juste en ava de la PSE.
Nous avons éaboré 5 heuristiques que nous présentons maintenant.

Pour la premiére méthode, on goute a chaque éape en queue de la sequence partielle le
job non encore placé qui minimise le Cmax de I'ordonnancement patid. S s; désigne la
séquence des i premiers jobs (i < n), on définit Sj;; comme: Sjx1 = S + j, oU j et td que
Cmax(si +j) = min (Cmax(s; + 1) /1 T J\'s;). Sil exige pluseurs jobs vérifiant cette égdlité,
on choist pami ceux-ci le job qui minimise la durée dinattivitt sur I'ensemble des
mechines: pour cda, on cdcule uniquement I'inactivité supplémentaire provoquée par le
placement du job j al'égpe i + 1, en faisant la somme sur I'ensemble des machines de I’ écart
entrelafin du job placé en i'®™ position (si(i)) et le début du job j : Sii m (t,1) — Cisi(i).0)-

La seconde heurigtique consiste a gouter en queue de la squence patidle le job non
encore placé qui minimise les temps dinactivité sur les machines: ceux-d sont définis
comme la somme des durées qui Séparent la date de fin d' une opération de la date de début de
I'opération suivante sur la méme meachine: 9 s désigne une siquence partiele, que L =
longueur(s), dors le temps d' inactivité totd est défini per :

TI=Skim Sj<t (ts(+2)k) — Cs(i) k)

De méme que précédemment, on peut se contenter de caculer a chague éape I'inactivité
supplémentaire engendrée par le job placé en dernier. S s désigne la séquence des i premiers
jobs (i <n), on définit sij+1 comme : S+ =S +j, 0uj esttel que:
Sii m (t(j,t) - C(si(i),t)) = min(Sti m (t(|,t) — C(si(i),t)) JARBRA si). Sil exige plusieurs jobs vérifiant
cette égdlité, on choigt parmi ceux-cdi lejob qui minimise le Cmax.

La troiseme heurisique et une adaptation de la méhode NEH en présence de
contraintes d écarts de temps maximaux (Nawaz (1983)). On classe les jobs dans I'ordre
décroissant de leur durée de traitement totae. Puis on congruit progressvement la séquence
correspondant a la solution en ins&rant a chaque éape le job suivant dans la lige a la
meilleure place dans la squence, de maniere aminimiser le Cmax.

Enfin, la quatriéme heuristique est une adaptation de la mé&hode CDS aux conditions du
probléme que nous éudions (Campbell (1970)). Cette méthode fait elle auss appe a la regle
de Johnson déja présentée. On applique cele-ci a un ensemble de problémes a 2 machines
générés de la maniere suivante: le nombre de jobs est le méme que cdui du probléme initid
(n = cad(J) e pour chacun deux, la durée de tratement sur la premiére machine est la
somme des durées des opérations du job initid de la machine 1 a la machine k ; la durée de
traitement sur la seconde machine est la somme des durées des opérations du job initid de la
machine k a la machine m. En fasant varier kg entre 1 et m1 et k entre 2 e m, on obtient
and (m1)® problémes que I'on résout avec I'dgorithme basé sur la régle de Johnson et
présenté dans la partie précédente. Finalement, on dispose de (m1)° séquences (non
nécessairement  distinctes) qui correspondent a autant d’ordonnancements pour le probleme
initid. En conservant le mellleur d'entre eux, on digpose d'une solution dont la vaeur et une
borne supérieure pour lavaeur optimale.

Pour comparer I'intéré de ces différentes méthodes, il et de nouveau possible de
prendre en compte 2 paramétres: la qudité du résultat, ¢ est-a-dire la différence par rapport a
I'optimum, et le temps de cacul nécessare pour ateindre ce résultat. Néanmoins, comme
nous I'avons expliqué plus haut, ce temps de cacul est secondaire éant donné quon est
amené a executer I’heurisique une seule fois, en préambule de la PSE. Au contraire, plus le
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résultat fourni sera proche de la vaeur optimae, plus le nombre de noauds vistés sera fable et
plusla PSE donneralameallleure solution rapidement.

Nous avons donc lancé ces différentes méthodes approchées sur des ingtances et
comparé les vaeurs qu dles renvoyaent and que le temps de cadcul : la procédure NEH /
mod conduit pratiquement toujours a des melleurs réaultats que les autres, et son temps
d exécution est tout a fait acceptable. Ceci nous amene tout naturdlement a I'utilisser comme
heurigtique prédable ala PSE.

VII- Méthodes approchées dérivées

Magré les amédliorations apportées a la PSE, cdle-ci reste treés colteuse en temps de
cacul dans certains cas. Pour pouvoir résoudre efficacement des problémes de grande taille,
susceptibles d' ére rencontrés dans le monde industriel, nous avons élaboré des méhodes de
résolution approchée dérivées de la PSE. Nous les décrivons dans cette partie.

1) L’approchee

L’ approche e est utilistée pour surmonter un obgtacle récurrent lors de I'exécution des
PSE: s I'on met en place un compteur de noaids e quon éudie le numéo du noad
correspondant a la solution optimae par rapport au nombre totd de noauds vistés, on
remarque que dans la mgorité des cas, ce numéro et relativement petit. Ceci sSgnifie que la
PSE atent I'optimum reativement rapidement ; le grand nombre d opérations provient du
fat quon prouve que cette solution est la melleure, c'est-a-dire que les autres noauds ne
conduisent pas a de melleures solutions. Or, dans les niveaux inférieurs (proches de la
racine), |'évauaion des noauds n'est pas suffisamment précise pour garantir que ce noaud ne
contient pas |’ optimum.

Le principe de cette méthode et le suivant : on diminue la borne supérieure de maniére
a daguer davantage de noauds. Chague fois que I'on trouve une nouvele meilleure solution de
vaeur V, on utilise comme borne supérieure V/(1 + e).

Avec cette heurigtique, nous disposons d'une mgordion de la différence entre la
solution fournie e I'optimum V* : en effe, 9 la solution S trouvée a une vadeur V, tous les
noauds non s&parés ont une évauation supérieure a V/(1 + e). Par conséguent, les solutions
issues de ces nocauds ont des vaeurs supérieuresaV/(1 + e).

D'ou:V/(1+e)EV* £ V.

Donc:(V-V*)/V* £e.

L’ écart rdatif entre la solution trouvée et la solution optimae est inférieur ae.

Nous ne décrivons pas ici I'dgorithme correspondant, puisque cdui-ci differe de la fonction
PSE uniquement au niveau de la borne supérieure: il suffit de remplacer meilleure vadeur par
meilleure vaeur / (1 + e) lors de |’ exploration de I’ arborescence.

2) Lebeam search

Cette heurigique consste a ne conserver a chague niveau de I'arborescence, gu'un
nombre limité de noauds. Pour cela, on effectue une exploration en largeur d’abord, en gardant
uniquement les meilleurs noauds en termes d évauation.

A un niveau donné on génere I’ensemble des fils issus des noauds conserves a | égpe
précédente et on Sdectionne de nouveau les melleurs d'entre eux pour poursuivre la
recherche.
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La fonction d'évaudion utilisée ici est la méme que celle qui sert a caculer les bornes
inférieures. Par alleurs, le nombre de noauds conservés peut ére fixe ou varier sdon le niveau
del’arbre.

Bien quil Sagisse dune «PSE tronquée», le type d'exploration (en largeur d abord)
conduit a un agorithme reativement différent de cdui présenté pour la PSE, pour laguele
nous avons privilégié une exploration en profondeur dabord. En particulier, I'espace
mémoire utilise id est beaucoup plus important puisqu'il faut conserver a chague niveau un
nombre donné de noauds, chacun correspondant a une sequence partielle de jobs.

VIlI- Génération dejeux d’essais/ benchmarks

Afin desimer la qudité des dgorithmes, de les comparer entre eux, il et indispensable
de les tester sur des instances particulieres. En plus de cet objectif, ces jeux d'essais ou
benchmarks peuvent nous conduire a distinguer des classes de données, qui conviennent bien
a cetains dgorithmes. Enfin, pour respecter |’ objectif que nous nous sommes fixés en termes
d gpplications pratiques, il convient de réfléchir aux différents types de problémes rencontrés
dansle milieu indudtrid et aleurs traductions au niveau des parametres.

On peut aing congtruire des jeux d' essais traduisant différentes sSituations :

> 4 les durées sont homogeénes, avec une faible dispersion et des machines toutes goulots, on
et en présence d’ une chaine de production équilibrée récente

» s 2 grandes familles de produits cohabitent, avec un groupe de produits vérifiant les
conditions précédentes et un groupe de produits pour lesquels les durées sont beaucoup
plus dispersées, on et face a une chaine de production équilibrée qui commence avielllir :
la premiere famille de produits est formée des produits lancés al’ origine, la seconde est
congtituée de produits nouvealix, pour lesquels les machines ne sont pas forcément
parfaitement adaptées

» d certains produits ont des durées extrémement dispersées, cea peut égadement traduire le
cas d' une chaine de production possédant certaines contraintes techniques empéchant
Iéquilibrage

» laprésence d écarts de temps a respecter uniquement entre certaines machines permet de
rendre compte d’ opérations critiques au cours du processus de production

| X- Résultats expérimentaux

Pour évaluer I'intérét des méhodes éaborées au cours de ce projet de recherche, un
grand nombre de jeux d'essai ont &é générés, sdon les criteres décrits dans la section
précédente. Parmi ceux-ci, 30 ont &é conservés pour tester les programmes. 1l convient de
préciser que, pour des raisons de smplicité, les dgorithmes ont &é implémentés en Visud
Basc. Plutét que de considérer les temps de cacul dans I'absolu, il et intéressant de
comparer ces vaeurs entre eles. Nous avons également &udié le gain apporté au niveau du
nombre de noauds explorés (ncauds auxquels on applique la borne inférieure).

Dans le cas de durées homogenes, il est possble de résoudre en un emps raisonnable
(moins de 2 heures) des problémes comptant jusgqu'a 15 travaux. Mais lorsque I'on se trouve
en présence de machines dont les charges sont trés hétérogénes, certains problemes a 100
travaux peuvent étre résolus en quelques secondes.

La premiére série de comparaisons concerne les heuristiques: sur les 30 indances, la
méhode déivée de NEH fournit dans 28 cas une melleure solution que les autres
heurigiques. La vaeur obtenue différe de I'optimum de 1,2 % en moyenne, & ne dépasse
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dans aucun cas 3,6 %. Quoi quil en soit, il est toujours possible d appliquer toutes les
heurigtiques, cdles-ci ne demandant que quelques secondes d exécution, méme sur des jeux
d essal de grandetalle.

Au niveau des bornes inférieures, la borne «tournée machine » conduit aux temps de
cdcul les plus fables: la borne dérivée de la régle de Johnson demande en moyenne 3 fois
plus de temps, dors que cdle qui utilise I'extension de cette regle en demande 19 fois plus.
En rédité, ces deux méthodes réduisent le nombre de noauds explorés (de 3,7 % pour la
seconde borne et de 12,9 % pour la troiséme, en moyenne) ; mais ce gan n'est pas suffisant
pour compenser les temps dus aux opérations supplémentaires.

L'utilisation des heurigtiques pour obtenir une borne supéieure peut se révéler
extrémement efficace: on peut économiser jusqu’'a plus de 80 % de temps de cdcul, et le gain
moyen est de 23 % , que ce soit pour la durée ou pour le nombre de noauds explorés.

La fuson des deux derniers niveaux, le classement partiel des noauds et les tests de
dominance n'gpportent pas d'amdioration Sgnificative; dans certains cas, les performances
sont méme moins bonnes qu’ avec une verson smple de la PSE.

Le beam search a é&é testé en conservant 10, 50 et 90 noauds par niveau: combiné a
I’heuristique NEH, il améliore peu le résultat obtenu par cette derniere. Par contre, I’ gpproche
e présente un certain intérét : ele permet de S approcher de la solution optimale autant que
I'on souhaite. Néanmoins, S I'on veut ateindre le méme niveau de peformance que
I”heuristique NEH, le temps de calcul est beaucoup plus important.

Ces différents réaultats tendent a infirmer I'hypothese formulée dans les paragraphes
précédents: dans de nombreux cas, la meilleure solution contenue dans un sous-arbre n'est
pasissue du noaud dont lavaleur et laplusfable.

X- Conclusion

Nous avons vu dans cet aticle comment adapter des méthodes classiques en
ordonnancement afin de résoudre des problemes particuliers, en prenant en compte leurs
contraintes gpécifiques: le schéma de PSE présenté ici convient bien au contexte de
production: flow shop de permutation avec des durées d attente maximales a ne pas dépasser.
Les réaultats expérimentaux ont démontré I'intéré des heuristiques a exécuter avart la PSE
pour réduire les temps de cacul. Par contre, I'@aboration de bornes inférieures doit prendre
en compte deux aspects opposés: la précison et la smplicité. Nous avons pu condater
gu'une trop grande complexité des bornes peut péndiser I'exécution du programme dans des
proportions importantes.

Le principe de résolution adopté dans ce travail de recherche repose sur une méthode
exacte. Cependant, il faut ére conscient que dans le monde industrid, les gtuations
rencontrées sont souvent beaucoup trop complexes pour étre représentées intégrdement par
des modéles de ce genre. On a donc plut6t recours a des méthodes approchées, qui fournissent
des solutions de bonne qudité, que I'on peut adapter a I’ environnement en fonction des aéas
et des opportunités. A ce titre, I’heuristiqgue NEH et I'approche e présentent un grand intéré,
la premiere pour sa précison et sa rapidité d exécution sur des problemes de grande taille, la
seconde par la garantie de performances qu’ elle comporte.
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ANNEXES|

Exemple d application

On conddere une production concernant 4 produits, devant étre traités successivement
sur 3 machines. Les durées des téches, aind que les atentes maximales sont données dans les
tableaux 1 e 2. Supposons que la séquence de passage des produits sur les machines,
déterminée préalablement, soit représentée par la séquence p = (2, 3, 1, 4). La figure 1 décrit
les éapes successves de condruction de I'ordonnancement correspondant, en utilisant la
représentation sous forme de diagramme de Gantt.

<
w

Produit / Machine 1

<
IR N

@bmwz

U1 O|N|Ww

P1
P2
P3
P4

Tableau 1
Durées des taches

Produit / Ecart M1-M2 M2-M3
Pl 2
P2 2
P3 4
P4 2

Tableau 2
Attentes maxi mal es autor i sées

Ol |IN|W

Lors de I'éape 3, la premiere opé&ation du job 1 et placée dans un premier temps
immédiatement gprés la fin de la premiére opéaion du job 3. Il en et de méme sur la
seconde machine. Mais cette situaion conduit a un encart dépassant la limite autorisée entre
les opérations 1 et 2 du job 1 (8 unités de temps au lieu de 2). En décdant a droite la premiere
opé&ration de maniére a atteindre la vaeur de I'datente maximde autoriste («technique de
'dagtique»), on obtient un ordonnancement admissble, cet-adire respectant les
contraintes du probleme. Il en est de méme a I’éape 4 ou I'on est obligé de retarder de 1 unité
lejob 4 sur lamachine 2 (é&ape 4 bis).

M1 P2
M 2 P2 ETAPE 1
M3 [P7]
temps

0 5 10 15
M1 P2 P3|
M 2 P2 P3 ETAPE 2
M 3 P2 | P3 |

temps
0 5 10 15 20 25
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Attente maximale dépassée

M1 P2 P3 | P1 dlk
M 2 P2 P3 P1 | ETAPE 3
M 3 P2 | P3 | pP1 |
temps
0 5 10 15 20 25 30
Attente maximale respectée
<>
M 1| P2 P3| [P1 ]
M 2 P2 P3 P1 | ETAPE 3 BIS
M 3 P2 | P3 | P1 ]
temps
0 5 10 15 20 25 30
ETAPE 4
M 1| P2 P3| | P1 | P4 BIS
M 2 P2 P3 P1 | P4
M 3 P2 | P3 | P1 P4 |
temps
0 5 10 15 20 25 30
Figurel
Etapes successives de la construction de I’ ordonnancement
Bornes infé&ieures
M1[ P1
M 2 P1
M 3 P1 |
0 5 10 15 20 25 30 temps
Figure3
Ordonnancement partiel
M1| P1 P2+P3+P4 |
M 2 P1 P2+P3+P4 |
M 3 P1 | P2+P3+P4 |
0 5 10 15 20 25 30 temps

Figure4
Premiére borne inférieure programmée
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Lesfigure 3 et 4 illustrent e principe de la premiére borne, appliquée ala séquence partielle
(1) ; les vaeurs numériques sont celles destableaux 1 et 2.

M1| P1 P3+P4 | P2 | Job 2 en dernier
M 2 P1 P3+P4 | P2
M 3 P1 | P3+P4 | P2 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P2+P4 | P3 Job 3 en dernier
M 2 P1 P2+P4 P3
M 3 P1 | P2+P4 | P3 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P2+P3 | | P4 | Job 4 en dernier
M 2 P1 P2+P3 | P4
M 3 P1 | P2+P3 | P4 |

0 5 10 15 20 25 30 temps

Figure5
Borneinférieure tournée machine

La figure 5 déaille le fonctionnement de la seconde borne, sur le méme exemple que
précédemment ; I’ ordonnancement partid est toujours celui donné figure 3. La vaeur et cette
fois de 28, dle est obtenue en placant le job 2 en dernier. On congtate sur cet exemple qu'ele
et effectivement supérieure a cdle fournie par la premiere borne inférieure.

M1| P1 P3 P4 | P2 | Job 2 en dernier
M 2 Pl P3 | P4 | P2 Johnson M1/M2
M 3 P1 | P3+P4 | P2 |

0 5 10 15 20 25 30 temps

Job 3 en dernier

M1| P1 P2 P4 | p3 | Johnson M1/M2
M 2 P1 P2 | pPa | P3
M 3 P1 | P2+P4 | P3 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
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M1
M 2
M 3

| P1 P3 P2 | | P4 | Job 4 en dernier
P1 P3 | P2 | P4 Johnson M1/M2
P1 | P2+P3 | P4 |
0 5 10 15 20 25 30 temps
Figure 6

Borneinférieure utilisant la regle de Johnson

On trouve une gpplication de la troiséme borne sur la figure 6, qui reprend le méme exemple
que précédemment : lorsque I'on place le job 2 en dernier, la régle de Johnson gppliquée aux
jobs 3 et 4 nous fournit I'ordre 3-4; de méme, S le job 3 (respectivement 4) et placé en
derniere podtion, I'ordre de passage est 2-4 (respectivement 3-2). Comme on peut le
condtater, la vaeur obtenue avec le job 3 en dernier et supérieure a celle caculée avec la
seconde borne (33 au lieu de 32). Cependant, étant donné que I’on ne conserve que la vaeur
minimae, I’ estimation du noaud reste laméme : 28, valeur obtenue en placant lejob 2 alafin.

M1| P1 P3+P4 | P2 | Job 2 en dernier
M 2 P1 P4 P3 P2 Johnson M2/M3
M 3 PL | P4 | P3 [ TP2]

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P2+P4 | P3 Job 3 en dernier
M 2 Pl P4 P2 P3 Johnson M2/M3
M 3 P1 | P4 | P2 | P3 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P2+P3 | | P4 | Job 4 en dernier
M 2 P1 P3 P2 P4 Johnson M2/M3
M 3 P1_| P3 | | P2 P4 |

0 5 10 15 20 25 30 temps

Figure7

Borneinférieure utilisant la régle de Johson généralisée

La figure 7 nous montre les résultats obtenus avec la derniére borne inférieure, sur le méme
exemple. En rédité, puisque la figure 6 présente d§ja les profils correspondant a I’ application
de la régle de Johnson sur les machines 1 et 2, on se contente sur la figure 7 de représenter
ceux auxquels on aboutit avec la regle de Johnson sur les machines 2 et 3. Aind, pour chague
job non placé, on consarve la vaeur maximale (28 pour le job 2, 32 pour le job 3 et 31 pour le
job 4) : parmi toutes ces vaeurs, la plus petite congtitue une borne inférieure.

Sur cet exemple, la valeur retenue est issue des machines 1 et 2 et |'gpplication de la régle de
Johnson éendue a tous les couples de machines successves n'apporte rien de plus.
Néanmoins, on peut veérifier que sur des problemes de plus grande talle (notamment au
niveau du nombre de machines), le gain réultant de I'utilisstion de cette borne peut
étre particulierement intéressant.
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Bornes supérieures

M1[ P1 | Etape 1, Cmax=10 |
M 2 P1 Choix étape 1
M 3 P1 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1 P2 Etape 1, Cmax = 14
M 2 P2
M 3 P2 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1 P3 Etape 1, Cmax = 18
M 2 P3
M 3 P3 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1 P4 Etape 1, Cmax = 15
M2 P4
M3 P4 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P2 | Etape 2, Cmax=17 |
M 2 P1 P2 Choix étape 2
M 3 P1 | P2 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P3 Etape 2, Cmax = 21
M 2 P1 P3
M 3 P1 | P3

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P4 Etape 2, Cmax = 18
M 2 P1 P4
M 3 P1 | P4 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
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M1| P1 P2 P4 | | Etape 3, Cmax =24 |
M 2 P1 P2 P4 Choix étape 3
M 3 P1 | P2 | P4 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P2 P3| Etape 3, Cmax = 29
M 2 P1 P2 P3
M 3 P1 | P2 | P3 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P2 P4 | pP3 | Etape 4, Cmax = 33
M 2 P1 P2 P4 P3
M 3 P1 | P2 | P4 | P3 |

0 5 10 15 20 25 30 temps

Figure8

Premiére heuristique

La figure 8 illudre le déoulement de la premiére heurisique sur I'exemple numérique
(gouter le traval qui minimise le Cmax). La solution obtenue a une vadeur de 33, dors que le
meilleur ordonnancement, fourni par la PSE, a une durée de 30.

M1[ P1 | Etape 1, Cmax =10 |
M 2 P1 Choix étape 1
M 3 Pl I

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1 P2 Etape 1, Cmax = 14
M 2 P2
M 3 P2 I

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P3 Etape 1, Cmax = 18
M 2 P3
M 3 P3 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
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M 1| P4 Etape 1, Cmax = 15
M 2 P4
M 3 P4 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P2 Etape 2, TI = 6
M 2 P1 P2
M 3 P1 | P2 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P3 Etape 2, TI =5
M 2 P1 P3 Cmax =21
M 3 P1 | P3

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P4 Etape 2, TI = 5
M 2 P1 P4 Cmax = 18
M 3 P1 | P4 | Choix étape 2

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P4 P2 Etape 3, TI = 9
M 2 P1 P4 P2
M 3 P1 | P4 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P4 P3 Etape 3, TI=8 |
M 2 P1 P4 P3 Choix étape 3
M 3 P1 | P4 | P3

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P4 P3 | P2 | Etape 4, Cmax = 30
M 2 P1 P4 P3 P2
M 3 P1 | P4 | P3 P2 |

0 5 10 15 20 25 30 temps

Figure9

Deuxiéme heuristique
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Lafigure 9 donne un exemple de déroulement de la seconde heurigtique (gouter le job qui
minimise les temps morts et a égdité le Cmax), correspondant al’ exemple numérique. La
solution obtenue est ici optimale, puisque savaeur est égde a celle fournie par la PSE (30).

M1 | P3 Etape 1
M 2 P3
M 3 P3 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P3 | P4 | Etape 2, Cmax =23 |
M 2 P3 | P4 Choix étape 2
M3 P3 P4 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1 | P4 P3 Etape 2, Cmax = 24
M 2 P4 P3
M 3 P4 | P3 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P3 | P4 P2 | | Etape 3, Cmax =27 |
M 2 P3 | P4 P2 Choix étape 3
M 3 P3 P4 | P2 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P3 | P2 | | P4 | Etape 3, Cmax = 28
M 2 P3 P2 P4
M 3 P3 | | P2] P4 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1 | P2 P3| | P4 Etape 3, Cmax = 31
M 2 P2 P3 | P4
M 3 P2 | P3 P4 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
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M1| P3 P4 P2 | [P1] Etape 4, Cmax = 32
M 2 P3 | P4 P2 P1
M 3 P3 P4 | P2 | P1 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P3 P4 | pP1 | P2 | Etape 4, Cmax = 31
M 2 P3 | P4 P1 | P2
M 3 P3 P4 | P1 | P2 |

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1[ P3 | P1 | P4 P2 Etape 4, Cmax = 30 |
M 2 P3 P1 | P4 P2 Choix étape 4
M 3 P3 | P1 P4 | P2 | (arbitraire)

0 5 10 15 20 25 30 temps
M1| P1 P3 | P4 P2 | Etape 4, Cmax = 30
M 2 P1 P3 | P4 P2
M 3 P1 | P3 P4 | P2 |

0 5 10 15 20 25 30 temps

Figure 10
Heuristiqgue NEH modifiée

Le déroulement de la méhode NEH, appliquée a I'exemple numérique, et représenté sur la
figure 10: le classement par ordre décroissant de la durée totae de traitement et 34-2-1. La
solution obtenue est également optimae sur cet exemple (Cmax = 30).

Sur I'exemple numérique, les réaultats obtenus avec la méhode CDS sont les suivants: (les
nombres indiqués sont les durées des jobs sur les machines ou les groupes de machines
associés a chague colonne, sur lesquels on applique la regle de Johnson pour obtenir un ordre
et donc un Cmax). Nous ne proposons pas de schémas mas seulement une présentation

La solution trouvée adonc un Cmax de 31.

rapide.
M1/M3 M1+M2/ M3 M1/ M2+M3 M1+M2/ M2+M3
Job 1 3/3 713 3/7 717
Job 2 5/2 12/2 5/9 12/9
Job 3 4/6 12/6 4/14 12/14
Job 4 6/5 10/5 6/9 10/9
Séquence 3-4-1-2 3-4-1-2 1-3-2-4 3-2-4-10ou 3-4-2-1
Cmax 31 31 31 31 0u 32
Tableau 3
Heuristique CDS modifiée
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Annexes ||

Principes de résolution

On présente maintenant un exemple pour illugtrer le déroulement de la PSE de base:
cdui-ci reprend les vaeurs numériques des tableaux 1 et 2.

Figure2
Déroulement dela PSE

Sur cette figure est représenté une partie du sous-arbre d origine N1, le noaud associé a
la séguence partielle (1). On suppose que ce noaud et e prochain noaud a séparer et qu'a ce
moment de I'exploration, aucune solution n'a encore é@é trouvée; la vaeur de la borne
supérieure et donc UB = +. Les bornes inférieures des noauds, caculées d' gores la formule
du paragraphe précédent, sont données sous le nom Inf.

En séparant ce noaud, on génere 3 fils en goutant a la séquence du pére un job parmi
ceux qui mont pas encore éé placés. Ces 3 fils ayant la méme borne inférieure, on sépare
arbitrairement le premier, correspondant a la séquence (1,2). Celui-ci conduit @ 2 nouveaux
noauds. En admettant que le mode d exploration de la PSE soit en profondeur d abord, on
spare le meilleur des 2, c'ext-a-dire cdui qui représente la séquence (1,2,4). 1l ne reste qu'un
job a placer, donc le noaud n'a qu'un fils: cdui-ci ext termind, et est associé a la permutation
(1,24,3). En cdculant le Cmax de I'ordonnancement correspondant (a I'aide de la fonction
Ordo), on obtient une vaeur de 33, qui devient la meilleure solution trouvée jusque la: on
affecte donc cette valeur a la borne supérieure: UB = 33. Le dernier noaud visté et une
fedille de I'arbre donc on remonte au niveau précédent : le nocaud suivant a traiter correspond a
la séquence (1,2,3). Sa borne inféieure (34) est supérieure a la borne supérieure (33) donc on
et sir quil N"améne pas a une solution mellleure que celle trouvée jusqu'a maintenant. Ce
noaud est par consdquent diminé. A ce niveau, I'exploration est terminée donc on remonte au
niveau précedent. Le noaud suivant a traiter correspond a la séquence partielle (1,3). On répéte
le processus jusgu'a ce que tous les noauds créés soient traités (C'est-a-dire séparés ou
diminés).
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s=(1423)
Inf =30

s=(1432
Va =30

Figure1l
Beam search

La figure 11 représente le déroulement du beam search sur I'exemple numérique, avec
un nombre de noauds a conserver éga a 2; lorsque plus de 2 noauds ont la méme vaeur, on
Sectionne abitrarement ceux que I'on gade (en suivant, par exemple, |'ordre de
génération) : c'est le cas sur cet exemple, au niveau 2: les ncauds (1,4), (3,1) et (3,2) ont tous
les trois la méme vdeur, mais on ne peut en consarver gu'un seul. La solution fournie par le
beam search et ic optimde, puisque sa vaeur est égde a la vadeur de la melleure solution
obtenue par la PSE (30). L’évauation des noauds est ici effectuée en utilisant la borne tournée
machine.
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Annexes 11
Résultats expérimentaux

Letableau 4 donne I’ écart relatif entre la solution optimale et la solution fournie par les
différentes heurigtiques, en moyenne et dansle pire cas (écart maximal) :
(CH - Copt / Copt) X 100

H1 H2 NEH CDS
Maximum 19,0878378| 19,9716714] 3,54291417| 9,33133733
Moyenne 8,80363703| 5,22914379 1,23768388 3,87790107

Tableau 4 : Résultats obtenus avec les heuristiques

Le tableau 5 concerne les performances des bornes utilisant la régle de Johnson: pour
chacune ddles il indique I'écat rdaif avec les peformances de la borne «tournée
mechine », en termes de temps, e en termes de noauds (une vaeur podtive indique une
amdioration, une vadeur négative un handicap) : (Tempssm — Tempss; / Tempssv) X 100 et
(Nb_noeudszy — Nb_noeudss; / Nb_noeudsgy) x 100

Borne Johnson Borne Johnson étendue
Temps Noeuds Temps Noeuds

-312,005006| 3,69043392 -1905,02152| 12,8979788
Tableau 5 : Résultats obtenus avec les bornesinférieures/ écartsrelatifs avec la borne « tournée machine »

Le tableau 6 et smilaire au précédent : il concerne la comparaison entre la PSE de base
et les PSE plus sophistiquées, obtenues en effectuant les modifications décrites dans |’ article.

Classement des nceuds

Fusion Tests de dominance | = 0% | =25%

Temps Nceuds Temps Noeuds Temps Noeuds Temps Noeuds

1,07323764] 0,95620708 -15,4691563 0,19139624 -0,64480141 1,91728752| 0,84249635 2,62620112

Tableau 6 : Résultats obtenus en modifiant |a PSE / écartsrelatifs avec |la PSE de base
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