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{ |(P! T) TV|

�

〈t〉E : 〈t〉E → 〈t〉E�
t ∈ T (F ,X )*WX�SiPXRP

π1 : 〈t1〉E → 〈t′1〉E , . . . , πn : 〈tn〉E → 〈t′n〉E
�

f(π1, . . . , πn) : 〈f(t1, . . . , tn)〉E → 〈f(t′1, . . . , t
′
n)〉E��

f ∈ Fn{ P#U��RP# PXV
π1 : 〈t1〉E → 〈t′1〉E , . . . , πn : 〈tn〉E → 〈t′n〉E
�

l(π1, . . . , πn) : 〈g(t1, . . . , tn)〉E → 〈d(t′1, . . . , t
′
n)〉E��

l : g(x1, . . . , xn) → d(x1, . . . , xn) ∈ R)�S�XQTVT) TV|
π1 : 〈t1〉E → 〈t2〉E → 〈t3〉E
�

π1; π2 : 〈t1〉E → 〈t3〉E

% w& ' � � ��]�� 
� 
�
�����	
�	� ��\^�	���	 �	�� 
� �� ������	 
������ 
�	 �� t�]��� � g

+ ÷ý úû�õ÷ , b ���� 
� ��]�� 
� ��$�f ����� �� 
� ��\ �����\ �	� e � �� ��]��
r = (l : g → d) ∈ R

e ���� �� ����	�
seq(r) = (l(〈x1〉E , . . . , 〈xn〉E) : 〈g〉E →

〈d〉E)
���� É��� 
����� g a [�	�\^�� 
� ����	�

{seq(r)|r ∈ R}
�� 	���

seq(R)
ga� _��\ � 
� 
�
�����	 �� ��	� 
��	� ���� �	� �]	�����

Σ = (L,F ,X , E)�� �	� ������� 
� ���������� ���������
R

e ���
seq(R) `Σ (π : u → v)siR ` (π :

u → v)
g

- W �" �PQ ���� �	� _	��f� 
�		��
Synt

e ���� ������ �]	����� �� �������	�\^�� 
� ��	�������	 _	��f���� ����
�
(Σ, sen) ∈ Synt

�� �� ���� �	�����
Mod(Σ)


 [�^� �� ������
Σ−

� �
��� �� �	� �������	 
� ���������	 	����
|=Σ⊆ Mod(Σ) × sen(Σ)

��\ ����^ �� ���� �� \ �����\ � 
� �]	����� g���� �	 �	�\^�� 
� ��	�������	 _	��f ����
Φ

e
Mod(Σ, Φ)

�� �� ���� 
���� ��
Σ−

\ �
���
M

��� ���
∀φ ∈ Φ, M |=Σ φ

e ��� ��� \ �
��� �������	�
Φ

g
Mod(Σ, Φ) |=Σ φ

�]	��� ���
M |=Σ φ

���� ��� ���
M ∈ Mod(Σ, Φ)�	 \ �
��� 
� ��]���� 
� ���������� � ��� É��� ����� ��\ \ � � [����� 
� ������ � 
� �� ������� 
� ����������

R
g �	 ��� ����� �� 
����\ �	� ��� � [�	�\^��
� ���\ � 
� ������

π

� ����	�

π : 〈t〉E 7→ 〈t′〉E
\ �
��� �� �������	
 [��������	�� 
� ����� � g Z� ��� �����	�� �	� 
������ 
�	 � [�	 �\^��

E
��
�	 � [�	�\^��

EPT (R)

� �f ��\ � �������		�� 
� � [�	�\^�� 
� ���\ � 
������� 
����� 
�	 �� �]��� Ê g b �	� �� \ �
��� ��� �	 ��\ ��� �� � [�	�\^��������	� ����	� ð

{π|R ` π : 〈t〉E → 〈t′〉E}/(E ∪ EPT (R))g
� ��� �� � c�a ð ~�rppnr� � a�� d g� � t���	����� � � � �g�Z��a ����	���]_e t��	�� ������\ � � � e �c ��b�t���� e a�¡ e a���� e a l��b ea�� e a��
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∀π1, π2, π3 ∈ PT π1; (π2; π3) = (π1; π2); π3
b������� ���

∀π : 〈t〉E → 〈t′〉E ,
��

〈t〉E ; π = π〈t〉E ; π = π
�
�	���� �� ����

∀f ∈ Fn, n ∈ . , ∀π1, . . . , πn, π′
1, . . . , π

′
n :

�	
�� �	
�	��
f(π1; π

′
1, . . . , πn; π′

n) = f(π1, . . . , πn); f(π′
1, . . . , π

′
n)

∀f ∈ Fn, n ∈ . :
����������	 
� `

f(〈t1〉E , . . . , 〈tn〉E) = 〈f(t1, . . . , tn)〉E

∀l : g → d ∈ R, ∀π1 : 〈t1〉E → 〈t′1〉E , . . . , πn : 〈tn〉E → 〈t′n〉E
l(π1, . . . , πn) = l(〈t1〉E , . . . , 〈tn〉E); d(π1, . . . , πn)

��
l(π1, . . . , πn) = g(π1, . . . , πn); l(〈t′1〉E , . . . , 〈t′n〉E)

�������� � ��� a�\ \ �
% w& ' Ê �

EPT (R)
ð`�������	�� 
� ���\ � 
� ������

�W�T/iPQc�� ���	 \ ��	��	�	� 
��	� �� ���\ �	� 
 [�	� ��]����
L

e ��� �� 
�		����� ��	� ��\ ���	�
L = (Synt, sen,Mod,`, |=)

��� ���
(Synt, sen,`)

�� �	_��\ � 
� 
�
�����	 e ��
(Synt, sen,Mod, |=)

�	� ���� 
� \ �
��� �������	��� ��	
����	 
� ���������	 ð

∀(Σ, sen) ∈ Synt, Φ ⊆ sen(Σ), φ ∈ sen(Σ), Φ `Σ φ ⇒ Mod(Σ, Φ) |=Σ φa� ��]���� �� 
��� ��\ ����� ������ �� �����
�	�� �\ ��������	 �� �	� ��� ������	�� g
*��Ri� �P USPi)Pc�� ��	�	 
� 
��	�� 
� \ �	���� ���\ ���� �� �� [�� �	� ��]���� e �	 ��������� 
 [�	���\ ����	 �� �� �������� 
� _��\ � 
� 
�
�����	 g �� 	�� ����\ ��	��	�	� 
������ �� \ �	���� ���� �������� ������� 
� ��������� Á ������ 
 [�	�	�\^�� 
 [�f ��\ �

Φ
g �	� ����� 
��������	 
� ������ 
��� É��� �Å �\ \ �	�

$�f�^�� ���� � ��\ ����� 
� 
��	�� �	 Ã ��Ä ������ � ��\ ����	� 
� ������� 
�������	 
�	 �	 �� �	�\^�� 
� ��������� g�� �� 	������� �� [�	 ������ 
� ������ 
������ �� �������	
`

gl	 ��\ ����� �� [�� � ��� �f ���� ��� ���� ������ 
� ������ ���� �	� ��]����
�		�� e ��\ \ � � [�� �� �� 
�	 �� ��]���� 
� ���\ ��� ��
�� g�	 ������ 
� ������ �� ��� Á ������ �������
T

�	� �������� ��]�^�����
P (T )������	� �� �f��\ � 
�

T
��\ \ � �_������ ��	� ��� �� ��]�� 
� 
�
�����	��\ \ � ��������� ���� ��	������ 
� 	������� ������ gl	 	��� ���

proofs(T )
� [�	�\^�� 
� ����� �� ������ 
� ��� �� ������\ �
� �� �������

T
g l	 �� ��� Á ������ ������ �� ������\ � �� [���� ������ e

τT

�� ��������� ������
p ∈ proofs(T )

�� ���������
φ


�	�
p

�� �	� ������ e
φ = τT (p)

g�	 �� ������ 
� ������ ���\ ���� �	� ���������	 
 [�	 _��\ � 
� 
�
�����	
���� �� � c�a ð ~�rppnr� � a�� d g� � t���	����� � � � �g�Z��a ����	���]_e t��	�� ������\ � � � e �c ��b�t���� e a�¡ e a���� e a l��b ea�� e a��

0
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Á �	� _	��f� � ������� �� ������	� 
� \ É\ � � [�	 �\^�� 
� �f ��\ � ��	� ���
� 
� ��	��� ��	 g�	 ����� � 
� ������ �� �	 �� ������ �� ���\ ����\ �	� ������	�� ��� �	 _���\ � 
� 
�
�����	 e �� ���� ������ �������

T
e �� ���� ��� �� ���

(P (T ), proofs(T ), τT )
g��	 �� ��]���� 
� ���������� e � [�	�\^�� 
� ������ �� 
��	�� ��\ \ �� [�	�\^�� 
� ���\ � 
� ������ e �� �� ������ 
� ������ � �� �� \ É\ � ��]����� ����� 
� _��\ � 
� 
�
�����	 e 
��	�� �	 t�]��� �g

*��Ri�Qa� ���	����� �	]��
��	� 
 [�	 _��\ � 
� ������ e �� �	� ������� 
� ������������������ e Á ������ 
� �������� �	 
��	�� �� 	����	 
� ������ g���	��	 
�	 �	 ���\ ��� ��\ � �� �� [�� �	� �\ ��� ���� � 
� ���������\ �	����� g ���� �	� ������� 
� ����������
R

e � ��� �� ����	�
π : 〈t〉E → 〈t′〉E���� �� ���\ � 
� ������

π = t[l(σx)]ωb���
〈t〉E ⇒l,σ,ω 〈t′〉E�� ������ �	 �� �\ ��� 
� ���������� g l	 ��\ ����� ��� ���� �������	
 Á�� 
��	����	 ��^������� 
� � [����������	 
� �� ��]�� 
� ���������� 	�\ \ ��

l
Á� [� ������	��

ω
�	 ������	� �� � �������	

σ
g� �� ������\ �	� e 	�� ����	 	�� �	������ ��f ����� � ��������	� \ �
����� �f ��\ �

EPT (R)
e �� ������� ����	�� 
�	 Æ��Ç \ �	��� ��� � [�	 ���� �	 �È����� ��
�� 
� ����� \ �	���� e ]�Û�� Á � [�� ������ ��� 
� � [�� ������� 
� ��	����	����	Ã 1Ä e 	 [�\ ����� ���� ����	� ���� É��� 
���\ ��� �	 �	� ��\ ������	 
� ����	����\ �	����� g`	 
 [����� ���\ � e

∀π
����	� e ���

π = 〈t〉E = 〈t′〉E
e � �� ]�	�����\ �	�

∃n ∈ .
〈t〉E ⇒`0 〈t1〉E ⇒`1 . . . ⇒`n−1

〈t′〉E����
π =A(;) (π0; π1; . . . ; πn−1)

e �Ü
A(; )


�	��� � [�������� ��� 
� Ã 1Ä g a�����
π�� �� �����
�	� ���\ � 
� ������ e

〈tn〉E
�� �� ������� 
� � [��� �������	 
�

π
��

〈t0〉E
e ��  [�����

〈t〉E
π
⇒ 〈t′〉Ea� �������	 
 [��� �����	�� ]�	���� ���

(E ∪ EPT (R))
�� �� ���\ � 
� �������	
��� �	� �������	 
 [��� �����	�� �� �� ������ e 
��f ����� � �	� ��������	���� 
�		�	� �� \ É\ � �������   e � ���� ���\ � 
� ������ �	� ��������	� g�VS�V|�TPQ �P S||RSTViSP a� �����]�� ��	��2 ��	� � [��� �������	 
� ��]��
� ���������� �	 � �����	� 
� ������� 
�	 � [��^�� 
� ����� �� 
��������	���^�� e �� 
� ����� ��3�	 
������	� ���� �	� �� 	���
 ��	�
��� ��\ \ �
� ������� 
 [�	 ������ g

O |
XTVTWX 4 567689 :� �� 88;:6��< ôúöô �òöö� �õ �õö÷ øôûúô�ù ó÷ ÷øô õö øòõø ÷öø÷ý þÿ÷ �÷ ÿ �÷öø÷ý þÿ÷ �÷ø ô÷ûý ÷ø
�÷ � û÷õ�÷ø �òöøôûõóôø � úû �òö �úô�öúôóòöü øó

S ÷øô õö÷ øôûúô�ù ó÷ü t ÷øô õö Σ�ô÷ûý ÷üòö öòô÷ � úû S(t) ÿ �ú�� ÿó�úôóòö �÷ ÿú øôûúô�ù ó÷ ñ �òöôû÷ ÿ÷ ô÷ûý ÷ tü � �÷øô�=��óû÷ÿ �÷öø÷ý þÿ÷ �÷ø ��ûó�úôóòöø �÷ S = � úûôóû �÷ t �
S(t) = {t′|∃π ∈ S, t

π
⇒ t′}

���� �� � c�a ð ~�rppnr� � a�� d g� � t���	����� � � � �g�Z��a ����	���]_e t��	�� ������\ � � � e �c ��b�t���� e a�¡ e a���� e a l��b ea�� e a��
>



~�rppnr� � ¢£¤¥¦§¨©¥ª« ¬ ®¤ª®¤¥£©£¯ °±¨«©¥©¨©¥²¯ © ³ª«§©¥ª««´´¯µ�������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" � ( &%��%� )�� %( �¶
c�� ����	 �]���\ �	� �	���
���� �� 	����	 
 [����� g ��

S(t) = ∅
e ���� �	����� 
� � [����� 
� � [��� �������	 
� �� �����]��

S
��	��� �� ���\ �

t
g Z��� �]	����\ ���\ �	� �� [����	 ���\ � 
� ������ 
�

S
���\ �� 
� 
������

t
��� �	 �����

t′
g ��X���PQ �P �PQRSTUVTWX �P QVS�V|�TPQ�	� \ �	���� 
� 
��	�� 
� �����]�� e �� 
 [�	�\ ���� � [�	�\^�� 
� �������� 
� ���\ � 
� ������ g `	 �������� e ���� 	 [�� �	 ]�	���� �� ���^�� e��� � [�	�\^�� 
� �� ������ 
� ���\ � 
� ������ 	 [�� �� �����\ �	� �	� 	�
�	�\^��^�� g���� ������� ���������� ���� �� �����]�� e �	 ��	]�]� 
� 
��������	 �� É���	������� ��	 
� ������ �� �� �	�\^�� 
� ���\ � 
� ������ ���� ������	�� ����	 ���������� g a� ��	]�]� 
� 
��������	 
� �����]�� �� É��� �	 \ �_�	_	��f ���� 
 [�f���\ �� �� �\ �	����� 
� �� �����]�� 
� ���������� �� �� ���\ �
 [�	 ���]��\ \ � g

Ý Þ? @�ABâ C�çåâéëíëêìé æ á ãíé�í�â æâ æâå�� êCëêìé æâ åë�íDëç� êâå áëêãêåç âé E�FG
c�� ����	��	 ��� e � [�\ ���	�����	 
� �����]�� 
� ���������� ���^�^�����
�	 �� ������_�� 
� �� �����	 d 
� _��\ � `abc Æ�Ç g a� �����]�� 
� ����������� ���^�^�����  [�� ����	� ��f �����]�� 
� ���������� ÆÊÇ ��	 
� 
������������	 ���	�\ �	� ���^�^����� g Z���� 	����	 
� �����]�� 
� ���������� ����^�^����� Á ��� ����	��� 
�	 ÆdÇ �� Æ�Ç g

4 HI Hï �P ��X���P �P �PQRSTUVTWX �P QVS�V|�TPQ XWX USWJ�J T�TQVPQ � KL�h �
c�� ����	 ����	��� ^�����\ �	� �� 
�È���	� �� ������� 
� ^�� ��\ ���	��� ��	]�]� 
� 
��������	 
� �����]�� 
 [` abc g� MN �� 
�	 [� O	�P g a� �����]�� MN

(S1, . . . , Sn)

�		� ��� �� ������� 
�� [����������	 
� ����� �� �����]��

S1, . . . , Sn

g �� ��� ��
Sk

������	� e���� MN ������ g� MQ �� 
�	 [� ���� g a� �����]�� MQ
(S1, . . . , Sn)


�		� ��� �� ��� ����
� � [����������	 � KiXP QVS�V|�TP ���\ �
S1, . . . , Sn

	 [������	� �� � �����f ��� g �� ��� ��
Sk

������	� e ���� MQ ������ g a� ����f �� 	�	 
����\ ��	 ��� g� R ST UV g a� �����]�� R ST UV
(S1, . . . , Sn)


�		� ��� �� ������� 
� � [���� �������	 
� �� ���\ ���� �����]�� 	 [������	� �� g �� ����� �� �����]��������	� e ���� R STUV ������ g� RWSX g a� �����]�� ������	� ���� ��� g� a� �����]�� Yg
S1

Y
S2

�������	
 Á � [����������	 
�
S2

��	
����		����\ �	��� ���� 
�
S1

�� �������	
 Á � [�f ��\ � 
� ���	���� ��� 
� �� ��]���� 
����������� g� ZM �� �� �����]�� �
�	���� e ���� ������	� �� \ É\ � ���\ � 
 [�	���� e �� � ������� ��� É��� ��������� gZ� �����]�� e ���\ ����	� 
� �������		�� e �	 �� �	�\^�� 
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�\ ����� �	� 
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 [�	� �����]�� �� �� �����]����
�	� � [����� RWSX g
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Z� 
��f ��������� 
� �����]�� 
������	� �	� \ �	���� 
� ������ �� ������]�� ���� �	 ����\ ���� g
O |
XTVTWX I n op�876�� q r

q r ÷øô õö÷ øôûúô�ù ó÷ �÷ û���ûóôõû÷ òs ÿ �òö úøøò�ó÷ = ÿ �÷öø÷ý þÿ÷ �÷ø øôûúô�ù ó÷ø� úøø�÷ø ÷ö � úûúý �ôû÷ õö÷ �óøôûóþõôóòö �÷ � ûòþúþóÿóô�� q r � û÷ö� � òõû úûùõý ÷öô
õö÷ ÿóøô÷ �÷ �òõ� ÿ÷ø (S, p)

òs
S ÷øô õö÷ øôûúô�ù ó÷ü ÷ô

p ÷øô õö ÷öôó÷û �
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�ú � ûòþúþóÿóô� �õ÷ q r((S1, p1), . . . , (Sn, pn)) ø ���úÿõ÷ ÷ö Si �úõô
pi∑n

k=1 pkl	 
��	�� 
� �� \ É\ � \ �	���� � [�� ������� 
� �����]�� mW ð
O |
XTVTWX l n op�876�� q t

q t � û÷ö� �÷õu úûùõý ÷öôøü õö÷ øôûúô�ù ó÷ ÷ô õö öòý þû÷ ûúôóòöö÷ÿ � òøóôó� óö� ��ûó÷õû = õö � q t(S, p : q) ��úÿõ÷ ÷ö S ú�÷� ÿú � ûòþúþóÿóô� p
q

÷ô ø ���úÿõ÷ ÷ö v tw xú�÷� ÿú � ûòþúþóÿóô� 1 − p

q
� yö ú �òö � q t(S, p : q) = q r((S, p), (v tw x, q − p)) �

4 Hl HI �� Q XV�!P �PQ QVS�V|�TPQ �PQ WU |S�VPiSQ m Q PV mW
a� _	��f� � ��\ ����	� 
� �� ������� �� �\ ��� �� 
������\ �	� �	����� 
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��	����	 
� mW �� m Q 
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� ����]����� �����
�	� g ��� �f�\ ��� e���	�

S1 . . . Sn n
�����]�� ��

p1 . . . pn n
�	���� e ���� ð

\ m Q \z ] {m ] Y z_ {m_ Y ||| Yz} {m} ` ` V
�]	��� ��� � [�	 �� ��� �� ���


pk
Á

Sk
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���� ga� _	��f� 
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Sk

 [��� ����� �� �� ���\ � � ���� pk
P

n

i=1
pil	 ������ �	� _	��f� �\^��^�� ���� � [�� ������� mW ð

\mW \z {� {�`` V
mW ���	
 �	 ��]�\ �	� ���� ����\ ���� e �	� �����]�� �� 
��f �	���� g ��� �� ������]�� � ��� ��������� �� �� ���\ � � ���� �	� ���^�^����� 7

9

e RWSX ��� ������������� ���^�^����� 2
9

g
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Ó »¼�Ö� À×ÀÕºÒÕ ½ Ö ¹ Õ ���� �
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A

B

C1 5/6

1/6

% w& ' 0 � b ���^�^������ ����\ ���	

(Xn, Yn) ∈ . 2¨
((Xn+1, Yn+1) = (Xn + 1, Yn)) =

¨
((Xn+1, Yn+1) = (Xn, Yn + 1)) = 1

6�
Xn 6= 0

��
Yn 6= 0¨

((Xn+1, Yn+1) = (Xn − 1, Yn)) =
¨

((Xn+1, Yn+1) = (Xn, Yn − 1)) = 1
3�

Xn 6= 0
��

Yn 6= 0¨
((Xn+1, Yn+1) = (Xn − 1, Yn)) = 2

3

�
Xn 6= 0

��
Yn = 0¨

((Xn+1, Yn+1) = (Xn + 1, Yn)) = 1
3

��
Xn 6= 0etYn = 0¨

((Xn+1, Yn+1) = (Xn, Yn − 1)) = 2
3

��
Xn = 0etYn 6= 0¨

((Xn+1, Yn+1) = (Xn + 1, Yn)) = 1
3

��
Xn = 0etYn 6= 0

(0, 0)
���� ���\ �	��

a� ]�������� ����	�� 
�	 �� �]��� > ���\ �� 
 [�������� �� \ ����\ �	����^�� �	 ��	����	 
� �� ������	 
� ���	� �� . 2 ga� ������	 �� . 2 �� ������	��� ��� �	 ���	� ^��� g l	 
���	]�� �������_�� 
� ������	 e �� ������	 ���\ �	���
(0, 0)
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 [�È������ �� \ �����\ �	� �������	
�	� g a� $���� ���]� �������	
�	� ��f \ ����\ �	� ��� ��]	�	� �� ���	� 
� � [���] �	� e �� $���� ����� ������	��	� �� \ ����\ �	� �������� ���	� 
� � [���]�	� gl	 ��� �������\ �	� ��� ������ © ��\ �	� �	 �����	� � [���� ���\ �	��
(0, 0)

e�	 ���� 
��� ��� �� _��\ � ���\ �	� ������ ©��\ �	� g ����� ��\ \ �	� ��
���	� ����� \ ����� �	 `abc d ð

���� �� � c�a ð ~�rppnr� � a�� d g� � t���	����� � � � �g�Z��a ����	���]_e t��	�� ������\ � � � e �c ��b�t���� e a�¡ e a���� e a l��b ea�� e a��
�Ê
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T�X�U
eg TW}M��¥WXN hi m Q \X�RV UVTWV {_ T̂ S��VUVTWV {] ^M�¥} UVTWV {_ �̂m UVTWV {]`
eg X�RV UVTWV hi R ST UV \X�RV ] ^X�RV_ ^X�RVf`
eg M�¥} UVTWV hi R ST UV \M�¥} ] ^M�¥}_ M̂�¥}f`eg �m UVTWV hi R STUV \�m ] �̂m_ �̂mf`
eg T S��V UVTWV hi R ST UV \T S��V ] ^T S��V_ ^T S��Vf`
eX�RV ]g \� ^� ` hi z SR � i ª

¥��T� z {h \TW}M��¥WXN ` \� �] �̂ `
eX�RV_g \� ^� ` hi z SR � hh ª W}M � i ª

¥��T� z {h \TW}M��¥WXN ` \� �̂ `
eX�RVfg \� ^� ` hi \ª ^ª` SR � hh ª W}M �hhª

eT S��V ]g \� ^� ` hi z SR � i ª

���� �� � c�a ð ~�rppnr� � a�� d g� � t���	����� � � � �g�Z��a ����	���]_e t��	�� ������\ � � � e �c ��b�t���� e a�¡ e a���� e a l��b ea�� e a��
�d
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¥��T� z {h \TW}M��¥WXN ` \�� ] �̂ `

eT S��V_g \� ^� ` hi \ª ^ª` SR �hhª
eT S��Vfg \� ^� ` hi z

¥��T� z {h \TW}M��¥WXN ` \� �̂ `
e�m ]g \� ^� `hi z SR � i ª

¥��T� z {h \TW}M��¥WXN ` \� �̂� ]`
e�m_g \� ^� ` hi \ª ^ª` SR � hh ª
e�mfg \� ^� ` hi z

¥��T� z {h \TW}M��¥WXN ` \� ^�`
eM�¥} ]g \� ^� ` hi z SR � i ª

¥��T� z {h \TW}M��¥WXN ` \� �̂ �]`
eM�¥}_g \� ^� ` hi z SR � i ª

¥��T� z {h \TW}M��¥WXN ` \� �̂ `
eM�¥}fg \� ^� ` hi \ª ^ª`

a� ��
�����	 
� ���\ � \TW}M��¥WXN ` \«� ^�«�` ��� `abc � 
���\ �����\ \ � ��� g TW}M��¥WXN �� �	 ���� ����
m Q \X�RV UVTWV {_ ^T S��V UVTWV {] ^M�¥} UVTWV {_ �̂m UVTWV {]` e�	� �����]�� �� ������ ��� m Q ���� �	 ���� 
������ �� ������	 
� ������� ���Á 
����� e � �� Á ]����� e ��� �	 ���� �� �	 ^� 
�	 �� \ ���� 
� ���^�� ��	
��� �������� �� �È�� 
� ^��
  g a����� �� 	������� ������	 �� �������� e � [�� �������� 
� �����]�� \TW}M��¥WXN ` �� ��� ���� 
���	� �� ������� ���� ����� ������ ������ g Z���� ��������	 	 [� �� ���� � �� ����\ �	� � �� ������	 �����

(0, 0)���	� �� �� 
� ���������� g l	 �^���	� �� �������
(0, 0)

�	 �	 ��\ � \ �_�	 ^��	���¬ ����� e �� ��� �� [`abc ���� ������	�� 
�	 �� �� g
 ®¼ ¹ ¿×¾ ÕÀ¼ ¹ Òº Ó Ò»ÕÓ Ò¿ºÀÑÒÕ

a [�\ ���	�����	 
� �����]�� 
� ���������� ���^�^����� �� _��\ � `abc���\ �� 
���\ �� 
� ���������� ���� �� _��\ � ���^�^����� g c�� �����	\ ��	��	�	� �f���\ �� �� ��\ �����\ �	� 
� ������  �� 
 [����\ ��� ���^�^�����
�	� �� ���Í	� 
� � ��O��  ��	� �� [�f������ �	 _��\ � 
� ��]�� 
� ����������� �������	
�	� �� ��\ �����\ �	� 
 [�	 ��� ����\ ��� g b ������ 
� �� �������	�� ����	 ������� \ �
����� 
� _��\ � ��\ ���f� �Ü �	������		�	� �� ����^�^����� ��	� ��� ������� 
� \ �	���� �f����\ �	���� ������	� ��������� 
� ������������ ���� �����]�� ���^�^����� g

���� �� � c�a ð ~�rppnr� � a�� d g� � t���	����� � � � �g�Z��a ����	���]_e t��	�� ������\ � � � e �c ��b�t���� e a�¡ e a���� e a l��b ea�� e a��
��
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¯ � ¹ ¹ Ò�Ò
° Þß ± C�ìCìå æâ ãí �çéç�íëêìé æâ éì¢k�â íãçíëìê�â

�� 	 [�f ��� �� 
 [��]�����\ � 
����\ �	��� � ��\ ����	� 
 [�^��	 �� �	 ��\ ������\ �	� ��\ �����\ �	� ��������� g Z���	
�	� e �� �f ��� 
� 	�\^���f ��]�����\ �� ��\ ����	� 
 [�^��	 �� 
� ����	�� 
� 	�\^�� ���� �	� ��� ]��	
� �����
��� 
�������� g ���\ � �� ��]�����\ � e �	 ���� ����� �� ���� 
� Ãa Z� Ä � ���a�	��� Z�	]���	���� ��	������ e Á �������� ��������	� �� Ã ��	
�\Ä 
� �� ��^������Z g �	� ��� ^�		� ������	�� �� �� ����� 
� ��	��
 ²	��� Æ��Ç e �Ü �� ���]� �� ������	���� 
� �� ]�	������	 
� 	�\^�� ���
� ��������� �	� ����	�� g �� �����	�� 
� 	�\^�� ������\ �	� ��������� � ����	� É��� �^��	�� �	 �^����	� 
����	�\ �	� ��_���� e ��� ��� �� 
��	��]�����	 
 [�	 ����	�����	 
� ��
��\ e�� �	 �^����	� �	 _��\ � ��\ ���f� �_�	� 
� 
� 	�\^���f ���� �	�������	��	��� ��f g Z������� 
� ����	�� 
� 	�\^�� ��������� Á ������ 
� � [�^ �������	
� 
 [�	 _��\ � ��� �	���� ���� �� �	 ���\ � 
� ��������� �^��
� ��� � [������
 [b	
�� ��¬	�� Á � [����b Æ��Ç g
³ Ô´Ô»Ò¹ ¿ÒÕ

Æ�Ç ����� ������	O_e Z���
� ² ����	�� e Ì���	� ² ����	�� e �	
 � ������`���		�� ����� g `ab c ���\ � ��P ��� �	] a�]�� ���	� �� � ��P g µ¶ ÷òû÷ôó�úÿ ·òý �� õô÷û ñ �ó÷ö �÷e ��[�  ð���� �[� e ¸��_ ���� gÆ�Ç ����� ������	O¹ e Z���
� ² ����	�� e Ì���	� ² ����	�� e � ������`���		�� ����� e �	
 Z�������� ��	]���	 g b	 �������P �� º»¼ ½ g �	Z���
� ² ����	�� �	
 Ì���	� ² ����	�� e �
���� e � ûò�÷÷�óöùø ò� ô¶ ÷ ø÷�
�òö� ¾öô÷ûöúôóòöúÿ ¿òûÀø¶ ò� òö + ÷Á ûóôóöù �òù ó� úö� Â�� ÿó�úôóòöøe ����\ ��� e �VVm {��¥¥¥ |�XU�Ã S�T |}X�X�QWV���}V QU�Ã�X��� ]« |�V� X e ��	��Á�� ���	 �t��	��  e �����\^�� �îî[ g ` ������	�� c��� �	 ����������� Z�\������ ����	�� gÆÊÇ ����� ������	O¹ e Z���
� ² ����	�� e Ì���	� ² ����	�� e �	
 Z�������� ��	�]���	 g ��P ��� �	] P ��� �����]�� �	 º»¼ ½ ð � ��	����	�� �\ �	��� g ¾ö�ô÷ûöúôóòöúÿ Äòõûöúÿ ò� Åòõö�úôóòöø ò� ·òý� õô÷û ñ �ó÷ö �÷e �� ��  ð0î�î[ e t��^����_ ��� �gÆdÇ l��� ��� ����	�¬ �	
 � ������ Ì�_��� g ��P ����	] ��]�� �	
 ���^�^���� �� g �	��^��� c ���P�	��� e �
���� e + ÷Á ûóôóöù µ÷�¶öó�õ÷ø úö� Â�� ÿó�úôóòöøü ÆÇ ô¶
¾öô÷ûöúôóòöúÿ ·òö� ÷û÷ö�÷ü +µÂ ÈÉÉÊü Ëúÿ÷ö �óúü ñ� úóöü Äõö÷ Ì�ÆÆü ÈÉÉÊü
� ûò�÷÷�óöù øe ����\ � �>�0 �� �÷�ôõû÷ Í òô÷ø óö ·òý� õô÷û ñ �ó÷ö�÷e ��]� 0 ��
>� g ����	]�� e ���Ê gÆ�Ç l��� ��� ����	�¬ �	
 Z���
� ² ����	�� g ���^�^������ ��P ���� �����]�� ðb���������	 �� ���	 g �	 ������ � ��	 e �
���� e + ÷Á ûóôóöù µ÷�¶öó�õ÷ø úö�
Â�� ÿó�úôóòöøe ����\ � �Ê>[ �� �÷�ôõû÷ Í òô÷ø óö ·òý� õô÷û ñ �ó÷ö�÷e ��]����� �00 g ����	]��������] e ¸��_ ����d ���� g

���� �� � c�a ð ~�rppnr� � a�� d g� � t���	����� � � � �g�Z��a ����	���]_e t��	�� ������\ � � � e �c ��b�t���� e a�¡ e a���� e a l��b ea�� e a��
�0
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Æ0Ç Z����� e Ì������ �	
 ² ����	�� e Z���
� g ��� ��P ����	] ������� Î ���� �

úö� �� g �òù ó� Äòõûöúÿ ò� ô¶ ÷ ¾öô÷û÷øô Ïûòõ� óö � õû÷ úö� Â�� ÿó÷� �òù ó�øeî �Ê  ðd�>�dî[ e � �_ ��� �gÆ>Ç ¸ g Ì����	] e �g� gÌ g Ì�	
��O  e �g ² ��	� e �	
 ¸ g ��O�� g ��� _	��f 
��	����	���\ ���\ � ��t � ������	�� \ �	��� g Â ·Ð ñ¾ Ï��ÂÍ Í òôó�÷øe �d ���  ðdÊ�
>� e �î[î gÆ[Ç Ì gb g 
� ¸�	] �	
 �gb l������ g ��	������	 �� �^����� ���]��\ \ �	] �	�������� ���\ _	��f 
��	����	 g Äòõûöúÿ ò� �òù ó� úö� Â ÿù ÷þûúó� � ûòù ûúý ý óöù e���Ê gÆîÇ Z���
� ² ����	�� e Ì���	� ² ����	�� e �	
 � ����	 � ����O g ���]	�	]Z�	����	� a�]�� ���]��\ \ �	] a�	]��]� ��	] Z�\ �������	�� �_��\  g�	 t g l��� � e �
���� e � ûò�÷÷�óöù ø ò� Èö� ··� ¿òûÀø¶ ò� e a� ` ���� �����	   e�����\^�� �îîÊ gÆ��Ç ��	��
 g` ²	��� g µ¶ ÷ Â ûô ò� ·òý� õô÷û � ûòù ûúý ý óöù e ����\ � � g b

��	�Ë���_e �îî> gÆ��Ç ¸ g � ��]��� g Z�	
����	�� ��P ��� �	] ��]�� � �	���
 \ �
�� �� ��	�����	�_g
µ¶ ÷òû÷ôó�úÿ ·òý� õô÷û ñ �ó÷ö�÷e î0 ��  ð>Ê� ��� e �îî� gÆ��Ç b	
�� ��¬	�� �	
 c����� ��	
���� g Ì ���]� ð b ��������� ���P��� ����������� ]�	�����	] �\ ��������_ ���	] ��	
�\ 	�\^�� g Â ·Ð µûúöø � Ð ò�÷ÿ�
·òý� õô � ñóý õÿ�e �Ê �d  ðÊÊd�Êd0 e ���Ê gÆ�ÊÇ ���	
 � g� g¸ g ��	 
�	 e �g` g � ����� e �	
 ¸ g¸ g � �	� � g b ]�	������ �� �Å ���	����	]�_ �_� �
 �^����� _	��f ���� �	 � ��� g ����	���� ������ e ZË � e ���Ê g
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