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1 Introduction

La résolution en nombre entiers positifs des équations linéaires a coefficients
entiers encore connues sous le nom d’équations diophantiennes linéaires,
joue un role fondamental dans 'unification modulo AC. En effet, tous les
algorithmes généraux d’unification modulo AC connus a ce jour font appel
implicitement ou explicitement a ce type d’équations. Les problemes de
construction de la base de Hilbert (ensemble des solutions minimales) d’un
systeme d’équations diophantiennes linéaires a été largement étudié jusqu’a
présent. Mais, ce n’est pas le cas pour le probleme de comptage de ’ensemble
minimal et complet des solutions d’un tel systeme. Ce probleme de comptage
appartient dans le cas général a la classe N P. Nous avons étudié des sous-
problemes en restreignant le nombre d’équations et la multiplicité de chaque
variable. Nous avons pu montrer, entre autre, qu’il y a trois cas intéressants
a étudier : le cas ou la multiplicité de chaque variable est au plus trois qui
appartient a la classe #£N P, le cas ou la multiplicité de chaque variable est
au plus deux qui appartient a la classe #P et le cas le plus simple ou chaque
variable du systeme est de multiplicité un qui est polynomial. De plus, nous
avons pu montrer que pour toute solution minimale d’un systéme d’équations
diophantiennes linéaires ou chaque variable est au plus de multiplicité deux,
chaque variable prendra au plus la valeur deux dans toute solution minimale.



2 Préliminaires

Nous allons d’abord rappeler quelques notions concernant les classes de
complexité et les classes de comptage. Nous supposons connue la classe
des problemes de décision NP (probléeme pouvant étre résolu en temps
polynomial par une machine de Turing non déterministe). F'P est la classe
des fonctions calculables en temps polynomial. Aux classes de décisions
et aux classes de fonctions s’ajoutent les classes de comptage introduites
par Valiant [Val79]. #P est la classe des fonctions calculant le nombre
de chemins admissibles d’une machine de Turing non déterministe. Une
définition équivalente de la classe #P, mais plus intuitive est la suivante
[Koz92]. La classe #P est la classe des fonctions w telle que : (¢) il existe
une fonction polynomiale déterminant, pour un z et un y donnés si y € w(x)
: (i1) il existe une constante k € A telle que pour tout y € w(z), ||y|| < ||z||*.
La classe de comptage #N P est la classe des fonctions calculant le nombre
de chemins admissibles d’une machine de Turing non déterministe utilisant
un oracle de la classe NP (c’est-a-dire un machine N PNF). Hemaspaan-
dra et Vollmer [HV94] ont introduit une nouvelle notation pour les classes
de comptage plus homogene que celle de Valiant. Pour une classe C, la
classe de comptage #.C' est la classe des fonctions f telles que, pour un
prédicat R C-calculable & deux arguments et un polynéme p, pour tout
z: f(z) = ||{y tel que p(||z]|) = ||y|| et R(z,y)}||. Les classes de comptage
#.coN P et #N P sont identiques [HV94].

Une équation diophantienne linéaire est une équation a coefficients en-
tiers positifs admettant une solution en nombres entiers positifs. Une so-
lution minimale m de cette équation est une solution non nulle telle qu’il
n’existe pas de solution m' telle que m’ < m. L’ensemble des solutions min-
imales non nulles d’un systéme d’équations diophantiennes linéaires est ap-
pelé base de Hilbert. Deux systéemes d’équations S et S’ sont iso-équivalents
si et seulement s’il existe une bijection entre les solutions de S et de S’ telle
qu’une solution s est minimale pour le systeme S si et seulement si son image
s’ par la bijection f est minimale pour le systeme S’. La multiplicité d’une
variable est le nombre de fois ou celle-ci apparait dans le systeme.

Le probleme qui nous intéresse dans cet article est le probleme de comp-
tage des éléments de la base de Hilbert noté #Hilbert. Le probleme de
comptage de la taille de la base de Hilbert pour un systeme d’équations dio-
phantiennes ou la multiplicité maximale des variables est ¢ et ou le nombre
d’équations est k, est noté #Hilbert;(k). Le cas ou le nombre d’équations
n’est pas limité est noté #Hilbert;(w). Dans tous les cas étudiés le nombre
de variables n’est jamais fixé.



3 Enumération des résultats

Nous avons montré dans un premier temps que le probleme # Hzlbert ap-
partenait a la classe #£N P. Ceci en utilisant la définition de Hemaspaandra
et Vollmer [HV94]. 1l nous a donc fallu montrer que 1’on pouvait tester par
un algorithme appartenant a la classe coN P qu’un vecteur s était minimal
pour le systeme S (et qu’une solution minimale d’un systéme est de taille
polynomiale par rapport a la taille du systeme).

Le probleme de comptage # Hlbert étant complexe dans le cas général,
nous avons décidé d’étudier des sous-cas de celui-ci en limitant la multiplicité
de variables (k) et le nombre d’équations (n), le nombre de variables n’étant
jamais limité.

Dans un premier temps, on peut remarquer que le probleme de comp-
tage # Hilbert peut étre ramené en temps polynémial (par une réduction
parsimonieuse) au probleme de comptage #Hilberts(w). Cette réduction
est semblable & celle permettant de réduire le probleme SAT au probleme

3SAT.

Théoréme 1 Soit S un systéme d’équations diophantiennes linéaires pour
lequel chaque variable a la multiplicité un. Alors le probléme de comptage
de Uensemble des solutions minimales de S (non nulles) noté # Hilbert;(w)
appartient a la classe F'P.

Théoréme 2 #Hilberty(w) € #P

Théoréme 3 Soit F une équation diophantienne linéaire pour laquelle chaque
variable a au plus la multiplicité 1. Alors le probléeme de comptage de
Uensemble des solutions minimales de F (#Hilbert;(1)) appartient a la
classe FP.

‘ Probleme ‘ Classe de comptage ‘
#Hilbert,(1) FP
#Hilberty(w) FP

#Hilbert;(1) (i fixé) FP
#Hilberty(w) #P
#Hilberts(w) #NP

H#Hilbert #NP




Le résultat que nous trouvons le plus intéressant pour 'instant est ’appar-
tenance & #P du probléeme # Hilberty(w). Pour prouver ce théoréme nous
avons utilisé les deux lemmes suivants :

Lemme 4 Soit AX = 0 un sysiéeme d’équations diophantiennes linéaires
tel que chaque variable soil au plus de multiplicité deuz, (si A = (al)? alors
Visk lel]] < 2) alors il exisle un sysiéme d’équations diophantiennes
linéaires BY = 0 ot B = (b))}, iso-équivalent au systéme AX = 0, appelé
Jorme réduite du systéme AX = 0 ayant les propriétés suivantes:

o Le coefficient multiplicateur de chaque variable est au plus un :
Vi, j| by I< 1

o Chaque variable est au plus de mulliplicilé deux :
Vi Ein 107 1< 2

o Chaque équalion est du lype x1 + 23 =y oux =y :
Vi | ST b < el S | B <3

=1

e Dans le systeme S’, une variable de multiplicité deux apparait dans
deux équations distinctes, une de la forme x = y et Uautre de la forme
u+v=w.

Ce lemme signifie en fait que ’on peut transformer tout systeme d’équa-
tions diophantiennes linéaires S ou chaque variable est au plus de multiplicité
deux, en un systeme iso-équivalent ou chaque variable est également au plus
de multiplicité deux, mais ou toutes les équations seront de la forme z = y+2
ou ¢ = y et ouchaque variable de multiplicité deux apparait une fois dans
chacune de ces équations. La preuve de ce lemme est assez simple, et consiste
a décomposer les équations en sous-équations. Le nombre d’équations ainsi
que le nombre de variables du nouveau systeme est polynomial par rapport
au systeme S. La preuve de ce lemme se trouve en annexe.

Lemme 5 Toute solution minimale d’un systeme d’équations diophanti-
ennes linéaires tel que chaque variable soit au plus de multiplicité deux est
telle que la valeur de chaque variable dans cette solution est au plus deuzx.

La preuve de ce lemme est assez longue. L’idée est de transformer le
systeme S et une solution s’ donnée en un graphe non orienté, ol chaque
boucle représente une nouvelle solution qui est soit la solution nulle, soit
une solution s’ tel que s’ < s. Ensuite, en utilisant les propriétés du graphe



construit nous pouvons montrer que ’on peut toujours décrémenter de un
ou de deux un ensemble de variables pour obtenir une nouvelle solution du
systeme. Ce qui implique que toute solution minimale aura au plus la valeur
deux. La preuve de ce lemme se trouve également en annexe.

4 Preuve d’appartenance A #P du probleme de
comptage # Hilberty(w)

Pour montrer que le probleme # Hilbert;(w) appartient a la classe # P, nous
allons utiliser la définition de la classe #P donnée par Kozen [Koz92] qui
est plus formelle que celle donnée par Valiant [Val79]. Il nous faut donc
montrer que pour un vecteur s et un systeme d’équations diophantiennes
linéaires S ou chaque variable est au plus de multiplicité deux : (7) il existe
un algorithme polynémial permettant de déterminer si s est une solution
minimale pour S ; (i7) il existe une constante k& € A telle que si s est une
solution minimale pour S alors ||s|| < ||S]|*. La condition (i7) est vérifiée de
facon triviale. Il faut alors prouver que I’on peut tester en temps polynomial
qu’un vecteur est solution minimale du systeme S. On peut tester en temps
polynomial de facon triviale qu'un vecteur est solution du systeme S et qu’il
vérifie la condition du lemme 5. Ensuite, nous allons ramener ce probleme a
un probléme de recherche de circuit dans un graphe orienté (probléme connu
comme étant polynomial [CLR90]).

Le graphe Gs(s) construit a partir de S et de s est un graphe biparti
orienté ayant la particularité que toute solution minimale s’ de S (telle que
s’ < s) est représentée par un circuit dans le graphe G's(s).

Dans un premier temps, nous supprimons toutes les variables du systeme
S de valeur zéro et nous construisons un systeme S’ iso-equivalent au systéme
S telle que toute équation soit de la forme z = y + z ou z = y, et telle que
chaque variable de multiplicité deux apparaisse une fois dans chacune de ces
équations. A la solution s de S, est associée une solution s’ de S’ telle que s
est solution minimale pour S si et seulement si s’ est solution minimale de
S’

A chaque variable z du systeme S’ de valeur un (dans s’) nous associons
deux sommets du graphe Gg(s) (z, et z,) et a chaque variable y de valeur
deux dans s’ nous associons quatre sommets (Yy, , Yu,, Yv; €t Yu, ). A chaque
équation z + y = z (z et y de valeur un, z de valeur deux) de S’ nous asso-
cions les huit arcs suivants (zu, zu, ), (Yus Zvy )y (Tus Zuy)s (Yus Zuy)s (Zuy To)s
(2Zuyy Yo)y (Zugs To), (Zuys Yu), & équation z = y, ol z et y sont de valeur un,
nous associons les deux arcs suivants (2, Yu), (Yv, T4), et enfin a I’équation



x =y, ou x et y sont de valeur deux, nous associons les quatres arcs suivants
(-rul ) yul)v (yvl ) xul)a (w’U27 yug)v (yvg ) xug)-

Un parcours dans ce graphe est alors un parcours a travers les équations
de S, tel que si on décrémente de un chaque variable visitée, alors nous
équilibrons chaque équation visitée. Un circuit représente alors une nouvelle
solution s’ (ou la solution nulle si nous parcourons tous les sommets). De
méme un chemin d’une variable de multiplicité un vers une autre variable
de multiplicité un représente également une nouvelle solution.

Pour limiter nos recherches a des circuits, nous relions chaque sommet de
multiplicité un a un nouveau sommet w (pour tout sommet x de multiplicité
un, nous ajoutons au graphe les deux arcs suivants (z, z) et (z,z)).

Nous avons alors les deux propriétés suivantes :

e Toute solution minimale s” (telle que s” < s') correspond & un circuit
dans le graphe Gg(s').

e Tout circuit du graphe ne parcourant pas deux sommets de la forme

Ty, et z,, (ou z,, et z,,) est une solution minimale pour S.
On peut ensuite rechercher un tel circuit dans le graphe Gg(s') en temps

polynomial grace & une recherche en profondeur.

5 Conclusion

L’appartenance a #P du probleme #Hilberty(w) est le résultat le plus
intéressant. Les résultats obtenus montrent la difficulté du comptage de
I’ensemble complet et minimal d’unificateurs modulo la théorie AC. En ef-
fet, ce probleme est la composition du probleme # Hilbert avec le probleme
consistant a calculer a partir de la base de Hilbert le nombre de combinaisons
des vecteurs que ’on peut obtenir tel que chaque composante soit non nulle.
Nous avons pu obtenir les bornes supérieures pour les problemes étudiés,
mais nous n’avons actuellement pas de résultat de complétude (borne inférieure).

Annexe

Pour prouver le lemme 5, nous allons transformer le systeme d’équations
diophantiennes linéaires ou chaque variable est au plus de multiplicité deux
en un systéme iso-équivalent ayant les propriétés suivantes (lemme 4):



e Chaque équation est de la forme
L1 =0
1+ 2 =23

e Chaque variable de multiplicité deux apparait dans deux équations
distinctes dont une de la forme

=Yy

Preuve du lemme 4 : Soit S un systeme d’équations diophantiennes linéaires,
AX =0, tel que chaque variable soit au plus de multiplicité deux. Alors, le
systeme S’ d’équations diophantiennes linéaires BY = 0 est obtenu a partir
du systeme S de la facon suivante :

e Chaque variable z de S de multiplicité deux est remplacée par deux
nouvelles variables z; et z,, et ’équation z; = x5 est ajoutée au
systeme (les variables z; et x5 sont donc de multiplicité deux). Nous
obtenons alors un nouveau systeme S” iso-équivalent au systeéme S,
tel que le coefficient multiplicateur de chaque variable soit au plus un,
et tel qu’une variable de multiplicité deux de S” apparaisse dans deux
équations distinctes dont une de la forme z =y ;

Exemple 6 Soit S le systéme :

2t+y=2 y+v=u 2w=z+v

Alors, le systeme S est le suivant :
TiF+ Tty =21 Yptuvi=u wy+wy=2z+0v

T1 = T2 Y1 = Y2 Z1 = 22
U1 = U2 w1 = w2

e Soit F une équation de S” de la forme suivante :

it T2+t T =yt Y2t s

On peut alors transformer la partie gauche de cette équation (ainsi
que la partie droite) de la fagon suivante :



L’expression 1 +x94- - -+z,, avec r > 3, est remplacée par I’équation
z1 + 2!, et on ajoute 'ensemble d’équations suivant au systéme :

! !
Ty = X9+ Tq
'
Ty = Ty

" /
Ty = 23+ X3

"o !
Tp 3=Tr2 T, 3

I o
Lrg = Tr_2

n
Tp_9g=2Tr—1+ 2y

En procédant de facon semblable pour le terme droite de 1’équation
nous obtenons un nouveau systeme d’équations diophantiennes linéaires
tel que chaque équation soit de la forme suivante :

T+ T2 = Y1+ Y2
T+ T2=U
1 =0
Le systéme peut étre encore réduit a des équations de la forme :
T+ T2=U
Ty = X9
En effet, I’équation z1+z9 = y1 +y est équivalente aux trois équations

suivantes :
x1t+ T2 =2

Zo=11+ Y2
21 = 29

Le nouveau systeme S’ ainsi obtenu est iso-équivalent au systeme S”,
et donc au systeme S. En effet chaque nouvelle variable z introduite
vérifie une contrainte de la forme z =z + 29+ ---+ 2, ou @y, -+, )
sont des variables déja présentent dans le systeme S. De plus la con-
struction de S” implique que chaque équation est du type z; + x93 = y
ou * = y, donc les propriétés du systeme S” sont conservées. Le
systeme S’ ainsi construit a donc toutes les propriétés voulues. a



Dans un premier temps, nous allons prouver le lemme 5 dans une ver-
sion simplifiée sans considérer les équations du type z, + xp = z. telles que
g = Tp.

Preuve du lemme 5 (version simplifiée) : Soit S un systéme d’équations
diophantiennes linéaires tel que chaque variable soit au plus de multiplicité
deux. Pour prouver que pour toute solution minimale de S, la valeur max-
imale de chaque variable est au plus deux, il suffit de le montrer pour un
systeme d’équations diophantiennes linéaires S’ (ou chaque variable est au
plus de multplicité deux) ayant les propriétés suivantes :

e Chaque équation est de la forme suivante :
T+ T2 =Y1
L1 =0

e Chaque variable de multiplicité deux apparait au moins une fois dans
une équation de la forme z1 = 4.

L’idée de la preuve est la suivante :

Soit S un systéme d’équations diophantiennes linéaires sur ’ensemble de
variables X = {xy,---, 21}, et soit s = s1 - - - s une solution minimale de ce
systeme telle qu’il existe s; > 3. Nous allons prouver par I’absurde que s
n’est pas une solution minimale pour le systeme S.

Soit x; une variable telle que s; > 3, et soit Fy et Fy les deux uniques
équations ou la variable z; apparait :

o Iy est delaforme z; 4+ 2; = yi, z; = y; + yp ou z; = y; ;

e [ (si z; est de multiplicité deux) est nécessairement de la forme z; =
Ys-

Si nous décrémentons la variable z; de un, et si celle-ci est de multiplicité
deux, alors nous devons décrémenter la variable y; telle que z; = y;. Mais
la variable y; étant présente dans une deuxieme équation du type (on peut
avoir z; = z; mais ce cas particulier sera traité ultérieurement) :

Y1 = Y2 + Y3

Y1+ Y2 = ys
Y1 = Y2



nous devons alors décrémenter la variable y3 ou y3 dans le premier cas,
y3 dans le second cas et yo dans le dernier cas. Le but étant de décrémenter
la variable z; en répercutant les modifications nécessaires pour obtenir une
nouvelle solution en équilibrant chaque équation visitée. Dans un premier
temps, nous ne nous intéressons pas au fait d’équilibrer ’équation F;. La
décrémentation de la variable z; entraine un parcours parmi les variables
et les équations de S que ’on peut assimiler a un parcours de graphe assez
particulier. En effet, si une variable apparait dans une équation de la forme
x4 + ¥y = T3 ou 1 = Z9 + x3, on doit équilibrer cette équation. Mais
pour équilibrer celle-ci, nous devons décrémenter une nouvelle variable qui
peut étre de multiplicité deux et apparaitre dans une seconde équation de
la forme z = y.

Le graphe construit a un seul nceud sans prédecesseurs (la variable z;)
et un nceud de ce graphe n’a pas de successeurs si et seulement si :

e C’est une variable de multiplicité un ;

e (C’est une variable de I’équation Fj.

Remarque 7 Dans un premier temps, pour clarifier cette preuve nous con-
stdérons que nous n‘avons pas d’équations de la forme x, + v, = z. el
x4 = xp. Nous allons donc prouver le lemme 5 sans tenir comple de ce cas,
et ensuite montrer que cette preuve s’applique également a celui-ci.

Exemple 8 Supposons que les équations suivantes appartiennent au systéme

S :
o+ a2 =27 Tp=2T1 T1=2T2+ 23
Tog = T4 Xz =5 Tq4=2Te+ T7
Tg = T10 7 =211 X111+ T7 =27

s = xg+ X9 Tg=T12 Ti12 = 7+ T2

Les variables 7 €tant des variables quelconques, xg étant une variable de
valeur supérieure a trois, c’est-a-dire que ’on peut supposer que [’équation
xo + @7 = x7 est Uéquation Fy.

10



Tg = T10 — + + -

/

T2 =T4 —>T7=T1] —> "

-

Top =1 —>T3 =Ty —>Ty

T~

Tg = T19 —> -+

.

Les nceuds et les arcs de ce graphe ont les propriétés suivantes :

Le nceud z; = z; signifie que les variables z; et z; sont de multiplicité
deux et donc, décrémenter z; implique qu’il faut décrémenter z;.
T — T

signifie que la variable z; est de multiplicité un ou deux et I’équation
correspondante dans le systeme S est la suivante : z; + 2, = z; ou z; = z;.
On veut décrémenter z; ce qui signifie que 'on doit décrémenter z; pour
que I’équation soit équilibrée. On cherche a prouver qu’il existe une solution
s’ < s (s #0), donc on ne désire pas incrémenter une variable. En effet,
incrémenter z, permet également d’équilibrer I’équation z; + =, = z;.

Tk

e

T =T
\ N

signifie que les variables xj et z, sont de multiplicité un ou deux et
I’équation correspondante dans le systeme S est z; = 2 4+ z,. On veut que
cette équation soit équilibrée, on doit donc décrémenter z ou x,.

Le graphe est construit a partir de la solution s supposée minimale.
Chaque variable parcourue dans ce graphe est telle que sa valeur dans s
soit non nulle. En effet, pour vérifier si une solution est minimale pour un
systeme, les variables ayant une valeur nulle non pas besoin d’étre prises
en considération. Une équation de S de la forme z1 + 29 = z3 telle que la
valeur de x4 soit nulle pour la solution minimale s est vue comme 1’équation
1 = I3.

Le graphe construit de la maniere ci-dessus est appelé graphe de dépen-
dance du systeme S pour la solution s.

11



Lemme 9 Soit S un systeme d’équations diophantiennes linéaires sous forme
réduite pour lequel chaque variable est au plus de multiplicité deux, et soit s
une solution minimale de ce systéme. Le graphe de dépendance du systéeme
S pour la solution s ne comporte pas de cycle.

Preuve : Nous allons d’abord montrer que nous ne pouvons pas boucler
sur la variable zp de valeur supérieure a trois (seul nceud du graphe sans
prédécesseurs et variable génératrice du graphe de dépendance). Supposons
que I’équation E soit de la forme :

To = T1+ T2
nous avons alors le nceud suivant dans le graphe de dépendance :

Lk

Nous supposons les variables z; et x5 de valeur non nulle car, si la variable
xo est nulle dans la solution s, ’équation zg = 1 + z9 est vue comme
I’équation zg = x1. La variable xzy apparait uniquement dans les équations
o = z; et zg = 1 + z2. Mais, pour parcourir une variable dans le graphe
de dépendance, il faut d’abord parcourir une variable apparaissant dans la
méme équation mais de coté opposé. Donc, 8’il existe une boucle incluant la
variable zg nous aurons parcouru la variable z; ou z3 (ou ;) auparavant,
mais ces variables sont des éléments sans succésseurs d’apres la construction
du graphe. Nous ne pouvons donc pas avoir une boucle contenant la variable
xg. Il en est de méme si I’équation Fq est xg + x1 = x5 ou xg = Y.

Supposons maintenant qu’il existe une boucle et soit z, le premier élément
de la boucle découvert (c’est-a-dire le premier élément apparaissant en dou-
ble sur un chemin lors de la constuction du graphe). Si z, apparait une
premiere fois dans un nceud de la forme ci-dessous :

:;L‘kl

Tk
T; = Tp
;ET

12



alors la variable z, ne peut pas étre le premier élément d’une boucle, sinon
les variables zp, x, ou z; seraient visitées auparavant. Il en est de méme
pour les variables zj et z,.

Si la variable z, apparait une premiere fois dans un nceud de la forme

ci-dessous :
T =Tp —> Tp = Tyt

alors celui-ci correspond a une équation de la forme suivante :
® z, =z, et nous ne pouvons pas boucler sur z, ou z, ;

® 7,4+ z7 = z, et dans ce cas nous pouvons boucler sur la variable z,,
car la variable z» n’a pas été visitée, mais nous sommes alors dans la
situation suivante :

nous voulons décrémenter la variable z,, cela nous améne a décrémenter
une suite de variables z,,y1,---,y,, z? en équilibrant toutes les équa-
tions ou apparaissent ces variables jusqu’a z7. Supposons que nous
décrémentons toutes ces variables (mais uniquement ces variables sans
méme décrémenter z,), nous obtenons alors une nouvelle solution
s’ non nulle (car z, # 0), telle que s’ < s (car nous avons juste
décrémenté des variables). La solution s n’ést donc pas minimale
pour le systéeme S (contradiction). Cette nouvelle solution s’ peut
étre représentée a partir du systeme S et de la solution s de la facon
suivante :

Le graphe de dépendance constuit a partir d’une solution minimale ne con-
tient donc pas de cycle, et chaque variable sans successeurs est soit une
variable de I’équation E; (# x¢), soit une variable de multiplicité un. a

On peut maintenant prouver le lemme 5 dans une version simplifiée,
c’est-a-dire sans considérer les équations de la forme z, + =, = =z, telles
que r, = zp. Pour cela, nous allons considérer ’ensemble des cas possibles
sachant que chaque nceud sans successeurs du graphe de dépendance est soit
une variable de multiplicité un, soit une variable de ’équation Ey, et que
chaque équation visitée (sauf Ey) est équilibrée :

Cas 1 : Supposons d’abord que I’équation F; soit de la forme :
Ti+Tj= Yk
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et que z; soit une variable de valeur supérieure ou égale a trois dans la solu-
tion s. Notons g, le fait qu’il existe un chemin dans le graphe de dépendance

:

!

Z
de S pour s de la variable z; vers une variable z} de multiplicité un (c’est-
a-dire un nceud sans successeurs dans le graphe de dépendance) et, no-

tons z; 4 x; = vy le fait quil existe un chemin dans le graphe de

dépendance de S pour s de x; vers yg.

Cas 1.1 1 z; 4+ ©; = uy
i i
7] Ui

Dans ce cas, on peut supposer que ces deux chemins ne sont pas con-
tradictoires, c’est-a-dire que 'on ne décrémente pas deux fois une variable
de valeur un. En effet, quand le chemin de la variable z; vers la variable
z) est découvert on peut décrémenter toutes les variables visitées avant de
commencer la recherche d’un chemin a partir de la variable y; (£ étant la
seule équation non équilibrée apres la découverte du chemin de z; jusqu’a
z}). On obtient alors une nouvelle solution s’ (s’ # 0) en décrémentant de
un les variables des chemins de z; jusqu’a et de y;, jusqu’a y;, (I’équation
FE, étant ainsi équilibrée).

o+ o= Uk

$—1 $ 1

7 Ui
Cas 1.2 1 2, 4+ =z = you x, 4+ x; = Uy
\/ \_/

Il suffit de décrémenter de un les variables du chemin de z; vers . ou
de z; vers yj pour obtenir une solution s’ # 0 telle que s’ < s.

T, 4+ T = Y ou x;, + T; = Yk
\_/ ~o T
-1 -1
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Cas 1.3 1 z; 4+ z; =
~_7

Dans ce cas, soit on peut trouver deux chemins de y; vers des variables
de multiplicité un, soit on se retrouve dans un cas que ’on peut traiter
différemment (cas 1.2).

Cas 2 : L’équation E; peut étre également de la forme :

Ti =Yj+ Yk

Dans ce cas, les cas ci-dessous peuvent étre traités de maniere identique
au cas 1.

Cas 2.1 1 =z, = y; + u
Cas 2.2 1 o, = y; 4+ woUw z; = ¥ + Yk
\/ N~ 7
Cas 2.3 1 z; = y; + uk
7

Cas 3 : Enfin I’équation F; peut étre de la forme :

Ly = Yk

Dans ce cas, les deux cas possibles sont simples a traiter.

Cas 3.1 : z; =

7 Yk

C(IS 3.2 x; = Yk
N7

Le lemme 5 est donc prouvé pour tout systeme d’équations diophanti-
ennes linéaires sous forme réduite tel que chaque variable soit au plus de
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multiplicité deux, et tel que celui-ci ne contienne pas de couple d’équations
de la forme :
Tq +Tp = T,

Tg = Th

Nous allons maintenant étendre cette preuve au cas général.

Preuve du lemme 5 (version élendue) : Nous considérons maintenant
également les équations du type :

Tyt xp = @,
Tg = Tp

Le graphe de dépendance du systeme d’équations diophantiennes linéaires
contient un nouveau type de nceud de la forme suivante :

Lg

d

Te

N

Lh

La variable z. doit alors étre décrémentée de deux et pas de un comme
dans les cas précédents. Nous avons trouvé dans le graphe de dépendance
de S pour la solution s (supposée minimale) un chemin de la variable z;
jusqu’a la variable z.. Il nous reste alors a analyser tous les cas possibles
de maniere fastidieuse afin de s’assurer que nous ne pouvons pas étre dans
un cas pouvant dégénérer, c’est-a-dire, un cas ou la variable z; doit étre
décrémentée d’une valeur supérieure (strictement) a deux.

Cas 1 : Chaque variable du chemin de z; jusqu’a z. est au moins
de valeur deux dans la solution s (z; y compris), dans ce cas, on peut
décrémenter x; de deux en équilibrant toutes les équations visitées.

va (-1)
_9 7

w (-1)

Cas 2 : 1l existe une variable z, appartenant au chemin de z; jusqu’a
z. telle que z, soit une variable de valeur un dans la solution s. Supposons

16



que z, soit la seule variable de valeur un entre z, et .. Nous avons donc la
situation suivante dans le graphe de dépendance :

Tp — Tpy

et ’équation F, (équation a laquelle correspond cet arc du graphe) est de
la forme :
Tr+ Zpy = Ty,

avec z,, de valeur supérieure ou égale a deux et z, de valeur un. On doit
alors décrémenter la variable z,, de un pour équilibrer I’équation £,.

Cas 2.1 : 1l existe un chemin de z,, jusqu’a une variable Tyt de mul-
tiplicité un ne contenant aucune variable du chemin de z; jusqu’a z,, ni du
chemin de z, jusqu’a z..

On peut alors décrémenter la variable z; de un en équilibrant toutes les
équations différentes de FE;. Les variables du chemin de z; jusqu’a x, et
de z,, jusqu’a 1 sont décrémentées de un, ainsi que les variables z, et z;
tandis que les variables du chemin de z,, jusqu’a z. sont décrémentées de
deux. Ce qui nous permet d’équilibrer toutes les équations visitées.

Ze (-1
1 2 v
T; — O S + .fTQ — xrl [ TR PR > Te
» N
T _
1 b 1
RRNEN
Remarque : Les méthodes de parcours du graphe de dépendance du

systeme S pour la solution s implique que 'on ne parcours pas toutes le
variables des équations visitées. De plus, si on visite deux fois une variable
identique, nous devons d’abord visiter une nouvelle variable d’une équation
déja visitée.
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Exemple 10 Supposons que nous ayons la situation suivante :
Tp—1 = Tp —Tp; = Tp;+1

avec F, une équation de la forme x,+ x,, = x,, . Celte équation est visitée
mais pas la variable z,,. Lors de la recherche d’un nouveau chemin, si les
variables x,, et x,, sont les premieres variables rencontrées d’un chemin déja
parcouru alors nous avons visité la variable x,, auparavant (car sinon nous
devons visiter les variables x,_y ou xp 41 et dans ce cas, ni x,, ni T, ne
sont les premiéres variables visitées).

Cas 2.2 : En voulant décrémenter la variable z,, de un, nous aboutis-
sons dans le graphe de dépendance a une équation de la forme 2! = 2} + z}
avec 2/, = zj. Nous avons donc un chemin de la forme suivante :

!

A
Ly e >m£
N M
que nous supposons distinct du chemin :
xa
Ty o >$C//
N o)

Dans ce cas la solution s n’est pas minimale, car nous pouvons décrémenter
les variables du chemin de z,, jusqu’a z. et de z,, jusqu’a 2’ (ainsi que les
variables z,, x!, x; et z}) et nous obtenons une solution s’ < s telle que
s" # 0. Contradiction.

ZTq -1
PR
—2 > T¢
o (o
/4
X, + CETQ = .’Erl
e (-
o //
__________
Sa
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Cas 2.3 : En voulant décrémenter la variable z,, de un, nous aboutis-
sons dans le graphe de dépendance a nouveau sur une équation de la forme
¢! =zl + x} avec ¢/, = xj. Mals, il existe une variable z, sur le chemin de
z,, jusqu’a z! de valeur un. Supposons que I’équation F, ou apparait z,
soit de la forme z,, 4+ z,, = 2,,, nous devons alors décrémenter z,, pour
équilibrer ’équation F,.

Cas 2.3.1 : 1l existe un chemin de z,, vers une variable de multiplicité
un ne contenant aucune variable déja parcourue. Nous sommes alors dans
un cas similaire au cas 2.2.

Cas 2.3.2 :  En voulant décrémenter la variable z,, nous rencontrons
une variable du chemin de z,, vers z.

xa
A

TR > T,

N\
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. 97 . _ H .
Si I’équation F, est de la forme z,, + z,, = ,,. La variable z; peut
alors étre décrémentée de un.

o (-1)
7
-2 >Te
N
| 7y (=1)
L
Tj<im> Tp + Tpy, = Ty
-1
Tup + Tug = Tug
A y
| L 2! (=1)
k / a
Loy, —.}-.T}_’xvz = Loy <_2>.’E/C
-1 - \ ,

Sinon, ’équation E, est de la forme z,, = z,, + #,,. Il existe alors une
solution " < s (s' #0) :

Tup + Tug "= Tuy Tyy = Touy + Loy

Cas 2.3.3 :  En voulant décrémenter la variable z,, nous rencontrons
une variable du chemin de z,, vers z..

aja
s g
P e \
E, Ty
A
Lo > Xy 4+ Try, = Ty :
..>'ru1 ‘|‘ xuz — *rug xa
i A
!
....... > T,
N
7
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Si I'équation F), est de la forme z,, + z,, = z,,. 1l existe alors une
solution " < s (s' #0) :

zq(=1)
_2 ....... >“=Tc/7
Lot = 2s(~1)
N —1
T, 4+ Ty, = Iy,
v
. 14
1 > Tup A+ Tuy = Tug ‘r:z(_l)
- N A
!
_2"">$c\

zp(=1)

Sinon, I’équation F), est de la forme z,, = z,, + z,,. 1l existe également
une solution s < s (s' #0) :

: Ty = Ty, 4 Ty
4 A
Ty —|_ JL‘TQ = J)rl 1
- :
N P .
1 >$u1 + xug - mug xa(_l)
- »
. , A
_9 7 T
AN
!
zy(=1)
Cas 2.3.4 : En voulant décrémenter la variable z,, nous rencontrons

une variable du chemin de z,, vers z,,.
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7
................. > Te
N\
Tp
.’EJ ............ > Iy + -Tr‘g — xrl
- F,
Tup + Tuy = Tug l‘{l
!
....... .
N
!
T
Si I'équation F), est de la forme z,, + z,, = z,,. Il existe alors une
solution s < s (s’ #0) :
Loy + Tvg = Loy o _1
' v
Ty, + Ty, = Ty ! (—1)
7 .
N\
!
zy(—1)
Sinon, l’équation F), est de la forme z,, = z,, + z,,. Dans ce cas,

nous devons décrémenter la variable z, de deux. Nous sommes donc a
nouveau dans un cas similaire au cas 2.2 ou 2.3, mais avec une variable z,,
de profondeur strictement inférieure a la variable z,, (pour le cas 2.3) :

........ >Ty, = Xy, + Ty,
N N
n—1
-1
4 4
Tyy + Ty, =

22



Cas 2.3.5 : En voulant décrémenter la variable z,, nous rencontrons
une variable du chemin de z; vers z,.

xa
A
s - T
A > Ev Tp
Y
Xy + xT’Q = xrl
> Loy + Tyy = Tyy x{l
........... )
........ >z
N\
!
Ty
Si I’équation F), est de la forme z,, + z,, = z,,. 1l existe alors une
solution s’ < s (s’ #0) :
zq(—1)
7
Ty 4+ Tuy = Ty e
b V.._l “
.. zy(—1)
¥ 2z
:I;r —I_ mTQ — 1‘7,1
_
-1 . >Ty; + Tuy = Tus xg(_l)
......... o )
—2 >,
AN
!
zy(—1)

Sinon, ’équation E, est de la forme z,, = z,, + #,,. Dans ce cas, nous
devons décrémenter la variable z,, de deux. Nous sommes donc a nouveau
dans un cas similaire au cas 2 mais, avec une variable z,, de profondeur
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strictement inférieure a la variable z, :

z4(=1)
e
Ty, = Tyy + Ty y > T
N 1 .
zp(=1)
2 e
Tr + Try = Tpy
>
o
-1 e Ty A Ty = Ty 3751(—1)
A
........ 5 //
) '>$C
AN
!
zy(=1)
Cas 2.3.6 : En voulant décrémenter la variable z,, nous rencontrons

une variable z., telle qu’il existe une équation de la forme z., = z,,+x5, avec
T4, = zp,. Nous itérons alors sur le cas 2.2 ou 2.3 (le nombre d’itérations
étant nécessairement fini car le nombre de variables est fini).

Cas 2.4 : En voulant décrémenter la variable z,, nous rencontrons une
équation £y déja visitée lors de la recherche du chemin de z,, jusqu’a z..

X, —|— CCT2 = .’Erl

Sil’équation L est de la forme zy, + 21, = z,. La solution s n’est pas
minimale, et on peut construire une nouvelle solution s’ < s telle que s’ # 0
de la facon suivante :
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Sinon, I’équation £}, est de la forme z, = x4, + k.. Alors, la solution s
n’est alors pas minimale, et on peut construire une nouvelle solution s’ < s
telle que s’ # 0 de la facon suivante :

Tr + Try = Tp Tk = Thky + Tk

Cas 2.5 : En voulant décrémenter la variable z,, nous rencontrons une
équation E} déja visitée lors de la recherche du chemin de z; jusqu’a x,.

Si I’équation Ej est de la forme zy, + x5, = zp,. Alors, la solution s
n’est alors pas minimale, et on peut construire une nouvelle solution s’ < s
telle que s’ # 0 de la facon suivante :

:Ekl _|_ .’Ek2 fy .’EkS T, + QL‘TQ e ‘Tf'l < > Te

Si I’équation Fj, est de la forme zy, = zp, + z,. Nous sommes alors
dans la situation suivante :

za(=1)
s i A

-T;'< ........ >Tk, = Tk, + Tk, Ty + Tpy = Ty e > T

4 o

zp(=1)

La variable zj, doit alors étre décrémetée de deux.
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Nous allons voir ce cas en détail. Supposons qu’il existe une variable z,,
sur le chemin de z; jusqu’a une variable zj, de valeur un. Supposons que
)z . . . . _
I’équation F, ou apparait z,, soit de la forme z,, + z,, = z,,, nous devons
alors décrémenter la variable z,, de un pour équilibrer I’équation £),.

Zj

Tk = Thky + Tka

14
Tp 4+ Try = ITry

Cas 2.5.1 : 1l existe un chemin de la variable z,, vers une variable de
multiplicité un ne contenant aucune variable déja parcourue. Nous sommes
alors dans un cas équivalent au cas 2.1.

Cas 2.5.2 :  En voulant décrémenter la variable z,, nous rencontrons
une équation de la forme z., = z,, + 5, telle que z,, = z,. Nous sommes
alors dans le cas 2.2 ou 2.3.

Cas 2.5.3 :  En voulant décrémenter la variable z,,, nous rencontrons
. ) . . .
une variable z,, (d’une équation F,;) du chemin de z,, vers zy,.

Ty

v
Tpy + Tp, = Tp;

Y
Thy = Thky + Tks

Lg

..... D

Lh
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Si ’équation K, est de la
solution " < s (s' #0) :

Tpy + Tpp, = Tpg <.
N -1
. v
. Tk, =
_1"
o
Tg + Tg =

. iy . _
Sinon, I’équation E, est de la forme z,, = 24, + z,,.

solution ' < s (' #0) :

Tpy + Tpy
Y

Cas 2.5.4 :

forme z,, + 24, = z4,. Il existe alors une

v
Zg, Tp 4+ Try = Try
v 7
..... 20 ze(-1)
-1 v 7
‘rC
N\
zp(—1)

Il existe alors une

Zp, <.
-1
12
T = X x
_1k1 T ky + ks

En voulant décrémenter la variable z,,, nous rencontrons

. ) . . .
une variable z,, (d’une équation F,) du chemin de z,, vers zy,.

oz,
VA
Tc

L
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Si ’équation E, est de la forme z,, + x4, = #4,. Il existe alors une

solution " < s (s' #0) :

-1
o A
Tpy + Tp, = Tps <“;'i“>'r!h + Zg :__qus
o
Thy "= Tk, + Ths <
' v
] Tr +_Try, = Ipy
_1 .....
-2 : $a(—1)
v .7
wC
N
zp(—1)

Sinon, I’équation E, est de la forme z,, = x4, + z,,. Il existe alors une

solution " < s (' #0) :

& RN
4 Tpy = Tpy s >Ty = g, + Ty,

Cas 2.5.5 :  En voulant décrémenter la variable z,,, nous rencontrons
une variable z,, (d’une équation F;) du chemin de z,, vers z..

i
v
Tpr 4+ Tpo = Tps
“«
Thy = Thy + Thky
v
Tr 4+ Try = ITpy
‘ra
A
2
>Eq ....................................... > T
N
Tp
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Si I’équation F, est de la forme F, : 24, + x4, = 74,. Il existe alors une
solution " < s (s' #0) :

LIpr 4+ Tpy = Tpg
4 $
: N
Tky = Tk + Thy o _y
v
Tr + Try _7377,1
xa(_l)
qu —I_ i qu - xqs e _2 ............... > xc
_1 | ;
zp(=1)

Sinon, I’équation £, est de la forme E, : x4, = x4, + z4,. Il existe alors
une solution s’ < s (s' #0) :

wpl + xp _ :Epg?
A h
Ty = Tky + Tk iy
v
Tro 4 T Zsn
. qu g :qu + xqs
.

Cas 2.5.6 : En voulant décrémenter la variable z,,, nous rencontrons
une variable z,, (d’une équation F,;) du chemin de z, vers z,.
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L,
v A
‘TC
N
T

Si I’équation F, est de la forme F, : 2, + x4, = 74,. Il existe alors une
solution s < s (s’ #0) :

Tpy + Tpy = Tpy 1
A b -
;’ -1y L
B Tk = Thy + Tk
1
Tqr A=Tgy = Tgg o > Ty = Ty
v .7
wc
AN
zp(—1)

Sinon, I’équation £, est de la forme E, : x4, = x4, + z4,. Il existe alors
une solution s’ < s (s’ #0) :
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Tpy + Tp, = Tps

A ¥,

-1y

: Thy = Thky + Tk
y
T ="Tg 4 Tg

Tous les cas traités précédemment sont tels que lorsque nous sommes a
la recherche d’un nouveau chemin, nous voulons toujours décrémenter une
variable de un. Donc, si une variable de I’équation FE; est atteinte, alors
nous pouvons montrer que la solution s n’est pas minimale exactement de la
méme maniere que dans la preuve du lemme 5 dans sa version simplifiée. Les
modifications interviennent pour les cas 1.1, 2.1 et 3.1 de la version simplifiée
de la preuve. Mais, les variables pouvant toujours étre décrémentées de un
ou de deux, la preuve que s n’est pas une solution minimale dans ces cas
reste pratiquement identique.

Donc, pour tout systeme d’équations diophantiennes linéaires tel que
chaque variable soit au plus de multiplicité deux, chaque solution minimale
(non nulle) de ce systeme est telle que chaque variable soit au plus de valeur
deux. a
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