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Résumé : Nous présentons dans ce rapport la résolution, par une méthode volumes finis,
du systéme des équations de Saint-Venant avec termes sources topographiques sur des
domaines 1D. Avec une idée originale de Leroux [I], le systéme des équations est complété
par une équation triviale sur la bathymeétrie. Par un changement de variable, on élabore une
formulation célérité-vitesse des équations que ’on linéarise. Nous construisons ensuite un
solveur de Riemann approché qui préserve la positivité de la célérité et qui assure la prise
en compte des bancs-couvrants-découvrants. Enfin, des applications numériques sur des cas
tests sont présentées.
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A Roe finite-volume scheme for 1D shallow water flows :
wetting and drying simulation

Abstract: A finite-volume method for the one-dimensional shallow-water equations includ-
ing topographic source terms is presented. Exploiting an original idea by Leroux [I], the
system of partial-differential equations is completed by a trivial equation for the bathymetry.
By applying a change of variable, the system is given a celerity-speed formulation, and lin-
earized. As a result, an approximate Riemann solver preserving the positivity of the celerity
can be constructed, permitting wetting and drying flow simulations to be performed. Finally,
the simulation of numerical test cases is presented.

Key-words: Shallow water equations, finite volumes, Riemann solver, positivity preserving
scheme, wetting and drying flows
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1 Introduction

La ville de Cotonou est dans une cuvette ceinturée de plans d’eau et traversée du nord
au sud par un chenal (la Lagune de Cotonou) de 4000 m de long sur 350 m de large, reliant
le lac Nokoué & 'océan Atlantique (Figll).

Les quelques ouvrages d’assainissement dont dispose la ville sont généralement en bordure
des routes et, pour la plupart, connectés au chenal. Malheureusement, ce systéme de drainage
au lieu d’aider a I’évacuation des eaux pluviales, sert plutot de vecteur & ’invasion de la
ville par les eaux de crue du chenal.

BEERAN A TILANTI QU E

F1G. 1 — Chenal de Cotonou

Les écoulements d’un tel réseau d’adduction d’eau sont des écoulements & surface libre,
en eaux peu profondes (shallow water) et sont alors régis par un systéme bidimensionnel des
équations de Saint-Venant. Ces équations sont obtenues a partir des équations de Navier-
Stokes pour un fluide incompressible en faisant ’hypothése de pression hydrostatique, de
vitesses uniformes suivant la verticale, d’un fond et d’une surface libre imperméables. On les
emploie dans des domaines aussi divers que la protection de I’environnement, le calcul des
marées et des ondes de tempéte, la sédimentologie, la simulation des ondes de submersion,
I’étude des crues, etc.

Dans ce rapport, comme premiére étape dans la réalisation d’une simulation numérique
réaliste, nous proposons une étude du systéme unidimensionnel des équations de Saint-
Venant avec topographie. Suivant ’idée développée dans [2, Bl 4], nous utilisons une méth-
ode de type Volumes-Finis-Roe (VFRoe) se basant sur une formulation célérité-vitesse des

INRIA



Equations de Saint-Venant : traitement des bancs couvrants-découvrants 5

équations. Une telle formulation peut conduire & une célérité négative de I’état intermédiaire
du probléme de Riemann y découlant. Notre contribution est la construction d’un solveur
de Riemann approché avec un choix des vitesses d’ondes garantissant la préservation de la
positivité de la célérité de 1’état intermédiaire.

Ensuite, grace aux résultats de [l [6] nous adoptons le solveur de Riemann approché afin
de prendre en compte le cas des bancs-couvrants-découvrants (zones noyées/non-noyées). Le
traitement de ce type de cas est essentiel en vue de la simulation numérique des problémes
d’intrusion d’eau dans la ville de Cotonou.

Enfin, pour tester la robustesse de notre schéma, dans un premier temps nous reprenons
des cas-tests effectués dans [T] puis dans un second temps deux derniers cas-tests sont présen-
tés pour tester le débordement de 1’eau d’un canal (bancs-couvrants-découvrants).

2 Le modéle mathématique

En absence des forces de frottement, le systéme 1D des équations de Saint-Venant est
donné par :

Oh  O(hu) _ 0
ot Ox B

( [(5,1) ER X Ry (1)
othu) 0 o, 1 o\ da

o +% (hu +§gh ) = ghax

u(z,t) est la vitesse de ’eau, h(x,t) la hauteur d’eau, a(z) la hauteur de la topographie du
sol, h+ a I'élevation de la surface libre de I’eau (a et h + a sont prises par rapport & un plan
de référence), g 'accélération gravitationnelle.

La bathymétrie a étant indépendante du temps, on compléte le systéme (Il) par ’équation

0
ga _ 0 [1] et on obtient :

ot
%+%(%+§gh2)+gh% = 0 ,(0,t) eR xRy, 2)
% — 0

ou ¢ = hu représente le débit d’eau.

RR n° 0123456789



6 A.W.BELLO, A.GOUDJO, C.GOUDJO, H GUILLARD & J.-A.DESIDERI

3 Intégration numeérique

Nous présentons dans cette section l'intégration des équations par utilisation des tech-
niques de volumes finis et de solveurs de Riemann.

3.1 Le maillage

On considére un écoulement unidimensionnel sur une longueur L.
L
L’intervale [0, L] est subdivisé en N segments de méme amplitude Ax = N On obtient

alors une suite de points (7;);e—{o,....n} définis par : z; = jAz. On pose

1 )
Ty = 5@ +zin), je{0,1,....N -1}
c; = }xj_%;zﬂ%{,jE{l,...,Nfl}

Cy = }xo;x%{

Ov = Jouyion|

#
T
—t
zj—1 ! Lj I Tj41
Ti-3 Ti-% Ti+d Ti+3

F1a. 2 — Discrétisation spatiale

Pour la discrétisation temporelle, on se donne un pas de temps At et une suite d’instants
t" =nAt, n > 0.

3.2 Un schéma de type Godunov

La topographie a du probléme (@) est approchée par des valeurs discrétes a;, j € J :

0~ /C () @)

En posant :

INRIA



Equations de Saint-Venant : traitement des bancs couvrants-découvrants 7

an(z) = a;x;(@), (5)

avec x;(z) =1siz € C; et x;(x) = 0 sinon, le systéme () est approché par :

oh  Oq
oar Yl - 0
ot " ou
g 0 (¢ 1 , daa
— 4+ — =+ =gh h— = 0 ,(z,t) eRxR 6
8t+6x<h+29 T, (1) + ©)
daa
oA - 0
ot
h
Posons w = q . La solution w du probléme (@) est approchée par des valeurs
an
discrétes w},j € J,n € N:
P [ wl)d ™)
Wl — w(x T.
J AZL' Cj ’
. aaA ye 42 - 41
Puisque, sur chaque cellule Cj, B = 0, lintégration de (@) sur C; x [t",t""'] nous
T
donne :
tn+1
dw | OF(w) _
. /Cj{at—f- pe }dxdt = 0
tn+1 ’

tn

/Cj {w(:v,tnﬂ)*w(:v,tn)}der/ {F(w(x;+%,t))fF(w(:cj_%,t))}dt =0

q

ou F(w) = % + %ghQ ; 7 et o7 désignant respectivement les limites & gauche et a
0

droite de x.

La premiére intégrale de cette derniére relation est approchée en utilisant (). Il restera
alors ’approximation numérique de la deuxiéme intégrale.

La méthode des volumes finis repose sur le fait qu’a tout instant, la solution w est con-
stante par cellule. Ainsi, partant de la solution w(x,t™) & I'instant ¢, le calcul de w(acjjrl ,t)
2
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8 A.W.BELLO, A.GOUDJO, C.GOUDJO, H GUILLARD & J.-A.DESIDERI

et w(x;r_l ,1) pour t € [t”, t”‘“] est donné par la résolution du probléme de Riemann suiv-
2
ant :

oh  0Oq
5 T oy = 0
dg 0 (q 1 5 daa
A, (L, 2o =2 =
8t+ax<h+29 T, 0
: (8)

dan _ 0
ot N
R AN

Wg, S1T>Tj1

ol wy, = wj et wr = wiiq.

Désignons par w?H/Q(x/t; wr,,wg) la solution autosimilaire de ([&).

On définit deux flux
F;L_f__% = F(w?+1/2(0_;wLawR)) et FJZ’_E = F(w?+1/2(0+;wL,wR))

correspondant a chaque coté de l'interface de @, 1 On obtient alors le schéma numérique
suivant :

At
n+l _ ., n mn,— n,+
=2 () o

4 Reésolution du probléme de Riemann

Il vient de ce qui précéde que 'implémentation numérique des équations de Saint Venant
réside en la résolution, & chaque interface, du probléme de Riemann () ; puisque c’est cette
résolution qui fournira les flux numériques & utiliser.

En posant ¢ = \/gh, a chaque interface x = 0 et en dehors des zones séches, &) est
équivalent & :

INRIA



Equations de Saint-Venant : traitement des bancs couvrants-découvrants 9

9(2¢) 9(2¢)  Ou _
ot “ox +C£ =0

ou  0(2c) ou dan
EJFC o7 JFU%JFQW =0

(10)
aaA -0
ot B
| owp, siz<0
w(z,0) = { wgr, six >0
2¢
En posant Y (w) = u |, on obtient finalement :
an
oYy oYy
— 4+ AY)=— =0
ot A5
(11)
_ Y, six<O
Y(z,0)= { Yp, siz>0
u ¢ 0
avec AY)=| ¢ u ¢
0 0 O
4.1 Linéarisation du probléme de Riemann
A chaque interface, on résout le systéme linéaire suivant :
oY - JY
— 4+ AY)— =0
ot (¥) ox
Vi, siz <0 (12)
Y(z,0) = Yo(x) =
Yr, siz >0

oY = ?(YL, YRr) est un état moyen dépendant uniquement des états Y7, et Yg; Y doit en
plus vérifier la condition de consistance Y (Y*,Y*) = Y*. Un choix possible est donc :
Yr+Y,

2

Y = (13)

RR n° 0123456789
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4.2 Solveur de Riemann

A(?) admet trois valeurs propres qui sont :

MN=0 \=0—8N\=10+¢, (14)

Sous I’hypothése que || # ¢ et en dehors des zones seches, les trois valeurs propres sont
deux a deux distinctes et A(Y") est diagonisable.

A chaque valeur propre S\k, nous associons un vecteur propre i droite 1, € R? :
A )re = At (15)
et un vecteur propre & gauche i, :
HRAY) = Mty (16)
Proposition 4.1
e =0, Vj # k.

Preuve
tle = thlj (tl]A) Ty = (S\jtlj) Tk
tlj (ATk) = S\jtlek

tlj (S\krk) = thljrk

(A =45 ) tme =0

el

tire =0, Vj # k.

Remarque 4.1

[ tlek = lj Tk

e Sir est un vecteur propre de la valeur propre ;\, alors pour tout o # 0, ar est également
un vecteur propre de \. On peut donc choisir les bases (ro,m1,72) et (lo,l1,l2) telles que
lj Ty = 1, Vj :0,1,2.

On peut prendre :

INRIA
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g(Ra—31)
2
-1 1
® g = 79(A22+)‘1) , 1 = 1 , o = 1
0 0
YOS
et
1 1
0 3 2
1 1
olg= 0 = 7 |lk= 3
1 -9 -9
A2 A1 2X1 2X2

([[2) étant strictement hyperbolique, alors (rg,r1,72) est une base de R3.
En désignant par Y* la solution de (&), on peut alors écrire :

Y*(z,t) = ag(z, t)ro + aq(z, t)r1 + oz, t)ry et

Yy (2) = ag(@)ro + af (z)r1 + aj(@)rs

oY .Y 2L (O . Doy
SrHANT =0 © Z{ i+ (A(Y)ri) = } =0

or pard
22 oy “ oy
- 1—0{ atri—’—( Zri) 8x}:
2 (doy < Oy
=4 ;_O{ En + N\ ax}no
8041' Q aai o .
E‘F)\Z%—O,V’L—O,I,Q

D’aprés la propositionEdl on a :

1 oziL:YL~li,siz<0
o (@) = — Vi (@)l = Yy (@) - 1 =
Ti b

alf =Yg 1, siz>0

Mais pour chaque i, ’équation d’advection

8041' Q aai
— +AN——=0
ot T ow
(17)
0(z) = ak siz <0
T ok siz>0

RR n° 0123456789



12 A.W.BELLO, A.GOUDJO, C.GOUDJO, H GUILLARD & J.-A.DESIDERI

Fosiz <)
admet pour unique solution : a;(z,t) =
aff, st 2>\
Ainsi la solution du probléme de Riemann ([[2) est :

4.3 Solutions du probléme de Riemann

Nous présentons dans ce paragraphe les trois cas possibles de solution du probléme de
Riemann ([Z) dans le plan (z,t). On désigne Y*(07,¢) et Y*(O*,t) par Y;* et Y,* respec-
tivement.

" t i—é
i Yr Yoy a+e
Yr Y: Yr
| -
x (b) x
F1G. 3 — Ecoulement torrentiel
Y=Y = (off = af)ro Y=Y
(a) : 1 (b) :
Y =Yr Y=Y+ (aff —af)ro
T t
u+ ¢
KRG Y =Yg + (off —af)n

V=Yg - (ad —ag)ry
Yy,

Yr
-
x

F1G. 4 — Ecoulement fluvial

INRIA
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4.4 Correction entropique

Le solveur de Roe peut conduire & une célérité négative faisant ainsi exploser 'implé-

mentation numérique.

3 5
Par exemple, prenons un écoulement sur fond plat (a(z) = 0) avec uy = —56, UR = 56

“ 1 . 3
On a alors (([3) et ([Id)) :)\1:—§é<0;)\2:§é>0.
L’écoulement local est donc fluvial. Déterminons la composante 2¢; de Y;* (voir FIGH]) :

2¢; = 2cp+ (aff —al)rl  (avec ri, premiére composante de 1)

1 1 2p + 2
= 2 — (5(2CR2CL) 5 x4x M)

2
= —(cp+cL) <0

4.4.1 Célérité de I’état intermédiaire

En reprenant les trois configurations de la section#3l on obtient :

Cas (a) :

g(aR — aL)(S\Q - 5\1)

2c] = 2cp — —=
! 2)\2)\1 (18)
2cy = 2cgr
Cas (b) :
2¢f = 2cg,
B SR (19)
2c; = 2cr, + glar aAL)E)Q A1)
221
Cas (c) :
1 _
202K = - (Q(CR + CL) — (UR - ’LLL) - M)
2 A
(20)
1 _
2t = = (2(CR +ern)— (ugp —uyp) — g(aRA aL))
2 Ao

RR n° 0123456789



14 A.W.BELLO, A.GOUDJO, C.GOUDJO, H GUILLARD & J.-A.DESIDERI

4.4.2 Ecoulement sur fond plat
Proposition 4.2 [fJ] Si

UR — UL, <2(CR+CL) (21)
alors l’état intermédiaire Y* admet une célérité positive.

Preuve

La preuve est immédiate; en effet, ici agp — ar, = 0. Par suite, la célérité de I’état
intermédiaire Y* est positive d’aprés [[RIT et

Si la condition () est violée, on pose [ : ¢} = ¢ = 0.
4.4.3 Ecoulement avec topographie

On choisit alors d’agir sur les vitesses d’ondes A de état intermédiaire Y* ; on notera A
les nouvelles vitesses de Y* qui seront utilisées dans 'implémentation numérique.

Proposition 4.3 On suppose up — ur, < 2(cg +cr) ; si M <0< Xy, le choiz

A=\
Ay = magz <5\2, glar —ar) ) , siap > ar
Q(CR—FCL) — (UR—UL)
et
/\1 = min (5\1, g(aRiaL) ) .
R 2(cr +cr) — (ug —ur) , star < ar,
Ao = Ao

permet ’obtention d’un état intermédiaire Y™ a célérité positive.

Preuve

La preuve est immédiate d’apreés

Si la condition () est violée, on pose :

c*__g(aR*aL) =0
! 45\1 ,siar >ar et c*iig(aR*aL> ,Slap <ar,
C: =0 T 45\2

INRIA
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Proposition 4.4 Si Ao < 0, le choix

A=\ N
. ) A=\ .
= glar —ar)\ , siar > ay, et ~ , star <afp
Agimln )\2,7 = )\2:A2
depAi —g(ar —ar)
permet ’obtention d’un état intermédiaire Y a célérité positive.
Preuve
La preuve est immédiate d’apreés
O
Proposition 4.5 Si A > 0, le choix
. N ar —ar)\
)\1:)\1 . )\1:mal’ )\1,— gA( i L) 2 .
/\2:5\2 , Star > ar, et ) dephy —glag —ar) , Star < ay,
Ao = Ao
permet ’obtention d’un état intermédiaire Y a célérité positive.
Preuve
La preuve est immeédiate d’aprés [[A
0

4.5 Traitement des bancs-couvrants-découvrants

On se situe ici dans le cas ou la hauteur de ’état wgr ou celle de wy, est nulle. Pour la
détermination de l'état intermédiaire Y*, nous utilisons les résultats de [5] basés sur une
nouvelle estimation des vitesses d’onde A\; et Ay : Une onde de détente est générée du coté
ot la hauteur d’eau est nulle [5} 6].

RR n° 0123456789
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hr >0 hr >0
hr=0 hr =0

)\1:UL—CL )\1:UL_20L

Ao =ur + 2cp, Ay =ur +cr,

F1¢. 5 — bancs-couvrants-découvrants

5 Reésultats numériques

5.1 Ecoulements noyés

La longueur du domaine de calcul est L = 25m, le nombre de points du maillage N =
1000 ; la. durée totale d’observation est 1" = 1.2s; les conditions initiales sont :

0<z<125]125<x<25
t=0) 3 1
=0) 0 0

INRIA
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5.1.1 Testl : Ecoulement sur fond plat
a(x) =0.Vx € 10:251: CFL = 0.8.

B

Eau

F1G. 6 — Test1 (t=0s)

25+ Eau B

Fi1G. 7 — Testl (t=1.2s)

RR n° 0123456789
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5.1.2 Test2 : Ecoulement avec topographie
a(x) =2 sur [0:12.5] et a(z) = 0 sur [12.5:25]: CFL = 0.8.

B

Eau

15 20 25

F1G. 8 — Test2 (t=0s)

Eau

15 20 25

F1G. 9 — Test2 (t=1.2s)

INRIA
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5.1.3 Test3 :

a(x) =4 sur

RR n° 0123456789

Ecoulement avec topographie
[0:12.51 et a(z) = 0 sur [12.5:25]: CFL = 0.6.

g

7 -

Eau

F1G. 10 — Test3 (t=0s)

Eau

F1g. 11 — Test3 (t=1.2s)
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5.2 Bancs-couvrants-découvrants

Lalongueur du domaine de calcul est L = 25m, le nombre de points de maillage N = 500
la durée totale d’observation est T'; les conditions initiales sont :

Test 4
0<2<125 (125 <2<25
h(z,t=0) 15 0
u(z,t =0) 0 0
Test 5
0<2<75|75<x<105|1056<2<145|145<2<25
h(z,t =0) 1 0.1 —a(z) 0 0.1 —a(z)
u(z,t =0) 0 0 0 0

INRIA
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5.2.1 Test4 : Bancs-couvrants-découvrants

a(x) =0 sur [0:12.5] et a(z) =1 sur [12.5:251: T =2s: CFL = 0.4.

0sF
0EF Eau
04r

n2r

F1G. 12 — Test4 (t=0s)

h+a

05
0k Eau
04

0z

F1G. 13 — Test4 (t=2s)

RR n° 0123456789
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5.2.2 Testb : Bancs-couvrants-découvrants
a(x) (voir figure): T =3s: CFL = 0.4.

15

0sF Eau
o 5 10 15 20 25
F1G. 14 — Test5 (t=0s)
15
WL
[1*]
¥
=
0s Eau
U A
o 5 10 15 20 25

F1G. 15 — Test5 (t=3s)

INRIA
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6 Conclusion

Exploitant les résultats de [2, Bl 4], nous avons présenté une formulation célérité-vitesse
des équations de Saint-Venant. La méthode VFRoe conduit & la résolution, par interface du
maillage spatial, d’'un probléme de Riemann. Notre contribution a été, en agissant sur les
vitesses d’ondes, la construction d’un solveur de Riemann approché garantissant la préser-
vation de la positivité de la célérité de I’état intermédiaire dans la résolution du probléme
de Riemann. L’exploitation des résultats de [Bl, 6] nous a ensuite permis d’adapter le solveur
afin de prendre en compte la simulation numérique des bancs-couvrants-découvrants.

Le solveur de Riemann approché présenté dans ce rapport permet d’effectuer des simula-
tions numériques des équations de Saint-Venant, méme en présence de hauteurs d’eau nulles
(recouvrement, découvrement). La prochaine étape de notre travail consistera a ’extension
& des tests bidimensionnels.
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