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�(q(��}`�����	��qB��q-�O}3�`q-{�q-���`��m
���`��q-�I}`��}`���O�A{8�¬�
}`mo��{�¶Aq-�¬�����`q����|q(�I}���¶AqB�
�¬��}�mA�¬{��Z���Nq(�B²�x[�Op¡q(}��¬pLq-{-¾o´/q
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u � ,^��{/����q^���o�o�¬���(��}`���O�A{i�O�¥���Op��o�¬�A��}����`�����A�A���O�o��q-p�{i��­�pLq(}�mo�|�o{/¶A��{~}8�|q-{��¬¢��oqB�¡}��L{��O��¯Oqt{��OpLq
´�q(�¬��® ³ �o��´���p%�o�¹}`���O�|�~q-��}��¬¯�q»�����I}`���[�o�O�A{X}`q-{�}/­µ�o�Z��}��¬���Z{(²Xl8m[�A{-¾�}`moq^�O���¬¢��¬����­������O�A{�q-�I�oq(�I}��[�op¡®
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p%�o�¹}`�¹®¼���o�~q-��}`��¯Oq����o}��¬p¡�¬°-��}��¬����¾e´�mo����mW�o�`��®
�N�O{�q%{���pLqL����}�q-���A��}��¬¯�q�}`�¥}`moq¡q(¯��O���o}��¬���A����z����o�A���I����moqB{(²^ÀÁ�Âx[qB��}��¬���Â�o¾em[z[�o�����WpLq(}`��mAq(�o�`�¬{�}����({
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��uj,^� �-�����Zq��oq�¶A�oqB����{/­µ���¬����´3{-Å

(MOP ) =

{

min F (x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x))
s.c. x ∈ C

� #L!

´�mAq(�`q
n ≥ 2

��{�}�moqg�I�Ap��Nq(�W��­¡�O�|�~q-��}��¬¯�q-{±­µ�o�A��}`���O�A{-¾
x = (x1..., xk)

�¬{�}`moq ¯Oq-��}`���±�`q(�|®
�`q-{�q(�I}`���o¢·}�mAq �|q-�(�¬{����O�K¯����������o�¬q-{-¾

C
�`q(�o�`q-{�q(�I}`{
}`moq {�q(}±��­�}`moq �`q-���¬�¬°-���A��q {��O���o}��¬���A{���{`{��[�(�¹®

��}�qB� ´��¹}`m·qB�I�A���¬�¹}~z ���A� �¬�oq-�I�A������}~z ���O�A{~}`�`�����I}�{���{%´�q(�¬�8�O{�q(Ä|�o��������}L�Z�O�o�A�o{4�U�oq-����{����O�g{��Z����q*!�²
F (x) = (f1(x), f2(x)..., fn(x))

��{�}`moq)¯�qB��}��O�/��­=}`moq����`�¹}`q(�`�¬��}��¡�Zq)���o}��¬p¡�¬°(qB�c²���q(}8�Z{/�A��}�q»}`mA��}
�¬�Â}�moq½�-��{�qL��­�u � ,^��{(¾=}�moq�¯Oq-��}����

(x1..., xk)
mA�D¯�q��
¶A�o��}�q��[�op%�Zq-�`{)��­��N�O{`{��¬�o�¬qL¯D�����Aq-{-¾=�G² qO²�¾

qB����m	¯����`�¬���o��q»��{��|q�¶A�Aq-�	���±�L�|��{��(��q(}�q����Z�
�N���A�A�|q-�	�¬�I}�q(�`¯����G²
ÀÁ�Âp��o��}��¬���o�~q-��}`��¯Oq%�O�|}��¬pL��°B��}`���O��¾e}�moq��|qB����{��¬���kpL� ³ q-�^�A{�q-{^}`�	´���� ³ ���k}�q-��p�{»��­�q(¯����¬�A��}`���O�

��­3�W{��O���o}��¬��� ��� qB����m ���`��}�q(�`�¬����¾�´�mo����m �¬{��A��}`�o�`�����¬zÂ�o�¬�O��qB� ��� }`moq¥�O�|�~q-��}��¬¯�q½{��A���(q�²Wl8moq¥{�q�}
Y = F (C)

��q-�o��qB{�q-�I}`{�}`moq¡��qB���¬��°B���o�¬q��N���¬�O}�{t�¬�W}`moq¡���|�~qB��}��¬¯�q¡{��Z����qO¾c���A�
y = (y1..., yn)

¾N´���}�m
yi = fi(x)

¾A��{��¡�Z�O���I}3��­�}�mAq����|�~qB��}��¬¯�q){��A���(q�²
�=q�}��A{�{��o�o�N�O{�q¡}�mA��}�}�moq��O�|}��¬p��Ap ­µ����qB����mÃ­µ�o�A��}��¬��� ���|�~qB��}`��¯Oq¡��{ ³ �o��´���²½l8moq-��¾=´�q��(���

�oq�¶A�oq)}`moq����O�A��q-�|}���­��P�:��2�C `*�����;5D��Å
�	É�����	 § 	UÍ
��� �3H	���P�:��2�C?`������a5��

y∗ = (y∗
1 , y∗

2 ..., y∗
n)
�e�&��H	��`*�����;5D��
hH?�P��HA5�Q3����JO�SdL�G� ��2[��HO5[0�����������`��

��67�3�f�=�P5��
fi �
�������

y∗
i = min(fi(x)), x ∈ C

�

st�|­µ����}��o�Z��}�q-��zO¾A}`mo��{t{��¹}`�A��}`���O�±�`����q-��z
mA���o�Nq(�Z{3�¬�±}�moq���qB�����o�`���A��q-pL{t´�moq(�`q)}�mAq%���`��}�q(�`�������`q
�¬�g�(�����A����}B² �t{¡�k���O�A{�q-�I�oq(�Z��q�¾<��}�moq-�¡�(���A�(q(�|}�{�p%�A{~}L�Nq¥q-{�}`���o�¬�¬{�moq-� }�� �|q�¶A�Aq¥´�mA��}¡���·���|®
}`��p�����{��O���o}��¬��� ��{(².,^�oq���­8}�mAq-{�q¥���O�A��q-�|}`{���{)}`moq-�:5DJ1���32��3��� �
��CS2D���P5D� �U���¬{�� ³ �o��´�� ��{1� 2D�
���;5
�[5�JO����2D�����
!�Å
�	É�����	 § 	UÍ
���]@o�f5DCb67�=�P5��

y = (y1..., yn)
�[5�JO����2��a�f� 2.��5�Cb67�=�P5��

z = (z1..., zn)
� � 2D���-5��	C_N.� �

∀I ∈ [1..n] � yi ≤ zi

2D���
∃I ∈ [1..n]/yi < zi

�

À¼­X�L{��O���|}`���O�
A
�|�OpL���A��}�qB{��¡{����¬�|}`���O�

B
}�moq-��´/q��(���	{`�DzL}�mZ��}

A
�¬{t���Nq�}�}�q(�^{��O���|}`���O�¥}`mA���

B
¾I���A�L¯[�¬�(q3¯�q-�`{`�o²�À¼­��o���Aq3��­e}�mAqt{��O���o}��¬���A{/�|��pL�¬�A��}`q-{<}`moqt��}�moq-��´�q3{��Dz�}�mA��}�}�mAq^{����¬�|}��¬���A{����`q
�35�� ^t�:5�JO����2D�;����²
l8moq��A{�qL��­8�X���`q�}��±�|�OpL���A���A��q½�����¬��´3{»�A{)}`�W�|q�¶A�Aq½���A����}������X�O�`�|q-�Ã�`q(����}`���O�
��pL���o¢L�%{�q�}���­�{����¬�|}��¬���A{-²lko�O��q�Äo��pL�o�¬q�¾o{���pLq»q(¯��O���o}��¬���A����z����¬¢��O����}�mApL{/­µ�O�8{����¬¯[���A¢¡u-,^�/{8�A{�q
�X����q(}�� �|��pL�¬�A���A�(q¥}`� q-{�}`���A����{�m �k����� ³ �¬�o¢Â��­){��O���|}`���O�A{-¾�{��Z��m �O{¡r»xZW ��®¼À�À ' VI�*)t���Z� x[�
% �^�
'9#-�O L)G²3l8mAq��o�`�[�(q-�|�A��q���{(¾Z¢��¬¯�q-���¥{�q(}t��­i{����¬�|}��¬���A{-¾|}`�¥{�q-��qB��}3}`mo�O{�q�}`mA��}^����q��A���|®Á�|��pL�¬�A��}`q-�
}��
�O�|}`����� �	¶A��{�}��`��� ³ ���o¢±{�q�}B²���­¿}`q(���`q(pL��¯[�¬�o¢	}�moqB{�q½{����¬�|}��¬���Z{)­µ���Op }`moq����`��¢O���Z���i{�q�}-¾�}�mAq¥{���pLq
{�}�q-�A{����`q)��q-�ZqB��}`q-�¥}��L���|}����¬�	}�moq�{�q-�(���A�¥�`��� ³ ���o¢�{�q�}3���Z�	{��L����²
,^�A�(q
´�q	mA�D¯�q¥}�moq��o��}��¬���g��­t�X���`q�}`�Ã�|�Op¡�¬�A���A��qO¾i´/q��(���·�|q(¶A�oq
}�moq±�(���A�(q(�|}L��­t�O�|}��¬p����

{����¬�|}`���O��¾|´�mo����m
��{ ³ �o��´�����{ � 2D�
�f�a5\5�Q��=��JA2DCb���=N�Å
�	É�����	 § 	UÍ
��� @ ��5�Cb67�=�P5��

x∗ ∈ C
�e���Y2��
���;545�Q��=��JA2DC � �12����45D�	CbN � � �IHZ���
�1��5�� ���:�e�G�Y2\��5�Cb67�=�P5��

x ∈ C �
�G6	��H�2*�

F (x)
�[5�JO����2D�;�f�

F (x∗)
�

QLR m$Q'S
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l8moq��X���`q�}`�k�O�|}��¬p����3{����¬�|}��¬��� �|q�¶A�A�¹}`���O�·�`�¬{�q-{¡�|�¬��qB��}`��z ­µ�`��p&}`moq±�|��pL�¬�A���Z��q������Z��q(�o}-²gÀ¼}
pLqB���A{�}`mA��}i��}i�¬{<�¬pL�Z�I{�{��¬�o��q8}`�»¶A�A�L�){��O���|}`���O�%´�mA�¬��mL�¬p¡�A����¯Oq-{�}�moq8�Nq(��­µ���`p����A�(q-{<���L�)���`�¹}`q(�`���O�
´���}�mA���|}%�oq-���`q-�O{��¬�o¢	}�mAq¥�I�A���¬�¹}~zÃ��­3��}%��qB��{�}����o��}�moq-�����`�¹}`q(�`���O��²¥�X����q(}��±���o}��¬pL����{����¬�|}��¬���A{����`q
���¬{�� ³ �A��´��
�o�Z�|q(�8}`moq��A��pLq���­���5D�	^t�[5�JO����2��a����¾ 2:�����;Q3�;2[0fCS�(¾Z���A�g��� ��������`��(²

ÀÁ����q-��}����¬�	�-��{�q-{-¾I�¬�A{�}�qB���½��­��A{��¬�o¢¡}�moq)���|q-���N¯Oq-��}����B¾I}�moq��|qB����{��¬���	p�� ³ q(�8�|q�¶A�Aq-{��$�
���f�f�
�������
`����f�a5���¾Aq�Ä|�o�`q-{����o¢%}�mAq�¢��O���e���I}�q-�A�|qB�¥}`���Zq��`q-�O��moq-�½­µ����qB����m	���|�~q(}��¬¯�q�Å
�	É�����	 § 	UÍ
��� @ �
���f���
�f�3���.`������a5��

z∗ = (z∗1 , z∗2 ..., z∗n)
�e�42j`����f�a5�� 
hH?�P��H �[���
���f� �IHZ� EF5/2DC �;5

����2[��H �f5��1��2[��H�5:0��������=��`*�
fi

�

ÀÁ�º{��¬�o¢O��q(®G�O�|}��¬pL��°B��}��¬��� }�moq����|q-�Ã��­t�O�|}��¬p�����{����¬�|}��¬���·�¬{%­µ�`q-�I�oq(�I}`��z �`q(����}`q-� }`� �G6	0�5�Q3����J82�C
��5DCb67���P5D�Z��¾����¬{�� ³ �o��´��g�O{\CS5L��2�CUJO���	��J82�² ÀÁ�g¢Oq(�oq-�`���\¾<pLq�}���moq-�o����{�}����¥���¬¢��O����}�mApL{�}��`zÂ}��Ã�D¯O�����
¢Oq�}�}��¬�o¢½}`�`���o�ZqB�W�¬�Ã�¬�|�(�����O�|}��¬p��¥´�moq-�Ã{�q-���`��mo�¬�o¢�­µ�O�»���k�O�|}��¬p����X{��O���o}��¬����²)ÀÁ�kp%�o��}��¬���|�~qB��}��¬¯�q
�O�|}��¬pL��°B��}`���O��¾B}�moq������Z��q(�o}���­o�¬�|�(���OpL�¬�o��p��t�¬{���q-�o������qB�)�[zOC95/��2�C�C_N�� 2��
���a5R5�Q��=��J82�C?��5�Cb67�=�P5��Z²�l8mA�¬{
�A��}��¬���
�¬{8�`q(����}`q-�½}��¡}�moq��(���A�(q(�|}���­������_ELH	0�5��
HZ5L5L��¾A�Z{��A�����¬z¥���o�o�¬��qB�¥�¬�
pLq(}`��mAq(�o�`�¬{�}����({��A�O{�qB�½�O�
�¬�|�(����{�qB������m�Å
�	É�����	 § 	UÍ
���]@ �3�f�_E*HZ0�5��
H	5/5L�

N
�e�82 ��67�����=�P5��

N
�

C −→ P (C) �

hH?�P��H 2����f5L���P2��a�G�*�f5�� ��2:��H

x ∈ C
2A�G6	0f���f�U5��

N(x)
5��c�����_E*HZ0�5����155�

x
�

ÀÁ� k��¬¢A²-��´�qX���Z���¬�A�|q����»q(Äo��pL�o�¬qi�����Z{���{~}`���A¢���­�#B��{��O���o}��¬���A{e�`q(�o�`q-{�q(�I}`q-�^������}~´���®Á�|�¬p¡q-�A{����O�A���
�O�|�~q-��}��¬¯�q3{��A���(q�²�l8moqt{�q(¢�pLq-�O}�{i���O�o�oqB��}��¬�o¢)}`moqt{����¬�|}��¬���A{i��q-�o��qB{�q-�I}�}`moqt{�}��`�A��}`�o�`q���­e}�moqt�oq(�¬¢�m|®
�N���`mo�[�|�c²
�	É�����	 § 	UÍ
��� @ ��5�Cb67�=�P5��

x
�e�RCS5L��2�C�CbN8� 2��
���a5 5�Q��=��JA2DC � �X2D���$5��	C_N � �

∀W ∈ N(x) � w
�:5L�G� �35��

�[5�JO����2D�;�
x
�

ÀÁ��k��¬¢A²c�[¾N}�moq%�X���`q�}����O�|}��¬p����<{��O���o}��¬���A{^���`q���{`{��|������}`q-�
}��¥}�moq%�Z�O���I}�{X#O¾ M¥���A�± o¾e���Z��}�moq
{����¬�|}`���O�A{UV����A�-#-�L���`q»���|�(�����¬z½�X���`q�}`�L���|}`��p����G²

À¼}��¬{ ³ �o��´�� }`mA��}
­µ���	p��o��}��¬���|�~qB��}`��¯Oqk�¬���oqB���
�o���O¢�����pL�¬�o¢ �o�`���o�¬q(p�{��\u-,����/{�!½}�moq {�q�}
��­
�A���|®Á�|��pL�¬�A��}`q-�	{��O���o}��¬���A{���{�q(Ä|�O��}`��z�}`moq�{�q�}3��­<{����¬�|}��¬���Z{8}�mA��}t�(���	�Nq��O�|}`�����oqB�	�Iz
{��O��¯[�¬�o¢L}�moq
­µ�O���¬��´��¬�o¢%�¬�¬�oq-�����o���O¢�����pLpL���A¢��o�`���o�¬q(p ' �O *)GÅ

(MOLPλ)

{

min F (x) =
∑n

i=1 λifi(x){-² ��²
x ∈ C

�\�:!
´���}�m

λi ≥ 0
­µ�O���
	1#O¾�²¬²�¾ ��¾o���A� ∑n

i=1 λi = 1
²
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�[z¥}`moq��`q-{����¬�|}��¬���	��­

(MLOPλ)
­µ���3¯����`�¬���A{�¯������oqB{���­<}`moq�´�q(�¬¢�mI}3¯�qB��}��O�

λ
²�l8moq
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�[zL}`moq)��qB{��O���|}`���O�¥��­��

(MOLPλ)
�o���O¢�����p�²=ÀÁ�Z�|q(qB�c¾[}�moqB{�q�{����¬�|}��¬���Z{(¾ ³ �o��´��
�O{���5�� ^;�G6LQ:Q	5��G�a���

{����¬�|}`���O�A{(¾e���`q��|�OpL���A��}�qB�±�[z��(q(��}`�����k�(���[¯�q(Ä	�(��p��A���A��}��¬���A{t��­/{��o�o�N����}�qB�W{����¬�|}��¬���A{/iN�\² q�²^}�moq-��q
����q»�N���¬�O}�{���­

Y
���
}�mAq������[¯Oq�Ä½q(�[¯Oq(�¬���Nq»��­

Y
��k��¬¢A²Z�:!�²
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Supported Pareto optimal solution

Non−supported Pareto optimal solution

Reachable solution
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Pareto Front (CPF)
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���A�

b
´���}�m½�O�|�~q-��}��¬¯�q

a ∈ [as, . . . , au]
���A�

b ∈ [bs, . . . , bu]
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�A���O�A���o�¬�¬�¹}~z
��­
a
}`�½�|��pL�¬�A��}`q

b
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P [a � b]
­µ���t�A�o�¹­µ�O��p��|��{~}`���¬�o�|}`���O��­µ�o�A��}��¬���A{t�¬{t¢��¬¯�q(�

�O{(Å

P [a � b] =











0
�¹­

bu < as

1
�¹­

au < bs

1
au−as (

∫ bs

y=as dy +
∫ min(au,bu)

y=max(as,bs)
1 −

y−bs

bu−bs dy)
�¹­

else
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���A�

b
¾D���A�

m
{~}���}���{�}����(���¬�¬z^�¬�A�|q-�Zq-�A�|q(�I}����|�~qB��}��¬¯�q

­µ�A�A��}`���O�A{
f1, f2, . . . , fm

¾

P [a � b] =
m
∏

i=1

P [fi(a) ≤ fi(b)]
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N
ÅX�N���o�o����}`���O�	{��¬°(q�¾

Mt

ÅX�<�O�o�o����}��¬������}�}`��pLq
t
!�Å

R(i) =
1

N − 1

∑

j∈Mt :j 6=i

P [m(j) � m(i)]
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Ri =

N
∑

j=1

P [a � b] +
1

2
.

N
∑

j=1

P [a ≡ b] − 0.5
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