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�%�
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� L \ R
��� �����& �
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� �&������ ��
�(�
	�������*

"�� �	�(� ���)��� ��� ��
�(� �������� ��
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• cij ' i = 1, . . . , m' j = 1, . . . , n' ��� ��
�� 
� !���	�� ��
�( i 
� !
�	�	
� j

• dijkl' (i, k) ∈ L' 1 ≤ j ≤ l ≤ n' ��� ��
�� ��������& �� ��� 	�������	
� ���)��� ��
�(� i ��&
k )��� ��
�( i 	� 
� !
�	�	
� j ��& ��
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 ��
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��� 
� 	�������	
��
���)��� !�	�� 
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 ��	&� ���
��	�� �
 ��
�(� i ��& j* ,

!� <��
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��
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����� �!��	3� ��
���' 	����&�& 	� ��� �
�#�	���� di,j,i+1,l*
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!�	�	8��	
� !�
���� 
� 3�&	�� ��� �����&	�� 
� �	�	��� ��
��* 9� ����� ��� �
 ���
�� �	�(� <	�
R = ∅= )� ��� !�� ��� ��
�� �
�#�	���� 
� ��� $���	��� ��& ��� �&��� 
� ��� ��	������ ���!� ��&
�"� 	� �
�	$����� �
 ��� !�
���� 
� 3�&	�� ��� ��
����� S%T !���* 9� 
�&�� �
 ��(� ��� ���
��
�	�(� 	��
 ���
���' )� �&& �
 ��� ��	������ ���!� ��� �&���

{(vij , vkl) | (i, k) ∈ R, 1 ≤ j ≤ l ≤ n}

)�	�� )� )	�� ����� �� z%�&���*
�� S%T !��� 	� ��	& �
 ���	$��� ��� z%�&��� ���� ��$� �
�� ��&� 
� ��	� !���* 2��� S%T !���

���	$���� �-����� |R| z%�&���' 
�� �
� ���� �	�( 	� R* "�� ������!� 	�&���& �� ��� �&��� 
� ��
S%T !��� ��& ��� ���	$���& z%�&��� 	� �����& ��������& !���* "��� �"� 	� �
�	$����� �
 3�&	��
��� ��
����� ��������& !��� 	� ��� ��	������ ���!� <��� 5	�* �=*

�� )� )	�� ��� �����' ��� ��	� �&$������ 
� ��	� ���!� 	� ���� �
�� �	�!�� ��	������ !�
�����
��&��� �
 3�&	�� ��� ��
����� S%T !��� 	� 	� )	�� �
�� !�	��� ���
�	���& �
 ��� �&��� ��&C
�
$���	���* "�� ���� !�
���� ��� �� ���	�� �
�$�& �� � ��	$	�� &����	� !�
�����	�� ���
�	���

� �
�!��-	�� O(mn2)* 9� 
�&�� �
 �&&���� ��� ������� ���� )� ���& �
 ��!������ ��	� ���!�

!�	�	���	
� !�
���� �� �� 	������ !�
�����	�� !�
����*

�� ������
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5	���� �6 2-��!�� 
� ��������& !���* "�� �������	8�& �
����� ��! ���!� 	� �	$�� 	� ��� �
��
�*
"�� x ���� 
� ��� S%T !��� ��� 	� �
�	& �	���* "�� ���	$���& z%���� ��� 	� &����& �	���* "�� ������

� ��� ��������& !��� 	� �
��� �
 ��� ��
�� 
� ��� �����&	�� (1, 2, 2, 3, 4, 4)*

� ������� ����������� 
����������

,�� yij �� �	���� $��	����� ���
�	���& �
 ��� $���	��� 
� G* yij 	� 
�� 	� ��
�( i 	� 
� !
�	�	
� j ��&
8��
 
����)	��* ,�� Y �� ��� !
���
!� &�3��& �� ��� �
��
)	�� �
�����	���6

n∑
j=1

yij = 1 i = 1, . . . , m <�=

j∑
l=1

yil −
j∑

l=1

yi+1,l ≥ 0 i = 1, . . . , m − 1, j = 1, . . . , n − 1 <�=

yij ≥ 0 i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n <�=

.
�����	��� <�= ������ ��� ����	�	�	�� �
�&	�	
� <	= ��& <�= ��� ���!
��	��� �
� <		=* "��� 	� )��
Y ∩ Bmn 	� �-����� ��� ��� 
� ����	��� �����&	���*

9� 
�&�� �
 ��(� 	��
 ���
��� ��� 	�������	
� �
���' )� 	���
&��� � ���
�& ��� 
� �	���� $��	%
����� zijkl' (i, k) ∈ L' 1 ≤ j ≤ l ≤ n* "
 �$
	& �&&�& �
���	
� )� )	�� ��� $���
� �
��%
�	
� �
� ��� $��	����� yi = (yi1, ...yin) ∈ Bn )	�� ���	���& �
��� ci = (ci1, ...cin) ∈ Rn ��&

zik = (zi1k1, . . . , zi1kn, zi2k2, . . . , zi2kn, . . . , zinkn) ∈ B
n(n+1)

2 �
� (i, k) ∈ L )	�� ���	���& �
���

dik = (di1k1, . . . , di1kn, di2k2, . . . , di2kn, . . . , dinkn) ∈ R
n(n+1)

2 *

.
��	&�� ��� 2n × n(n+1)
2 �
&�%�&�� 	��	&���� ����	- 
� ��� ������!� �!����& �� �)
 	����%

���	�� ������ i ��& k* "�� �������	- A′ �
���	�	�� ��� 3��� n �
)� <���!* A′′ �
���	�� ��� ���� n
�
)�= �
����!
�&� �
 ��� ����� i <���!* ����� k=*

1
) ��� !�
��	� �����&	�� !�
���� ��� �� &�3��& ��

zL
IP = v(PTP (L)) = min{

m∑
i=1

ciyi +
∑

(i,k)∈L

dikzik} <�=

������� �
6 y = (y1, . . . , ym) ∈ Y, <?=

yi = A′zik (i, k) ∈ L < =

yk = A′′zik (i, k) ∈ L <D=

zik ∈ B
n(n+1)

2 (i, k) ∈ L <�=

�����



�	��	���	� 	����	
��� ��� �	�
���� �������� D

"�� ��
����� �
���	
� v(.) )	�� �� ���& �
� ��� 
!�	��� 
�����	$� �����	
� $���� 
� � ���!�
����

���	��& ��
� PTP (L) )	�� �
�� z $��	����� 3-�&*

�  ��������� �������

9� ��	� ����	
� )� ���&� ��� ��������� 
� ��� !
���
!� &�3��& �� <?=%<D= ��& zik ∈ R
n(n+1)

2
+ ' ��

)��� �� ��� 	�!��� 
� ��� ��� L 
� ��� �
�!��-	�� 
� ��� ���
�	���� �
� �
�$	�� ��� PTP !�
����*
"��
���
�� ��	� ����	
�' $����- �
��� ci ��� ������& �
 �� 8��
* "�	� �����!�	
� 	� �
� �����	��	$�
������� ��� �
��� cij ��� �� �&&�& �
 di,j,i+1,l' l = j, . . . , n* +� )	�� �
��	&�� ��� �
��� dik �� n×n
����	��� �
���	�	�� ��� �
�#�	���� dijkl ��
$� ��� ��	� &	��
��� ��& ���	����� ����� �������
���
) ��� ��	� &	��
���* 9� 
�&�� �
 �	�!�	�� ��� &����	!�	
�� 
� ��� ���
�	���� �	$�� 	� ��	�
����	
� )� 	���
&��� ��� �
��
)	�� ����	- 
!����	
��*

�
������� �� ,�� A ��& B �� �)
 ����	��� 
� �
�!��	��� �	8�* A · B 	� ��� ����	- !�
&��� 
�
A ��& B )���� ��� �&&	�	
� 
!����	
� 	� ��!����& �� EminF ��& ��� ����	!�	���	
� 
!����	
� 	�
��!����& �� EGF*

�
������� �� ,�� A ��& B �� �)
 ����	��� 
� �	8� n × n* M = A ⊗ B 	� &�3��& �� M(i, j) =
mini≤r≤j A(i, r) + B(i, j)

>��
) )� !������ �
�� (	�&� 
� �
����� ���!�� ���� ��(� �"� !
���
�	���� �
�$����*

��� �����	� 
���
 	������� ���� ��	�� ��
��

�� ����	
��& ��
$�' 	� ��	� ���� �"� ��&���� �
 3�&	�� ��� ��
����� S%T !��� 	� ��� ��	������
���!� )�	�� ��� �� &
�� �� O(mn2) &����	� !�
�����	�� ���
�	���* �� 	�!
����� !�
!���� 
�
�� ��	������ ���!� �
���	�	�� 
��� �
��� �&��� 	� ���� 	� ��� � �	��� ,� &����	!�	
�*

� 
��
� �� ��� �������� Y �� ������	�� ���� �� �	� ���� ���������	���
 �����
���

������ ,�� A �� ��� ����	- 
� ��� �
�#�	���� 	� <�=%<�= )	�� �
����� �������& �� ��� 	�&	���

� ��� $��	�����* @�� ��� !�
$� ���� A 	� �
���� ��	�
&���� <";= �� !���
��	�� ��� �
��
)	��
��
����� 
� "; !�����$	�� ������
����	
��*

!�� i = 1, . . . , n
&����� �
���� (i, n) <����� ��� ��	� �
�����=

!�� i = 1, . . . , m
!�� j = n − 1, . . . , 1
!	$
� 
� aij <A 	� "; 	H ��� ����	- 
���	��& �� � !	$
� 
!����	
� 
� A 	� ";
&����� �
���� (i, j) <�
) ��	� 	� ��	� �
����=

"�� 3��� ����	- 	� �� ��	� �
���� ���� 	� ";* �	��� ��� ��� ������
����	
�� ��� "; !�����$	��'
A 	� "; ��& Y 	� 	�������*

@�� �
��& !�
$� ��� ���� ������	
� �� ��
)	�� ���� �� ���	����� ����	��� �
���	
� �
 <�=%<�=
	� � �
�$�- �
��	���	
� 
� �
�� 	������%$����& $���	��� 
� Y * "�� ���� ���� $����- <	� ��� �����

� �� 
�����	$� �����	
�= �	��� �� � �

& �!!�
-	���� �
���	
� �
 � !�
���� )�
�� ����	��� ��� 	�
�� 	��������	
� 
� Y )	�� �&&	�	
��� �
�����	���*

,�� y 	� �� ���	����� �
� %	������ �
���	
� �
 <�=%<�=* >������ 
� <�=' <�= �� ��	� I
)� f =
(fsj , f(i,k)(i+1,j)) i = 1, m − 1 j = 1, n 	� G �-	�� �*�*

∑
k≤j

f(i,k)(i+1,j) = yij i = 1, m − 1 fsj = y1j j = 1, n

>� ��� )��� (�
)� !�
!���	�� 
� ��� ���)
�( I
) !
���
!�' ��� I
) f ��� �� �-!�����& �� �
�
�$�- �
��	���	
� 
� 	������%$����& ��	� I
)� <!���� 	� G)* >�� ���� ���� I
) �
����!
�&� �


�&�� � ������� i, k, p, j ���� ��� ���� �������
 �����'� 	�� ������	���( 	��� �	 ���	�) (i, k) ���� �	 ���	�) (p, j)

*���	���� 	�� ����%�	� '��� �� �������


�� ������



� �	��� �� ��

�� 	������%$����& y' 	*�* yij = f(i−1,k)(ij) = 1* "���' ��� �
�$�- �
��	���	
� 
� ��� !���� ����
�	$�� f 	� �
�	$����� �
 � �
�$�- �
��	���	
� 
� ��� ���!���	$� $���	��� 
� Y ���� �	$�� y*

"�� &���	�� �
� �#�	����� 3�&	�� 
� ��� ��� 
� ��� $���	��� !���	�	!��	�� 	� ��� �
�$�- �
��	%
���	
� �
��& �� ���	�� �������& �� ��	� �(���� 
� ��� !�
$�*

��� �����	� 
���
 	������� �� 	������
 ��
��

")
 �	�(� (i1, k1) ��& (i2, k2) ���� ���� i1 < i2 ��� ��	& �
 �� ��
��	�� )��� k1 	� 	� ��� 
!��
	����$�� (i2, k2)* "�� ���� )��� ��� �
����� ���!� L �
���	�� �
 ��
��	�� �&��� ��� ���� ����	
��&
�
 �� !
���
�	���� �
�$���� �
� ��� 3��� �	�� 	� A�B* J��� )� !������ � &	H����� �(���� �
� O(mn3)
�
�!��-	�� 
� �"� 	� ��	� ����*

9� L �
���	�� �
 ��
��	�� �&���' ���� PTP (L) ��� �� ������	$��� &	$	&�& 	��
 	�&�!��&���
���!�
�����* 2��� 
� ���� �
��	��� 	� �
�!��	�� ��� ��
����� !���� ���)��� ��� $���	��� 
� �)

������ i ��& k' &	����&	�� �	�(� ���� ��� �
� 	����&�& 	� (i, k)* "�� ������ 
� ��	� �
�!����	
� 	�
� &	������ ����	- Dik ���� ���� Dik(j, l) 	� ��� 
!�	��� ������ ���)��� $���	��� (i, j) ��& (k, l)*
1
�� ���� �
� j > l' �� ����� 	� �
 !��� 	� ��� ���!�' Dik(j, l) 	� �� ���	����	�� ����� �
�#�	���*
5	�����' ��� �
���	
� 
� PTP (L) 	� ��� �������� ����� 
� D1m*

+� ��� ���� � �	�( (i, k), i < k 	� 	����&�& 	� ��� 	����$�� [a, b] )��� [i, k] ⊆ [a, b]* ,�� �� &��
��
�� L(ik) ��� ��� 
� �	�(� 
� L 	����&�& 	� [i, k]* "���' �� ���
�	��� �
 �
�!��� Dik ��� �� �(�����&
�� �
��
)�6

�* 9� L(ik) = {(i, k)} ���� ��� &	������ ����	- 	� �	$�� ��

Dik =
{

dik 	�(i, k) ∈ L
0̃ 
����)	��

<K=

)���� 0̃ 	� �� �!!�� ��	������� ����	- 	� ��� !��$	
���� &�3��& ����� <���	����� ����� �
��%
3�	���� ���
) ��� ��	� &	��
���= ��& ��$	�� 
��� 8��
� 	� 	�� �!!�� !���*

�* @����)	��' �� L(ik) ��� �
 ��
��	�� �&���' ����� �-	��� �
�� s ∈ [i, k] ���� ���� ��� �&�� 
�
L(ik) �-��!� (i, k) 	� 	����&�& �	���� 	� [i, s] 
� 	� [s, k]* "���

Dik =
{

Dis · Dsk + dik 	�(i, k) ∈ L
Dis · Dsk 
����)	��

<��=

9� ��� �
����� ���!� ��� m $���	���' ��& �
���	�� �
 ��
��	�� �&���' ���� ��� !�
���� 	�
&��
�!
��& 	��
 O(m) ���!�
�����* 5
� ���� 
� ����' ��� �
�!����	
� 
� ��� �
����!
�&	��
&	������ ����	- 	� � O(n3) !�
��&��� <����	- ����	!�	���	
� )	�� (min, +) 
!����	
��=* @$�����
�
�!��-	�� 	� ���� O(mn3)* "�!	�����' n 	� 
�� 
� �)
 
�&��� 
� ����	��&� ������� ���� m' ��&
	� !����	��' ��	� �!��	�� ���� 	� �����&� �-!���	$� �
 �
�$�*

��� �����	� 
���
 �� � ���
�� ����

� ��� 
� �&��� L(i) = {(i, k1), . . . , (i, kr)}' k1 < k2 < . . . kr 	� �����& � ��	��*

� 
��
� �� ��� L(i) = {(i, k1), . . . , (i, kr)} �� 	 ��	�� ���� Dikr = (. . . (dik1 ⊗dik2)⊗ . . . )⊗dikr �

������ "�� !�

� �
��
)� ��� ���	� &����	� !�
�����	�� ������	
� �
� ��	� !���	����� ����6 �
� ���
���� L = {(i, k1), . . . , (i, kr)} = L′ ⋃{(i, kr)}' )� ��$� v(L : zijkr l = 1) = dijkr l + minj≤s≤l v(L′ :
zijkr−1s = 1)*

�&��� ��+��	��� ����������� 	� 	�� ���� '��� ��� ��
�� ���� 	���� ���	 ��� 	��� 	� � ������ ���	�)
 *	�� ���
�� �����	������� ��+���( �
�
 ��� ��
�� ���� 	���� ��
�	 ��� 	��� 	� � ������ ���	�)
 ,�� ������ ��-���� �����
����+��	��� 	� +	 	��� ����


�����



�	��	���	� 	����	
��� ��� �	�
���� �������� K

9� 
�&�� �
 �
�!��� A ⊗ B' )� ��� ��� �
��
)	�� ������	
�6 ��� M ′ �� ��� ����	- &�3��& ��
M ′(i, j) = mini≤r≤j A(i, r)' ����

M ′(i, j) = min{M ′(i, j − 1), A(i, j)}, �
� ��� j ≥ i

5	����� A ⊗ B = M ′ + B* 5�
� ��	� 	� 	� ����� ���� ⊗ ����	!�	���	
� �
� n × n ����	��� 	� 
�
�
�!��-	�� O(n2) ��& ����� ��� �
�!��-	�� 
� �"� 	� ��	� ���� 	� O(rn2)*

��� �����	� 
���
 �� ��	���������

L	$�� � �
����� ���!� L = {(i1, k1), . . . , (ir, kr)}' PTP (L) ��� �� &��
�!
��& 	��
 �)
 	�&�!��%
&��� ���!�
����� )��� ����� �-	��� �� 	������ e ∈ (1, m) ���� ���� ��� �&�� 
� L 	� 	����&�& �	����
	� [1, e]' �	���� 	� [e, m]* ,�� I = {i1, . . . , is} �� �� 
�&���& ��� 
� 	�&	���' ���� ���� ��� ������� 
�
I ���
)� �
� � &��
�!
�	�	
� 
� PTP (L) 	��
 �)
 	�&�!��&��� ���!�
�����* ��!!
�� �&&	�	
�����
���� �
� ��� t ≤ s − 1' 
�� 	� ���� �
 �
�!��� Ditit+1 * "��� )� ��$� ��� �
��
)	�� ���
���6

� 
��
� "� ��� p = (p1, p2, . . . , pn) = Di1i2 ·Di2i3 · . . . ·Dis−1is · p� ����� p = (0, 0, . . . , 0)� ����
��� 	�� i� pi = v(PTP (L : y1i = 1))� 	�
 v(PTP (L)) = min1≤i≤n{pi}�

������ 2��� ����	!�	���	
� �� Dikik+1 	� ��� &�3�	�	
� 
� p 	� �� �������	� ����������� 
� ��� ��	�
���! 
� ��� ���
�	��� �
� �
�$	�� ��� ��
����� !��� !�
���� 	� � ���!� )	��
�� �	���	��*

+	�� ��� �
���	
�� 	���
&���& ��
$�' ��� �
�!��-	�� 
� PTP (L) �
� � ��
����� 
� ���� ���%
!�
����� 	� O(sn2) !��� ��� �
�� 
� �
�!��	�� ����	��� Ditit+1 *

5�
� ��� ���� �)
 �!��	�� �����' 	� ��� �� ���� ���� 	� ��� �
����� ���!� ��� �� &��
�!
��&
	��
 	�&�!��&��� �������' ��& 	� ����� ������� ��� �	���� �&��� 
� �����' ���� ����� 	� � O(srn2)
���
�	���' )���� s 	� ��� ���&	���	�� 
� ��� &��
�!
�	�	
�' ��& r ��� ��-	��� ���&	���	�� 
� ����
������' ���� �
�$�� ��� �
����!
�&	�� �"�*

���	�� �� �� � �
�
����� ��
� ���
��� � )� ��� ���	�� &��	$� ���� )��� L 	� ��
�� ���� ��& &
��

�
� �
���	� �����' ��� !
���
!� &�3��& �� < =%<D= ��& zik ∈ R
n(n+1)

2
+ 	� 	������*

��� �
� �
������
 ��������

,�� Pyz �� ��� !
���
!� &�3��& �� <?=%<D= ��& zik ∈ R
n(n+1)

2
+ ��& ��� P I

yz �� ��� �
�$�- ���� 
�

��� ����	��� !
	��� 
� <?=%<�=* +� )	�� ���� P I
yz � �����&	�� !
���
!�*

��� 
� ��� !�����&	�� !
���
�	��	�� ������� )��� &��	$�& )	��
�� ��� �����	�� �
 ��� ,� ����-%
��	
� 
� <�=%<�=* "�� ����
� 	� ���� �$�� �
� � ������ �	�!�� $���	
� 
� ��� ���!� L ��� !
���
!�
Pyz 	� �
�%	�������* +� ��$� �����&� ���� <	�&	������= ���� 	� L �
���	�� 
��� �
��� �	�(� ����
Pyz = P I

yz * M����� ��� 
��%�
%
�� �
����!
�&���� ���)��� ��� �����&	���' &�3��& �� !
	��� 	� Y
��& ��� !���� 	� ���!� G* 9� L = {(i, i+1), i = 1, m− 1} ���� Pyz 	� � �	���� &����	!�	
� 
� � ��	�
I
) 	� G ���� 	� �� 	������� !
���
!�* ;��
���������' ��	� ��!!����� �
 �� � ��������� �
�&	�	
�
���
*

� 
��
� #� ��� n ≥ 3 	�
 L 
���	��� 	�� ��
	� ������ ���� P I
yz = Pyz �� 	�
 ���� �� R = ��

������ (⇒) +	��
�� �
�� 
� �������	�� )� ��� ��(� R = (1, 3)' m = 3 ��& n = 3* "��� ��� !
	��
A = (y11 = y12 = y21 = y22 = 0.5, y32 = 0.75, y33 = 0.25, z1121 = z2132 = z1222 = z1232 =
0.5, z2232 = z2233 = z1132 = z1133 = 0.25) ∈ Pyz ��& ��� 
��� ��	�	��� <)�
�� �
�$�- ���� �
��&
!
��	��� �
���	� A= 	������%$����& $���	��� 
� Pyz ��� B = (y11 = y21 = y32 = z1132 = 1) ��&
C = (y12 = y22 = y32 = z1232 = 1) ��� A 	� �
� 	� ��� ������� [B, C]* "�� �������	8��	
� 
� ��	�
!�

� �
� ���	����� m, n ≥ 3 ��& R 	� ���
�� ����	���
�)��&*

(⇐) 5
��
)� &	������ ��
� "��
��� �*

"�	� 	� � (	�& 
� �����	$� ������ ���	�� � �	�	� �
 ����	�� 
� ,� �
���	
�*

�� ������



�� �	��� �� ��

! ���������� ������	
��

.
��	&�� �� 	������ !�
����

zIP = min{cx : x ∈ S},)���� S = {x ∈ Zn
+ : Ax ≤ b} <��=

M���-��	
� ��& &���	�� ��� ��� �)
 ��	� )��� 
� &�����	�	�� zIP ��& �!!�� �
��&� �
� zIP * "��
�	���� !�
�����	�� ����-��	
� 	� 
���	��& �� �����	�� ��� �
�����	�� x ∈ Zn

+ 	� ��� &�3�	�	
�

� S �� x ≥ 0* "�� ,������	�� ����-��	
� 	� $��� �
�$��	��� �
� !�
����� )���� ��� �
�����	���
��� �� !���	�	
��& 	��
 � ��� 
� E�	�!��F 
��� ��& � ��� 
� E�
�!�	����&F 
���* ,�� �� ������ �
�
�-��!�� ���� ��� �
�!�	����& �
�����	��� ��� �	$�� �� A1x ≤ b1' )���� A1 	� m×n ����	-' )�	��
��� �	�� �
�����	��� ��� �	$�� �� A2x ≤ b2* "��� �
� ��� λ ∈ Rm

+ ��� !�
����

zLR(λ) = min
x∈Q

{cx + λ(b1 − A1x)}

)���� Q = {x ∈ Zn
+ : A2x ≤ b2} 	� ,������	�� ����-��	
� 
� <��=' 	*�* zLR(λ) ≤ zIP �
� ����

λ ≥ 0* "�� ���� �
��& ��� �� 
���	��& �� �
�$	�� ��� ,������	�� &��� zLD = maxλ≥0 zLR(λ)*
9� 	� )��� (�
)� ���� �����	
�� zIP ≥ zLD ≥ zLP �
�&*

�� �$�� ������ ����-��	
�' �����& 
�������������' ��� �� 
���	��& �� �!!��	�� ,������	�� &���	��
�
 ��� ���
������	
� 
� <��= �	$�� ��

zIP = min cx1 <��=

������� �
6 A1x1 ≤ b1, A2x2 ≤ b2, <��=

x1 − x2 = 0 <��=

x1 ∈ Zn
+, x2 ∈ Zn

+, <�?=

"�(	�� x1 − x2 = 0 �� ��� �
�!�	����& �
�����	��' )� 
���	� ��� ,������	�� &��� 
� <��=%<�?=

zCS = max
u

{min c1x1 + min c2x2} <� =

������� �
6 A1x1 ≤ b1, A2x2 ≤ b2, <�D=

x1 ∈ Zn
+, x2 ∈ Zn

+, <��=

)���� u = c2, c1 = c − u*
"�� �
��
)	�� )��� (�
)� !
����&��� ���������	8��	
� 
� ��� �
�� �!�	��	�� &��� )	�� �� ���&

�����6

� 
��
� $ %�

 &�#'(�

zCS = max
{
cx : conv{x ∈ Zn

+ : A1x ≤ b1} ∩ conv{x ∈ Zn
+ : A2x ≤ b2}

}
����� conv{A} 
������ ��� 
���� ���� �� A�

9� �
�� ����-��	
�� 	� 
�&�� �
 3�& zLD 
� zCS 
�� ��� �
 �

( �
� ��� ��-	��� 
� � �
���$�
!	���)	�� �	���� �����	
�* "�	� �!!���� �
� ��	�� ��� �
 �����& ������&	��� 
!�	�	8��	
� ����%
�	
��* 5
� ��� �����	
� zLR(λ)' ��� $���
� st = b1 − A1xt' )���� xt 	� �� 
!�	��� �
���	
� �

minQ{cx + λt(b1 − A1x)}' 	� � ������&	��� �� λt* "�� �
��
)	�� ������&	��� ���
�	��� 	� �� ����
�

� ��� ����!��� ������ ����
& 
� ��-	�	8	�� � �����	
�6

• <9�	�	��	8��	
�=6 .�

�� � �����	�� !
	�� λ0' Θ0 ��& ρ* ��� t = 0 ��& 3�& � ������&	��� st*

• +�	�� st �= 0 ��& t < tmax &
 N λt+1 = λt + Θts
tO t ← t + 1O 3�& stP

�����



�	��	���	� 	����	
��� ��� �	�
���� �������� ��

"�	� ���
�	��� ��
!� �	���� )��� st = 0' <	� )�	�� ���� λt 	� �� 
!�	��� �
���	
�= 
� ����� � 3-�&
������ 
� 	�����	
��* +� �-!��	�����& �)
 ������� �
� ������	�� {Θt}6

Θt = Θ0ρ
t <�K=

Θt = Θ0
κt(Ut − Lt)ρt

||st||1
<��=

)����

0 < ρ < 1
{κt} 	� � ���&
� ��
����� )�
�� ����� ��� ��	�
���� ��
��� 	� A�' �*�B

Lt 	� ��� ���� $���� 
� zLR(λ) �! �
 	�����	
� t

Ut 	� ��� ���� $���� 
� ��� ����	��� �
���	
� �
��& �! �
 	�����	
� t

||st||1 	� ��� �%�
�� 
� ��� ������&	���

" ���������� ����������

M���	�� 
� �
�!��-	�� ������� ��
� ����	
� �' )� ��
) �
) �
) �
 �!!�� ,������	�� ����-��	
�
��(	�� �� �
�!�	���	�� �
�����	��� <D=* M����� ���� ����� �
�����	��� 	����� ���� ��� y%$��	�����
��& ��� z%$��	����� ������ ��� ���� !
�	�	
� 
� ��
�( k* ���
�	��	�� ,������	�� ����	!�	��� λik �

��� ����-�& �
�����	��� )� 
���	�

zLR(λ) = min
y,z

⎧⎨
⎩

m∑
i=1

ci(λ)yi +
∑

(i,k)∈L

dik(λ)zik

⎫⎬
⎭

)����
ci(λ) = ci +

∑
(k,i)∈L

λki, dik(λ) =
∑

(i,k)∈L

(dik − λikA′′)

.
��	&�� ��	� ����-��	
� �
� � 3-�& λ* ��!!
�� ���� � ��
�( i 	� 
� !
�	�	
� j 	� ��� 
!�	���
�
���	
�* "��� ��� 
!�	��� $����� 
� ��� $��	����� zijkl ��� �� �
��& ��	�� ��� ����
& &����	��&
	� ����	
� �*�* 9� ��	� )�� ��� ����-�& !�
���� &��
�!
��� �
 � ��� 
� 	�&�!��&��� ���!�
�����*
2��� ���!�
���� ��� � ���� �� � �
����� ���!�* ����� �
�$	�� ��� ��� ���!�
�����' )� ��� �!&���
��� �
��� ci(λ) )	�� ��� �
���	���	
� 
� ��� ���� )	�� �

� i ��& 3�& ��� ��
����� S%T !��� 	� ���
��	������ ���!�*

1
�� ���� �
� ���� λ ��� �
���	
� &�3��& �� ��� y%$��	����� 	� ����	��� �
 ��� 
�	�	��� !�
����*
9� ��	� )�� �� ���� 	�����	
� 
� ��� ������&	��� 
!�	�	���	
� )� ��$� �� ����	��	� �
���	
�* �� ���
��& 
� ��� 
!�	�	8��	
� )� ��$� �
�� �
)�� ��& �!!�� �
��&� 
� ��� 
!�	��� 
�����	$� $����*

�������	�����' )� ��� ����- ��� ���� ��& 
� ���� �	�( 
� �$�� ����- ��� ���� ��& 
� 
�� !��� 
� ���
�	�(� ��& ��� �	��� ��& 
� ��� ����* "�� ���� 	� ��� �!!�
��� ���& 	� A�B* "�� ���� !�!�� &����	���
� ������%��&%�
��& ���
�	��� ��	�� ��	� ,������	�� ����-��	
� 	�����& 
� ��� ,� ����-��	
�*

#  ��� ���������

9� 
�&�� �
 �!!�� ��� ������� ��
� ��� !��$	
�� ����	
��' )� ���& �
 3�& � ��	����� !���	�	
� 
� L
	��
 L1

⋃
L2...

⋃
Lt )���� ���� Ls 	�&���� �� ���� �
�$���� PTP (Ls)' ��& �
 ��� ��� �
��%�!�	��	��

$��	��� 
� ��� ,������	�� &���	��* 1
) )� ��� ������� <�=%<�= �
�	$������� ��6

zL
IP = min

⎧⎨
⎩

t∑
s=1

(
m∑

i=1

cs
iy

s
i +

∑
(i,k)∈Ls

dikzik)

⎫⎬
⎭ <��=

�� ������



�� �	��� �� ��

������� �
6 y1
i = ys

i , s = 2, t <��=

ys = (ys
1, ..y

s
m) ∈ Y, s = 1, . . . , t <��=

ys
i = Aizik, ys

k = Akzik s = 1, . . . , t (i, k) ∈ Ls <��=

zik ∈ B
n(n+1)

2 s = 1, . . . , t (i, k) ∈ Ls <�?=

"�(	�� <��= �� ��� �
�!�	���	�� �
�����	���' )� 
���	� ��� ,������	�� &��� 
� PTP (L)6

zCS = max
λ

min
y

t∑
s=1

(
m∑

i=1

cs
i (λ)ys

i +
∑

(i,k)∈Ls

dikzik) = max
λ

t∑
s=1

zLs

IP (λ) <� =

������� �
 <��=' <��= ��& <�?=*
"�� ,������	�� ����	!�	��� λs ��� ���
�	���& )	�� ��� �
���	
�� <��= ��& c1

i (λ) = c1
i +

∑t
s=2 λs'

cs
i (λ) = cs

i −λs, s = 2, . . . , t* "�� �
�#�	���� cs
i ��� ���	����� <��� 3-�&= &��
�!
�	�	
� <�
��%�!�	�=


� ��� �
�#�	���� ci' 	*�* �	$�� �� cs
i = psci )	��

∑
ps = 1*

5�
� ��� ,������	�� &���	�� ���
�� 	� �
��
)� ���� zLP ≤ zCS ≤ zIP * J
)�$�� ��

�	��
��� &��
�!
�	�	
� ����	�� � &��	���� 	����* � ���&�
H ��� �
 �� �
��& ���)��� �	������� 
� ���
�
��& ��& �
�!��-	�� 
� ��� &���* �� 
�� �-�����' )��� &��
�!
�	�� ��� 	�������	
� ���!� 	��

��
��%���� ����' ��� &��� !�
���� 	� 
� O(mn3) �
�!��-	��* "�	� ��(�� ��	� �!!�
��� �
!����� �
�
!����	��� �	����	
��* �� ��� 
���� �-�����' ���� ��� 	� ��� &��
�!
�	�	
� �
��& �
���	� � �	����
�&��* "�	� 	� � $��� ��$
����� �	����	
� �
� �
�!��-	�� �������' ��� 	� ����� 
�� ���� 	� ��	� ����'
��� �
��%�!�	��	�� &��� �
	�� &
)� �
 ,� �
��&6

� 
��
� )� !� t = |L| ���� zCS = zLP

������ 5�
� "�* ?' )� ��$�

zCS = max

⎧⎨
⎩cy + dz :

⋂
(i,k)∈L

conv{y, z ∈ Zn
+ : yi = Ak

i zik ∧ yk = Ai
kzik}

⎫⎬
⎭

J
)�$��' �� ��&���	��& 	� M��* �' ��� ���

{y, z ∈ Rn
+ : yi = Ak

i zik ∧ yk = Ai
kzik)}


��� ��� 	������ �-������ !
	���' )�	�� ��
���� �
 ��� ����

{y, z ∈ Rn
+ : yi = Ak

i zik} = conv{y, z ∈ Zn
+ : yi = Ak

i zik ∧ yk = Ai
kzik}

"�� ������ �
��
)�6

zCS = max

⎧⎨
⎩cy + dz :

⋂
(i,k)∈L

{y, z ∈ Rn
+ : yi = Ak

i zik ∧ yk = Ai
kzik}

⎫⎬
⎭ = zLP

>� �!!��	�� ��� ������&	��� 
!�	�	8��	
� �����	
�� <A��B= 	� 
�&�� �
 
���	� zCS ' 
�� ���&
�
 �
�$� t !�
����� vLs

IP (λ) �
� ���� λ ��������& &��	�� ��� ������&	��� 	�����	
��* �� �����' ���
�
�� �	�� �
����	�� ���! 	� PTP (Ls) �
�$	��' ��� )� ��$� &��
�������& 	�� O(n2) �
�!��-	��
	� ��� ���� )��� Ls 	� � ��	
� 
� 	�&�!��&��� �����*

�����
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5	���� ?6 M���	�� �	��� 
� K'�� �����&	�� 	�������� �� � �����	
� 
� ��� ������ �!��� �	8�* "��
�-!��	���� 	� ��&� 
� �*�LJ8 ����	�� �. )	�� ?��7> M�7

$ %����������� �������

9� ��	� ����	
� )� !������ ����� (	�&� 
� �-!��	�����* 5	���' 	� �������	
� D*�' )� ��
) ���� ���
������%��&%�
��& ���
�	��� ����& 
� ��� ,������	�� ����-��	
� ��
� ����	
� ? <>>Q,M= ��� ��
������������ ���& �
� �
�$	�� �-����� ���� �"� 	��������* 9� �������	
� D*�' )� ���&� ��� 	�!���

� ��� �!!�
-	����& �
���	
�� �	$�� �� &	H����� �"� �
�$��� 
� ��� 
���	�� 
� ��� !��&	��	
�*
,�����' 	� �������	
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 CS−LR/ SB−LR,  running time to compute distributions.

CPU time in log10(seconds) for the  CS−LR algorithm
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