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Résumé : L’objet de ce rapport est I’étude des transferts Terre-Lune en faible poussée,
a laide de controles en boucle fermée. On utilise des idées de controles développées pour
le transfert entre orbites terrestres, basées sur des fonctions de Lyapunov simples (voir
par exemple la thése du premier auteur, & soutenir en 2006), pour des situations ou at-
traction d’un autre corps que la Terre (la Lune) intervient. On a pris comme prototype
la mission Smart-1, une sonde de I’Agence Spatiale Européenne équipée d’une propulsion
hélio-électrique, qui effectua un transfert Terre-Lune entre septembre 2003 et février 2005.
La propulsion est dite & “poussée faible” : la masse de carburant nécessaire pour effectuer
le transfert est bien plus faible que si on avait utilisé une fusée chimique classique mais le
temps de poussée est considérablement plus long (quelques jours pour les missions Apollo,
des centaines pour Smart-1). Ce rapport décrit comment reproduire la trajectoire de cette
mission & 'aide de controles en boucle fermée “simples”. Le mouvement libre du satellite
reléve du probléme restreint des trois corps, que nous présentons briévement et, ainsi qu’un
algorithme d’intégration “symplectique” qui préserve l'intégrale premiére, nécessaire pour
des simulations numériques précises; comme ’objectif est de placer le satellite en orbite
autour de la Lune, nous décrivons aussi la recherche de telles orbites périodiques.

Afin de prendre en compte la poussée du satellite, nous introduisons un modéle controlé
du probléme restreint des trois corps. Nous présentons notre stratégie de transferts Terre-
Lune & l’aide de feedback basés sur les intégrales premiéres du probléme & deux corps. On
introduit en particulier, pour économiser du carburant, un controéle hybride adaptatif qui dé-
cide des arréts moteurs. L’efficacité (remarquable) de ces controles est validée essentiellement
par nos simulations mais incite & une théorie plus poussée.

Mots-clés : probléme & 3 corps, poussée faible, transfert Terre Lune, Smart-1, contréle en
boucle fermée, capture

Ce rapport rend essentiellement compte de la premiére partie du stage “long” (un an) effectué par J.
Chetboun & I'INRIA dans le cadre de sa scolarité a I’Ecole Nationale des Ponts et Chaussées.
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Low thrust Earth to Moon transfers by feedback.
The Smart-1 mission

Abstract: The subject of this report is the study of low thrust Earth-Moon orbital transfers
using feedback. The main motivation of this work is to reproduce the trajectory of the
Smart-1 mission, spacecraft of the European Space Agency, with simple feedback laws. This
spacecraft, equipped with an electrical engine, achieved an Earth-Moon transfer between
September 2003 and February 2005. The singularity of this transfer stand out in its engine
denoted “low thrust”. Indeed the mass needed to achieve the transfer is infinitely smaller
than we have made used of a classical chemical thrust. But, at the contrary, the transfer
time is much longer, only few days for the Apollo missions while the Smart-1 spacecraft
needed hundreds.

We modeled the motion of a satellite under the gravitational effects of two bodies with
the restricted 3-body problem. We present here its dynamical equations and some basics
properties. Motivated by the necessity of accurate simulations, we expose an algorithm of
numerical integration that preserves the first integral of the motion. And since the objective
is to put the spacecraft in orbit around the moon, we look for periodic orbits of the 3-body
motion.

In order to take in account the thrust, we introduce the restricted controlled 3-body
system. We present our strategy to achieve orbital transfers from the Earth to the Moon,
using simple feedback laws based on first integrals of the 2-body motion. In particular we
introduce an adaptive hybrid control to spare propellant. Finally we exposed our simulations:
outstandingly this control laws continue to be efficient.

Key-words: 3-body problem, low thrust, Earth to Moon transfer, Smart-1, feedback,
capture
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1 Le probléme restreint des trois corps

Le probléme des N corps est un probléme célébre : il s’agit d’étudier le mouvement de
N points massiques soumis & I'influence de leurs attractions gravitationnelles 7 7 ? mutuelles.
Ce probléme est d’un grand intérét d’un point de vue pratique (étude du systéme solaire,
du systéme Terre-Lune, etc...).

Pour N = 2, on parle du probléme de Kepler. Grace & un nombre suffisant d’intégrales
premiéres, ce probléme est soluble analytiquement : toutes les trajectoires sont des ellipses,
des paraboles ou des hyperboles dans un repére attaché & 'un des deux corps. Le cas N = 3
est d’une plus grande difficulté. Au lieu de considérer le probléme des trois corps en toute
généralité, nous nous intéressons dans ce rapport & un cas particulier, le probléme restreint
des trois corps plan, qui est défini par les trois hypothéses suivantes :

— Le troisiéme corps M3 n’influence pas les corps M et Ms, dont le mouvement est
donné comme une solution du probléme de Kepler. Ceci revient & prendre nulle la
masse de M3 dans les équations du mouvement de M; et Ms ; ’accélération de M3 ne
dépend pas de la masse de Mj3. Cette approximation est pertinente lorsqu’on considére
la masse d’un satellite (quelques centaines de kilogrammes) en regard de la masse de
la Terre (5.97 x 10%* kg) et de celle de la Lune (7.3 x 1022 kg).

— Un mouvement particulier est choisi pour M; et M5 : ces deux corps décrivent un
mouvement circulaire autour de leur centre de masse. A titre d’exemple, 'orbite de
la Lune autour de la Terre posséde une excentricité de 0.0549, ce qui est assez proche
d’une orbite circulaire.

— Le mouvement de M3 est placé dans le plan orbital contenant M; et Ms.

Le probléme restreint des trois corps est d’un intérét important car il représente une

premiére approximation utile de beaucoup de problémes réels. C’est aussi le cas particulier
le plus simple non intégrable du probléme des N corps.

1.1 Les équations du probléme

Le probléme est ramené & un probléme sans dimensions de la maniére suivante :

— La somme des masses de M; et M est prise comme unité. On appelle ces masses 1 —

et u respectivement.

— L’unité de longueur est la distance constante entre M; et M. Le rayon de leurs orbites

autour du centre de masse est donc p et 1 — p respectivement.

— On choisit I'unité de temps telle que la constante universelle de la gravitation G = 1.

11 résulte de ces choix que la vitesse angulaire de M; et de M est aussi égale & 1.

Tl est pratique d’utiliser un systéme d’axes (x,y) qui tourne avec My et My dans le sens
trigonométrique, I’axe = pointant vers Ms. Dans ce systéme, M; et M, ont des coordonnées
fixes, (—u,0) et (1 — p,0) respectivement. Le mouvement de Ms a lieu dans le plan (z,y).
Les équations du mouvement dans ce systéme de coordonnées sont (pour cette section, la
source principale est 'ouvrage [1]]; s’y référer pour plus de détails quant a I’obtention des

RR n° 5955



6 J. Chetboun, A. Bombrun, J.-B. Pomet

équations qui suivent) :

Po- o2 =
{y‘ +o2 = Q (1)
ou: ) )
*° + 1-
Qay) = —F-+—L+L
2 L1 P2 (2)
po= VEtp)?ty?
p2 = V@—1+p?+y?

La notation €, (respectivement Q,) désigne la dérivée partielle du potentiel Q par rap-
port & la variable z (respectivement y).

Plus précisément, le systéme () s’écrit :

. . T+ r—1+upu
B e
) . y i (3)
g = 20 + y — (Q-p=5 - 1

1 P3

On peut se ramener & un systéme Hamiltonien & deux degrés de liberté en posant :

q1 =, q2 =Y, plzjj_ya p2:y+$7

1 1— 4
H(qlqu;plapQ):E(p%+pg)+p1QQ—p2q1— 'u_ﬂ ( )
1 P2
Le systéme (@) devient :
. OH
q1 - a—pl
i OH
y = —
| i (5)
P = —5
oq
ot
p2 = o0

1.2 Intégrale de Jacobi et région de Hill

Tl est bien connu (et facile de vérifier) que H(q1, g2, p1,p2) est constant le long des solu-
tions de (). Donc le systéme ([Il) posséde l'intégrale premiére :

. . . i + g2
H(x7yam7y):H(x7y7$_y7y+$): 2 —Q((E,y) (6)
Autrement dit, toute solution est telle que :
i+ 9

INRIA
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ou h est une constante.

Dans la littérature, on définit I’intégrale de Jacobi C' comme :

C =-2h

Aucune autre intégrale premiére n’est connue.

Pour h fixé, la position (x,y) reste dans la région de Hill :

{(z,y) € R*|Q(x,y) + h > 0}

(9)

La figure [l montre comment change la topologie de la région de Hill lorsque la constante
de Jacobi varie. Cette figure a été réalisée pour une valeur de p = 0.012153 qui correspond

au cas du systéme Terre-Lune.
Region de Hill pour h = 1.7

2

1

-1

-2
-2 0 2
X

Region de Hill pour h = 1.58
2

1

I
N
o
N

>

Region de Hill pour h = 1.594
2

1

0

-1

-2
-2 0 2
X

Region de Hill pour h=1.5

N

TN\
—

Fi1G. 1 — Région de Hill en fonction de h pour ¢ = 0.012153. La région ou le mouvement est

autorisé est grisée.

1.3 Points d’équilibre

Les points d’équilibre du probléme restreint des trois corps (que I'on appelle aussi points
de Lagrange) correspondent aux points critiques du potentiel Q(z,y). En effet, & =y = & =

RR n° 5955
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i = 0 implique 2, = Q, = 0. Les équations {2, = 0 et Q, = 0 s’écrivent :

p A=ty pe-1+p o (10)

P 3

L—p  p

y<1 Pt p%) ! ()

Pour p; = p2 = 1, les équations ([[) et (1) sont vérifices. On obtient ainsi les deux

solutions équilatérales ou triangulaires x = % —pety = :i:‘/T§ . Pour y = 0, les points

critiques sont les trois solutions de ’équation [I). On les appelle les solutions colinéaires.

Pour le systéme Terre-Lune, ;1 ~ 0.012153 et les abscisses des solutions colinéaires sont
x1 ~ —1.0051, 2 ~ 0.8369 et x5 ~ 1.1557.

et :

15¢

+
Satellite
051 :

L1 L2 L3
- ol o Y

Terre Lune
-0.5
L5
—1t
15 i i i i i i
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

F1G. 2 — Le systéme Terre-Lune-Satellite dans le repére tournant

2 Un algorithme d’intégration numérique conservatif

Les intégrateurs numériques classiques (comme l'intégrateur numérique ode45 du logiciel
Matlab, basé sur une formule de Runge-Kutta (4,5)), ne conservent pas la valeur de 'intégrale
de Jacobi le long des trajectoires. Il a donc été nécessaire d’utiliser un intégrateur numérique
conservatif pour le probléme restreint des trois corps. Cette partie du rapport est un résumé
des idées exposées dans [2].

INRIA



Transferts Terre-Lune en poussée faible par contréle feedback. La mission Smart-1. 9

2.1 L’algorithme prédiction-correction du second ordre

On utilise un intégrateur numérique du type prédiction-correction du second ordre. Pour
I’équation différentielle ordinaire :

& = f(x,1) (12)

cet l'algorithme s’écrit :

T = X —I—Tf(l‘o,t)

e(t+7) =0 + g[f(:vo,t) v f(Et 4 7))

(13)
ol 7 est le pas d’intégration.

2.2 Intégration conservative et application au probléme restreint
des trois corps

L’astuce principale est d’opérer un changement de variables pour que la quantité conser-
vée soit une fonction linéaire des nouvelles variables. En effet, les fonctions linéaires sont
conservées lors d’une intégration numérique par un algorithme de type prédiction-correction
du second ordre.

On rappelle les équations du mouvement pour le probléme sous forme Hamiltonienne :

. 0H
©Wo= - =D +q2
P1
. OH
qQ2 = 8—2 = Pp2—q1
. ot _ il N el e (14)
pr = 5= = p-(l-p) g —p—y
q Py P2
D T L
92 i p3
Le Hamiltonien peut étre écrit comme :
1,5 . 1 L—p  p
H:_2+2__2+2_ _ = 15
5 (Ch Q2) 5 (‘h Q2) o 2 (15)
Etape de prédiction :
4i = qi +GiT, Pi =Dpi +DiT (16)
Changement de variables :
1
&= %Q%
bL=<¢
- % o l—p (17)
G=gi-—t-L
P1 P2
1.4
§a= 54

RR n° 5955
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Le Hamiltonien s’exprime comme fonction linéaire des nouvelles variables :

H=-§ -8 +E8+& (18)

On dérive les &; par rapport au temps :

5:1 =qq
&2 = q2G2
&1 = Goda = o (P2 — ) (19)
= +8&—&
Etape de correction : .
Glt+7) =&+ 2 (6 +&) (20)

Retour aux variables de départ :
a1 = sgn(q1)v/2&
g2 = sgn(q2)v/2&2
- - 2(1 — 2 21
pl——Q2+59”(P1+Q2)\/2§3+%+p—/: 1)
p2 = —q +sgn(P2 — 1)v2&

2.3 Recherche d’orbites périodiques autour de la Lune

Cette partie est basée sur les idées de [3].

On choisit une valeur particuliére de C' (d’ou I'importance d’utiliser un intégrateur conser-
vatif), et on définit une surface d’intersection par :

y=0, §>0 (22)

Les coordonnées sur cette surface sont = et &. Les orbites périodiques du probléme res-
treint des trois corps sont les points fixes de 'intersection des trajectoires avec cette surface.
1

Un premier résultat est obtenu pour yu = 5 (cas de deux masses égales) et C' = 4.5 en

figure Bl On identifie quatre points fixes qui correspondent & quatre orbites périodiques.

Le résultat pour p = 0.012153 (cas Terre-Lune) et C' = 3 est donné en figure @l On
identifie un point fixe c6té Lune qui correspond a 'orbite de la figure

On trouve ainsi plusieurs autres orbites. Quelques unes sont données dans le tableau
ci-dessous.

INRIA
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dx/dt
o
T

FIG.S—,LL:%, C=45
o Yo C | demi grand axe | excentricité
0.885 | 0.4699 | 3 0.1062 0.1462
0.947 | 0.5904 | 3.2 0.0414 0.0138
1.047 | 0.4138 | 3.2 0.0633 0.0730
1.012 | 0.6765 | 3.5 0.0235 0.0236
1 0.9758 | 4 0.0118 0.0230

3 Le probléme restreint des trois corps controlé
3.1 Quelques rappels sur le probléme de Kepler controlé
Les équations du probléme de Kepler controlé sont :
ro= v

F
b= —p—— = (23)
Ir[* ~ m

ou (r,v) est I’état du systéme (position et vitesse du satellite), 1 la constante gravitationnelle
induite par la masse du corps central (masse de la Terre par exemple), m la masse du
satellite et I le controle (force qui correspond & la poussée du moteur). On a la contrainte

RR n° 5955



12 J. Chetboun, A. Bombrun, J.-B. Pomet

25

dx/dt
o
T

Fic. 4 — 1 =0.012153, C =3

IF|| € Finae (pour un satellite & poussée faible, la borne F,,.. est "petite”’) et la masse du
satellite décroit avec le temps suivant la dynamique :

e (24)

Ve
ol v, est la vitesse d’éjection des gaz.
Le systéme non controélé posséde cing intégrales premiéres (que ’on note ¢, e, ey, hy, hy et

qui correspondent aux parameétres de l’orbite). Le probléme de Kepler controlé peut s’écrire
dans ces nouvelles coordonnées auxquelles on ajoute la longitude L et ou la force F' est

INRIA
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041
0.3r
0.2f
0.1
00 ° )
-0t \/
o2l
-0.3F
-0.41
(; 0‘1 0‘2 0‘3 0‘4 0.‘5 0‘6 0‘7 0‘8 0‘9 i
Fi1G. 5 — Orbite autour de la Lune pour C = 3
décomposée dans le repére mobile QSW [ :
2
¢ = SRy
nZz
'  (sin LFy + A Fs — 2y Fy)
€, = —(sin — -
1 Tz BS z v
6y = —(—cosLFg+ =Fs+ Y Fy)
K z z (25)
. X
h, = -— 27 cos LFyy
. X
hy = EQﬁ sin LFy,
1o cY
L = —=Z°+——=F
547+ 0wz w
avec :
= 1l+ezcosL +eysinl
= e;+(1+Z)cosL
ey+(1+2Z)sinL (26)

RR n° 5955
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14 J. Chetboun, A. Bombrun, J.-B. Pomet

Pour le probléme de Kepler contrélé, nous utilisons les intégrales premiéres pour construire
une fonction de Lyapunov Vj qui stabilise globalement une orbite cible :

Vk = (ex - exc)2 + kl (ey - eyc)2 + kQ(ci - 1)2 + k3(hz - th)Q + k4(hy - hyc)2 (27)
C
Comme les fonctions de Lyapunov Vj, sont elles-mémes des intégrales premiéres du mou-
vement, il existe pour chacune d’entre elles un feedback robuste stabilisant, c’est & dire qui
permet d’avoir Vj, < 0. Un des objectifs de la theése d’Alex Bombrun est de mettre en évi-
dence le fait qu’un feedback de type Lyapunov peut étre performant pour le probléme de
transfert d’orbite en temps minimum.

3.2 Les équations du probléme contro6lé

A partir de maintenant, on considére le probléme restreint des trois corps controlé. On
introduit les équations du probléme contrélé en reprenant les équations du probléme sans
controle @) et en y ajoutant une accélération perturbatrice, sur la base des équations du
probléme de Kepler controlé (23 :

.. . z+ r—1+
@ = 20 4+ x — (1—-p) 3# — 7?)” + Uy
i . i i (28)
g = -2t + y - Q-3 - = T Uy
P1 P2

Le controle (u,,u,) représente ’accélération qui correspond & la poussée du moteur et
est exprimé dans les coordonnées du repére tournant.

3.3 Une remarque sur la stabilisation du point de Lagrange

Le point de Lagrange Lo (entre la Terre et la Lune) est un point d’équilibre (dans le
repére tournant) du systéme sans controle. On présente ici une étude assez académique de
la stabilisation de ce point d’équilibre : la stabilisation n’est a priori que locale, basée sur le
linéarisé, et ’on fait des simulations ot ’on ne se soucie pas d’obtenir de “petits” controles,
c’est-a-dire qu’elles ne concernent pas le cas d’un satellite & poussée faible (sauf bien sur
dans un petit voisinage de L2 ou les contrdles linéaires sont naturellement petits). Cette
section est par ailleurs déconnectée de la suite du rapport.

Soit (a,b) un point d’équilibre. On écrit :

r=a+§ y=b+n (29)

ou £ et 1 sont les coordonnées relatives au point d’équilibre. Le point de Lagrange est celui
ou 'attraction de la Terre et de la Lune se compensent. Pour le point de Lagrange Ly que
nous considérons, on a a = 0 et b = 0.836892. On fait un développement de 2 au voisinage
de (a,d) :

Q= Q(a,b)+Q:(a, b))+ Qy(a, b)n+ %Qm(m b)§2 +Qyy(a,b)én+ %ny(m b)n2 +0(3) (30)

INRIA
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Les équations du mouvement linéarisées sont donc :

£ — 20 = Qu(a,b)é + Qyla,bn + uw. + 02 (31)
i+ 26 = Qula,b) + Qyla,b)n + u, + O(2)
qui peuvent se mettre sous la forme :
X =AX+ Bu (32)
avec :
X=(¢ n €0 et u=(uz uy) (33)
0 0 1 0 00
0 0 0 1 0 0
A= Qulad) Q@b o 2| ¢ B={1 0 (34)
Quyla,b) Qyy(a,b) =2 0 0 1

Pour le cas du systéme Terre-Lune, ot ¢ = 0.012153, et pour le point de Lagrange Lo,
la matrice A s’écrit :

0 0 1 0
0 0 0 1

A=11120301 0 0 2 (35)
0 —4.14696 -2 0

Les valeurs propres de la matrice A sont :

A1 = 2.931837
Ao = —2.931837
Ny = 2334248 (36)
Ay = —2.334248:

La valeur propre \; étant strictement positive, le point de Lagrange L, est instable.

On pose u = Kz. On choisit la matrice K de telle sorte que les valeurs propres de A+ BK
soient & parties réelles négatives. On utilise pour cela une méthode de placement des poles.
La figure [l montre un exemple de stabilisation du point de Lagrange.

4 Le transfert Terre-Lune

4.1 Les feedback de type Lyapunov

Pour une trajectoire du satellite autour de la Terre (ou de la Lune), nous pouvons calculer
les paramétres de ’orbite associée. Il faut tout d’abord revenir aux coordonnées dans le repére
fixe centré sur ’astre considéré. Par exemple, pour la Lune :

(- ()

RR n° 5955



16 J. Chetboun, A. Bombrun, J.-B. Pomet

-2
0.834 0.836 0.838 0.84 0.842 0.844 0.846
X

F1G. 6 — Stabilisation du point de Lagrange. En bleu la trajectoire du linéarisé, en rouge
celle du systéme non linéarisé.

i it (T g fr—1+p it T—y )
L) =e . ) +ie =e . 38
(y) (y) < y > <y+ﬂf—1+u 38)

ot on mélange les notations vectorielles et complexes, c’est & dire que e® est une rotation

du plan.

On peut maintenant calculer ’énergie et le moment cinétique :

1 1, .

E=Z(-y’+-@+o—1+p?—L (39)

2 2 P2

z—14+u T—y
=d . 40
¢ = det ( Yy y+z—-1+ u) (40)
Enfin, le demi grand axe et 'excentricité de ’orbite sont donnés par :
1

= 41

/ o2
e = I_E (42)
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A partir d’une position et d’une vitesse initiales, I’objectif est de stabiliser une cible &
I’aide d’un controle feedback, caractérisée par une demi grand axe a.;pe €t une excentricité
ecivle- Un demi grand axe et une excentricité donnés ne permettent pas de définir une orbite
unique (sauf si e.pe = 0), mais seulement une famille d’orbites, obtenue par rotation de
I’axe de Dellipse. On définit alors une fonction de Lyapunov Vi, du méme type que pour le
probléme de Kepler controlé :

Vk - ka ((I - acible)2 + ke (6 - ecible)2 (43)
ou k, et k. sont deux réels.

La fonction de Lyapunov Vj; est nulle sur la cible. On veut donc la faire décroitre le long
de la trajectoire. Pour cela, calculons Vj :

Vi = 2a(a — acipie) + 2¢(e — €ciple) (44)
Or: )
. pb
= = 4
@= (45)
C%4—2CCa
. _ 4
c 2uae (46)
Bt + 1+
: . . R I e R
E = @-y)@+tz->1-p) R + Uz)
1 2
. . Y Y
+ (y+x—1+u)(—x+y—(1—u);—u;+uy) (47)
1 2
z—1+4p)x +yy
PENCES R
P2
C = @@+a—1+p)
. Y Y
+ (@-14+p)(—t+y—(1—p)—5—psg+tuy)
o P1 P2 (48)
- yE—y) N .
. T+ T — I
- y@tr (= p)— —p——— ftu)
P1 P2
On peut maintenant écrire :
Vi = A+ au, + Bu, (49)
avec : ( ) 4B( e
M A — Qeible € — €cible
A=k,——*B ke——— =—=B CB 50
52 1+ e <2E 1+ 2) (50)
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THp r—1+4+p

Bl = @E-y)@+r—(1-p)—5- —p—7s—"r)
141 y p2y
b by ) o)
1 2
r— 1+ p)x + yy
4ol 1) 4y
P2
By = @(j+x—1+p)
+ (:c—1+u)(—x+y_(1_ﬂ)_3_u_3)
- 9@ —y) . .
- Y@+ -1 -p)— —p—m—)
141 2
e Geite) oy g 4B coive) (O
@ =k E? (& —y) + ke [2e ZE(ZC y)—Cy (53)

ILL((I - acible)

sza 2

4F (e — cible 2
(y’+x—1+u)+keM<O

. ﬁ(y+z—1+u)+0(x—l+u)) (54)

Le but est de rendre Vj, le plus petit possible, idéalement négatif. Pour cela, on prend :
€
—
/OLQ + ﬂQ
€
/Oé2 + 62

avec € la norme du controle, qui représente ’accélération fournie par le moteur.

(55)

Uy = —

B (56)

Uy = —

Pour le probléme de Kepler, & contrdle nul, le demi grand axe et l’excentricité sont
des intégrales premiéres du mouvement. On a donc A = 0 dans lexpression de Vj,. Dans
le probléme restreint des trois corps, A résulte de la perturbation due au troisiéme corps.
Comme nous le verrons par la suite le terme A est compensé par au, + PBu, le long des
trajectoires. Autour de la Terre par exemple, le terme A est méme nul en moyenne. C’est ce
comportement qui explique pourquoi nous arrivons & réaliser des transferts d’orbites entre
la Terre et la Lune. L’appellation fonction de Lyapunov pour Vi est quelque peu abusive
car nous ne justifions pas le fait que Vi <0le long des trajectoires, ce qui est tout de méme
vérifié en moyenne par nos simulations numériques.

4.2 Une stratégie de transfert par le point de Lagrange L2

L’idée principale de notre transfert est d’effectuer un « rendez-vous » avec le point de
Lagrange L2. Ce point tourne sur un cercle de rayon ry ayant la Terre pour centre, mais il ne
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suit pas une orbite Keplerienne puisqu’il tourne & la vitesse de la Lune et non & celle donnée
par la loi des aires, d’ot1 les guillemets autour du mot rendez-vous. Notre but est d’amener le
satellite d’une orbite Keplerienne basse autour de la Terre & une orbite (Keplerienne) dont
I’apogée est le point de Lagrange L2 entre la Terre et la Lune avec une vitesse & 'apogée
identique & celle du point L2. Bien str, autour du point de Lagrange, 'influence de la Lune
est trop importante pour qu’il soit licite de considérer les orbites Kepleriennes terrestres
comme de vraies trajectoires, mais on a vu (section B3)) que nous pouvons stabiliser ce
point. On peut donc envisager qu’avec une vitesse relative par rapport a celui-ci faible nous
pourrons basculer sur une orbite lunaire. Cette exigence sur la localisation de ’apogée ainsi
que sur la vitesse en ce point définit les valeurs du demi grand axe et de ’excentricité de
I’orbite cible et donc de notre fonction de Lyapunov.

Pour effectuer ce rendez-vous il est nécessaire de synchroniser notre loi de transfert de
telle maniére que le satellite soit proche du point de Lagrange quand il atteint ’orbite
cible. La solution la plus simple pour synchroniser consiste & attendre un peu sur une orbite
intermédiaire ; ¢’est une méthode de tir simple qui n’est pas un feedback mais une commande
en boucle ouverte.

On part ainsi d’une orbite géostationnaire avec les conditions initiales xg = 0.0976 et
Yo = 2.8792. On vise une premiére orbite intermédiaire caractérisée par acipe = 0.3785 et
ecivle = 0.1608 (valeurs & mi-chemin de notre orbite cible). On arrive sur cette orbite ou
bout d’'un temps T = 17.45. On laisse passer un temps 7 = 0.25 & controle nul sur cette
orbite, afin de réaliser la synchronisation. On vise donc comme orbite cible celle caractérisée
par acipe = 0.6373 et ecipe = 0.3215. On arrive sur cette orbite cible ou bout d’un temps
T = 20.286. A cet instant, le satellite se trouve & proximité du point de Lagrange entre
la Terre et la Lune. On bascule alors vers un controle stabilisant Iorbite cible circulaire
Geivle = 0.0414 et eq;pe = 0 autour de la Lune. La trajectoire obtenue est représentée sur la
figure[d Ce transfert a été réalisé avec les paramétres suivants : k, = 1000, k. = 1 et ¢ = 0.08
qui est du méme ordre de grandeur que la poussée d’un satellite & moteur électro-ionique
(satellite dit & poussée faible).

Les figures B et @ comparent la valeur de A & celle de au, + fBu, au cours du transfert
Terre-Lune, jusqu’au passage au point de Lagrange. On constate que A est nul en moyenne.
Les figure [[0 et M illustrent quant & elles le fait que la fonction de Lyapunov Vj décroit et
que V; < 0 en moyenne le long des trajectoires.

4.3 Maximisation de la masse

On rappelle que la masse de carburant consommeé lors d’un transfert est donnée par la
loi :
mollu
Ve
ol my est la masse initiale du satellite, u est le controle (accélération fournie par le moteur)
et v, une constante proportionnelle 4 la vitesse d’éjection des gaz. Le terme mg||u|| représente
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041

0.2

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
F1G. 7 — Un transfert Terre-Lune

une force, tout comme le terme || F'|| de la formule (). Nous avons fait ’approximation que
Paccélération est constante. Dans la réalité, c’est la force du moteur || F'|| qui est constante,
tandis que V’accélération |lu| = ”—51”

carburant.

augmente & mesure que le satellite perd en masse de

Le controle feedback que nous avons choisi est tel que la dérivée de la fonction de Lya-

punov s’écrit, :
Vi=A—ev/ a2+ 32 (58)

avec ||ul| = e.

Une stratégie pour économiser de la masse de carburant consisterait & pousser seulement
lorsque la quantité n = \/a? + 32 est “grande”. Dans le cas d’un transfert Terre-Lune, on
est amené A effectuer un grand nombre de révolutions autour de la Terre (voir figure ). Au
cours de ces révolutions, la valeur de n oscille, une oscillation correspondant & une révolu-
tion autour de la Terre (voir figure [[Z). Nous sommes donc intéressés & pousser autour du
maximum de n sur chaque oscillation.

En pratique, on met au point un contréole adaptatif comme suit : & chaque révolution,

on calcule le maximum M et le minimum m de la fonction n. On estime les valeurs du
maximum M}, et du minimum my de la k-iéme révolution & partir des valeurs calculées aux
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F1G. 8 — Comparaison de A et au, + PBu, le long de la trajectoire en vert de la figure [

deux révolutions précédentes par les formules : My, ~ 2My_1—Mj_o et mp ~ 2mp_1—mp_o.
On dispose également de "amplitude de 'oscillation de n, ar, = My —my. On choisit donc de
pousser uniquement lorsque la valeur courante de n est supérieure & un certain pourcentage
p de "amplitude, c’est & dire lorsque n > My — pay.

5 Simulation numérique du cas Smart-1

Smart-1 est un satellite de I’Agence Spatiale Européenne dont I’'un des objectifs est de
démontrer qu’une propulsion “hélio-électrique” peut étre utilisée pour les futures missions
interplanétaires. Le satellite Smart-1 a été lancé par Ariane 5 sur une orbite GTO le 27
septembre 2003. Le 11 novembre 2004, le satellite était capturé par la Lune. L’arrivée sur
Porbite finale autour de la Lune a eu lieu le 27 février 2005. L’objectif de cette étude est
de simuler la mission Smart-1 & 1’aide de controles par feedback. Nous avons choisi de nous
concentrer sur la période allant du 4 février 2004 au 4 décembre 2004.

Nous avons choisi de découper cette période en 4 phases. En effet, a la lecture de [4], on
peut constater que la trajectoire suivie par Smart-1 correspond tout d’abord & une augmen-
tation simultanée du demi grand axe et de 'excentricité des orbites autour de la Terre (phase
1). Dans un second temps, le demi grand axe continue d’augmenter tandis que ’excentricité
commence & diminuer (phase 2). Enfin ’excentricité diminue brutalement, le demi grand
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F1G. 9 — Comparaison de A et au, + Buy le long de la trajectoire en bleu de la figure [

axe poursuivant son augmentation (phase 3), pour aboutir & la capture par la Lune (phase
4).

Au 4 février 2004, le satellite est sur une orbite autour de la Terre de demi grand axe
a = 43280 km (0.1126 en unités normalisées) et d’excentricité e = 0.5219. Le demi grand axe
et Pexcentricité augmentent jusqu’au 25 aotGt 2004 pour atteindre les valeurs a = 139308 km
(0.3624 en unités normalisées) et e = 0.7287 (phase 1). Au ler octobre 2004, le satellite est sur
une orbite de paramétres a = 181296 km (0.4716 en unités normalisées) et e = 0.6141 (phase
2). Le 26 octobre, ces valeurs sont devenues a = 242466 km (0.6308 en unités normalisées)
et e = 0.2588 (phase 3). Enfin le 4 décembre 2004, Smart-1 est sur une orbite autour de la
Lune de paramétres ¢ = 13084 km (0.0340 en unités normalisées) et e = 0.5831 (phase 4).
Les valeurs de a et e données dans ce paragraphe ont été recueillies dans les rapports de
mission Smart-1, consultables sur le site internet de PESA f.

Afin de simuler la phase 1, nous prenons zy = 0.1592 et ¢y = 1.4888 comme conditions
initiales, acipre = 0.3624 et eqipe = 0.7287 comme paramétres de 'orbite cible et k, = 13 et
ke = 1 pour coefficients de la fonction de Lyapunov. On choisit d’économiser la masse de
carburant en arrétant de pousser lorsque n est inférieur a 75 % de amplitude (on prend
p=0.75).

Lhttp ://sci.esa.int/science-e/www/area/index.cfm ?fareaid=10
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Pour la phase 2, on choisit a¢ipe = 0.4716 et eqipe = 0.6141 comme paramétres de I’orbite
cible et k, = 2 et k. = 1 pour coefficients de la fonction de Lyapunov. L’économie de masse
est réalisée de la méme maniére que précédemment.

Pour la phase 3, on choisit a¢ipe = 0.6308 et ecip. = 0.2588 comme paramétres de 'orbite
cible et k, = 2 et k. = 1 pour coeflicients de la fonction de Lyapunov. On ne pousse pas
pendant une durée 71 = 0.9 afin de réaliser la synchronisation, et on arréte de pousser au
bout d’un temps 72 = 4 afin d’économiser de la masse (& cet instant, le satellite a assez de
vitesse pour atteindre le point de Lagrange sans controle).

Enfin, en ce qui concerne la phase 4, on choisit a¢;pe = 0.0340 et egipe = 0.5831 comme
paramétres de l'orbite cible autour de la Lune et k, = 50 et k. = 1 pour coeflicients de la
fonction de Lyapunov. On choisit de ne pas économiser de carburant (aucune consommation
en carburant n’étant donnée par les rapports de ’ESA sur cette période).

La trajectoire qui résulte de cette simulation est donnée en figure[[3l Pour ces simulations,
on a pris m = 350 kg (masse du satellite), ¢ = 0.07659¢ — 2 (accélération correspondant &
une poussée de 73 mN) et v, = 16.4 km/s. Ces données correspondent aux caractéristiques
du satellite Smart-1. Le tableau ci-dessous donne un comparatif des temps de transfert et
des consommations de carburant au cours des quatre phases.
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Phase | AT Smart-1 / feedback | Am Smart-1 / feedback
1 203 jours / 147 jours 219kg / 21.1 kg
2 37 jours / 22 jours 5.0kg / 5.3 kg
3 26 jours / 19 jours 48kg / 5.2 kg
4 39 jours / 20 jours -/ 7.6 kg

La consommation en carburant totale de Smart-1 au cours des phases 1 & 3 est de 31.7
kg, & comparer aux 31.6 kg de notre simulation & I’aide de controles feedback. Néanmoins,
il est & noter que notre simulation concerne le cas plan et que nous ne prenons donc pas en
compte les variations d’inclinaison des orbites. Pour information, I’inclinaison des orbites de
Smart-1 passe de 6.94 degrés au 25 aott 2004 & 20.59 degrés au 26 octobre 2004. L’orbite
de la Lune, et donc 'orbite du point de Lagrange [2, posséde quant & elle une inclinaison
variable, due & la précession de la Terre, comprise entre 18.28 et 28.58 degrés par rapport
au plan de I’équateur. Il faudrait donc a priori consommer une masse supplémentaire de
carburant non négligeable pour corriger cette différence d’inclinaison. Néanmoins I’analyse
des données de la mission Smart-1 laisse penser que la correction d’inclinaison s’effectue
grace a la gravitation lunaire En effet 'inclinaison varie beaucoup quand la sonde entre en
résonance avec la Lune.
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6 Conclusion

Le résultat principal du travail présenté dans ce rapport a été la simulation de la mission
Smart-1 & l'aide de controles feedback. La consommation en carburant ainsi que le temps
de transfert entre la Terre et la Lune de notre simulation sont comparables & ceux de la
mission de I’ESA. Le présent travail pourrait étre poursuivi par la simulation plus compléte
des problémes de transfert Terre-Lune & ’aide d’un modéle tridimensionnel.

Ce résultat souléve des questions quant & la possibilité de stabiliser globalement une
orbite cible pour le probléme restreint des trois corps & I’aide de feedback de type Lyapunov.
En effet, nous n’avons pas apporté d’explication théorique sur le fait que les feedbacks basés
sur les intégrales premiéres du mouvement Keplerien conservent des propriétés stabilisatrices
pour le probléme & 3-corps contrélé. De plus nous avons introduit des idées pour synchroniser
et minimiser la consommation de carburant qui mériteraient une plus ample discussion.
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