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A
tes JFPC 2006Propagation logique pour les formulesbooléennes quanti�éesIgor StéphanLERIA, Université d'Angers, 2 Boulevard Lavoisier, 49045 Angers Cedex 01igor.stephan�info.univ-angers.frRésuméCet arti
le propose un nouvel ensemble de règles depropagation pour les formules booléennes quanti�ées ba-sées sur les littéraux et générées automatiquement grâ
eaux 
erti�
ats pour les formules booléennes quanti�ées.Cet ensemble de règles de propagation est 
omparé ave
l'ensemble de règles de propagation déjà proposé pourles 
ontraintes booléennes quanti�ées, le système QU-BOS et l'ensemble de règles de la méthode de Stålmar
k.Nous esquissons une implantation en le langage CHR.Abstra
tThis paper proposes a new set of propagation rulesfor Quanti�ed Boolean Formulae based on literals andgenerated automati
ally thanks to Quanti�ed BooleanFormulae 
erti�
ates. This set of propagation rules is
ompared with the already proposed quanti�ed Booleanpropagation rule system, QUBOS system and Stålmar-
k's method. We also outline an implementation in CHRlanguage.1 Introdu
tionLe problème de validité pour les formules booléennesquanti�ées est une généralisation du problème de sa-tis�abilité pour les formules booléennes. Tandis quedé
ider de la satis�abilité des formules booléennes estNP-
omplet, dé
ider de la validité des formules boo-léennes quanti�ées est PSPACE-
omplet. C'est le prixà payer pour une représentation plus 
on
ise pour detrès nombreuses 
lasses de formules. Une multituded'importants problèmes de dé
ision parmi des 
hampstrès divers ont des transformations polynomiales versle problème de validité des formules booléennes quanti-�ées. C'est pourquoi, l'étude de la validité des formulesbooléennes quanti�ées est importante.Étant donné qu'une formule booléenne quanti�éepeut être ramenée à une formule booléenne (non quan-ti�ée), la première solution semble être de réaliser 
ette

transformation puis d'appliquer un algorithme de testde satis�abilité. L'in
onvénient majeur d'une telle ap-pro
he est la taille de la formule booléenne généréequi est dans le pire des 
as exponentielle par rapportà la 
elle de la formule booléenne quanti�ée initiale.La plupart des travaux ré
ents portant sur les pro
é-dures de dé
ision pour la validité des formules boo-léennes quanti�ées [22, 16, 13, 19℄ sont des extensionsde la pro
édure de re
her
he dite de Davis-Putnam [14℄pour le test de satis�abilité des formules booléennes.D'autres pro
édures de dé
ision sont basées soit sur leprin
ipe de résolution [23℄ (
omme la Q-resolution [11℄qui étend le prin
ipe de résolution pour les formulesbooléennes [14℄ aux formules booléennes quanti�éesou bien Quantor [10℄ qui 
ombine e�
a
ement la Q-resolution ave
 l'expansion), soit sur des algorithmesd'élimination de quanti�
ateurs [20℄, soit en
ore surdes appro
hes 
ombinant le symbolique et l'utilisationde solveurs SAT (par exemple, à base de diagrammesbinaires de dé
ision [6℄ ou de skolémisation [8℄). Laplupart des systèmes pré
édents ont opté pour une ré-solution à partir de formules booléennes quanti�éessous forme prénexe et normale 
onjon
tive. Dans [7℄est proposée le système QUBOS : une appro
he par ré-du
tion de la portée des quanti�
ateurs, propagationet élimination des quanti�
ateurs sur la QBF initiale(qui n'a été mise ni en forme prénexe, ni en formenormale 
onjon
tive) ; 
ette méthode est à rappro
herde 
elle explorée dans [21℄ qui applique des transfor-mations qui préservent la validité de la formule. En-�n, dans [12℄ est proposée une appro
he basée surla propagation de 
ontraintes booléennes quanti�éesqui étend la 
onsistan
e d'ar
 aux 
ontraintes quan-ti�ées. Il existe aussi des algorithmes e�
a
es pourdes fragments syntaxiques de l'ensemble des formulesbooléennes quanti�ées. Par exemple, l'algorithme po-lynomial pour 2CNF-QBF [2℄ ou des heuristiques pour
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les formules quanti�ées Horn renommables [18℄.Dans [5℄, une méthodologie est proposée pour 
ons-truire un ensemble de règles de propagation pour desproblèmes de satisfa
tion de 
ontraintes basés sur des
ontraintes prédé�nies et données expli
itement. Lapropagation de 
ontraintes booléennes (
f. [4℄ pourun historique 
on
is) et la propagation de 
ontraintesquanti�ées booléennes [12℄ véri�ent 
ette dé�nition.En général, les systèmes de propagation de 
ontraintess'appuient impli
itement sur la dé
omposition par l'in-trodu
tion de variables existentiellement quanti�ées.Cette dé
omposition ne permet pas de 
apturer l'en-semble des simpli�
ations possibles dues aux proprié-tés des 
onne
teurs dans le treillis booléen. Les dé-�nitions et propriétés dé
rites dans 
es arti
les sonten terme de domaine et d'ar
-
onsistan
e (quanti�ée).Nous nous intéressons à 
es résultats plus en terme delogique propositionnelle, d'équivalen
e logique et depropagation par substitution 
omme dans la méthodede Stålmar
k [24℄. C'est pourquoi, nous parlerons depropagation logique plut�t que de propagation boo-léenne pour marquer 
ette distin
tion.Dans [9℄ est introduite la notion de 
erti�
at pourune formule booléenne quanti�ée. Un 
erti�
at est uneappli
ation extraite d'une formule booléenne quanti-�ée qui permet d'en tester ou d'en générer les modèles.Nous montrerons que des 
erti�
ats peuvent être ex-traites automatiquement les règles pour la propagationlogique pour les formules booléennes quanti�ées.L'arti
le est organisé ainsi : après des préliminairessyntaxiques et sémantiques sur les formules booléennesquanti�ées en se
tion 2, nous déroulons en se
tion 3 unexemple pour donner l'intuition des résultats que nousdé
rivons en se
tion 4 : un ensemble de règles de pro-pagation logique basées sur les littéraux pour les for-mules booléennes quanti�ées. Pour 
e faire, nous intro-duisons d'abord la dé
omposition par introdu
tion delittéraux quanti�ées existentiellement ; puis nous dé-
rivons la génération automatique, à partir des 
erti-�
ats, des règles de propagation logique basées sur leslittéraux ; en�n nous proposons un algorithme 
ompletin
luant 
et ensemble de règles et s'appuyant sur la sé-mantique des quanti�
ateurs. Dans la se
tion 5, nous
omparons notre appro
he ave
 le système de propaga-tion booléenne quanti�ée dé
rit dans [12℄, le systèmeQUBOS [7℄ et la méthode de Stålmar
k [24℄. La se
-tion 6 dé
rit sommairement une implantation dans lelangage CHR sous Prolog. En�n, nous 
on
luons ense
tion 7 par une présentation de nos travaux futurs.2 PréliminairesFormules booléennes quanti�ées. Les valeurs boo-léennes sont notées v et f . L'ensemble des symboles

(ou variables) propositionnel(le)s est noté PV . Lessymboles ? et > sont les 
onstantes booléennes. Lesymbole ^ est utilisé pour la 
onjon
tion, _ pour ladisjon
tion, : pour la négation, ! pour l'impli
ationet $ pour l'équivalen
e. Un littéral est une variablebooléenne ou la négation de 
elle-
i. Si l est un litté-ral alors sa variable sous-ja
ente est notée jlj et son
omplémentaire l (i.e. jvj = v, j:vj = v, v = :v et:v = v). La satisfa
tion propositionnelle est notéej= et l'équivalen
e logique �. Le symbole 9 est uti-lisé pour la quanti�
ation existentielle et 8 pour laquanti�
ation universelle (q est utilisé pour noter unquanti�
ateur quel
onque). Toute formule booléenneest aussi une formule booléenne quanti�ée (QBF). SiF est une QBF et x est une variable booléenne alors(9x F ) et (8x F ) sont des QBF. Par 
onvention, desquanti�
ateurs di�érents lient des variables di�érentes.Si une variable x n'est pas dans la portée d'un quanti�-
ateur qx alors elle est libre. L'ensemble des variableslibres d'une QBF F est noté V L(F ). Si V L(F ) = ;alors la QBF F est 
lose. Nous dé�nissons la substitu-tion de x par F dans G, notée G[x F ℄, 
omme étantla formule obtenue de G en remplaçant toutes les o
-
urren
es de la variable propositionnelle x par la for-mule F . Cette substitution est étendue aux littéraux :si l = :x alors G[l  F ℄ = G[x :F ℄. Un lieur estune 
haîne de 
ara
tère q1x1 : : : qnxn ave
 x1; : : : ; xndes variables distin
tes et q1 : : : qn des quanti�
ateurs.Nous é
rivons qx1 : : : xn pour une quel
onque permu-tation de qx1 : : : qxn. Une QBF QF est en forme pré-nexe si F est une formule booléenne (appelée matri
e)et sous forme normale 
onjon
tive si F est une for-mule booléenne en forme normale 
onjon
tive (i.e. une
onjon
tion de disjon
tions de littéraux).Sémantique des QBF. La sémantique des symbolesbooléens est dé�nies de manière habituelle. En par-ti
ulier, de la stru
ture de treillis booléen un 
ertainnombres de simpli�
ations peuvent être appliquées (nousnous intéressons plus parti
ulièrement à la disjon
tionpar la suite, mais tous les résultats sont transposablespour les autres 
onne
teurs) :(1) (?_?)�? (2) (?_>)�>(3) (>_?)�> (4) (>_>)�>(5) (?_y)�y (6) (>_y)�>(7) (x_?)�x (8) (x_>)�>(9) (x_x)�x (10) (x_x)�>Ces règles peuvent être appliquées itérativement jus-qu'à 
e qu'un (unique) point �xe soit atteint. La sé-mantique des quanti�
ateurs est la suivante : pour toutevariable booléenne y et toute QBF F ,(9y F ) = (F [y  >℄_F [y  ?℄)
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et (8y F ) = (F [y  >℄^F [y  ?℄):Une QBF est valide si F�>. Si y est une variable quan-ti�ée existentiellement pré
édée par les variables quan-ti�ées universellement x1; : : : ; xn, nous notons ŷx1;:::;xnsa fon
tion de Skolem de fv; fgn dans fv; fg. Un mo-dèle pour une QBF F est une séquen
e s de fon
tionsde Skolem qui satisfait la formule 1. Par exemple, laQBF 9y9x8z((x_y)$z) n'est pas valide tandis que8z9y9x((x_y)$z) l'est ave
 pour séquen
e possiblede fon
tions de Skolem : ŷz(v) = v, ŷz(f ) = f , x̂z(v) =f et x̂z(f) = f . Dans [26, 25℄, une nouvelle relationd'équivalen
e sur les QBF, notée �=, a été introduite ;elle porte sur la préservation de l'ensemble des modèles(et non plus seulement sur la validité). Par exemple,8z9y9x((x_y)$z)�> mais 8z9y9x((x_y)$z) 6�= >.Nous ne nous intéresserons par la suite qu'aux QBF
loses. Une QBF est valide si et seulement s'il existeune séquen
e de fon
tions de Skolem qui satisfasse laformule. Selon les théorèmes :9x9yF�9y9xF;8x8y�8y8xF; 9x8yF 6� 8y9xF (1)pour une QBF F quel
onque, la QBF induit un ordresur les 
lasses d'équivalen
e 
onstituées des quanti�
a-teurs identiques 
ontigus que nous noterons �. TouteQBF a une QBF sous forme prénexe qui lui est équi-valente.Certi�
at pour les QBF. Dans [9℄ a été introduitela notion de 
erti�
at pour une QBF 
lose sous formeprénexe (notion dé�nie simultanément, sous un autrenom, dans [25℄). Un 
erti�
at fx 7! (�+x ;��x )gx2V9est une appli
ation de l'ensemble des variables existen-tielles V9 d'une QBF vers des 
ouples de formules boo-léennes (�+x ;��x ) 
onstituées uniquement sur les va-riables qui pré
èdent la variable dans le lieur. Le 
erti-�
at peut être extrait d'une QBF prénexe QF par uneextension de l'algorithme QMRES [20℄ d'éliminationde quanti�
ateurs. D'un 
erti�
at fx 7! (�+x ;��x )gx2V9peut être extraite une QBFQ ^x2V9 (x_�+x )^(:x_��x )Cette QBF est équivalente (dans le sens de la pré-servation la validité) à la QBF QF dont le 
erti�
atest issu, mais lui est aussi équivalente dans le sens dela préservation des fon
tions de Skolem et don
 desmodèles [25℄. Ce 
erti�
at permet de véri�er qu'un en-semble de fon
tions de Skolem est un modèle [9℄ ou1. Cette notion de �modèle� di�ère de 
elle en logique 
las-sique qui 
on
erne les variables libres mais est justi�ée par lefait qu'un modèle (booléen) pour une formule booléenne nonquanti�ée 
orrespond exa
tement au modèle (QBF) de sa 
l�-ture existentielle.

d'énumérer un à un les modèles [9, 25℄. Par exemple,le 
erti�
at asso
ié à la QBF F = 8z9y9x((x_y)$z)est l'appli
ation fy 7! (>; z); x 7! ((:z_y); z)g de 
e
erti�
at peut être extraite la QBFF 0 = 8z9y9x((y_>)^(:y_z)^(x_(:z_y))^(:x_z))
ette QBF véri�e les deux propriétés suivantes : F 0�Fet F 0 �= F .Dé
omposition par introdu
tion de variables quanti-�ées existentiellement. La dé
omposition par intro-du
tion de variables quanti�ées existentiellement in-troduit des variables quanti�ées existentiellement pourfaire apparaître les résultats intermédiaires de l'appli-
ation des opérateurs. Cette dé
omposition préserve lavalidité de la QBF initiale. Par exemple, la QBF8z9y9x((x_y)$:z)est dé
omposée en la QBF8z9y9x9u9v(((x_y)$u)^(:z $v)^((u$v)$>)):Selon les théorèmes suivants :(8x (F^G))�((8x F )^(8x G))(9x (F^G))�((9x F )^G) x non libre dans G(9x (F^G)) j= ((9x F )^(9x G)) 9=; (2)
ette QBF ne peut être valide que si les QBF suivantesle sont aussi :8z9v(:z $v); 9y9x9u((x_y)$u);8u9v((u$v)$>):Ce prin
ipe de dé
omposition est à la base des sys-tèmes de propagation de 
ontraintes booléennes [4, 3℄et de l'algorithme de Stålmar
k [24℄ pour la véri�
a-tion du 
ara
tère tautologique d'une formule proposi-tionnelle. Les règles de simpli�
ation deviennent alorsdes règles de simpli�
ation/propagation par substitu-tion. Dans le 
adre des QBF le lieur est important etest don
 rajouté pour donner 
e que nous appelleronsun s
héma d'équivalen
e. Les règles de simpli�
ationévoquées plus haut sont don
 réé
rites pour faire ap-paraître la variable existentielle introduite ainsi que lelieur. Par exemple, la règle de simpli�
ation (9) estréé
rite en le s
héma d'équivalen
e qx9z((x_x)$z)ave
 pour propagation [z  x℄. I
i l'ordre des quanti-�
ateurs est 
apital puisque la QBF 9z8x((x_x)$z)n'est pas valide. Dans le s
héma d'équivalen
e le lieurn'est pas une sous 
haîne du lieur de la QBF mais pré-
ise l'ordre des quanti�
ateurs ; i
i qx � 9z mais les
lasses d'équivalen
es asso
iées ne sont pas né
essai-rement 
ontiguës. Il est à noter que la règle (10) nepeut pas être une règle d'un système de propagationbooléenne basée sur la dé
omposition par introdu
tionde variables puisque les littéraux ne sont pas autorisésdans les règles d'un tel système.
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3 Un exempleNous déroulons un exemple pour introduire de ma-nière intuitive les résultats de la partie suivante. Cetexemple est issu de [24℄ mais légèrement transformé.Soit la QBF 8p9qF ave
F = ((((p!p)!p)!(p!q))!(((p!q)!p)!q))Au lieu d'appliquer la dé
omposition par introdu
-tion de variables existentiellement quanti�ées, nous in-troduisons des littéraux existentiellement quanti�és.Nous obtenons alors la QBF équivalente8p9qF�8p9q9z1 : : : z7(((p_p)$z5)^((z5_p)$z6)^ ((p_q)$z4)^((z6_z4)$z7)^ ((p_q)$z1)^((z1_p)$z2)^ ((z2_q)$z3)^((z7_z3)$>))La QBF 8p9qF est valide seulement si, par les théo-rèmes (2), les QBF8p9z5((p_p)$z5);8p9z59z6((z5_p)$z6);8p9q9z4((p_q)$z4); 9z69z49z7((z6_z4)$z7);8p9q9z1((p_q)$z1);8p9z19z2((z1_p)$z2);8p9z29z3((z2_q)$z3); 9z79z3((z7_z3)$>)le sont aussi.Mais i
i, la seule valeur possible pour z5 est ?, etdon
 dans la dé
omposition de 8p9qF aussi et ainsi desuite nous pouvons propager les substitutions ([z5  ?℄)et [z6  p℄. A 
e moment du 
al
ul, plus rien ne peutêtre déduit, nous devons don
 appliquer maintenantla sémantique du quanti�
ateur universel ; nous obte-nons deux formules (l'une en substituant p par > etl'autre en substituant p par ?) qui doivent être toutesles deux valides :9qF [p >℄�9q9z1 : : :9z49z7(((>_q)$z4)^((>_z4)$z7)^ ((>_q)$z1)^((z1_>)$z2)^ ((z2_q)$z3)^((z7_z3)$>))et 9qF [p ?℄�9q9z1 : : :9z49z7(((?_q)$z4)^((?_z4)$z7)^ ((?_q)$z1)^((z1_?)$z2)^ ((z2_q)$z3)^((z7_z3)$>))Dans 9qF [p >℄ nous avons les substitutions sui-vantes qui démontrent que 9qF [p >℄ est valide :[z2  ?℄; [z3  q℄; [z4  q℄; [z1  q℄; [z7  q℄De même, dans 9qF [p ?℄ nous avons les substitu-tions suivantes qui démontrent que 9qF [p ?℄ est va-lide :[z4  >℄; [z7  ?℄; [z3  >℄; [z1  ?℄; [z2  >℄:

Nous remarquons que dans les substitutions qui pré-
èdent (pour les deux QBF), la variable q n'est substi-tuée par au
une valeur ; nous pouvons immédiatementen déduire la validité de la QBF 8p8qF (
'est d'ailleurs
e qui est démontré dans [24℄).4 Propagation logique basée sur les lit-téraux pour les QBFCette partie dé
rit le 
÷ur de notre 
ontribution : unensemble de règles de propagation logique basées surles littéraux pour les QBF. Nous introduisons d'abordla dé
omposition par introdu
tion de littéraux exis-tentiellement quanti�és ; puis nous dé
rivons la géné-ration automatique des règles de propagation logiquebasées sur littéraux pour les QBF grâ
e aux 
erti�
ats ;en�n nous proposons un algorithme 
omplet in
luant
et ensemble de règles et s'appuyant sur la sémantiquedes quanti�
ateurs.4.1 Dé
omposition par introdu
tion de littérauxexistentiellement quanti�ésLa dé
omposition 
lassique par introdu
tion de va-riables existentiellement quanti�ées pour les formulesbooléennes 
onserve la négation 
omme un 
onne
-teur de la formule booléenne générée. Ainsi, un s
hémad'équivalen
e tel que x_x�z ave
 [z  >℄ pour sub-stitution ne peut être utilisé. Nous proposons une dé-
omposition basée sur les littéraux au lieu des va-riables pour être en mesure d'introduire de telles règlesdans notre système de propagation. La négation dis-paraît don
 des 
onne
teurs présents dans la formuledé
omposée. La fon
tion Æ 
i-dessous dé
ompose uneformule booléenne par introdu
tion de littéraux exis-tentiellement quanti�és (Æ est un 
onne
teur binairequel
onque, le résultat des fon
tions Æ+ et Æ� sont des
ouples (variable; dé
omposition), �i(
) pour i = 1(resp. i = 2) est la première proje
tion (resp. se
ondeproje
tion) du 
ouple 
).Æ(F ) = �2(Æ+(F ))^(�1(Æ+(F ))$>)Æ+(x) = (x;>); x 2 PVÆ�(x) = (x;>); x 2 PVÆ+(:A) = Æ�(A);Æ�(:A) = Æ+(A);Æ+(A ÆB) = (z; �2(Æ+(A))^�2(Æ+(B))^((�1(Æ+(A)) Æ �1(Æ+(B)))$z))Æ�(A ÆB) = (z; �2(Æ+(A))^�2(Æ+(B))^((�1(Æ+(A)) Æ �1(Æ+(B)))$z))Si QF est une QBF prénexe, D = Æ(F ) la dé
ompo-sition de F et X = FV (QD) l'ensemble des nouvellesvariables existentiellement quanti�ées introduites parla fon
tion Æ alors la QBF Q9XD est le résultat de la
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dé
omposition par introdu
tion de littéraux existen-tiellement quanti�és de QF 2. Par exemple, la QBF8z9y9x((x_y)$:z) est maintenant dé
omposée en8z9y9x9u(((x_y)$u)^((u$z)$>)):Selon les théorèmes (2) si QV ((xÆy)$z) est unedé
omposition de la QBF F alors� F est valide si et seulement si QV ((xÆy)$z) estvalide ;� si F est valide alors toutes les QBF Q((xÆy)$z)sont aussi valides.La dé
omposition introduit autant de nouvelles va-riables existentielles qu'il y a de 
onne
teurs binairesdans la formule.4.2 L'ensemble des règles de propagation logiquebasées sur les littéraux pour les QBFL'ensemble de règles de propagation logique baséessur les littéraux pour les QBF présenté dans 
et arti
le(�gures 1, 2 et 3) est généré automatiquement par énu-mération des s
hémas d'équivalen
e possibles 
ommedé
rit dans la partie suivante 3. Cet ensemble de règlesest appliqué itérativement jusqu'à 
e qu'un (unique)point �xe soit atteint. L'ensemble des s
hémas d'équi-valen
e est divisé en deux ensembles de taille égale :l'ensemble des s
hémas 
ontradi
toires issus de s
hé-mas d'équivalen
e non valides et l'ensemble des autress
hémas. Une règle de 
ontradi
tion est générée pour
haque s
héma 
ontradi
toire. Une règle de 
ontradi
-tion arrête le 
al
ul du point �xe et renvoie la non vali-dité de la QBF (puisqu'au moins une des équivalen
esde la 
onjon
tion de la dé
omposition est non valide).Les autres s
hémas sont de quatre types di�érents :� 
ertains s
hémas d'équivalen
e sont tautologiques :dans 
e 
as une règle de simpli�
ation pour tau-tologie est générée qui élimine l'équivalen
e de ladé
omposition (le numéro de 
ette règle a pourindi
e supérieur le symbole j=) ;� 
ertains s
hémas d'équivalen
e sont seulement 
on-tingents (i.e. ils ne sont pas tautologiques mais nedonnent pas de substitution pour les variables) :dans 
e 
as au
une règle n'est générée (le nu-méro de 
e s
héma a pour indi
e supérieur le sym-bole ?) ;� 
ertains s
hémas d'équivalen
e déterminent toutesles variables du s
héma par substitution : dans 
e
as une règle de simpli�
ation/propagation est gé-nérée qui élimine l'équivalen
e de la dé
omposi-2. 
omme lors d'une dé
omposition par introdu
tion de va-riables existentiellement quanti�ées, l'équivalen
e z$> est im-médiatement propagée.3. Le programme Prolog est a

essible sur notre page web :http://www.info.univ-angers.fr/pub/stephan/Resear
h/QBF/

tion et propage les substitutions (le numéro de larègle a pour indi
e supérieur le symbole )) ;� 
ertains s
hémas d'équivalen
e déterminent seule-ment une partie des variables par substitutionet après 
ette propagation sont toujours 
ontin-gents : dans 
e 
as une règle de propagation estgénérée qui propage les substitutions (le numérode la règle a pour indi
e supérieur le symbole)?).S
héma d'équivalen
e Propagation(11)) 9jyj ?_y$? [y  ?℄(12)) 9jyj ?_y$> [y  >℄(13)) 9jxj x_?$? [x ?℄(14)) 9jxj x_?$> [x >℄(15)) 9jxj x_x$? [x ?℄(16)) 9jxj x_x$> [x >℄(17)) 9jxjjyj x_y$? [x ?℄; [y  ?℄(18)) 9jxj8jyj x_y$> [x >℄(19)) 9jyj8jxj x_y$> [y  >℄(20)) 9jxj x_>$x [x >℄(21)) 9jxj x_>$x [x ?℄(22)) qjzj9jyj ?_y$z [y  z℄(23)) 9jyj >_y$y [y  >℄(24)) 9jyj >_y$y [y  ?℄(25)) 9jzjqjyj >_y$z [z  >℄(26)) qjzj9jxj x_?$z [x z℄(27)) 9jzjqjxj x_>$z [z  >℄(28)) qjzj9jxj x_x$z [x z℄(29)) 9jxj x_x$x [x >℄(30)) 9jxj x_x$x [x ?℄(31)) 9jzjqjxj x_x$z [z  >℄(32)) 9jxjjyj x_y$x [x ?℄[y  >℄(33)) 9jxj8jyj x_y$x [x >℄(34)) 9jyj8jxj x_y$x [y  ?℄(35)) 9jxj8jyj x_y$y [x ?℄(36)) 9jyj8jxj x_y$y [y  >℄(37)) 9jxjjyj x_y$y [x >℄[y  ?℄(38)) 9jyjjzj8jxj x_y$z [y  >℄[z  >℄(39)) 9jyj8jzj9jxj x_y$z [y  >℄[x z℄(40)) 9jxjjzj8jyj x_y$z [x >℄[z  >℄(41)) 9jxj8jzj9jyj x_y$z [x ?℄[y  z℄(1))? 9jzj8jxj9jyj x_y$z [z  >℄(2))? 9jzj8jyj9jxj x_y$z [z  >℄Fig. 1 � Règles de simpli�
ation/propagation pour ladisjon
tion.Nous ne rapportons i
i que les résultats pour la dis-jon
tion. Nous obtenons 16 règles de simpli�
ation partautologie (résumées en 10 règles dans la �gure 3), 58règles de simpli�
ation/propagation (résumées en les10 règles de la partie sur les préliminaires et les 30
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premières règles de la �gure 1), 2 règles de propaga-tion (les deux dernières règles de la �gure 1), 28 s
hé-mas d'équivalen
e 
ontingents (résumés en 15 s
hémasdans la �gure 4) et 104 s
hémas d'équivalen
e 
ontra-di
toires (résumés en 67 s
hémas dans la �gure 2).S
héma S
hémad'équivalen
e d'équivalen
e?_?$> 8jzj ?_?$z?_>$? 8jzj ?_>$z8jyj ?_y$? 8jyj ?_y$>qjyj ?_y$y qjyj8jzj ?_y$zqjzj8jyj ?_y$z >_?$?8jzj >_?$z >_>$?8jzj >_>$z qjyj >_y$?8jyj >_y$y 8jyj >_y$yqjyj8jzj >_y$z 8jzjqjyj >_y$z8jxj x_?$? 8jxj x_?$>qjxj x_?$x qjxj8jzj x_?$zqjzj8jxj x_?$z qjxj x_>$?8jxj x_>$x 8jxj x_>$xqjxj8jzj x_>$z 8jzjqjxj x_>$z8jxj x_x$? 8jxj x_x$>qjxj x_x$x qjxj8jzj x_x$zqjzj8jxj x_x$z qjxj x_x$?8jxj x_x$x 8jxj x_x$xqjxj8jzj x_x$z 8jzjqjxj x_x$z9jxj8jyj x_y$? 8jxjqjyj x_y$?9jyj8jxj x_y$? 8jyjqjxj x_y$?8jxjjyj x_y$> 8jxjjyj x_y$xqjxj8jyj x_y$x 8jxj9jyj x_y$x9jyj8jxj x_y$x 8jyjqjxj x_y$x8jxjjyj x_y$y 9jxj8jyj x_y$y8jxjqjyj x_y$y 9jyj8jxj x_y$y8jyjqjxj x_y$y 9jxjqjyj8jzj x_y$z8jxj9jyj8jzj x_y$z 8jxjjyjjzj x_y$z9jxj8jzj8jyj x_y$z 8jxj9jzj8jyj x_y$z8jxjqjzj9jyj x_y$z 9jyjqjxj8jzj x_y$z8jyj9jxj8jzj x_y$z 9jyj8jzj8jxj x_y$z8jyj9jzj8jxj x_y$z 8jyjqjzj9jxj x_y$z9jzj8jxjqjyj x_y$z 8jzj9jxj8jyj x_y$z8jzj9jyj8jxj x_y$zFig. 2 � S
hémas d'équivalen
e pour les règles de
ontradi
tionLa preuve que le point �xe de l'appli
ation itérativede 
es règles est toujours atteint et est unique est basésur les résultats de [3℄. L'argument de la preuve nepeut être basé sur la rédu
tion des domaines 
omme
lassiquement pour les systèmes de propagation de
ontraintes puisque toute règle ne fait pas dé
roîtrestri
tement le nombre de valeurs booléennes possibles

pour les variables d'une règle. A la pla
e, nous uti-lisons un argument 
lassique en logique basé sur la
omplexité de la formule.S
héma d'équivalen
e(1)j= ?_?$?(2)j= ?_>$>(3)j= >_?$>(4)j= >_>$>(5)j= qjxj x_>$>(6)j= qjxj x_x$>(7)j= qjyj >_y$>(8)j= qjxj x_x$x(9)j= qjyj ?_y$y(10)j= qjxj x_?$xFig. 3 � Règles de simpli�
ation par tautologie pour ladisjon
tion. S
héma d'équivalen
e(1)? 9jxjjyjjzj x_y$z(2)? 9jxj8jyj9jzj x_y$z(3)? 8jxj9jyjjzj x_y$z(4)? 9jyj8jxj9jzj x_y$z(5)? 8jyj9jxjjzj x_y$z(6)? 8jxjjyj9jzj x_y$z(7)? 8jzj9jxjjyj x_y$z(8)? 9jxjjyj x_y$>(9)? 8jxj9jyj x_y$>(10)? 8jyj9jxj x_y$>(11)? qjxj9jyj x_y$x(12)? qjyj9jxj x_y$x(13)? 9jxjjyj x_y$y(14)? 8jxj9jyj x_y$y(15)? 8jyj9jxj x_y$yFig. 4 � S
hémas d'équivalen
e 
ontingents pour ladisjon
tion.4.3 Génération automatique des règles de propa-gation basées sur les littérauxLe 
al
ul du 
erti�
at pour un s
héma d'équivalen
e(ave
 le littéral x (resp. x) 
onsidéré 
omme la variablex (resp. la formule :x)) permet de déduire automati-quement la règle asso
iée si elle existe. Durant 
e 
al-
ul deux 
as peuvent apparaître : le 
erti�
at démontreque le s
héma d'équivalen
e n'est pas valide alors unerègle de 
ontradi
tion est générée, ou bien le 
erti�
at
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démontre que l'équivalen
e est valide et dans 
e 
asle 
erti�
at lui-même permet de déduire si la règle estune règle de simpli�
ation pour tautologie, une règlede simpli�
ation/propagation, une règle de propaga-tion ou une équivalen
e 
ontingente.� Si le 
erti�
at est vide ou fx 7! (>;>)g alorsl'équivalen
e est tautologique et une règle de sim-pli�
ation par tautologie est générée.� Si le 
erti�
at 
ontient un 
ouple (x 7! (>;?))alors x est équivalent à ? et une règle de pro-pagation qui 
ontient la substitution [x ?℄ estgénérée. Ré
iproquement, si le 
erti�
at 
ontientle 
ouple (x 7! (?;>)) alors x est équivalent à >et une règle de propagation 
ontenant une substi-tution [x >℄ est générée.� Si le 
erti�
at 
ontient le 
ouple (x 7! (y; y)) alorsune règle de propagation 
ontenant une substi-tution [y  x℄ est générée. Ré
iproquement si le
erti�
at 
ontient le 
ouple (x 7! (y; y)) alors unerègle de propagation 
ontenant une substitution[y  x℄ est générée.Si tous les littéraux d'une équivalen
e sont déter-minés par substitution alors la règle est une règle desimpli�
ation (qui est aussi une règle de propagation).Une règle de propagation n'est pas né
essairement unerègle de simpli�
ation puisque le s
héma d'équivalen
epeut propager une valeur booléenne pour un littéral etêtre en même temps 
ontingent. Par exemple, fx 7!(>;>)g est le 
erti�
at de l'équivalen
e 9x(x_>$>)et est ainsi un s
héma tautologique et génère don
 larègle de simpli�
ation par tautologie (5)j= ; de mêmefy 7! (>;>); z 7! (:x^:y; x_y)g est le 
erti�
at del'équivalen
e 8x9y9z((x_y)$z) et est ainsi le s
héma
ontingent (3)? et ne génère don
 au
une règle ; fx 7!(:z; z)g est le 
erti�
at de l'équivalen
e 8z9x((x_x)$z)et génère la règle de simpli�
ation/propagation (28))ave
 la substitution [x z℄ 
ar8z9x((x_x)$z)� 8z9x((x_:z)^(:x_z)) par le 
erti�
at� 8z9x(x$z)fz 7! (?;>); y 7! (x;>)g est le 
erti�
at de l'équi-valen
e 9z8x9y((x_y)$z) et don
 génère la règle depropagation (1))? ave
 la substitution [z  >℄ puisquetoutes les variables ne sont pas déterminées par sub-stitution et le s
héma d'équivalen
e 8x9y((x_y)$>)demeure 
ontingent 4.4.4 Un algorithme pour atteindre la 
omplétudeIl est immédiat que la seule appli
ation des règlesdé
rites dans 
et arti
le est in
omplète pour dé
ider si4. Tous les 
erti�
ats sont a

essibles sur notre site web.

une QBF est valide ou non. Dans le 
as de la propaga-tion de 
ontraintes booléennes, la 
omplétude est at-teinte par une bou
le à deux étapes : propagation puisénumération sur une des variables restantes. Puisquetoutes les variables sont quanti�ées existentiellement,le 
hoix de la variable est libre et il n'est guidé quepar la re
her
he d'e�
a
ité. Il n'en est pas de mêmepour les QBF puisque les quanti�
ateurs sont ordon-nés et qu'ils ne peuvent pas dans la plupart des 
asêtre permutés.Dans le 
as des algorithmes de re
her
he, qui éli-minent le quanti�
ateur le plus externe d'abord, seule-ment un des quanti�
ateurs de la 
lasse d'équivalen
e(induite par l'ordre) la plus externe peut être 
hoisi.Soit qxD la dé
omposition de la QBF F , x unevariable de la 
lasse d'équivalen
e la plus externe etz 2 f>;?g. Par la sémantique du quanti�
ateur uni-versel, si q = 8 alors F�(D[x >℄^D[x ?℄). AinsiF est valide si et seulement siD[x >℄ etD[x ?℄ lesont. En parti
ulier, si D[x z℄ n'est pas valide alorsil est inutile de 
al
ulerD[x z℄ et F n'est pas valide.Ré
iproquement, par la sémantique du quanti�
ateurexistentiel, si q = 9 alors F�(D[x >℄_D[x ?℄).Ainsi F est valide si et seulement si D[x >℄ ouD[x ?℄ le sont. En parti
ulier, si D[x z℄ est va-lide alors il est inutile de 
al
uler D[x z℄ et F l'estaussi. Nous re
onnaissons i
i la règle du dilemme de laméthode de Stålmar
k [24℄.Il ne nous semble pas fa
ile d'utiliser un algorithmed'élimination de quanti�
ateur de l'intérieur vers l'ex-térieur de la formule 
omme dans QMRES [20℄ pouratteindre la 
omplétude 
ar les quanti�
ateurs intro-duits par la dé
omposition sont des quanti�
ateursexistentiels et qu'ils introduisent par leur sémantiqueune disjon
tion qui 
asse la dé
omposition.5 ComparaisonsPropagation booléenne quanti�ée. Dans [12℄ est pro-posée une extension de la 
onsistan
e d'ar
 pour les
ontraintes quanti�ées (appelée �
onsistan
e d'ar
 quan-ti�ée�). Cette extension est appliquée aux QBF et unensemble de règles est dé
rit. Cet ensemble de règlesest la 
ontrepartie dans l'univers de la propagation de
ontraintes des règles suivantes : de (1)) à (8)), de(11)) à (14)), de (17)) à (19)), de (22)) à (25)),de (38)) à (41)), (1))? et (2))?. Les autres règlesde simpli�
ation/propagation sont hors de la portéede la 
onsistan
e d'ar
 quanti�ée. De 
e point de vuel'ensemble de règles proposé dans 
et arti
le est pluspuissant que 
elui proposé dans [12℄.Le système QUBOS Dans [7℄ est proposé le systèmeQUBOS qui applique à une QBF initiale les règles de
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simpli�
ation dé
rites dans l'introdu
tion, la rédu
tionde la portée et l'élimination des quanti�
ateurs par lesthéorèmes (1) et (2), une propagation élémentaire ba-sée sur une extension de la propagation unitaire ainsiqu'une propagation des littéraux monotones (pour uneformule en forme normale négative 5). Une fois quetous les quanti�
ateurs existentiels (resp. universels)ont été éliminés, éventuellement par des phases d'ex-pansion, via la dé�nition de la sémantique des quanti-�
ateurs, si l'appli
ation itérative des règles de simpli-�
ation n'a pas été su�sante, la QBF restante est misesous forme normale 
onjon
tive (resp. sa négation) ettransmise à un solveur SAT. Les règles de QUBOSliées à la lo
alité des quanti�
ateurs ne sont pas pré-sentes dans notre appro
he par
e que la dé
ompositionignore la profondeur des quanti�
ateurs ; mais les deuxappro
hes ne sont pas in
ompatibles et l'insertion del'ensemble de nos règles de 
ontraintes (qui peuventêtre vues 
omme globales) semble une sour
e d'amé-lioration possible pour le système QUBOS.La méthode de Stålmar
k. Dans [24℄ est présentéela méthode de Stålmar
k pour le problème TAUT (i.e.tester si une formule est une tautologie). TAUT est unproblème de 
omplexité 
o-NP 
omplet et don
 
orres-pond au fragment des QBF prénexes ave
 uniquementdes variables universellement quanti�ées. La méthodede Stålmar
k tente de prouver que la matri
e de laQBF ne peut pas être équivalente à ?. Cette méthodeutilise d'abord la même dé
omposition que 
elle dé-
rite dans les préliminaires et ensuite applique un en-semble de règles. Cette méthode traduit les négations(:x) en (x!?) et ne 
ouvre que l'ensemble des for-mules 
onstruites sur! et ?. Ainsi, l'ensemble initialdes règles de Stålmar
k sont pour l'impli
ation ; nousles transformons (
f. Figure 5) pour les 
omparer ave
les n�tres. La règle (32)) 
ouvre la règle r6 mais elleest plus �ne puisqu'elle substitue aussi la variable y ;les règles (9)), (16)), (28)) et (37)) ne sont 
ou-vertes par au
une règle de la méthode de Stålmar
k etpeuvent y être ajoutées dans une extension de la mé-thode de Stålmar
k basée sur les littéraux. La méthodede Stålmar
k in
lut aussi des s
hémas d'équivalen
e
ontradi
toire (appelés �triplets terminaux�), ils sontaussi exprimés en fon
tion de l'impli
ation et donnésen �gure 5 pour 
omparaison. Nos s
hémas d'équiva-len
e 
ontradi
toires 
ouvrent plus de 
as que 
euxde Stålmar
k et les suivants peuvent être ajoutés dansune extension de la méthode de Stålmar
k basée sur leslittéraux : 9jxj x_x$?, 9jyj ?_y$y, 9jxj x_x$xet 9jxj x_?$x.La méthode de Stålmar
k prouve qu'une formule5. une formule uniquement 
onstituée de littéraux et les opé-rateurs de 
onjon
tion et disjon
tion

Les règles de la méthode de Stålmar
kS
hémas Substitutionsr1 9xy x_y$? [x ?℄[y  ?℄r2 9xz x_>$z [z  >℄r3 9yz >_y$z [z  >℄r4 9yz ?_y$z [z  y℄r5 9xz x_?$z [z  x℄r6 9xy x_y$x [x >℄r7 9xz x_x$z [z  >℄S
hémas terminaux?_?$>9y >_y$?9x x_>$?Fig. 5 � L'ensemble des règles et s
hémas terminauxde la méthode de Stålmar
kpropositionnelle est une tautologie en prouvant qu'ilest impossible de la falsi�ée ; nous ne pouvons faire demême pour une QBF dans le 
as général 
ar il existedes QBF qui n'ont pas de modèle mais dont la matri
ea au moins un modèle booléen (par exemple, l'équiva-len
e 8x8y8z(x_y$z)).6 Esquisse d'une implantation en CHRLe langage CHR. Le langage des Constraints Hand-ling Rules (CHR) [15℄ est un langage de règles de ré-é
riture destiné à l'implantation de solveurs de 
ontrain-tes dans un langage h�te que nous 
hoisirons i
i 
ommeétant Prolog. Le langage CHR permet à l'utilisateurde dé�nir dé
larativement des 
ontraintes, le langageh�te réalisant le reste des 
al
uls. Le langage CHR estun langage de règles gardées à gardes multiples dontla syntaxe (simpli�ée) d'une règle est la suivante :� une règle de simpli�
ation est de la forme :H1; : : : ; Hi <=> G1; : : : ; Gj jB1; : : : ; Bk� ou bien une règle de propagation est de la forme :H1; : : : ; Hi ==> G1; : : : ; Gj jB1; : : : ; Bkave
 i > 0, j � 0, k � 0, H1; : : : ; Hi une suite non videde 
ontraintes CHR,G1; : : : ; Gj une suite de 
ontraintesgérées par l'h�te et B1; : : : ; Bk une suite de 
ontraintes.La sémantique dé
larative est la suivante :� pour une règle de simpli�
ation, 
'est l'équiva-len
e suivante :8X(G1^ : : :^Gj!(H1^ : : :^Hi $(9Z B1^ : : :^Bk)))
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� pour une règle de propagation, 
'est l'impli
ationsuivante :8X(G1^ : : :^Gj!(H1^ : : :^Hi !(9Z B1^ : : :^Bk)))Plus informellement, la règle de simpli�
ation rem-pla
e les 
ontraintes de la tête par 
elles du 
orps tan-dis que la règle de propagation ajoute les 
ontraintesdu 
orps tout en 
onservant 
elles de la tête.Du 
erti�
at d'une QBF à la règle CHR. D'un s
hé-ma d'équivalen
e et de son 
erti�
at asso
ié nous pou-vons déduire la règle CHR. Nous ne traitons i
i à nou-veau que la 
ontrainte sur la disjon
tion implantée enla 
ontrainte CHR 'qbf+'.Un s
héma d'équivalen
e Q(x_y $z) non valide esttel que (Q(x_y $z)$?) ; nous en déduisons une règleCHR de simpli�
ation'qbf+'(LX, LY, LZ) <=>
ondition(LX,LY,LZ) | failave
 le prédi
at 
ondition assurant la garde sur lelieur et les égalités possibles des littéraux x, y et zentre-eux ou ave
 les 
onstantes booléennes qui sont
odées 0 pour ? et 1 pour >. Par exemple, l'équiva-len
e 8x8y(x_y $y) est non valide, nous en déduisonsdon
 une règle CHR :'qbf+'(LX, LY, LZ) <=>universel?(LX), universel?(LY),lit_opp(LY,LZ) |fail.ave
 le prédi
at existentiel? (resp. universel?) étanttel que existentiel?(L) (resp. universel?(L)) estvrai si le littéral L est quanti�é existentiellement (resp.universellement) et le prédi
at lit_opp étant tel quelit_opp(L,L_) est vrai si le littéral L est le 
omplé-mentaire du littéral L_. Un s
héma d'équivalen
e tau-tologique Q(x_y $z) est tel que (Q((x_y)$z)$>) ;nous en déduisons une règle CHR de simpli�
ation'qbf+'(LX, LY, LZ) <=>
ondition(LX,LY,LZ) | true.Les règles de simpli�
ation/propagation s'implantenten des règles de simpli�
ation CHR. Par exemple, larègle de simpli�
ation/propagation (32)) pour le s
hé-ma d'équivalen
e 9jxj9jyj((x_y)$x) s'implante en larègle de simpli�
ation CHR :'qbf+'(LX, LY, LZ) <=>existentiel?(LX), existentiel?(LY),lit_opp(LX,LZ), (LX < LY) |LX <- 0, LY <- 1.ave
 le prédi
at < qui respe
te l'ordre du lieur et leprédi
at '<-' qui réalise la substitution sur les litté-raux.

Les règles de propagation s'implantent en des règlesde propagation CHR. Par exemple, la règle de propa-gation (1))? pour le s
héma 9jzj8jxj9jyj((x_y)$z)s'implante en la règle de propagation CHR :'qbf+'(LX, LY, LZ) ==>existentiel?(LZ),universel?(LX), existentiel?(LY),(LZ < LX), (LX < LY) | LZ <- 1.Les littéraux sont obtenus grâ
e à des variables Pro-log attribuées qui permettent d'atta
her des attributsaux variables. Les variables attribuées ont été intro-duites dans [17℄ pour pouvoir atta
hé à des variablesdes informations (par exemple un domaine) ou des
omportements et sont parti
ulièrement utiles pourimplanter des systèmes à propagation de 
ontraintes.L'élimination des quanti�
ateurs entre deux phases depropagation de 
ontraintes s'e�e
tue par a�e
tationpuis retour-arrière. La génération de l'ensemble desrègles est obtenue grâ
e à la table de vérité.7 Travaux à venirL'algorithme RuleMiner [1℄ est un algorithme pourgénérer des ensembles de règles de propagation pourdes 
ontraintes dé�nies en extension sur des domaines�nis. Cet algorithme nous semble pouvoir générer unensemble plus 
ompa
te de règles, grâ
e à un ordresur les règles et un ensemble de règles plus large et en
ela, nous semble aussi plus puissante que la méthodo-logie évoquée dans l'introdu
tion et dé
rite dans [5℄.Ainsi nous nous intéresserons à l'impa
te de l'algo-rithme RuleMiner sur notre ensemble de règles.Les premiers résultats expérimentaux sur l'implan-tation en CHR ont été menés sur des instan
es stru
tu-rées issues de la modélisation d'additionneurs n-bits [7℄.Les résultats sont très dé
evants : ils ne permettentpas de dé
ider, même pour des additionneurs de faibletaille, de la validité des formules. A 
ela nous voyonstrois raisons majeures : l'ensemble trop important derègles du système de 
ontraintes, la manière dont lequanti�
ateur est éliminé entre deux phases de pro-pagation et le 
hoix du langage d'implantation. L'ap-pli
ation de l'algotihme RuleMiner peut nous o�rirune solution pour le premier point. Pour le deuxièmepoint, qui nous apparait le plus important, nous pen-sons que notre appro
he à 
ara
tère global doit être
ouplée ave
 une appro
he plus lo
ale à la QUBOS.En�n, pour le troisième et dernier point, nous déve-loppons a
tuellement une implantation réalisant 
ettehybridation que nous venons d'évoquer.
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