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Propagation logique pour les formules
booléennes quantifiées

Igor Stéphan

LERIA, Université d’Angers, 2 Boulevard Lavoisier, 49045 Angers Cedex 01
igor.stephan@info.univ-angers.fr

Résumé
Cet article propose un nouvel ensemble de régles de
propagation pour les formules booléennes quantifiées ba-
sées sur les littéraux et générées automatiquement grace
aux certificats pour les formules booléennes quantifiées.
Cet ensemble de régles de propagation est comparé avec
I'ensemble de régles de propagation déja proposé pour
les contraintes booléennes quantifiées, le systéme QU-
BOS et I'ensemble de régles de la méthode de St&Imarck.
Nous esquissons une implantation en le langage CHR.
Abstract
This paper proposes a new set of propagation rules
for Quantified Boolean Formulae based on literals and
generated automatically thanks to Quantified Boolean
Formulae certificates. This set of propagation rules is
compared with the already proposed quantified Boolean
propagation rule system, QUBOS system and Stalmar-
ck's method. We also outline an implementation in CHR
language.

1 Introduction

Le probléme de validité pour les formules booléennes
quantifiées est une généralisation du probléme de sa-
tisfiabilité pour les formules booléennes. Tandis que
décider de la satisfiabilité des formules booléennes est
NP-complet, décider de la validité des formules boo-
léennes quantifiées est PSPACE-complet. C’est le prix
A payer pour une représentation plus concise pour de
trés nombreuses classes de formules. Une multitude
d’importants problémes de décision parmi des champs
trés divers ont des transformations polynomiales vers
le probléme de validité des formules booléennes quanti-
fiees. C’est pourquoi, I’étude de la validité des formules
booléennes quantifiées est importante.

Etant donné qu’une formule booléenne quantifiée
peut étre ramenée & une formule booléenne (non quan-
tifiee), la premiére solution semble étre de réaliser cette
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transformation puis d’appliquer un algorithme de test
de satisfiabilité. L’inconvénient majeur d’une telle ap-
proche est la taille de la formule booléenne générée
qui est dans le pire des cas exponentielle par rapport
a la celle de la formule booléenne quantifiée initiale.
La plupart des travaux récents portant sur les procé-
dures de décision pour la validité des formules boo-
léennes quantifiées [22, 16, 13, 19] sont des extensions
de la procédure de recherche dite de Davis-Putnam [14]
pour le test de satisfiabilité des formules booléennes.
D’autres procédures de décision sont basées soit sur le
principe de résolution [23] (comme la Q-resolution [11]
qui étend le principe de résolution pour les formules
booléennes [14] aux formules booléennes quantifiées
ou bien Quantor [10] qui combine efficacement la Q-
resolution avec l’expansion), soit sur des algorithmes
d’élimination de quantificateurs [20], soit encore sur
des approches combinant le symbolique et I'utilisation
de solveurs SAT (par exemple, & base de diagrammes
binaires de décision [6] ou de skolémisation [8]). La
plupart des systémes précédents ont opté pour une ré-
solution & partir de formules booléennes quantifiées
sous forme prénexe et normale conjonctive. Dans [7]
est proposée le systéme QUBOS : une approche par ré-
duction de la portée des quantificateurs, propagation
et élimination des quantificateurs sur la QBF initiale
(qui n’a été mise ni en forme prénexe, ni en forme
normale conjonctive) ; cette méthode est a rapprocher
de celle explorée dans [21] qui applique des transfor-
mations qui préservent la validité de la formule. En-
fin, dans [12] est proposée une approche basée sur
la propagation de contraintes booléennes quantifiées
qui étend la consistance d’arc aux contraintes quan-
tifices. Il existe aussi des algorithmes efficaces pour
des fragments syntaxiques de ’ensemble des formules
booléennes quantifiées. Par exemple, ’algorithme po-
lynomial pour 2CNF-QBF [2] ou des heuristiques pour
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les formules quantifices Horn renommables [18].

Dans [5], une méthodologie est proposée pour cons-
truire un ensemble de régles de propagation pour des
problémes de satisfaction de contraintes basés sur des
contraintes prédéfinies et données explicitement. La
propagation de contraintes booléennes (cf. [4] pour
un historique concis) et la propagation de contraintes
quantifiées booléennes [12] vérifient cette définition.
En général, les systéemes de propagation de contraintes
s’appuient implicitement sur la décomposition par 'in-
troduction de variables existentiellement quantifiées.
Cette décomposition ne permet pas de capturer ’en-
semble des simplifications possibles dues aux proprié-
tés des connecteurs dans le treillis booléen. Les dé-
finitions et propriétés décrites dans ces articles sont
en terme de domaine et d’arc-consistance (quantifiée).
Nous nous intéressons & ces résultats plus en terme de
logique propositionnelle, d’équivalence logique et de
propagation par substitution comme dans la méthode
de Stalmarck [24]. C’est pourquoi, nous parlerons de
propagation logique plutét que de propagation boo-
léenne pour marquer cette distinction.

Dans [9] est introduite la notion de certificat pour
une formule booléenne quantifiée. Un certificat est une
application extraite d’une formule booléenne quanti-
fiée qui permet d’en tester ou d’en générer les modéles.
Nous montrerons que des certificats peuvent étre ex-
traites automatiquement les régles pour la propagation
logique pour les formules booléennes quantifiées.

L’article est organisé ainsi: aprés des préliminaires
syntaxiques et sémantiques sur les formules booléennes
quantifiées en section 2, nous déroulons en section 3 un
exemple pour donner I'intuition des résultats que nous
décrivons en section 4: un ensemble de régles de pro-
pagation logique basées sur les littéraux pour les for-
mules booléennes quantifiées. Pour ce faire, nous intro-
duisons d’abord la décomposition par introduction de
littéraux quantifiées existentiellement ; puis nous dé-
crivons la génération automatique, a partir des certi-
ficats, des régles de propagation logique basées sur les
littéraux ; enfin nous proposons un algorithme complet
incluant cet ensemble de régles et s’appuyant sur la sé-
mantique des quantificateurs. Dans la section 5, nous
comparons notre approche avec le systéme de propaga-
tion booléenne quantifiée décrit dans [12], le systéme
QUBOS [7] et la méthode de Stalmarck [24]. La sec-
tion 6 décrit sommairement une implantation dans le
langage CHR sous Prolog. Enfin, nous concluons en
section 7 par une présentation de nos travaux futurs.

2 Préliminaires

Formules booléennes quantifiées. Les valeurs boo-
léennes sont notées v et f. L’ensemble des symboles

(ou variables) propositionnel(le)s est noté PV. Les
symboles L et T sont les constantes booléennes. Le
symbole A est utilisé pour la conjonction, V pour la
disjonction, = pour la négation, — pour 'implication
et <> pour I’équivalence. Un littéral est une variable
booléenne ou la négation de celle-ci. Si I est un litté-
ral alors sa variable sous-jacente est notée |l| et son

complémentaire [ (i.e. [v| = v, || = v, T = —w et
=v = w). La satisfaction propositionnelle est notée
E et I'équivalence logique =. Le symbole 3 est uti-

lisé pour la quantification existentielle et V pour la
quantification universelle (g est utilisé pour noter un
quantificateur quelconque). Toute formule booléenne
est aussi une formule booléenne quantifiée (QBF). Si
F est une QBF et x est une variable booléenne alors
(3z F) et (Vz F) sont des QBF. Par convention, des
quantificateurs différents lient des variables différentes.
Si une variable z n’est pas dans la portée d’un quantifi-
cateur gz alors elle est libre. L’ensemble des variables
libres d’'une QBF F est noté VL(F). Si VL(F) = 0
alors la QBF F' est close. Nous définissons la substitu-
tion de z par F' dans G, notée Gz < F], comme étant
la formule obtenue de G en remplacant toutes les oc-
currences de la variable propositionnelle x par la for-
mule F. Cette substitution est étendue aux littéraux:
si | = -z alors G[l + F] = Gz + —F]. Un lieur est
une chaine de caractére qiz1 ...qnx, avec Ti,...,Tn,
des variables distinctes et q; . .. ¢, des quantificateurs.
Nous écrivons gz ...z, pour une quelconque permu-
tation de gz ...qzr,. Une QBF QF est en forme pré-
nexe si F' est une formule booléenne (appelée matrice)
et sous forme normale conjonctive si F' est une for-
mule booléenne en forme normale conjonctive (i.e. une
conjonction de disjonctions de littéraux).

Sémantique des QBF. La sémantique des symboles
booléens est définies de maniére habituelle. En par-
ticulier, de la structure de treillis booléen un certain
nombres de simplifications peuvent étre appliquées (nous
nous intéressons plus particuliérement a la disjonction
par la suite, mais tous les résultats sont transposables
pour les autres connecteurs) :

(1) (Lvl)=11](2) (LvT)=T
(3) (TVL)=T | (4) (TVvT)=T
(5) (Lvy)=y | (6) (Tvy)=T
(7) (zvLl)=z | (8) (2vT)=T
(9) (xva)= (10) (zvET)=T

Ces régles peuvent étre appliquées itérativement jus-
qu’a ce qu'un (unique) point fixe soit atteint. La sé-
mantique des quantificateurs est la suivante : pour toute
variable booléenne y et toute QBF F,

(Fy F) = (Fly «+ TIVF[y « 1])
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et
(Vy F) = (Fly «+ TIAF[y < 1]).

Une QBF est valide si F=T. Si y est une variable quan-
tifiée existentiellement précédée par les variables quan-
tifiées universellement 21, ..., x,, nous notons Yz, ... 2,
sa fonction de Skolem de {v,f}" dans {v,f}. Un mo-
déle pour une QBF F est une séquence s de fonctions
de Skolem qui satisfait la formule!. Par exemple, la
QBF Jy3zVz((zVy) <32z) n’est pas valide tandis que
Vz3y3z((zVy) <2) 'est avec pour séquence possible
de fonctions de Skolem: §.(v) = v, §.(f) = £, &,(v) =
f et #,(f) = f. Dans [26, 25], une nouvelle relation
d’équivalence sur les QBF, notée =2, a été introduite ;
elle porte sur la préservation de I’ensemble des modéles
(et non plus seulement sur la validité). Par exemple,
Vz3yIz((zVy) <2)=T mais VzIy3z((zVy) <2) Z T.
Nous ne nous intéresserons par la suite qu’aux QBF
closes. Une QBF est valide si et seulement g’il existe
une séquence de fonctions de Skolem qui satisfasse la
formule. Selon les théorémes :

JrIyF=FyIxF,VaVy=VyVaF, JzVyF # VyIzF (1)

pour une QBF F' quelconque, la QBF induit un ordre
sur les classes d’équivalence constituées des quantifica-
teurs identiques contigus que nous noterons <. Toute
QBF a une QBF sous forme prénexe qui lui est équi-
valente.

Certificat pour les QBF. Dans [9] a été introduite
la notion de certificat pour une QBF close sous forme
prénexe (notion définie simultanément, sous un autre
nom, dans [25]). Un certificat {z — (®}, P, )}zevs
est une application de ’ensemble des variables existen-
tielles V3 d’une QBF vers des couples de formules boo-
léennes (@, ®;) constituées uniquement sur les va-
riables qui précédent la variable dans le lieur. Le certi-
ficat peut étre extrait d’'une QBF prénexe QF par une
extension de ’algorithme QMRES [20] d’élimination
de quantificateurs. D’un certificat {z — (&5, &) }.cvs
peut étre extraite une QBF

Q N\ @Vva)A(-ave;)
z€V3

Cette QBF est équivalente (dans le sens de la pré-
servation la validité) a la QBF QF dont le certificat
est issu, mais lui est aussi équivalente dans le sens de
la préservation des fonctions de Skolem et donc des
modeéles [25]. Ce certificat permet de vérifier qu’'un en-
semble de fonctions de Skolem est un modeéle [9] ou

1. Cette notion de “modele” différe de celle en logique clas-
sique qui concerne les variables libres mais est justifiée par le
fait qu’un modéle (booléen) pour une formule booléenne non
quantifiée correspond exactement au modéle (QBF) de sa clo-
ture existentielle.

d’énumérer un a un les modeles [9, 25]. Par exemple,
le certificat associé a la QBF F' = Vz3y3z((zVy) <2)
est lapplication {y — (T,2),z — ((-2zVy),2)} de ce
certificat peut étre extraite la QBF

F' =V23y3z((yVT)A(~yVz)A(zV(=2Vy))A(-2Vz))

cette QBF vérifie les deux propriétés suivantes: F'=F
et ' = F,

Décomposition par introduction de variables quanti-
fiées existentiellement. La décomposition par intro-
duction de variables quantifiées existentiellement in-
troduit des variables quantifiées existentiellement pour
faire apparaitre les résultats intermédiaires de ’appli-
cation des opérateurs. Cette décomposition préserve la
validité de la QBF initiale. Par exemple, la QBF

V23y3Iz((xVy) <3—2)
est décomposée en la QBF
Vz3yTzFuTo(((zVy) <u)A(—z <0)A((u <v) < T)).

Selon les théorémes suivants :

(Vz (FAG))=((Vz F)A(Vz G))
(3z (FAG))=((Fz F)AG) z non libre dans G (2)
(Fz (FAQ)) = ((Fz F)N(Fz G))

cette QBF ne peut étre valide que si les QBF suivantes
le sont aussi :

VzFu(—z «v), yFzTu((zVy) <u), YuTo((u <v) < T).

Ce principe de décomposition est a la base des sys-
témes de propagation de contraintes booléennes [4, 3]
et de l’algorithme de Stalmarck [24] pour la vérifica-
tion du caractére tautologique d’une formule proposi-
tionnelle. Les régles de simplification deviennent alors
des regles de simplification/propagation par substitu-
tion. Dans le cadre des QBF le lieur est important et
est donc rajouté pour donner ce que nous appellerons
un schéma d’équivalence. Les régles de simplification
évoquées plus haut sont donc réécrites pour faire ap-
paraitre la variable existentielle introduite ainsi que le
lieur. Par exemple, la régle de simplification (9) est
réécrite en le schéma d’équivalence gz3z((zVz) <>z)
avec pour propagation [z < z]. Ici Pordre des quanti-
ficateurs est capital puisque la QBF J2Vz((zVz) ¢ 2)
n’est pas valide. Dans le schéma d’équivalence le lieur
n’est pas une sous chaine du lieur de la QBF mais pré-
cise Pordre des quantificateurs; ici gz < Jz mais les
classes d’équivalences associées ne sont pas nécessai-
rement contigués. Il est a noter que la régle (10) ne
peut pas étre une régle d’'un systéme de propagation
booléenne basée sur la décomposition par introduction
de variables puisque les littéraux ne sont pas autorisés
dans les régles d’un tel systéme.
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3 Un exemple

Nous déroulons un exemple pour introduire de ma-
niére intuitive les résultats de la partie suivante. Cet
exemple est issu de [24] mais légérement transformé.
Soit la QBF VpdqF avec

F = ((((p =p) =p) =@ =9) =((p =q) =p) =0q))

Au lieu d’appliquer la décomposition par introduc-
tion de variables existentiellement quantifiées, nous in-
troduisons des littéraux existentiellement quantifiés.
Nous obtenons alors la QBF équivalente

VpIqF=Vp3qIz ... 27(
((pvp) ©25)A((25Vp) ©7%)
A ((BVq) ©24)N((26V24) 377)
A ((PVve) ©Z0)A((21Vp) ©72)
A ((22Vq) ©23)A((27V23) ©T))

La QBF Vp3qF est valide seulement si, par les théo-
rémes (2), les QBF

Vp3z5((PVp) <375), VpIzs 326 ((25Vp) €37%6),
Vp3q3z4((DVq) <>24), F26T24327 ((26V24) <Z7),
Vpag321((pVq) <71), VpIz1322((21Vp) ©72),
Vp3zoT2z3((22Vq) <r23), J27323((27V23) & T)

le sont aussi.

Mais ici, la seule valeur possible pour z5 est L, et
donc dans la décomposition de VpdqF aussi et ainsi de
suite nous pouvons propager les substitutions ([z5 + L])
et [z6 ¢ P|. A ce moment du calcul, plus rien ne peut
étre déduit, nous devons donc appliquer maintenant
la sémantique du quantificateur universel ; nous obte-
nons deux formules (I'une en substituant p par T et
Pautre en substituant p par L) qui doivent étre toutes
les deux valides :

JqF[p + T])=3q32; ... Tz4T2(
(TV) ©z)AN(TVzs) ©77)
A (Tvg) @ZDA((21VT) ©7)
A ((22Vq) ©23)A((27Vz3) <))
et

JqF[p + L]=3q32; ... Fz4T2(
(Tvg) ©2)A(Tvar) ©7)
A ((Lvg) @ZDA((21V L) ©2)
A ((22Vq) ©23)A((27Vz3) <))

Dans 3¢F[p < T|] nous avons les substitutions sui-
vantes qui démontrent que 3qF[p + T] est valide:

[22 = L], [23 < gl [24 <= q]. [z1 < T, [27 < 7]

De méme, dans J¢F[p + L] nous avons les substitu-
tions suivantes qui démontrent que 3¢F[p « L] est va-
lide:

[24 = T], [z < L], [z3 < Tl [21 ¢ L], [22 < T].

Y Y

Nous remarquons que dans les substitutions qui pré-
cédent (pour les deux QBF), la variable g n’est substi-
tuée par aucune valeur ; nous pouvons immédiatement
en déduire la validité de la QBF VpVgF (c’est d’ailleurs
ce qui est démontré dans [24]).

4 Propagation logique basée sur les lit-
téraux pour les QBF

Cette partie décrit le coeur de notre contribution : un
ensemble de régles de propagation logique basées sur
les littéraux pour les QBF. Nous introduisons d’abord
la décomposition par introduction de littéraux exis-
tentiellement quantifiés; puis nous décrivons la géné-
ration automatique des régles de propagation logique
basées sur littéraux pour les QBF grace aux certificats ;
enfin nous proposons un algorithme complet incluant
cet ensemble de régles et s’appuyant sur la sémantique
des quantificateurs.

4.1 Deécomposition par introduction de littéraux
existentiellement quantifiés

La décomposition classique par introduction de va-
riables existentiellement quantifiées pour les formules
booléennes conserve la négation comme un connec-
teur de la formule booléenne générée. Ainsi, un schéma
d’équivalence tel que #VTZ=z avec [z + T| pour sub-
stitution ne peut étre utilisé. Nous proposons une dé-
composition basée sur les littéraux au lieu des va-
riables pour étre en mesure d’introduire de telles régles
dans notre systéme de propagation. La négation dis-
parait donc des connecteurs présents dans la formule
décomposée. La fonction § ci-dessous décompose une
formule booléenne par introduction de littéraux exis-
tentiellement quantifiés (o est un connecteur binaire
quelconque, le résultat des fonctions §T et §~ sont des
couples (variable, décomposition), m;(¢) pour i = 1
(resp. i = 2) est la premiére projection (resp. seconde
projection) du couple ¢).

MF) = ma (6T (F))A (7 (6 (F))<T)

ot (z) = (2, T),z € PV

§ (z)=(x,T),z € PV

ot (=A4) =07 (4)

0= (=A) =07 (4),

0t (Ao B) = (2, ma(6F(A))Am (T (B))
A((m1 (6% (A)) o w1 (07 (B)))+>2))

0" (Ao B) = (z, m(dT(A))Am2(6T(B))
A((m1 (61 (A)) o1 (67(B))) %))

Si QF est une QBF prénexe, D = §(F) la décompo-
sition de F et X = FV(QD) l'ensemble des nouvelles
variables existentiellement quantifiées introduites par
la fonction § alors la QBF Q3X D est le résultat de la
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décomposition par introduction de littéraux existen-
tiellement quantifiés de QF 2. Par exemple, la QBF
Vz3y3z((zVy) <>—2) est maintenant décomposée en
VzyIzAu(((2Vy) ©u)A((u <Z) <T)).

Selon les théorémes (2) si Q A ((zoy) <3z) est une
décomposition de la QBF F alors

— F est valide si et seulement si @ A ((zoy) <>2) est
valide ;

— si F est valide alors toutes les QBF Q((zoy) <>z)
sont aussi valides.

La décomposition introduit autant de nouvelles va-
riables existentielles qu’il y a de connecteurs binaires
dans la formule.

4.2 L’ensemble des régles de propagation logique
basées sur les littéraux pour les QBF

L’ensemble de régles de propagation logique basées
sur les littéraux pour les QBF présenté dans cet article
(figures 1, 2 et 3) est généré automatiquement par énu-
mération des schémas d’équivalence possibles comme
décrit dans la partie suivante . Cet ensemble de régles
est appliqué itérativement jusqu’a ce qu’'un (unique)
point fixe soit atteint. L’ensemble des schémas d’équi-
valence est divisé en deux ensembles de taille égale:
I’ensemble des schémas contradictoires issus de sché-
mas d’équivalence non valides et ’ensemble des autres
schémas. Une régle de contradiction est générée pour
chaque schéma contradictoire. Une régle de contradic-
tion arréte le calcul du point fixe et renvoie la non vali-
dité de la QBF (puisqu’au moins une des équivalences
de la conjonction de la décomposition est non valide).
Les autres schémas sont de quatre types différents :

— certains schémas d’équivalence sont tautologiques:
dans ce cas une régle de simplification pour tau-
tologie est générée qui élimine I’'équivalence de la
décomposition (le numéro de cette régle a pour
indice supérieur le symbole =) ;

— certains schémas d’équivalence sont seulement con-
tingents (i.e. ils ne sont pas tautologiques mais ne
donnent pas de substitution pour les variables) :
dans ce cas aucune régle n’est générée (le nu-
méro de ce schéma a pour indice supérieur le sym-
bole 7) ;

— certains schémas d’équivalence déterminent toutes
les variables du schéma par substitution : dans ce
cas une régle de simplification/propagation est gé-
nérée qui élimine I’équivalence de la décomposi-

2. comme lors d’une décomposition par introduction de va-
riables existentiellement quantifiées, I’équivalence z<+T est im-
médiatement propagée.

3. Le programme Prolog est accessible sur notre page web:
http://www.info.univ-angers.fr/pub/stephan/Research/QBF/

tion et propage les substitutions (le numéro de la
régle a pour indice supérieur le symbole =) ;

— certains schémas d’équivalence déterminent seule-
ment une partie des variables par substitution
et apres cette propagation sont toujours contin-
gents: dans ce cas une régle de propagation est
générée qui propage les substitutions (le numéro
de la régle a pour indice supérieur le symbole = 7).

Schéma d’équivalence Propagation

(1)~ Jy| LvyeLl [y« 1]

(12)= Jy| LVyeT [y« T]

(13)= Jz| zvVlel [+ 1)

(14)= x| azVLeT [z« T)

(15)= x| zvVeel  |r+ 1)

(16)= x| zVeeT [z« T)

(1= dzlly] zvyerl [z L] [y« L]
(18)~ JzVy| zVyeT [z« T]

(19)= Ay|V|z| zVycT [y« T]

(20)~ x| aVTez [z« T

(21)= x| aVTET [z + 1]

(22)7 |23yl Lvyerz [y < 2]

(23)~ Ayl Tvyey [y« T

(24)7 Ayl Tvyes [y« L

(25)~ Jlzlqly] TVyez [z T]

(26)~ qlz|F|z| 2Vlez [z« 2]

(27~ Jzlglx] VT2 [z T]

(28)~ q|z|3z| xVrez [T 2]

(29)~ Jz| xVTer [z T

(30)= x| zVEET  |[r+ 1]

(31)= lzlglz] 2VITez [z T]

(32)= Az|ly] zVyeT [z L)y« T]
(33)= Jz|Vy| zVyezr |z T]

(34)~ Jy|V|z| zVyez [y« L]

(35)= Jz|V|y| aVyey [z« L]

(36)~ AyViz| zvyey [y« T]

(371~ Alzllyl 2vyey (v« Ty < L]
(38)= | Flyllz|V|z| zvyerz [y« Tz « T]
(39)= | dyViz|3|lz| zVvyez [y« Tz« 2]
(40)= | Flz||z|Vly| xVvy+sz [z Tz« T
41D)= | F|zV|z|Fy| zVyez |z L)y « 2]
(1)=7 | z|V|z3ly| zVyez [z« T]

(2)=7 | JzVyF|z| zvyez [z« T]

Fia. 1 — Reégles de simplification/propagation pour la
disjonction.

Nous ne rapportons ici que les résultats pour la dis-
jonction. Nous obtenons 16 régles de simplification par
tautologie (résumées en 10 régles dans la figure 3), 58
régles de simplification /propagation (résumées en les
10 régles de la partie sur les préliminaires et les 30
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premiéres régles de la figure 1), 2 régles de propaga-
tion (les deux derniéres régles de la figure 1), 28 scheé-
mas d’équivalence contingents (résumés en 15 schémas
dans la figure 4) et 104 schémas d’équivalence contra-
dictoires (résumés en 67 schémas dans la figure 2).

Schéma Schéma
d’équivalence d’équivalence
1V1ieT V|z| LlVliez
IVTeL V|z| LVTz
Viy] LVysL Viy| LvysT
qlyl Lvyey qlylVlz| Lvy¢sz
qlz|V]y| LVy+z TV9ielL
V|z| TVLliez TVTeL
V|z| TVT4z qlyl TVyeL
Viyl Tvyey Viyl Tvyey
alylVlz| TVyez Vizlgly] Tvyerz
Vjz| aVlel Viz| avVLleT
qlz] zvV1leT qlz\V]z] xVléez
qlzlV|z| xVléez qlz] VT L
Viz| 2VTex Viz| a2VT&T
qlz\V|z] VT &z Vizlglz] xVToz
Viz| aVze L Viz| aVzeT
qlz| azVzeT qlz\V]z| zVzez
qlz|Vlz] aVzerz qlz] VT L
Viz| a2VI<ox Viz| a2VI&T
qlz\V|z| xVI&z V|zlqlz| VT2
3lzVly| zvyerl Vlzlgly| xVyeL
Ay[V|z| avyeL Viylglz| zvyeL
Vizlly| zvyeT Vizlly| zVyew
qlz|Vy| aVyeT Viz[3y| aVyeT
Ay|Viz| zvyeT Vlylg|z| aVyeT
Viz[ly| aVyery 3lzVly| zvyey
Vizlgly| zvyey Ay|V|z| avyey
Viylglz| zvyey | Jzlqly|V]z] aVyez
Viz3ly|V]z|  aVyez Vizllyllz] @Vyez
Jz|V|z|Vly| xVyez | Vz|3|z|Vy| xVye:z
Vizlglz|3ly| avyez | FylglzViz] aVye:
Yiy|3|z|V|z| zvyez | Jy|V|z|V|z] zVyez
Vly[BlzV|z|  avyez | Viylglz[Fzl zVyers
3lz|Vizlgly| zvyerz | Viz[T[z[V]y| aVyer
V|z|3y|V¥|z] zVyerz

Fia. 2 — Schémas d’équivalence pour les régles de

contradiction

La preuve que le point fixe de I'application itérative
de ces régles est toujours atteint et est unique est basé
sur les résultats de [3]. L’argument de la preuve ne
peut étre basé sur la réduction des domaines comme
classiquement pour les systémes de propagation de
contraintes puisque toute régle ne fait pas décroitre
strictement le nombre de valeurs booléennes possibles

pour les variables d’une régle. A la place, nous uti-
lisons un argument classique en logique basé sur la
complexité de la formule.

Schéma d’équivalence
(1)F TVAREY]
(2)F LVT&T
(3)F TVLleT
(4)F TVT&T
(5)= | qlz] avTeT
6)= | qlz| zvTeT
(D= |alyl TvyeT
(&)= | qlz| zvzex
97 | alyl Lvyey
(10)F | qlz| zvVLiex

Fia. 3 — Régles de simplification par tautologie pour la
disjonction.

Schéma d’équivalence
) dlzllyllz| zvye=z
(2)7 | z|V]y|3|z| zVyez
3)" | Vz[Blyllz| avyez
4" | yViz|3|z| zVyez
(5)" | VIyBlzll2| zvye:
(6)" | Vlzlly3z| avye:z
(M | VIz3zlly] zvye:
(8)° Alzlly| zvyeT
(9)° V|z|3ly| zvyeT
(10)? Yly|3z| zvyeT
(11)° qlz|3ly] avyer
(12)° aly3z| avyer
(13)° Jzlly| aVyey
(14)° Viz3ly| avyey
(15)° Viy[3lz| avyey

FiG. 4 — Schémas d’équivalence contingents pour la
disjonction.

4.3 Génération automatique des régles de propa-
gation basées sur les littéraux

Le calcul du certificat pour un schéma d’équivalence
(avec le littéral z (resp. ) considéré comme la variable
z (resp. la formule —z)) permet de déduire automati-
quement, la régle associée si elle existe. Durant ce cal-
cul deux cas peuvent apparaitre : le certificat démontre
que le schéma, d’équivalence n’est pas valide alors une
régle de contradiction est générée, ou bien le certificat



Propagation logique pour les formules booléennes quantifiées

333

démontre que 1’équivalence est valide et dans ce cas
le certificat lui-méme permet de déduire si la régle est
une régle de simplification pour tautologie, une régle
de simplification/propagation, une régle de propaga-
tion ou une équivalence contingente.

— Si le certificat est vide ou {x — (T,T)} alors
I’équivalence est tautologique et une régle de sim-
plification par tautologie est générée.

— Si le certificat contient un couple (z — (T,1))
alors = est équivalent & L et une régle de pro-
pagation qui contient la substitution [z + L] est
générée. Réciproquement, si le certificat contient
le couple (z — (L, T)) alors x est équivalent a T
et une régle de propagation contenant une substi-
tution [z < T] est générée.

— Si le certificat contient le couple (z — (7,y)) alors
une régle de propagation contenant une substi-
tution [y < x] est générée. Réciproquement si le
certificat contient le couple (z — (y,7)) alors une
régle de propagation contenant une substitution
[y < T] est générée.

Si tous les littéraux d’une équivalence sont déter-
minés par substitution alors la régle est une régle de
simplification (qui est aussi une régle de propagation).
Une régle de propagation n’est pas nécessairement une
régle de simplification puisque le schéma d’équivalence
peut propager une valeur booléenne pour un littéral et
étre en méme temps contingent. Par exemple, {z —
(T,T)} est le certificat de I’équivalence Jz(xVT<+T)
et est ainsi un schéma tautologique et génére donc la
régle de simplification par tautologie (5)F ; de méme
{y = (T,T),z = (mzA-y,zVy)} est le certificat de
I'équivalence Vo3y3z((zVy) <>2) et est ainsi le schéma
contingent (3)? et ne génére donc aucune régle; {x —

(—z, z)} est le certificat de I'équivalence Vz3z((zVz) <2)

et génere la régle de simplification/propagation (28)=
avec la substitution [z + 2] car

Vz3z((zVe) <z2)
Vz3dz((zV-2)A(—zVz))
Vzdx(z <>2)

par le certificat

{z = (L,T),y = (2, T)} est le certificat de I'équi-
valence AzVaIy((zVy) <»2) et donc génére la régle de
propagation (1) avec la substitution [z < T] puisque
toutes les variables ne sont pas déterminées par sub-
stitution et le schéma d’équivalence Vz3y((zVy) < T)
demeure contingent?.

4.4 Un algorithme pour atteindre la complétude

Il est immédiat que la seule application des régles
décrites dans cet article est incompléte pour décider si

4. Tous les certificats sont accessibles sur notre site web.

une QBF est valide ou non. Dans le cas de la propaga-
tion de contraintes booléennes, la complétude est at-
teinte par une boucle & deux étapes: propagation puis
énumération sur une des variables restantes. Puisque
toutes les variables sont quantifiées existentiellement,
le choix de la variable est libre et il n’est guidé que
par la recherche d’efficacité. Il n’en est pas de méme
pour les QBF puisque les quantificateurs sont ordon-
nés et qu’ils ne peuvent pas dans la plupart des cas
étre permutés.

Dans le cas des algorithmes de recherche, qui éli-
minent le quantificateur le plus externe d’abord, seule-
ment un des quantificateurs de la classe d’équivalence
(induite par 'ordre) la plus externe peut étre choisi.

Soit gzD la décomposition de la QBF F, z une
variable de la classe d’équivalence la plus externe et
z € {T,L}. Par la sémantique du quantificateur uni-
versel, si ¢ =V alors F=(D[z < T|AD[z < L]). Ainsi
F est valide si et seulement si D[z <— T] et D[z < L]le
sont. En particulier, si D[z < z] n’est pas valide alors
il est inutile de calculer D[z + Z] et F' n’est pas valide.
Réciproquement, par la sémantique du quantificateur
existentiel, si ¢ = 3 alors F=(D[z <+ T|VD[z + 1]).
Ainsi F est valide si et seulement si D[z < T] ou
D[z < 1] le sont. En particulier, si D[z < 2] est va-
lide alors il est inutile de calculer D[z + Z] et F l'est
aussi. Nous reconnaissons ici la régle du dilemme de la
méthode de Stalmarck [24].

Il ne nous semble pas facile d’utiliser un algorithme
d’élimination de quantificateur de 'intérieur vers ’ex-
térieur de la formule comme dans QMRES [20] pour
atteindre la complétude car les quantificateurs intro-
duits par la décomposition sont des quantificateurs
existentiels et qu'’ils introduisent par leur sémantique
une disjonction qui casse la décomposition.

5 Comparaisons

Propagation booléenne quantifiee. Dans [12] est pro-
posée une extension de la consistance d’arc pour les
contraintes quantifiées (appelée “consistance d’arc quan-
tifiee”). Cette extension est appliquée aux QBF et un
ensemble de régles est décrit. Cet ensemble de régles
est la contrepartie dans 'univers de la propagation de
contraintes des régles suivantes: de (1)™ a (8)7, de
(11)™ a (14)7, de (17)™ a (19)7, de (22)™ a (25)7,
de (38)= a (41)=, (1)=7 et (2)77. Les autres régles
de simplification/propagation sont hors de la portée
de la consistance d’arc quantifiée. De ce point de vue
I’ensemble de régles proposé dans cet article est plus
puissant que celui proposé dans [12].

Le systéme QUBOS Dans [7] est proposé le systéme
QUBOS qui applique a une QBF initiale les régles de
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simplification décrites dans I'introduction, la réduction
de la portée et I’élimination des quantificateurs par les
théorémes (1) et (2), une propagation élémentaire ba-
sée sur une extension de la propagation unitaire ainsi
qu’une propagation des littéraux monotones (pour une
formule en forme normale négative®). Une fois que
tous les quantificateurs existentiels (resp. universels)
ont été éliminés, éventuellement par des phases d’ex-
pansion, via la définition de la sémantique des quanti-
ficateurs, si 'application itérative des régles de simpli-
fication n’a pas été suffisante, la QBF restante est mise
sous forme normale conjonctive (resp. sa négation) et
transmise & un solveur SAT. Les régles de QUBOS
lices & la localité des quantificateurs ne sont pas pré-
sentes dans notre approche parce que la décomposition
ignore la profondeur des quantificateurs ; mais les deux
approches ne sont pas incompatibles et 1’insertion de
Pensemble de nos régles de contraintes (qui peuvent
étre vues comme globales) semble une source d’ame-
lioration possible pour le systéme QUBOS.

La méthode de Stalmarck. Dans [24] est présentée
la méthode de Stalmarck pour le probléme TAUT (i.e.
tester si une formule est une tautologie). TAUT est un
probléme de complexité co-NP complet et donc corres-
pond au fragment des QBF prénexes avec uniquement,
des variables universellement quantifiées. La méthode
de Stalmarck tente de prouver que la matrice de la
QBF ne peut pas étre équivalente a L. Cette méthode
utilise d’abord la méme décomposition que celle dé-
crite dans les préliminaires et ensuite applique un en-
semble de régles. Cette méthode traduit les négations
(=x) en (z—1) et ne couvre que I'ensemble des for-
mules construites sur — et L. Ainsi, ’ensemble initial
des régles de Stalmarck sont pour I'implication ; nous
les transformons (cf. Figure 5) pour les comparer avec
les notres. La régle (32) couvre la régle r¢ mais elle
est plus fine puisqu’elle substitue aussi la variable y ;
les regles (9)7, (16)™, (28)™ et (37)™ ne sont cou-
vertes par aucune régle de la méthode de Stalmarck et
peuvent y étre ajoutées dans une extension de la mé-
thode de Stalmarck basée sur les littéraux. La méthode
de Stalmarck inclut aussi des schémas d’équivalence
contradictoire (appelés “triplets terminaux”), ils sont
aussi exprimés en fonction de I'implication et donnés
en figure 5 pour comparaison. Nos schémas d’équiva-
lence contradictoires couvrent plus de cas que ceux
de Stalmarck et les suivants peuvent étre ajoutés dans
une extension de la méthode de Stalmarck basée sur les
littéraux: I|z| =V L, y| LVyey, |z zveeT
et 3|z| V1T

La méthode de Stalmarck prouve qu’une formule

5. une formule uniquement constituée de littéraux et les opé-
rateurs de conjonction et disjonction

Les régles de la méthode de Stalmarck
Schémas Substitutions
r | dzy  aVyeLl v+ Ly «+ 1]
ro | dzz VT2 [z T]
rg | Jyz TVyez [z T]
ry | Jyz LVyez [z <y
r5 | dxz zVLléz [z x]
re | Jry VYT [ T]
re | Jxz aVToz [z T]
Schémas terminaux
1vlieT
Jy TVyeLl
dz zVTeL

FiG. 5 — L’ensemble des régles et schémas terminaux
de la méthode de Stalmarck

propositionnelle est une tautologie en prouvant qu’il
est impossible de la falsifiée ; nous ne pouvons faire de
méme pour une QBF dans le cas général car il existe
des QBF qui n’ont pas de modéle mais dont la matrice
a au moins un modeéle booléen (par exemple, I'équiva-
lence VaVyVz(zVy2)).

6 Esquisse d'une implantation en CHR

Le langage CHR. Le langage des Constraints Hand-
ling Rules (CHR) [15] est un langage de régles de ré-
écriture destiné a I'implantation de solveurs de contrain-
tes dans un langage hote que nous choisirons ici comme
étant Prolog. Le langage CHR permet a l'utilisateur
de définir déclarativement des contraintes, le langage
hote réalisant le reste des calculs. Le langage CHR est
un langage de régles gardées & gardes multiples dont
la syntaxe (simplifice) d’une régle est la suivante:

— une régle de simplification est de la forme:
Hy,...,H;<=>G,...,Gj|B1,...,By

— ou bien une régle de propagation est de la forme:
Hy,...,.Hi==>G1,...,Gj|B1,..., By

aveci > 0,7 >0,k>0,Hy,..., H; une suite non vide

de contraintes CHR, (i1, . . ., G une suite de contraintes
gérées par I’hote et By, ..., By une suite de contraintes.
La sémantique déclarative est la suivante :
— pour une régle de simplification, c’est I’équiva-
lence suivante:

VX(GlA A /\G]‘—)
(HiA...AH; (32 BiA...ABy)))



Propagation logique pour les formules booléennes quantifiées

335

— pour une régle de propagation, c’est 'implication
suivante :

VX(Gl/\ A /\G]‘—)

Plus informellement, la régle de simplification rem-
place les contraintes de la téte par celles du corps tan-
dis que la régle de propagation ajoute les contraintes
du corps tout en conservant celles de la téte.

Du certificat d’'une QBF a la régle CHR. D’un sché-
ma d’équivalence et de son certificat associé nous pou-
vons déduire la régle CHR. Nous ne traitons ici & nou-
veau que la contrainte sur la disjonction implantée en
la contrainte CHR ’qbf+’.

Un schéma d’équivalence Q(zVy <>2z) non valide est
tel que (Q(zVy <»z) <»L); nous en déduisons une régle
CHR de simplification
’gbf+’ (LX, LY, LZ) <=>

condition(LX,LY,LZ) | fail
avec le prédicat condition assurant la garde sur le
lieur et les égalités possibles des littéraux =z, y et z
entre-eux ou avec les constantes booléennes qui sont
codées 0 pour L et 1 pour T. Par exemple, I’équiva-
lence VaVy(xVy <7) est non valide, nous en déduisons
donc une régle CHR :
’gbf+’ (LX, LY, LZ) <=>

universel? (LX), universel?(LY),

lit_opp(LY,LZ) |

fail.
avec le prédicat existentiel? (resp. universel?) étant
tel que existentiel?(L) (resp. universel?(L)) est
vrai si le littéral L est quantifié existentiellement (resp.
universellement) et le prédicat 1it_opp étant tel que
lit_opp(L,L_) est vrai si le littéral L est le complé-
mentaire du littéral L_. Un schéma d’équivalence tau-
tologique Q(xVy +z) est tel que (Q((zVy) ¢2) &T);
nous en déduisons une régle CHR de simplification
’gbf+’ (LX, LY, LZ) <=>

condition(LX,LY,LZ)

Les régles de simplification /propagation s’implantent
en des régles de simplification CHR. Par exemple, la
régle de simplification /propagation (32)~ pour le sché-
ma d’équivalence 3|z|3|y|((zVy) <7T) s’implante en la
régle de simplification CHR :

’gbf+’ (LX, LY, LZ) <=>
existentiel? (LX), existentiel?(LY),
lit_opp(LX,LZ), (LX < LY) |
LX <- 0, LY <- 1.
avec le prédicat < qui respecte 'ordre du lieur et le
prédicat ’<-’ qui réalise la substitution sur les litté-
raux.

| true.

Les régles de propagation s’implantent en des régles
de propagation CHR. Par exemple, la régle de propa-
gation (1)™7 pour le schéma 3|z|V|z|3|y|((zVy) +2)
s’implante en la régle de propagation CHR.:

'qbf+’ (LX, LY, LZ) ==>
existentiel?(LZ),
universel? (LX), existentiel?(LY),
(LZ < LX), (LX < LY) | LZ <- 1.

Les littéraux sont obtenus grace a des variables Pro-
log attribuées qui permettent d’attacher des attributs
aux variables. Les variables attribuées ont été intro-
duites dans [17] pour pouvoir attaché & des variables
des informations (par exemple un domaine) ou des
comportements et sont particuliérement utiles pour
implanter des systémes & propagation de contraintes.
L’élimination des quantificateurs entre deux phases de
propagation de contraintes s’effectue par affectation
puis retour-arriére. La génération de l’ensemble des
régles est obtenue grace a la table de vérité.

7 Travaux a venir

L’algorithme RuleMiner [1] est un algorithme pour
générer des ensembles de régles de propagation pour
des contraintes définies en extension sur des domaines
finis. Cet algorithme nous semble pouvoir générer un
ensemble plus compacte de régles, grace & un ordre
sur les régles et un ensemble de régles plus large et en
cela, nous semble aussi plus puissante que la méthodo-
logie évoquée dans l'introduction et décrite dans [5].
Ainsi nous nous intéresserons a l'impacte de 1’algo-
rithme RuleMiner sur notre ensemble de regles.

Les premiers résultats expérimentaux sur I'implan-
tation en CHR ont été menés sur des instances structu-
rées issues de la modélisation d’additionneurs n-bits [7].
Les résultats sont trés décevants: ils ne permettent
pas de décider, méme pour des additionneurs de faible
taille, de la validité des formules. A cela nous voyons
trois raisons majeures: I’ensemble trop important de
régles du systéme de contraintes, la maniére dont le
quantificateur est éliminé entre deux phases de pro-
pagation et le choix du langage d’implantation. L’ap-
plication de l’algotihme RuleMiner peut nous offrir
une solution pour le premier point. Pour le deuxiéme
point, qui nous apparait le plus important, nous pen-
sons que notre approche & caractére global doit étre
couplée avec une approche plus locale a la QUBOS.
Enfin, pour le troisiéme et dernier point, nous déve-
loppons actuellement une implantation réalisant cette
hybridation que nous venons d’évoquer.
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