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Résumeé

Les problémes d’ordonnancement et de dimension-
nement de réseaux ont en commun de contenir un sous-
probléme de rangement (packing) qui surgit de la né-
cessité d'affecter des ressources suffisantes 4 des enti-
tés qui les consomment. Nous rapprocherons les inéga-
lités valides obtenues par agrégation et projection des
contraintes de sac-a-dos utilisées en programmation li-
néaire pour le dimensionnement de réseaux et le rai-
sonnement énergétique utilisé en ordonnancement par
les méthodes de programmation par contraintes. Nous
regroupons ces approches sous la dénomination d'équa-
tions capacitaires obtenues par élimination de variables
et les appliquons & un probléme d’emploi du temps.

Abstract

Scheduling problems and network design problems
share the fact that they contain packing problems as a
sub-problem. Packing problems appear every time some
resource has to be assigned to some consumers in this
case machine disponibility and network capacity. Linear
programming methods for network design problems use
valid inequalities obtained by aggregation and projection
of knapsack constraints. On the other hand, scheduling
has integrated what is called energetic reasonning. We
will show that these two techniques can be seen as spe-
cializations of a more general capacity reasonning and
are obtained by variable elimination. Our experiments
are conduced on a timetabling problem.

1 Contraintes capacitaires

De nombreux problémes d’optimisation comportent
une composante de rangement, d’affectation de res-
sources suffisantes & des entités qui les consomment,
plus généralement, une dimension capacitaire. De ce
fait, leur formulation mathématique contient des in-
égalités capacitaires (knapsack constraints). Tel est le
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cas par exemple de problémes aussi divers que ceux de
dimensionnement de réseaux de télécommunications,
d’ordonnancement ou d’emploi du temps.

En raison de leur importance, les contraintes capa-
citaires ont recu trés tot une attention particuliére en
programmation linéaire : leur étude polyédrique a été
entreprise indépendamment par Balas [2], Hammer et
al. [6] et Wolsey [20] aboutissant au renforcement de
chaque contrainte capacitaire par ’ajout d’inégalités
de couverture (cover-cuts) [3]. Ont également été étu-
diées les conjonctions avec diverses contraintes cou-
rantes; ainsi en présence d’incompatibilités (partition
du graphe des variables par des cliques) on peut gé-
nérer des inégalités de couverture renforcées dites ge-
neral upper bounding (GUB) [5]. Enfin pour certains
problémes on est en mesure d’exploiter des structures
spécifiques comme les inégalités métriques qui géné-
ralisent au multiflot le théoréme flot-max/coupe-min.
Ces inégalités et les inégalités de bipartition, cas par-
ticulier des premiéres, sont désormais communément,
utilisées en dimensionnement de réseaux de communi-
cations [13].

En programmation par contraintes cependant
I’étude des inégalités capacitaires semble avoir été plu-
tot dirigée par les applications. Certes Trick [18], Sell-
mann [16] et Shaw [17] ont proposé des propagations
renforcées pour les inégalités capacitaires. Aussi Puget
[14] a-t-il étudié le cas ou le nombre d’éléments dans
le “contenant” est fixé. Mais les travaux les plus nom-
breux concernent les applications spécifiques. Ainsi
Shaw était intéressé par le probléme de rangement
(bin packing) et il existe un abondante littérature
sur les problémes d’ordonnancement, dont on sait que
nombres de techniques peuvent étre vues comme des
cas particuliers de “raisonnement énergétique” [11].
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Notre propos est de déterminer les difficultés
que devrait avoir & résoudre une méthode automa-
tique de renforcement de modéle par sommation des
contraintes capacitaires.

2 Renforcement individuel

capacitaires

d’inégalités

Le renforcement des inégalités capacitaires en pro-
grammation linéaire est basé sur la détection d’exclu-
sions mutuelles entre éléments. Ainsi, étant donnée
une inégalité capacitaire (1), pour tout ensemble C
de coefficients tels que leur somme dépasse la capacité
totale S, il est possible de générer une inégalité dite de
couverture leur interdisant d’étre tous simultanément
présents (2).

Zakmk <S8 (1)
k

Zak>S = [Zxk<|0|

keC keC

v, (2)

En programmation par contraintes, Trick [18] a mis
au point une méthode de filtrage par programmation
dynamique garantissant l’arc consistance mais fort
cotteux. Fahle et Sellmann [4] ont incorporé les bornes
de Martello et Toth [12] dans une contrainte. Sellmann
a également proposé des méthodes de filtrage basées
sur des algorithmes d’approximation [16].

Jean-Francois Puget [14] lors de ’étude d’un pro-
bléme de partition d’un graphe par des cliques de taille
fixe (BIBD), introduit le renforcement des inégalités
capacitaires par une contrainte de cardinalité :

S < Y,apr, < S
C <

ar € N xkE{O,l}

Le cas étudié par Puget ou la cardinalité est une
constante C' = C peut étre étendu au cas d’une va-
riable & domaine fini. Avec les données numériques

Vk€{0...24}, a =k
S=12 §=295
C=5 C=10

les 543 solutions du systéme sont trouvées avec 22 re-
tours en arriére contre 802 lors de l'utilisation indé-
pendant de la borne consistance du produit scalaire et
de la somme.

En effet, le calcul de la borne inférieure du produit
scalaire se fait par remplacement de chaque variable
xj, par sa borne inférieure zy, :

Vk,z, € {0,1} = Y arzr =0
k

Quand au moins C variables booléennes doivent valoir
un, on peut borner plus finement par la somme des C
plus petits coefficients. La borne consistance du pro-
duit scalaire peut étre modifiée en conséquence pour
utiliser les deux bornes.

De méme une extension aux contraintes d’exclusion
semblable aux general upper bounds (GUB) est pos-
sible :

Zk arrr < S

Yrae < C (4)
Vi, ZkEQi Tk < 1

ar €Nz, €{0,1} Vi,j Q;iNQ; =0

Q) [n
IN N

11 suffit d’incorporer les nouvelles informations dans
la borne inférieure en imposant que les C' plus petits
coefficients considérés appartiennent & des classes dif-
férentes.

L’algorithme de filtrage proposé par Paul Shaw [17]
est un intermédiaire entre la borne consistance du pro-
duit scalaire et ’arc-consistance de l’algorithme de
programmation dynamique.

Shaw note qu’il ne peut y avoir de sous-ensemble
dont la capacité est comprise entre la somme des k plus
grands éléments et la somme des k+1 plus petits (c’est
une conséquence de la borne issue de la cardinalité).
Il définit une notion plus générale d’ensembles voi-
sins (neighboring subsets) et propose un algorithme de
filtrage correspondant, encapsulé dans une contrainte
spécialisée au probléme de rangement :

Vi, > airi; = S
Vi,zj Ti5 = 1

ai; € N Ti5 € {0, 1}

(5)

La contrainte de rangement IloPack a été étendue
pour incorporer des variables de cardinalité :

Vi, >, aijri; = S

Vi, 2wy = Cj (6)
Viaijij =1

ai; € N Ti5 € {07 1}

C’est cette contrainte que nous utilisons dans nos
expérimentations.
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3 Analyse des méthodes de sommation
et élimination de variables en dimen-
sionnement de réseaux

Le probléme de dimensionnement de réseaux de té-
lécommunications consiste & construire un réseau qui
permette d’acheminer toutes les communications vou-
lues en choisissant pour chaque arc d’un graphe sup-
port un type de lien. Chaque type de lien est pourvu
d’un coit et d’une capacité. Le probléme peut étre
représenté par le programme mathématique schéma-
tique :

min Z Cout [yij]

ijeG

Vij € G, ZVqumed X a;fj < Capacite [y;;]  (7)
d
vd, (I?j)ijeg flot entre s?et t? (8)

x;‘ij €[0,1] i €{0...k}

ol y;; désigne le type de lien choisi pour 'arc (3, j)
et x?j la fraction de la demande d d’origine s¢ et de
destination t? traversant I’arc (4, j).

Les grandeurs Cout;;[] et Capacite;;[] sont des fonc-
tions de y;;, les profils les plus courant étant les fonc-
tions en escalier et les fonctions & charge fixe. Elles pré-
sentent souvent une tendance concave qui représente
les économies d’échelle réalisées lorsque de nombreuses
communications sont regroupées.

La difficulté du probléme de dimensionnement de
réseaux réside dans les bornes inférieures médiocres
que fournit la relaxation linéaire, en général en rai-
son d’une sous-estimation considérable de la capa-
cité requise pour router toutes les communications.
Les approches usuellement adoptées [13] consistent
a ajouter des inégalités valides portant sur la capa-
cité du réseau : inégalités de bipartition, inégalités
de k-partition et leur généralisation, les inégalités mé-
triques.

3.1 Inégalités de bipartition

Considérer pour tout ensemble de noeuds S les de-
mandes ayant leur origine dans S et leur destination
dans son complément S. Toutes ces demandes doivent
passer au moins une fois par un arc joignant un noeud
de S a un noeud de S. En conséquence, la capacité
totale des arcs reliant S & S doit étre supérieure au

volume total des demandes devant les traverser :

VS C N, Z Volume? < Z Capacite [y;;] (9)
(s4,t4)€(S,9) (1,5)€(S,5)

FiG. 1 — Demandes allant des noeuds de S vers les
noeuds de S. La capacité transversale doit étre supé-
rieure au flot transversal afin que toutes les demandes
puissent étre routées.

3.2 Obtention par sommation

Les inégalités de bipartition (9) peuvent aussi étre
vues comme la somme des inégalités capacitaires (7)
le long de la coupe (S, S)

Z Vqumedx:L'fjg Z Capacite [y;;] (10)
(s4,t4)€(S,9) (i,5)€(8,5)

combinée & 'inégalité de connexité

d
vd, Z zy; > 1
(4,4)€(5,5)

3.3 Obtention par projection

Iri et indépendamment Onaga et Kakusho [13] ont
étendu le théoréme coupe-min/flot-max aux multi-
flots : en supposant que la capacité des arcs a pour
valeur fixe Capacite;;, il existe un multiflot si et seule-
ment si toutes les inégalités métriques sont satisfaites.

Dans la mesure ou les inégalités de bipartition sont
un cas particulier d’inégalités métriques, une condition
nécessaire pour l'existence d’un multiflot est :

VS, Volume g5y < Z Capacite,
(5,5)

(12)

Il convient de noter la disparition des variables
xfj dans les équations (9) et (12) : ces inégalités ne
prennent pas en compte la “position” des demandes
mais seulement la capacité des arcs.

Ainsi 'approche de la programmation linéaire pour
les problémes de dimensionnement de réseau consiste
a obtenir des inégalités valides par transformation du
probléme en variables (mfj, ¥j) en un probléme en va-
riables y;; exclusivement. Les inégalités capacitaires
redondantes on été obtenues par élimination des va-

riables de position z¢. au moyen d’une sommation.

)
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4 Exemple d’inégalité capacitaire redon-
dante : la contrainte agrégée de sac-a-
dos

Karen Aardal souligne [1] la possibilité de reformuler
un probléme linéaire en y ajoutant de la redondance
(variables et contraintes) afin de déclencher certaines
heuristiques de génération de coupes disponibles dans
les solveurs linéaires. L’ajout de certaines sommes de
contraintes de sac-a-dos (surrogate knapsack) lui per-
met ainsi d’améliorer la résolution d’un probléme de
localisation (facility location problem). Michael Trick
parvient au méme résultat sur un probléme de trans-
port [19].

La programmation linéaire désigne par “contrainte
redondante” une inégalité qui contrairement aux plans
coupants (cutting planes) n’élimine aucune région du
polyédre défini par la relaxation linéaire du probléme
(figure 2). Dans la conception traditionnelle de la pro-
grammation linéaire, efficacité de la résolution d’un
probléme est déterminée par l'acuité de sa relaxation
linéaire. Les contraintes redondantes n’améliorant pas
la relaxation linéaire, I'interprétation de leur efficacité
reste difficile. Trick attribue l’accroissement observé
des performances & la part heuristique de la généra-
tion de coupes dans les solveurs linéaires, dans ce cas
précis les cover-cuts.

Inegalite redondante =~ ——

Plan coupant

T

Fic. 2 — Contrairement & la contrainte redondante,
le plan coupant élimine une région du polyédre défini
par la relaxation linéaire du probléme. De ce fait, il
participe au renforcement de la relaxation linéaire.

Nous avons étudié l'ajout de contraintes agrégées
de sac-a-dos sur un probléme de rangement avec capa-
cités variables (variable-sized bin packing problem) : il
s’agit de choisir M boites parmi différents modéles pos-
sibles afin d’y ranger un nombre prédéfini d’éléments.
Chaque modéle de boite a un coit, une limitation en
volume et nombre d’éléments qu’on peut y placer. Le
cott total est la somme des cotits des boites.

Si on considére le probléme de dimensionnement de

réseaux (7 - 8) dans lequel le routage se fait par des
chemins au lieu de flots z¢; € {0,1}, le probléme de

rangement avec capacités variables en est la restriction
aux arcs d’une coupe {ij |i € S, j € S}

min Z Cout[ys]
b
Ve, Zx§ =N, (13)
b
Vb, ZTaiIIeexg < Capacite [y (14)
(15)

Vb, Y xf < Cardinalite [y]
e

xp € N gy, € {1...NbModeles}

La variable ¥, désigne le type de la boite b et la va-
riable zj le nombre d’éléments de type e placés dans
la boite b. La contrainte (13) garantit que le nombre
total d’éléments de type e est bien N.. La contrainte
(14) s’assure que la boite b a une capacité suffisante
par rapport aux éléments qu’elle contient en terme de
volume et la contrainte (15) en terme de nombre d’élé-

el

Fi1G. 3 — Exemple de solution du variable sized bin pa-
cking problem. Les boites grises correspondent aux élé-
ment qu’il faut placer, les boites blanches aux “conte-
neurs” dont il faut déterminer la taille. Le probléme
est mono-dimensionnel.

Les contraintes (16) et (17), agrégations respectives
des contraintes capacitaires (14) et (15) sont obtenues
par sommation sur toutes les boites. Ces contraintes
imposent que le volume total des boites soit supérieur
au volume total des éléments a y placer - idem pour la
cardinalité. En ce sens, elles sont le pendant des inéga-
lités de bipartition du probléme de dimensionnement
de réseaux. Sur la figure 3 cela correspond & noter que
la surface totale blanche doit étre supérieure & la sur-
face grise.

ZTaiIIee x Ne < ZCapacite [yp]
e b

D> Ne < ) Cardinalite [y
e b

Ils convient de noter que ces contraintes redondantes
portent uniquement sur I’ensemble des M boites choi-
sies et non sur la position z; des éléments.

(16)

(17)
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Les instances du probléme 031 de la CSPLib (the
rack configuration problem) sont aisément résolues par
le solveur linéaire ILOG Cplex [8] avec le modéle
simple (13 - 15). L’ajout des contraintes (16) et (17)
permet de faire de méme avec le solveur de contraintes
ILOG Solver ce qui n’était pas le cas avec d’autres ap-
proches telle la rupture de symétries [21]. Cependant,
sur des instances considérablement plus difficiles gé-
nérées a partir d’un probléme de dimensionnement de
réseaux, le gain apporté a la résolution avec Cplex ne
s’éleve qu’a 30%.

En revanche, la combinaison des inégalités agrégées
de sac-a-dos avec les variables de gaspillage (variables
d’écart en programmation linéaire) conduit & un gain
d’environ un facteur x1000 a la fois en programmation
linéaire et en programmation par contraintes.

Ainsi convient-il d’ajouter les variables d’écart V, et
Cp dans les contraintes (14) et (15) :

Vb, Y Taille.zf + V, = Volumely,] (14 bis)
e
Vb,  xf + C, = Cardinalite[y,] (15 bis)

WweN CeN

puis dans leurs agrégations respectives

ZTaiIIee x No + ZVb = ZVolume (Y]
e b b

(16 bis)
ZNE + Zcb = ZCardinaIite [ys] (17 bis)
e b b

L’efficacité de ces contraintes redondantes a la fois
en programmation linéaire et en programmation par
contraintes suggére une origine autre que purement
heuristique comme avancé par Aardal et Trick.

Afin de guider l'interprétation du role de ces va-
riables et contraintes redondantes, nous considérons
un exemple (figure 4) : supposons donné un probléme
dont la somme totale des éléments est 1000, ayant un
élément de taille 80, dont la plus petite boite de taille
> 80 soit de taille 100 et n’ayant aucun élément de
taille < 20.

D’aprés (16 bis) on a

> Volume([y,] = 1000+ >V, > 1000
b b

De méme suivant (16)

> Volume [y] > 1000
b

Si on place I’élément de taille 80 dans la boite 1 alors
le solveur calcule que la variable de gaspillage V; est
minorée par 20.

Maintenant, I’équation (16 bis) donne

1000+ >V, > 1020
b

Z Volume [y,] =
b

Tandis que (16) demeure inchangée.

Ainsi les variables de gaspillage ont “propagé” une
information découverte lors du branchement et liée
& lindivisibilité des éléments et de ce fait indépen-
dante de la relaxation linéaire. Cette propagation peut
étre déclenchée par plusieurs facteurs dont 'affectation
d’éléments (par exemple celle de tous les éléments de
taille < 20 a des boites autres que 1) ou la décou-
verte d’une solution réalisable qui interdit 1’utilisation
de boites de taille supérieure & 100.

« 20

100

“«— 80

Fi1G. 4 — Borne inférieure sur la variable gaspillage
quand on place un élément de taille 80 dans une boite
de taille 100, en I’absence de tout élément de taille
inférieure a 20

Il nous semble que efficacité de la contrainte agré-
gée de sac-a-dos n’est pas associée au déclenchement
d’heuristiques de renforcement de modéle mais bien &
la structure du probléme de rangement. Ainsi les amé-
liorations sont observables méme avec ILOG Solver qui
ne génére pourtant aucun type de renforcement heu-
ristique du modéle contrairement aux cover cuts des
solveurs linéaires.

La mise en oeuvre d’une procédure de reformulation
automatique exploitant les propriétés du probléme de
rangement semble cependant délicate. Certes 1’élimi-
nation par sommation des variables de position xj per-
met d’obtenir des contraintes redondantes prenant en
considération les inégalités capacitaires dans leur glo-
balité, mais ce faisant on perd les contraintes d’inté-
grité sur les variables xf. Ce n’est que la réintroduc-
tion indirecte de I'intégralité de xj via les variables de
gaspillage qui permet des gains de performances signi-
ficatifs. Enfin, le filtrage produit par les variables de
gaspillage serait inefficace si les boites étaient dispo-
nibles dans toutes les tailles entiéres possibles, il est
donc lié & la “linéarité” des fonctions de cofit, capacité
et cardinalité des boites.
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5 Un probléme d’emploi du temps

Nous nous intéressons désormais & un probléme de
rangement dans lequel toutes les tailles disponibles
de boites sont possibles, donc rendant inutile les va-
riables de gaspillage. Notre propos est d’évaluer les
contraintes capacitaires agrégées dans ce cas de figure
et d’étudier des possibles spécialisations qui exploite-
raient plus spécifiquement certaines propriété du pro-
bléme. A cette fin nous avons choisi un probléme d’em-
ploi du temps intermédiaire entre le rangement et 1’or-
donnancement.

Fi1G. 5 — Exemple de solution pour le BACP : les cours
devant avoir lieu pendant le méme semestre sont re-
présentés par des rectangles alignés verticalement. Les
fleches entre cours indiquent des relations de précé-
dence.

Dans le probléme d’organisation d’un cursus (balan-
ced academic curriculum problem - BACP), probléme
numéro 30 de la CSPLib (www.csplib.org), les cours
d’un cursus doivent étre organisés de fagon a respecter
la durée de la formation, les contraintes de précédence
entre cours et le nombre minimal et maximal de cours
et crédits par semestre. L’objectif est de lisser la charge
pour les étudiants en terme de nombre de crédits par
semestre. La figure 5 montre un exemple de solution.

Les précédences rendent le probléme proche des pro-
blémes de gestion de projet (project scheduling problem
- PSP) mais contrairement a ces derniers d’une part
les taches ont des durées unitaires, d’autre part le ma-
kespan est fixe et les ressources variables au lieu du
contraire.

D’autre part, borner indépendamment la capacité et
la cardinalité des périodes temporelles revient — dans
Ioptique des problémes de rangement & capacité va-
riable — & permettre toutes les boites dans le produit
cartésien des intervalles entiers de capacité et cardina-
lité.

5.1 Modéles naifs

Le BACP peut étre modélisé de la facon suivante :

min {max Somme; }
J

Vi, y at=1 (18)
J

V4, Somme; = ZW%; (19)

(20)

Vj, Card; = Zx§

Vi, [position; = k] < [z}, = 1]
Vab, a precede b = position, < position,
V4, MinCard < Card; < MaxCard

V4, MinSomme < Somme; < MaxSomme

x; €{0,1} position; € {0...nbColonnes — 1}
Somme; € N, Card; € N

L’indice ¢ variant entre 0 et NbLignes — 1 représente
les cours. L’indice j variant entre 0 et NbColonnes — 1
représente les périodes. La variable booléenne w} in-
dique si le cours ¢ est planifié pour la période j tandis
que la contrainte (18) s’assure que chaque cours n’est
placé qu’une seule fois dans I’emploi du temps. La va-
riable position; est la variable domaine correspondant
aux booléens m; pour j variant sur toutes les périodes,
comme indiqué par (21) et ’équation (22) garantit que
les précédences sont bien vérifiées. Les contraintes (19)
et (20) définissent le nombre de cours et de crédits par
période tandis que (24) et (23) en fixent les bornes.

Les équations (24) et (23) sont des artifices pour
réduire la combinatoire du probléme. Une autre option
serait d’affiner I’équilibrage des charges directement
dans la fonction objectif, par exemple

min | (max Somme;) — (min Somme;)
J J
Ce modéle naif peut étre immédiatement fourni &
ILOG Solver [9]. Cependant, les contraintes (21) et
(22) n’étant pas linéaires, afin de tester notre mo-
déle avec ILOG Cplex [8] nous les remplagons par les
contraintes :

Vi, position; = Zj X x; (21 LP)

J

precede b = position, + 1 < position, (22 LP)

La contrainte (22 LP) est juste une réécriture pour
éviter des imprécisions qui pourraient survenir dans
la relaxation linéaire en raison d’une inégalité stricte
entre flottants.

5.2 Premiéres expérimentations

Hnich et al. [7] ont étudié le BACP & la fois en pro-
grammation linéaire en nombres entiers, en program-
mation par contraintes et par des méthodes hybrides.
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8 10 12
Hnich Solver >150s >150s > 150s
Hnich Cplex 1.27 s 3.17s 13.77s
Solver naif >600s >600s > 600s
Cplex naif 2s 3s 25 s
Solver + (25-26) 0s 0s 1s
Cplex + (25-26) 2s 1s 95

TAB. 1 — Résultats comparés du modéle naif et du
modéle comportant les contraintes agrégées de sac-a-
dos. Notre plate-forme de test est un Pentium III 500
Mhz avec 256 Mo de RAM sous Linux Les résultats de
Hnich et al. sont issus de [7].

La différence entre leur modéle CP et notre modéle
naif est qu’ils ajoutent une contrainte globale de car-
dinalité (GCC) [15]. Quant & leur modéle PLNE, il
utilise une linéarisation différente des contraintes de
précédence (21) et (22) :

Vab, a precede b = Vk, zf <Y % (21 Hnich)
>k
Yab, a precede b = Tpperiodes = 0 (22 Hnich)

et les variables de position sont éliminées.

Nos résultats avec le modéle naif sont du méme
ordre de grandeur que ceux annoncés par Hnich et al.
(table 1). L’ajout d’une contrainte de cardinalité GCC
au modele naif ou I'utilisation des équations de Hnich
au lieu de (21) et (22) ne change pas grandement le
résultat.

Les contraintes de sac-a-dos agrégé somme des in-
égalités capacitaires (19) et (20) s’écrivent :

Z Somme; = Z Z Wix;
J Jj oot
- Zwi

= SommeTotale (25)
Z Card; = Z Z ajz
J Jj o1
= NbLignes (26)

Avec ces contraintes, toutes les instances de la CS-
PLib sont résolues par Solver et Cplex instantanément.

5.3 Raisonnement capacitaire général

Une contrainte capacitaire pour les problémes de
rangement, plus générale que la contrainte agrégée de
sac-a-dos et obtenue par le méme principe d’élimina-
tion des variables de position zj pourrait s’écrire :

VS C B, A(i,S) x Taille; < ) Capacite,
i bes

avec

0 sinon

5.4 Difficultés de I'approche générale

La difficulté de mise en oeuvre de ’équation (27)
provient du fait que la valeur de A dépend du domaine
courant des variables de position des éléments & ran-
ger. Dans le cas du dimensionnement de réseaux un ar-
gument de connexité permettait de déduire des bornes
inférieures sur le membre gauche de ’équation. Dans
le probléme de rangement il n’y a rien de semblable.

Il est certes possible d’extraire de ’équation (27) une
procédure permettant de générer pendant la recherche
arborescente des contraintes capacitaires, conduisant a
une approche de type génération de contraintes sem-
blable au branch-and-cut ou dans une certaine mesure
aux méthodes dites de décomposition de Benders : en
tout noeud de ’arbre de recherche, aprés exclusion des
éléments ayant déja été affectés & une boite, il suffit
de considérer un sous-ensemble I des éléments et de
prendre pour ensemble S dans ’équation (27) l'union
de leurs domaines.

N |
Il N ER
H [
[ EE Eu
I
L ___lIHR!
Il .
E Nl BN =R

F1G. 6 — Domaines possibles des éléments en un noeud
de l'arbre de recherche. Les éléments (cours) sont re-
présentés en ordonnée, leur domaine (positions pos-
sibles) en abscisse. I désigne un sous-ensemble des élé-
ments et S 'union de leur domaines. Ainsi, les cours
du sous ensemble I devant nécessairement étre dis-
posés dans les positions S, on peut en déduire une
contrainte sur la capacité minimale de la somme des
positions de S.

La contrainte générée est,

Z Taille® < Z Capacite,

icl bes
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On peut par exemple résoudre heuristiquement le
probléme suivant :

Zi Zb POSéAiyb
(Zi /\7:) X (Zj yj)

min

Vi7b7 Yb Z pOS,é X /\Z (28)
Vb, Z posé X X > Y (29)
avec
I={il\=1}
S={bly=1}

Vi, M6,9)=1 & iel

La contrainte 28 garantit que S est un sur-ensemble
de I'union des domaines des éléments de I tandis que
29 garantit qu’elle en est un sous-ensemble. Le critere
d’optimisation minimise le rapport entre la surface I x
S et son contenu effectif (figure 6).

Bien entendu, d’autres critéres d’optimisation sont
possibles - par exemple utilisant la taille des éléments.
Néanmoins, déterminer une bonne heuristique de gé-
nération de contraintes s’avére souvent un probléme
trés complexe en raison des multiples compromis qu’il
faut établir. De surcroit utiliser une telle méthode dans
un environnement de programmation par contraintes
la rendrait dépendante de la qualité de la propagation,
probléme qui n’apparait pas dans en programmation
linéaire en nombres entiers car les procédures de sépa-
ration se basent sur la solution de la relaxation linéaire.

Il nous a donc semblé plus avisé de fixer dans le mo-
déle et en fonction des propriétés du probléme consi-
déré les sous-ensembles de boites sur lesquelles va s’ap-
pliquer I'inégalité capacitaire (27) mais en contrepartie
de garder la grandeur A sous forme de variable.

5.5 Raisonnement capacitaire spécialisé pour les
relations de précédences

Etant données les relations de précédence dans
le BACP, le choix des ensembles Sj s’est porté
sur la famille d’ensembles de périodes S, =
{k...NbColonnes — 1} (figure 7).

Nous introduisons pour tout éléments ¢ et tout en-
semble Sy, une variable A € {0,1} qui indique si le
domaine de I’éléments 7 est inclus dans Sy. En réutili-
sant la structure de Sy, cela se réécrit

Vi, Vk, [\i = 1] < [position; > k] (30)

F1G. 7 — Sous-ensembles S choisis pour le BACP

Nous introduisons également par commodité les va-
riables suivantes

Vk, SommeCumul, = Z Somme;
JESK
=22 Wi
jzk i
Vk, CardCumuly = Z Card,

JESk

DM

i>k i

(31)

(32)

et les contraintes permettant d’en resserrer les bornes

Vk, > Somme; + SommeCumul, = > W' (33)

i<k
vk, Z Card; + CardCumul, = NbLignes (34)
i<k
Les contraintes de capacité s’écrivent alors
vk, Z AiW? = SommeCumuly, (35)
(36)

Vk, ZA; = CardCumul

Elles généralisent bien les contraintes agrégées de sac-
d-dos qui en sont le cas particulier dans lequel k£ = 0.

Cependant, la transitivité des contraintes de précé-
dence n’est pas amplement exploitée. On peut, pour
tenter d’améliorer cette situation, introduire des va-
riables booléennes s;; capturant la notion de succes-
sion entre les éléments :

Vij, [sij = 1] < [position; < position,] (37)

Il convient ensuite de remarquer que le positionne-
ment d’'un élément ¢ en une colonne j en raison des
contraintes de précédence va imposer une capacité mi-
nimale & la somme cumulée des capacités des colonnes
postérieures & j. Cette contrainte se transcrit & l'aide
des variables précédentes par :

Vi, SommeCumul[position, + 1] = Zsika (38)

k
Vi, CardCumul[position, + 1] = Zsik (39)
e
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Enfin peut-on dériver des bornes inférieures sur 1’ob-
jectif en utilisant le fait que le maximum d’un ensemble
de nombres est toujours supérieur & leur moyenne.
Cette inégalité appliquée aux sous-ensembles S
donne :

Vk, SommeCumuly < z x (nbColonnes — k — 1) (40)

5.6 Expérimentations

Les premiéres expérimentations avec modeéle (18) -
(40) ont été menées sur 'instance 12 de la CSPLib.
Le BACP semble particuliérement sensible a la straté-
gie de recherche adoptée. Dans tous les résultats de la
table 1 les cours sont “poussés vers le fond” en bran-
chant sur les variables :c; colonne aprés colonne, vers
0 en premier et en considérant les variables ayant le
plus grand coefficient W? en dernier (c’est la straté-
gie utilisée par Hnich et ses prédécesseurs). Renverser
I’ordre de sélection des variables dégrade quelque peu
les performances en augmentant le temps de résolution
de 1 & 36 secondes. Par contre, le branchement ligne
par ligne ne permet pas de fermer le probléme en 10
minutes.

Nous comparerons donc :

— (A) Le modéle naif + TloPack étendu + borne
inférieure statique

— (B) Le modéle (25)-(42) + IloPack étendu

- (C) Le modeéle (25)-(42) symétrisé + IloPack

étendu

méthode | branchement fails temps
A colonne / croissant 638 0s
B colonne / croissant 638 2s
C colonne / croissant 638 3s
A colonne / décroissant | 44818 35s
B colonne / décroissant | 44423 226 s
C colonne / décroissant | 44423 504 s
A ligne / décroissant - >1h
B ligne / décroissant 6083 45 s
C ligne / décroissant 6076 140 s
A ligne / croissant - >1h
B ligne / croissant - >1h
C ligne / croissant - >1h

Nous avons utilisé des stratégies de branchement qui
pourraient sembler surprenantes pour lisser la charge.
En effet comme nous nous intéressons aux problémes
de rangement en tant que sous-problémes de pro-
blémes plus importants tels le dimensionnement de ré-
seaux, nous ne pouvons garantir que le branchement
“naturel” pour le probléme initial se traduise par un
branchement accommodant pour le sous-probléme.

Nous avons également voulu déterminer la difficulté
de résolution du probléme & capacité fixée. La borne
inférieure (17) étant réalisable, c’est la valeur que nous
avons utilisée.

méthode | branchement fails temps
A colonne / croissant 0 0s
B colonne / croissant 0 0s
C colonne / croissant 0 1s
A colonne / décroissant | 44575 35s
B colonne / décroissant | 44180 226 s
C colonne / décroissant | 44180 552 s
A ligne / décroissant - >1h
B ligne / décroissant 2 0s
C ligne / décroissant 2 1s
A ligne / croissant - >1h
B ligne / croissant > 1h
C ligne / croissant > 1h

Alors que I'ajout des contraintes redondantes de sac-
a-dos a permis un gain de performances aisé, ’ajout
de contraintes capacitaires plus générales méme spé-
cialisées a la structure du probléme n’a permis que
des gains modestes en regard des efforts déployés. Cet
échec est-il imputable & la faiblesse des contraintes ca-
pacitaires redondantes obtenues ? A des défauts d’im-
plémentation ?

Les contraintes redondantes obtenues sont aussi
fortes que des méthodes classiques en ordonnance-
ment, en particulier nous réduisons autant les bornes
des variables que si nous avions utilisé une contrainte
de edge-finding combinée a une précédence énergie,
toutes deux spécialisées & notre probléme. En effet,
le raisonnement capacitaire est aussi général que le
raisonnement énergétique, lequel moyennant un choix
idoine des sous-ensembles de téiches et d’intervalles
& considérer, peut recouvrir de nombreuses régles de
propagation classiques en ordonnancement dont les
disjonctions par paires, les taches non-premiéres/non-
derniéres, ’edge-finding et la précédence énergie [11].

La seule contrainte d’ordonnancement dont nous ne
retrouvons pas la propagation est la version étendue
de la balance constraint [10], laquelle détecte des pré-
cédences plus fines entre événements.

En ce qui concerne I'implantation, des essais menées
avec des problémes de gestion de projet issus de la PS-
PLib et transformés en BACP semblent montrer que
les contraintes de capacité souffrent de la lourdeur des
trés nombreuses variables et contraintes supplémen-
taires.

Les résultats des expérimentations montrent une
fois de plus la difficulté de la mise en place d’une ap-
proche automatique.
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6 Conclusion

Les problémes de dimensionnement de réseaux et
d’ordonnancement contiennent tous deux en tant que
sous-probléme des problémes de rangement.

La programmation linéaire utilise une méthode
d’élimination de variables — dite aussi de projection
— pour déduire des inégalités valides en dimensionne-
ment de réseaux. En appliquant cette méme méthode,
nous avons obtenu des contraintes redondantes de type
capacitaire applicables & des problémes de program-
mation par contraintes. Ces contraintes capacitaires
se sont avérées trés proches de contraintes connues en
ordonnancement.

Ainsi, les méthodes polyédriques utilisées en pro-
grammation linéaire et les raisonnements utilisés en
ordonnancement se trouvent rapprochés par le biais de
la méthode d’élimination de variables par sommation.
La programmation linéaire semblant avoir eu tendance
& procéder du général au particulier et I’ordonnance-
ment en sens contraire.

Notre étude a cependant souligné certaines difficul-
tés qu’il faut étre en mesure de résoudre si 'on veut
pouvoir mettre en oeuvre une méthode de renforce-
ment automatique des contraintes capacitaires.
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