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Résumeé

Dans cet article nous mettons en évidence deux frag-
ments propositionnels complets duaux OCNF. et ODNF
qui constituent respectivement des sous-ensembles des
formules propositionnelles CNF et DNF. Chacun de ces
fragments permet |'élimination des quantifications en
temps polynomial comme une loi interne sur le frag-
ment. Grace a cette propriété, le probléme de la validité
des formules booléennes quantifiées peut étre décidé en
temps polynomial lorsque la matrice de I'instance traitée
appartient 3 I'un des deux fragments considérés. Sur le
plan pratique, nous montrons que, contrairement a ce
qui se passe pour les instances quantifiées issues d'autres
classes polynomiales pour SAT, comme celles des for-
mules Horn CNF ou plus généralement des formules Horn
renommables CNF, les prouveurs QBF existants exhibent
empiriquement un comportement polynomial sur les in-
stances OCNF . quantifiées.

Abstract

In this paper, two complete dual propositional frag-
ments OCNF < and ODNF , which are respectively subsets
of CNF and DNF propositional formulae, are pointed out.
Each of those fragments allow quantification’s elimina-
tion in polynomial time as an internal law in the frag-
ment. From this property, the validity problem for quan-
tified Boolean formulae can be decided in polynomial
time when the instance’s matrix belongs to any of the
two considered fragments. From a practical point of
vue, we show that, contrariwise to what happens for
quantified instances from other polynomial classes for
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SAT, like Horn CNF or, more generally, renamable Horn
CNF fromulae, state-of-the-art QBF solvers exhibit empir-
ically a polynomial behaviour when dealing with quanti-
fied OCNF instances.

1 Introduction

VAL(QPROPpg), le probléme de validité pour les QBFs a
une importance croissante en IA. Cela peut s’expliquer
par le fait que, en tant que probléme PSPACE-
complet canonique, de nombreux problémes d’IA peu-
vent étre réduits & VAL(QPROPpg) de maniére poly-
nomiale (cf. [10, 11, 4, 27, 24, 25]) ; de plus, pour
différents domaines de I'TA (parmi lesquels la plan-
ification, le raisonnement non monotone, 'inférence
paraconsistante), une approche basée sur une traduc-
tion vers QBF peut se révéler plus « efficace » que
des algorithmes dédiés. Par conséquent, de nombreux
prouveurs QBF ont été congus (cf. principalement
[5, 28, 12, 29, 15, 22, 30, 3, 14, 26, 2]) et évalués
ces derniéres années [21, 20].

VAL(QPROPpg) est un probléme calculatoirement dif-
ficile, aussi bien en théorie qu’en pratique. Les méth-
odes basées sur la notion de restriction comptent parmi
celles permettant d’augmenter ’ensemble d’instances
traitables en pratique. L’idée clé est de reconnaitre les
instances pour lesquelles des algorithmes spécifiques
peuvent, fournir une solution beaucoup plus efficace-
ment que les prouveurs QBF généraux. Plusieurs re-
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strictions traitables de QBF ont déja été identifiées.
[1, 13] montrent que le probléme de la validité pour les
formules de Krom quantifiées est décidable en temps
polynomial. [17] ont prouvé que le probléme de la va-
lidité des formules Horn CNF quantifiées forment une
restriction traitable de QBF. Par conséquent, le prob-
léme de la validité des formules Horn renommables CNF
quantifiées sont également décidables de facon polyno-
miale.

Le principal objectif de cet article est de présenter
deux nouvelles classes polynomiales complétes pour
VAL(QPROPpg) : OCNF< et ODNF.. Ces deux frag-
ments sont respectivement des sous-ensembles des for-
mules propositionnelles CNF et DNF, qui sont des frag-
ments cibles pour la compilation de « connaissances ».
L’objectif est également d’approfondir cette étude des
nouveaux fragments en comparant le comportement
des prouveurs QBF actuels sur de tels fragments com-
plets avec le comportement de ces mémes prouveurs
sur des fragments incomplets mais polynomiaux pour
VAL(QPROPpg).

La suite de cet article est organisée comme suit.
Quelques préliminaires formels sur les QBFs sont don-
nés au paragraphe 2. Les fragments polynomiaux
complets et incomplets considérés, parmi lesquels les
deux nouvelles classes polynomiales décrites dans ce
papier, sont présentés au paragraphe 3. Le para-
graphe 4 décrit les résultats expérimentaux obtenus
sur certaines des classes étudiées et une analyse des dif-
férences expérimentales observées entre les fragments
polynomiaux complets et les fragments polynomiaux
incomplets. Enfin, le paragraphe 5 conclut le papier
et donne quelques perspectives.

2 Formules Booléennes Quantifiées

Définition 1 (Syntaxe des QBFs)  Soit PS un en-
semble fini de symboles propositionnels (aussi ap-
pelés wvariables). L’ensemble QPROPpg de formules
booléennes quantifiées (QBFs) sur PS est le plus petit
ensemble de mots définis inductivement comme suit' :

1. vrai, faux et chaque variable de PS appartient d
WPROPpg ;

2. si ¢ et Y appartiennent & QPROPpg, alors (—¢),
@A), (6V ), (0 =), (¢ & 1), (9D )

appartiennent & QPROPpg ;

3. si ¢ appartient o QPROPpg et x appartient a PS,
alors (Vx.9) et (Fx.¢) appartiennent & QPROPpg.

LAfin de simplifier la syntaxe, nous nous permettons
d’omettre des parenthéses lorsque cela n’a aucun impact sur
la sémantique.

Les occurrences de variables propositionnelles x
dans une formule ¥ de QPROPpg peuvent étre parti-
tionnées en trois ensembles : les occurrences quan-
tifiées, liées et libres de x. Les occurrences quantifiées
sont celles apparaissant dans une quantification, i.e.,
juste aprés un quantificateur ¥V ou 3. Dans toute sous-
formule Vx.¢ (resp. Jz.¢) de ¥, toutes les occurrences
de = dans ¢ sont liées ; de telles occurrences de x sont
dites dans la portée de la quantification Vz (resp. Jz).
Enfin, toutes les occurrences restantes de = dans X
sont libres.

Var(X) est ’ensemble des variables apparaissant
dans ¥. Une variable z de Var(X) est libre si et seule-
ment si z a une occurrence libre dans 3.

Une formule ¥ est dite polie si et seulement si
chaque occurrence liée d’une variable = de Var(X) est
dans la portée d’un quantificateur unique, et chaque
variable libre n’a pas d’occurrence liée. Une for-
mule ¥ est dite sous forme préneze si et seulement
siY = Qz1(...Qxn(¢)...) ou chaque occurrence de @
vaut soit V, soit 3, et ¢ ne contient pas d’occurrence
quantifiée de variable. ¢ est la matrice de ¥ et la
suite Qz1 ...Qz, de quantifications est le préfize de
3. Une formule est dite fermée si et seulement si elle
ne contient pas de variable libre. Le sous-ensemble
de QPROPpg ne contenant que des formules sans quan-
tification est noté PROPpg. Un sous-ensemble impor-
tant de PROPpg est le fragment des CNFs (Formes Nor-
males Conjonctives) contenant les conjonctions (finies)
de clauses. Une formule en CNF est souvent vue comme
un ensemble de clauses. cnf et DNF sont des cas spé-
cifiques de formes normales négatives ou NNFpg :
une formule est dite sous NNF pg lorsque les seuls con-
necteurs binaires qu’elle contient sont A et V et que la
portée de chaque occurrence du connecteur de néga-
tion — est réduite & un symbole propositionnel.

Définition 2 (NNFps) NNFpg est le sous-ensemble
de PROPpg défini inductivement par :

e vrai, faur € NNFpg,
e sixz eV, alors x,—x € NNFpg,
e 5i 3, ¥ € NNFpg, alors (XAT), (X V¥) € NNFpgs.

Pour chaque formule booléenne quantifiée ¥ et
chaque variable z, ¥, o (resp. ¥, 1) désigne la for-
mule conditionnée & fauz (resp. vrai) obtenue en rem-
placant chaque occurrence libre de x dans X par faux
(vesp. vrai).

Définition 3 (Sémantique des QBFs)  Soit I une
interprétation sur PS (i.e., une application de PS
dans BOOL = {0,1}). La sémantique d’une for-
mule booléenne quantifiée ¥ de QPROPpg dans I est
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la valeur de vérité [X](I) de BOOL définie inductive-
ment comme pour les formules propositionnelles, a la
différence prés que la définition contient deux régles
supplémentaires :

o 5i Y=V,
alors [E](I) = min({[¢z—o] (1), [pz—1](])})-
o 5i Y =3x.0,

alors [E](1) = maz({[¢pz—o](I), [¢z—1](1)}).

Une interprétation I est appelée modéle de 3, notée
I E %, si et seulement si [X](1) = 1. Si ¥ a un mod-
éle, elle est satisfiable ; sinon, elle est contradictoire. Si
toute interprétation I sur PS est un modéle de 3, 3 est
valide. Si tout modeéle de ¥ est un modéle de p, alors
L est une conséquence logique de ¥, notée ¥ = p. En-
fin, lorsque ¥ = pet u = X, ¥ et p sont équivalentes,
noté ¥ = p. La définition 3 montre que tous les con-
necteurs (y compris les quantifications que 1’on peut
voir comme des connecteurs unaires) sont vérifonction-
nels dans le sens ot la sémantique d’une QBF dans une
interprétation I ne dépend que de la sémantique de ses
sous-formules dans I. La nature vérifonctionnelle des
connecteurs suffit ici & énoncer un (méta)théoréme de
substitution pour les QBFs : remplacer dans une QBF
une sous-formule par une formule équivalente préserve
I’équivalence avec la QBF de départ.

Comme en logique propositionnelle, on a ¥ = u si
et seulement si la formule (X A—pu) est incohérente si et
seulement si la formule (¥ = p) est valide. En outre,
le probléme de la satisfiabilité d’une QBF X coincide
avec celui de la validité de sa fermeture existentielle
War(E).X.

D’autres méta-théorémes intéressants sont :

Proposition 1 Soient X, U des formules de
QPROPpg et x, y des variables de PS.

1. Ve.X = 21470 A EmHl-
dz. X =%, oV i,
Ve.X = =(Jx.(-X)).

Si x n’est pas libre dans 3,
alors Vx.X = dJx.X = X.

V2.(S A D) = (V2.2) A (Vo 1).

Je.(2V ) = (32.5) V (32.7).
7. Vr.(¥y.X) = Vy.(V2.5).

Jo.(3y.3) = Jy.(32.3).

9. Si x n'est pas libre dans X, alors Ve.(X VvV U) =
TV (Ve ¥).

10. Si x n’est pas libre dans X, alors Jz. (X A TU) =
S A (Fz.9).

A partir des méta-théorémes donnés en proposition
1 et le théoréme de substitution, il est aisé de prouver
que toute QBF peut étre transformée en temps polyno-
mial en une formule équivalente sous forme prénexe et
polie (les variables liées peuvent étre renommeées sans
effet sur I’équivalence). Puisqu’il est possible de per-
muter deux quantifications successives de la méme na-
ture (i.e., universelles ou existentielles) dans une QBF
prénexe sans effet sur ’équivalence, pour tout sous-
ensemble fini, non vide S = {z1,...,z,} de PS, nous
notons VS.¢ (resp. 35.¢) pour désigner plus simple-
ment Vzy.(...Vr,.¢...) (resp. Jx1.(...3zp.d...)).

Le probléme VAL(QPROPpg) est souvent défini
comme suit.

Définition 4 (VAL(QPROPps))
probléeme de décision suivant :

VAL(QPROPpg) est le

e Entrée : Une formule sous forme prénexe, polie,
fermée ¥ de QPROPpg ;

e Question : X est-elle valide ?

Plus généralement, nous utilisons les notations suiv-
antes.

Définition 5 (Notations)
On note :

Soit C C PROPpg.

e QC le sous-ensemble de QPROPpg formé des for-
mules prénexes, fermées, polies dont la matrice
est dans C.

e VAL(QC) est le probleme de décision suivant :

Une formule ¥ de QC ;

— Question : X est-elle valide ?

— Entrée :

3 Fragments polynomiaux

Dans la suite, un fragment propositionnel est dit
traitable pour VAL(QPROPpg) si et seulement si
I’appartenance a ce fragment peut étre décidée en
temps polynomial et s’il existe un algorithme de
décision polynomial pour le probléme de validité
des formules booléennes quantifiées (fermées, polies,
prénexes) dont la matrice appartient & ce fragment.

3.1 Fragments incomplets

Quelques classes polynomiales incomplétes, i.e. les
fragments qui ne sont pas suffisamment expressifs
pour permettre la représentation de toutes les formules
propositionnelles, ont été identifiées jusque 1a pour les



390

Actes JFPC’06

QBFs. Nous nous focalisons ici sur deux d’entre elles :
les formules Horn CNF et les formules Horn CNF quan-
tifiées.

Définition 6 (Formule Horn CNF)
Une formule Horn CNF est une formule CNF dont
chaque clause contient au plus un littéral positif.

Exemple 1 (Formule Horn CNF)
La formule suivante est une formule Horn CNF :

(aV =bV-d)A
(ma V c)A

(=bV —e VAN
(ma V —eV —d).

Clairement, la reconnaissance de formules Horn
CNF est polynomiale. De plus, Kleine-Biining et al.
décrivent une méthode de résolution des formules Horn
CNF quantifiées (la Q-unit-résolution) et montrent que
le probléme de validité de telles formules par Q-unit-
résolution peut étre décidé en temps O(|X] x r), ou
r est le nombre d’occurrences positives de variables
universelles dans une formule Horn CNF X [17].

Définition 7 (Formule Horn renommable CNF)
Une formule Horn renommable ¢ est une formule
CNF telle qu’il existe une sous-ensemble Ly des lit-
térauz de ¢ et une substitution®

o:Lps — Lps
I —li°sileLy
I —1 sinon

telle que 6(¢) est une formule Horn CNF. & est
Uextension de o a NNFpg définie par 6(vrai) = vrai,
6(fauz) = fauz, 6(1) = o(l) si | est un littéral et
G(a®pf)=0d(ax) ®36(8) pour ® € {A,V}.
Intuitivement, une formule Horn renommable CNF
est une formule qui peut étre transformée en une for-

mule Horn CNF par renommage (i.e. passage au com-
plémentaire) de certains de ses littéraux.

Exemple 2 (Formule Horn renommable CNF)

La formule suivante est wune formule Horn
renommable CNF :
(aVbV-d)A
(ma VvV —e)A
(bVeVd)A
(ma VeV d).

1l s’agit de la formule de l’exemple 1 dans laquelle nous
avons renommé les variables b et c.

2]¢ désigne le complémentaire de I, i.e. si | = x € PS, alors
¢ = -z etsil=-zecPS,alors I¢ =z.

Dans [16], J. J. Hébrard propose un algorithme de
reconnaissance de formules Horn renommables CNF.
Une fois un renommage R calculé (s’il existe) pour
la matrice CNF d’une formules quantifiée X, il suffit
d’utiliser I’algorithme de Kleine-Biining et al. [17] sur
la QBF ¥ de matrice 6(X) pour déterminer en temps
polynomial si la formules de départ est valide ou pas.

3.2 Fragments complets

Considérons tout d’abord les fragments duaux MODS et
CI [9].

Définition 8 (MODS et CI)

e Le langage MODS est le sous-ensemble de DNF con-
tenant des formules X = v, V ...V vy telles que,
pour chaque terme v; (i € 1...k) et pour chaque
variable x € Var(X), v; contient  ou —x.

e Le langage CI est le sous-ensemble de CNF con-
tenant des formules X = v A ... Ay telles que,
pour chaque clause v; (i € 1...k) et pour chaque
variable x € Var(X), v; contient  ou —x.

Exemple 3 (Formule MODS/CI)
(aAbAC)V(maN=bAc)V (maNbAC)V (maA—bA—c)
est une formule MODS. (aVbVc)A(maV-bVe)A(—aV
bVe)A(—aV-bV —c) est une formule CI.

Nous avons également considéré les deux fragments
propositionnels 0DNF. et OCNF. qui sont respective-
ment des sous-ensembles de DNF et de CNF. Soit <
un ordre total, strict sur les variables de PS =
{z1,..., 2} st. 21 < ... < z,. Nous définissons :

e Le langage ODNF. est I’ ensemble de toutes les
formules DNF ¥ = 1 V...V 7 ou chaque terme
satisfiable 7; (i € 1...k) de X est tel que pour
tout j € 1...n, si x; ou —x; apparait dans -,
alors pour tout [ tel que 1 < I < j, x; ou -y
apparait dans ;.

e Le langage OCNF. est I’ ensemble de toutes les
formules CNF ¥ = v; A ... A~ ou chaque clause
non tautologique v; (i € 1...k) de X est telle que
pour tout j € 1...n, si x; ou —x; apparait dans
v;, alors pour tout [ tel que 1 <1 < j, 2; ou —a;
apparait dans ;.

Exemple 4 (Formule 0CNF. /ODNF.)

Soit PS = {a,b,c} et < tel quea < b < c. ~aV (aAb)
est une formule de ODNF.. (a VD) A (—a VbV ¢) est
une formule de OCNF_.
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Clairement, OCNF (resp. QOCNF.) est le fragment
dual de ODNF. (resp. QODNF.) ; en particulier, la néga-
tion de toute formule ODNF. (resp. QODNF_) peut étre
transformée en temps linéaire en une formule OCNF.
(resp. QOCNF.), et l'inverse est également vrai. De
plus, OCNF. et ODNF. sont des fragments proposition-
nels complets puisqu’ils incluent respectivement les
fragments complets MODS et CI.

Définition 9 (Préfixe compatible)

Soit ¥ = @QS1...QS,.¢0 dans QPROPpg prénexe,
polie, fermée ou chaque @ est un quantificateur et
{S1,...,5n} est une partition de Var(¢) qui ne con-
tient pas l'ensemble vide. Le préfive QS ...QS, de
Y est dit compatible avec un ordre total, strict < sur
Var(¢) si et seulement si pour chaque x,y € Var(¢)
tel quex <y, siz € S; ety €S;, alors j > 1.

Proposition 2 Les restrictions de VAL(QODNF.) et
VAL(QOCNF ) auz instances ayant un préfive compati-
ble avec < sont dans P.

Preuve 1 Puisque la négation d’une formule QOCNF .
peut étre transformée en temps linéaire en une formule
QODNF_, il suffit de prouver que VAL(QODNF_) est dans
P lorsque l'on restreint QOCNF_ aux instances ayant
un préfixe compatible avec <.

La preuve est constructive et repose sur ’existence
d’un algorithme en temps polynomial SOLVEODNF
ci-aprés (algorithme 1).  Ce dernier consiste en
I’élimination des quantifications comme une loi interne
dans le fragment ODNF.. Dans cet algorithme, toute
formule ODNF. ¢ est considérée, en toute généralité,
comme un ensemble de termes et tout terme comme
un ensemble de littéraux. Aprés la premiére étape de
Palgorithme, tout terme dans ¢ est satisfiable (retirer
les termes insatisfiables de ¢ peut étre réalisé facile-
ment en temps polynomial). La formule O0DNF. ré-
sultante est soit l’ensemble vide, (i.e., la disjonction
vide équivalente & fauz ({} = fauz)), soit un ensem-
ble contenant la conjonction vide, équivalente & vrai
({{}} = vrai).

Expliquons comment les quantifications peuvent
étre éliminées et considérons dans un premier temps
le cas les quantifications existentielles ; nous tirons
avantage des deux équivalences : pour toute paire de
QBFs « et J et toute variable x € PS, nous avons
Jz.(aVp) = (Fz.a)V (Iz.B) (point 6 de la proposition
1), et Jx.y est équivalent au terme v \ {z, ~z} obtenu
en retirant = et —x de  lorsque y est un terme satisfi-
able (vu comme un ensemble de littéraux) (ce qui est
une conséquence directe de la définition du condition-
nement et du point 2 de la proposition 1). Soit z la
derniére variable de Var(X) par rapport & <. Claire-
ment, si 7y est un terme canonique (codant un modéle)

sur X U {z} (avec z ¢ X), alors v \ {z, -z} est un
terme canonique sur X. Donc retirer toute occurrence
de = et —x dans une telle formule ODNF. ¢ conduit &
une formule ODNF. équivalente & Jx.¢.

Focalisons nous & présent sur le cas des quantifi-
cateurs universels. Soit ¢ une formule ODNF_., vue
comme un ensemble de termes satisfiables sur X U{x},
ou x & X et x est la derniére variable de Var(X) par
rapport & <. Tout terme de ¢ contenant z ou —x est
canonique sur X U {z}. A présent, les termes 7 de
¢ peuvent étre partitionnés en trois ensembles (inter-
prétés disjonctivement) : W, S et S’. W est ’ensemble
de tous les termes 7y tels que z € Var(y). W peut étre
vu comme une formule 0DNF . sur X. S est ’ensemble
de tous les termes v de ¢ contenant x ou —x tels que
switch(y, x) appartient & ¢ également, ou switch(y, x)
est le terme canonique sur X U{z} qui coincide avec
pour toute variable de X mais qui contient —x lorsque
~ contient le littéral z, alors que switch(y,x) contient
x lorsque v contient —x. Il est évident que v appar-
tient & S si et seulement si switch(y,x) appartient a
S. Enfin, S’ est I’ensemble des termes restants de ¢
(i.e. tout terme v € S’ contenant z ou —z mais qui
n’appartient pas a S). Par construction, nous avons
Vr.p =Ve. WV SVS)=WVVz.(SVS) (du point
9 de la proposition 1). Nous observons & présent que
S = {7,...,7} (interprété disjonctivement) est in-
dépendant de z [19] dans le sens ou il est équivalent &
la disjonction ¥ = (y1 \ {z,~2}) V...V (v \ {z, a})
qui est une formule ODNF. sur X également (pour
tout v; (i € 1...k), nous avons ~; V switch(y;,x) =
~vi\{z, -x}). Clairement, ¢ peut étre calculé en temps
polynomial dans la taille de ¢. Puisque v est indépen-
dant de z, nous avons Vz.¢p = W V¢ V (Vz.S’). Enfin,
il nous reste & montrer que V.S’ est insatisfiable (et
ainsi que Vz.¢p = W Vv ). Soit v un terme canonique
quelconque sur X vu comme une interprétation sur X ;
par définition, ~ satisfait V.S’ si et seulement si & la
fois ’extension a ’affectation de x & 0 et I’extension
a Daffectation de = & 1 sont des modeéles de S’ ; mais
cela est impossible par la définition de S (si 'une de
ces extensions appartient a S, cela ne peut étre le cas
de la seconde également puisqu’elle est obtenue en in-
versant x dans la premiére). Par conséquent, (Vx.S”)
est insatisfiable. O

SoLvEODNF - s’exécute en temps O(n x |¢]?). Cet
algorithme pourrait étre facilement affiné, en retour-
nant 0 dés que ’ensemble vide a été obtenu.

Ilustrons a présent la maniére dont SOLVEODNF
fonctionne sur deux exemples simples (ot a < b) :

Exemple 5
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Algorithm 1: Algorithme polynomial pour la re-
striction de VAL(QODNF_) aux instances ayant un
préfixe compatible

procédure SOLVEODNF
Données: Une formule Q121 ... Qnxpn.¢
ol ¢ € ODNFc et 1 < ... < Ty
Résultat: 1if Q21 ...Qnx,.¢ est valide, 0 sinon
début
Retirer les termes insatisfiables de ¢ ;
pour i de n a I faire
si Q; =V alors
¢ — {y € ¢ | switch(v,z;) € ¢
ou z; & Var(y)} ;
sinon
L ¢ —d;
L ¢ —{v~Azi,~zi} [y €'}
si ¢ = {} alors

| retourner 0 ;

sinon
| retourner 1 ;

fin

1. Va3b.{{-a},{a,-b}} — Va{{-a},{a}} —

} = vrai.
2. Ja¥b.{{—a,b},{a,b}} — Ja{} — {} = faux.

Une conséquence immeédiate est que 1’on obtient la
traitabilité de VAL(QMODS) et VAL(QCI) :

Corollaire 1 vAL(QMODS) et VAL(QCI) sont dans P.

Preuve 2 Directe & partir du fait que toute formule
de QMODS (resp. QCI) est une formule de QODNF . (resp.
QOCNF. ) ayant un préfixe compatible avec <, quel que
soit 'ordre strict, total <. ]

4 Expérimentations

D’un point de vue pratique, il est important de déter-
miner comment les prouveurs QBF existants se com-
portent face & des instances de fragments traitables.
Spécifiquement, lorsque les prouveurs ne résolvent pas
« facilement » des instances de classes traitables,
déterminer les raisons de cet échec peut conduire & une
avancée intéressante dans ’amélioration des prouveurs
actuels. Afin de répondre & cette question, nous avons
effectué des expérimentations sur des instances de QCI
et QOCNF_ dont le préfixe est compatible avec <, qui
sont des sous-ensembles de QCNF, la classe de formules
que la plupart des prouveurs QBF actuels traitent.

De tels résultats expérimentaux existent déja sur des
instances dont la matrice est réduite a des fragments

incomplets traitables tels que les formules Horn et
Horn renommables [7]. Ces résultats montrent les dif-
ficultés des prouveurs actuels a résoudre de tels types
d’instances et sont rappelés au paragraphe suivant.

4.1 Cadre expérimental

Nous avons généré des benchmarks de QOCNF. mu-
nis d’un préfixe compatible de la maniére suivante.
Etant donné un nombre de variables n, tout entier
dans {1,...,n} identifie une variable. Nous avons pris
Pordre naturel des entiers pour <. Afin de générer
une clause de la matrice d’'une formule QOCNF_, la
taille s d’une clause est d’abord choisie aléatoirement
dans {1,...,n} selon une distribution uniforme, puis,
le signe de chacune des s variables (de 1 & s) de la
clause est choisi selon une distribution uniforme.

Pour nos expérimentations, nous avons fixé n & 100,
200, 300, 400, 500, 1000 variables, ce qui a produit
de gros benchmarks, comparativement aux possibilités
des prouveurs actuels. Le nombre de clauses a été ar-
bitrairement fixé au quadruple du nombre de variables
(m =4 x n). Le préfixe est généré tel que la compat-
ibilité avec < soit assurée. Le nombre d’alternances
de quantificateurs a été fixé & 12 : 11 ensembles de
la méme taille (n div 11) et au moins un avec les
variables restantes (n mod 11). Notons que ce nom-
bre d’alternances est également relativement élevé par
rapport aux benchmarks standard de QBFs.

Nous avons utilisé trois prouveurs QBF pour ces ex-
périmentations : un prouveur QBF développé dans
notre laboratoire, appelé OpenQBF, qui a participé
aux trois évaluations QBF et qui a obtenu des résultats
moyens lors de ces évaluations, mais qui fait partie
du peu de prouveurs corrects des deux derniéres éval-
uations QBF. Nous avons également utilisé Semprop
(version 010604) et Qube-Rel 1.3, deux prouveurs QBF
disponibles publiquement. Les prouveurs ont fonc-
tionné sur un PIV 3GHz muni de 1.5 Go de RAM
sous Linux. Le prouveur Java a tourné sur la derniére
Sun Java VM (1.5.0_06) en utilisant les parameétres
par défaut.

4.2 Reésultats sur des fragments complets

Le tableau 1 résume le comportement des trois prou-
veurs QBF sur des instances QCI et QOCNF_. Notons que
les temps d’exécution sont exprimés en secondes, pour
résoudre 100 instances avec les mémes paramétres.
La colonne taille présente l’espace total utilisé par
les benchmarks générés (pour un total supérieur a 3
Go pour ces expérimentations !). La colonne # Vrai
présente le pourcentage d’instances positives de QBF.
Nous pouvons remarquer que toutes les instances de
QCI étaient positives. Cela peut s’expliquer par le fait
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CI OCNF. (préfixe compatible)
#vars || taille | OpenQBF | Semprop | Qube | #Vrai || taille | OpenQBF | Semprop | Qube | #Vrai
100 14 36 10 2 100 8 28 2 1 11
200 62 71 71 7 100 30 44 12 4 12
300 144 124 240 16 100 69 73 38 8 13
400 260 209 554 28 100 125 104 94 14 19
500 411 316 1062 43 100 198 145 165 21 10
1000 1680 1217 8638 174 100 824 532 1601 82 13
10000 10000
1000 1000 ¢
& 100 g
P e
10 e "* OpenQBF —+— 10F 5, - OpenQBF —— E
g Semprop - e Semprop -
Qube o Qube - *
1100 260 360 460 560 660 760 860 960 1000 1160 260 360 460 560 660 760 860 960 1000
Nombre de variables Nombre de variables

Table 1: Temps d’exécution de trois prouveurs QBF sur des instances de deux classes polynomiales de QBF.
Temps CPU cumulés en secondes pour résoudre 100 instances (taille de ces 100 instances donnée en Mo) pour

un nombre donné de variables.

que chaque clause posséde environ la moitié de ses lit-
téraux quantifiés existentiellement (puisque par con-
struction, & peu prés la moitié des variables sont quan-
tifiées existentiellement et que les clauses contiennent
toutes les variables).

Notons que tous les prouveurs se comportent mieux
sur des benchmarks QOCNF. que sur des benchmarks
QCI. Cela est probablement di a la différence de taille
des benchmarks : les benchmarks QCI sont deux fois
plus gros que les benchmarks 0CNF.. Précisons égale-
ment qu’il est généralement plus facile de résoudre des
instances négatives que des instances positives et que
la plupart des instances dans QOCNF_ sont négatives.

Les trois prouveurs ont été capables de résoudre
I’ensemble des benchmarks (environ 86 secondes par
instance dans le pire des cas, méme si les temps
d’exécution pour ce cas s’étendent sur plus d’'un or-
dre de grandeur). Notons que ces benchmarks sont
généralement gros comparés aux benchmarks QBF
usuels, ce qui explique pourquoi un prouveur générale-
ment robuste tel que Semprop ne se comporte pas bien.

Ces expérimentations montrent que les prouveurs
actuels n’ont pas de problémes pour résoudre des in-
stances de QCI et QOCNF_. Ce résultat contraste avec
nos résultats expérimentaux précédents sur d’autres
fragments traitables (mais incomplets) pour le prob-
léeme de la validité (Horn CNF quantifiées et Horn
renommables CNF quantifiées) [6] qui ont été confir-

més lors de la derniére évaluation de prouveurs QBF
[23].

4.3 Résultats sur des fragments incomplets

Il est intéressant de noter le comportement des prou-
veurs QBF actuels sur des instances de formules dont
la matrice est constituée de clauses Horn CNF ou Horn
renommables CNF.

Les matrices de ces formules, en tant qu’instances
SAT, peuvent étre facilement résolues par n’importe
quel prouveur SAT actuel : bien que ces prouveurs
n’utilisent pas d’algorithmes dédiés a de tels frag-
ments polynomiaux pour SAT, ces instances « faciles
en théorie » le sont aussi en pratique. A contrario,
nous avons observé que les prouveurs QBF actuels
sont peu performants sur les instances QBF correspon-
dantes. En effet, nous avons soumis des instances
QBF Horn renommables & I’évaluation des prouveurs
QBF 2005 et voici les résultats obtenus par les
prouveurs participant & cette évaluation :

Notons que pour chaque prouveur indiqué dans
la premiére colonne, nous indiquons dans la colonne
#Vrai (resp. #Faux, Total) le nombre d’instances pos-
itives (resp. d’instances négatives, total d’instances)
que celui-ci a résolues sur les 81 (resp. 82, 163) pro-
posées a ’évaluation.



Actes JFPC’06

394

Prouveur #Vrai | #Faux | Total

/81 /82 | /163
ssolve 78 77 155
Semprop 54 55 109
yquaffle 40 35 75
GRL 7 59 66
gbfbdd 42 15 57
QchaffLearn 2 53 55
walkqgsat 0 39 39
sKizzo 0.4 0 33 33
sKizzo 0.5 0 32 32
OpenQBF 0 20 20
quantor 0 10 10
QMRes 0 0 0

Table 2: Nombre d’instances résolues par les prouveurs
QBF participant & l’évaluation comparative 2005 sur
des instances QBF Horn renommables.

On peut observer que seuls deux prouveurs sont ca-
pables de résoudre plus de 50% des instances con-
sidérées dans le temps imparti. De notre point de
vue, les performances des prouveurs actuels sur ces
instances montrent que les approches actuelles, issues
pour la plupart de généralisations de techniques pour
SAT, ne sont pas adaptées & la résolution d’instances
de VAL(QPROPpg). En effet, ceux-ci ne sont méme pas
capables de résoudre systématiquement des instances
a priori « faciles ».

En conséquence, nous pensons que le développe-
ment de nouveaux algorithmes pour des fragments
polynomiaux de VAL(QPROPpg) peut aussi aider au
développement d’algorithmes généraux plus perfor-
mants.

4.4 Discussion

Les résultats expérimentaux présentés précédem-
ment révélent diverses lacunes des prouveurs QBF
actuels. Ils laissent également présager de pos-
sibilités d’orientation diverses pour la conception
d’algorithmes spécifiques pour VAL(QPROPpg) que
nous développons dans ce paragraphe.

Dans un premier temps, nous sommes en droit
de nous questionner sur l'utilité de reconnaitre des
sous-formules appartenant aux fragments polynomi-
aux complets découverts. En effet, les prouveurs QBF
actuels qui ne sont pas munis d’algorithmes spécifiques
pour résoudre des instances de formules de ce type
se comportent trés convenablement en pratique. De
plus, ces résultats sont obtenus sur des formules dont
les parameétres sont relativement conséquents (au plus
1000 variables et 4000 clauses). Enfin, en dépit de

ce dernier point, les instances générées sont de trés
grande taille, comparées aux formules Horn CNF et
Horn renommables CNF munies de paramétres iden-
tiques. Par exemple, il nous a fallu plus de 30 fois
plus d’espace mémoire pour générer les 100 formules
du fragment CI de 400 variables et 1600 clauses par
rapport aux 100 formules Horn renommables CNF com-
portant le méme nombre de variables et de clauses (260
Mo contre 7.9 Mo).

Ces expérimentations confirment, au contraire,
I'importance de l’existence d’algorithmes spécifiques
pour la reconnaissance et la résolution de classes poly-
nomiales incomplétes. Les résultats obtenus avec
les mémes prouveurs QBF (OpenQBF et Semprop)
sur des instances de formules ayant des configura-
tions similaires sont significatifs. Clairement, les in-
stances de formules Horn CNF renommables soumises
a ’évaluation comparatives de prouveurs QBF 2005
comportaient au plus 400 variables et 2360 clauses
et nombre d’entre elles n’ont pas été résolues par
les prouveurs OpenQBF et Semprop (respectivement
54 et 143 instances) dans le temps imparti. En re-
vanche, ’ensemble des instances CI et OCNF. générées
ont été résolues facilement par ces mémes prouveurs.
Ces résultats nous encouragent donc & poursuivre
notre étude en nous axant plus particuliérement sur
des fragments incomplets pour lesquelles le probléme
VAL(QPROPpg) serait polynomial.

5 Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons présenté deux nouveaux
fragments propositionnels complets pour lesquels le
probléme de la validité des QBFs est polynomial en
temps : les fragments ODNF. et OCNF..

Nous avons montré qu’en pratique, les prouveurs
QBF actuels parvenaient & résoudre ce type d’instances
« facilement ». Ce résultat contraste avec ce qui a pu
étre observé lors de la derniére évaluation compara-
tive de prouveurs QBF qui a montré les difficultés des
prouveurs a résoudre des instances de formules polyno-
miales incomplétes (instances & matrices Horn et Horn
renommables).

Cette tendance, qui s’est confirmée pour les deux
fragments considérés, nous encourage dans la pour-
suite des travaux sur les classes polynomiales incom-
plétes. En particulier, on est en droit de se deman-
der s’il n’existerait pas d’autres classes de QBFs incom-
plétes plus (ou au moins autant) expressives que les
formules Horn renommables, pour lesquelles le prob-
léme de la validité serait polynomial. Cela nous perme-
ttrait d’étendre davantage le panorama de complexité
de VAL(QPROPpg). Plus particuliérement, il serait in-
téressant de déterminer comment la notion de modéles
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K-booléens de [18], dans le cas ot K est une classe de
fonctions booléennes qui peut étre encodée en temps
polynomial, pourrait étre exploitée pour donner nais-
sance & de nouvelles restrictions de VAL(QPROPpg) qui
sont calculatoirement plus faciles (selon les hypothéses
habituelles de la théorie de la complexité).

Dans le méme ordre d’idées, une perspective est
d’élargir notre investigation a ’étude de restrictions
de VAL(QPROPpg) basées sur les quantifications. Une
premiére approche esquissée dans [8] a concerné les re-
strictions sur le nombre d’alternances des quantifica-
tions des fragments des impliqués et des impliquants
premiers. A linstar de ce que nous avons fait pour
ces derniers, il s’agit d’étudier des restrictions por-
tant conjointement sur la nature du préfixe et de la
matrice des instances. En effet, d’'un point de vue
théorique, ne considérer que des restrictions sur le pré-
fixe (i.e., sans aucune exigence sur la matrice) ne sem-
ble pas aussi intéressant. Alors que le fait de lim-
iter le nombre d’alternances de quantificateurs dans
le préfixe provoque immédiatement une diminution
de la complexité de VAL(QPROPpg) de PSPACE a
un niveau donné dans la hiérarchie polynomiale, cela
ne conduit pas a la traitabilité (sous les hypothéses
habituelles de la théorie de la complexité) ; ainsi, dans
le cas limite ot aucune alternance de quantificateurs
n’apparait dans le préfixe, VAL(QPROPpg) se réduit a
SAT ou & UNSAT (dépendant de la nature des quan-
tifications des variables), et aucun de ces problémes
ne peut vraisemblablement appartenir & P si aucune
supposition sur la matrice n’est faite. Bien entendu,
cela ne signifie pas que la facon dont les quantifi-
cations sont traitées n’a pas d’impact sur efficacité
des prouveurs QBF. Par exemple, une QBF X de la
forme V{x1,...,xn_1}3{xn}.¢ oU ¢ est une formule
CNF peut étre résolue en temps quadratique (construire
une représentation CNF de 3{x,, }.¢ en utilisant la réso-
lution pour oublier x,, dans ¢, réduire ensuite toutes
les clauses résultantes en y supprimant tout littéral
construit a partir de {x1,...,2,-1} ; X est valide si
et seulement si la formule CNF résultante ne contient
pas la clause vide). Pourtant, les prouveurs QBF qui
traitent les quantificateurs du plus externe au plus im-
briqué peuvent requérir un temps exponentiel pour ré-
soudre des formules de ce type. Une étude plus appro-
fondie de l'interaction entre les restrictions basées sur
le préfixe et celles basées sur la matrice constitue donc
une perspective de recherche de ce travail.

Annexe

La figure 1 décrit le graphe d’inclusion des fragments
propositionnels complets considérés dans cet article.

/M‘F\

DTF CTF
ODNF - OCNF -
MODS CI

Figure 1: Graphe d’inclusion des fragments proposi-
tionnels complets considérés. Un arc L1 — Lo signifie
que L est un sous-ensemble propre de Lo.
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