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ŏ ∈ Refm I � �6�,� � �

o ∝ ŏ
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L o.f = x

L′ = closure(L{r1

α
↪→ r2 : r1 ∈ ō ∪ {y | o

α
↪→

∗

y}, r2 ∈ x̄})
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L o.f(

→

p ) S = exactType(o)?exactSign(f) : approxSign(f)

L′ = closure(L{π→
p
(L) ? S})
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w�x�f.�ezst�gr�t�~�tv|}w�~�£¡£¢p.tvc�gg�¶e~�w�t�w�xq�eg¤t�c�~�t�|}r�|¢{C¬yx�¯yg_�µsrvx�t�c�~�t�|¢{eceg���|¡t�~�{�w�g4|¢r�{�x�t�~h�e�vxy¨e£¢g�f�ªYj¤{
t�cegx�t�ceg��«c�~�{��:e·�ceg�{�t�cexyrvg�w�xy{��s|¡tv|¢x�{�r�~��vg{�x�t�¦§ze£¡²�£¢£¡gG�µ�~.£¢g_r�r��e��g_w�|¢rvgru|¢��{�~�tvze��g4{eg�gG�er�t�xD¨�g
~��e�e£¢|¡gG�µª
'�»)(*+ � +¸À,*.-��@/ � +�
,* �s���2� »=À ��Á » ��8 � �@�

s1, s2 ∈ Sign
� 	 ������� �����#� � �@�_B�� � �*��� ��9�&� ����*�	��� I

s1 ≤ s2 ⇐⇒ ∀ v1, v2 ∈ V ism, ∀ l : V Linkm, (v1, v2) ∈ s1(l) ⇒ (v1, v2) ∈ s2(l) I
>m

���7�
⊥m

� � �,�
	 � � ������ ���=����� �����#� � �@� �>� � � �$� <�(!
∀ v1, v2 ∈ V ism, ∀ l :

{

(v1, v2) ∈ >m(l)
(v1, v2) 6∈ ⊥m(l)

Â§ÃNÄ:ÂÆÅ



���������
	���������������������������������� � U

b�ceg*rv|¡�y{�~�t�ze��g_r�¦§xy�ru|¢{e��£¢ghfhg�tvcexs�
m
¦§xy�vf,~/£}~�tut�|¢w�g�ª�b�c�g�f.xyrut4��gGrvrv|¡f.|}r�t�|¢whrv|¡�y{�~�t�ze�vg�¦§x��

t�ce|}r�f.g�t�cexs� |¢r
>m

�~�{���t�cegDf.xyrut�xy�stv|¢f.|¢rutv|}wDrv|¡�y{�~�t�ze�vg.|}r
⊥m

ª A´|³t�c tvcexCrug��eg�²�{e|¡tv|¢x�{�r�N·¥g
|¢{Ctv��xs�sz�w�g«tvcegl{ex�tv|¢x�{�x�¦C���=� � ��D=����� � � �����>� � ��� � ��q·�ce|}w�c�|}r¥~ �&��� � � � �3� x�¦:tvc�g¤g�¶s~yw	t�ru|¢��{�~�tvze��g_r
w�x�f.�ezst�g_��¦§xy��~�{ |¢{eceg_�v|¡t�~�{�w�g�rvze¨�-@tv��g�gyª�b�c�|¢r�ru|¢��{�~�tvze��g*|}r�z�rvg_� ·�ceg_{°{ex=g�¶s~yw	t�t�pq�Lg�w�~�{°¨�g
w�x�f.�ezst�g_��rut�~�t�|¢w_~�£¢£¡p $ ¦§x���g�¶e~�f.�e£¢gl��g�¦§g_�vg_{�w�gGr%x�¨st�~�|¢{eg_��~�r���g�t�ze�v{�¬�~�£¢zeg_r�)	ª
b�ceglr�t��vz�w	tvz��vg«tvc�~�tY²�£¢£¢r¥t�ceg«�C~��*¨Lg�t�·%g�g�{Dtvcegl|¡{Ct�g�� -@f.g�t�cexs�D~�{�~�£¢pqrv|}r�~�{��*tvcegl|¡{Ct���~ -@f.g�t�cexs�

xy{egW|}r$w�~�£¡£¢g_�~K� � �@� ������� � ��ªG+ t�r2��xC~�£�|}rµt�x�cex�£}�ltvc�gYru|¢��{�~�tvz��vgGr:~�r�ruxsw�|¢~�tvg_�«tvx�tvceg%w�~�£¢£}~�¨e£¢gWf.g�tvc�xq��r�ª
'�»)(*+ � +¸À,*.-�� /C' + ��� +?À * �s� ¼ 8 � ��

Func
<��;� � �B���V� B���� �����&�@� � � ��� �*� ��� � � � � �9��
 ���,�

Sign<�� �*��� ����� B,� ��������<�4� ����� �����#� � �@� I : � � �@� ������� � � � � �U�����>� �*���
d : Func → (Sign× Sign) I

+ {"~ �s|}w	t�|¡xy{�~���p�¥tvceg©g�¶e~�w�t�~�{�� ~����e�vx�¶s|¢f*~�tvg�rv|¡�y{�~�t�ze�vgGr*~���gF~�w�w�g_r�rugG� ��� �6tvceg�¦§xy£¡£¢x�·�|¡{��
���vx���g_w	t�|¡xy{�r 8

exactSign : Func → Sign
$ /�)

approxSign : Func → Sign
$ �>)

��� ��� � ��* ����� ½ � » � � À Á � * � 3 ¼ � + �
b�c�g�~�£¢��xy�v|¡tvcef |¢r«|³t�g���~�t�|¡¬yg>8�r�t�~��vtv|¢{e�.¦§�vxyf t�ceg�f.xCr�t«xy�stv|¢f.|¢rutv|}w�rv|¡�y{�~�t�ze��g

⊥m

·%g�~�{�~�£¡p�3_gtvceg
¨qpCtvgGw�xs�sgF¨qp6¦§xy£¡£¢x�·�|¢{e��tvceg©w�x�{Ctv��x�£ ?�x�· ~�{��´~��e��£¡pq|¢{e� tvcegF���vg_¬C|¢x�z�ru£¢p �e��g_rvg�{Ct�g_�Jru|¢��{�~�tvze��g_r
·�c�g�{1~�{©|¢{q¬�xsw�~�tv|¢x�{F|}r¤�Lg��v¦§x���f.g_�µª 5¤r4r�t�~�tvgG�=|¢{ R¤g�²�{e|³t�|¡xy{D/G�eLtvc�ghrv|¡�y{�~�t�ze��g�x�¦Ytvceghf.g�tvc�xq�
w�x����vgGru�Lx�{��er�t�x.tvceg¬q|}ru|¢¨e£¢g4£¡|¢{e¯sr�tvc�~�t�~���gw���g_~�t�g_���sze��|¡{���t�cegf.g�t�cexs�/¨Lxs�sp�ª

#Y~yw�c=r�t�~�{���~������C~�¬�~h¨CpCt�g_w�xs�sg�|¢r«��|¢¬�g�{F~*rvg�f*~�{Ct�|¢wlt�xDg�¶s�e��g_r�r�tvc�gtv��~�{�ru¦§x���f*~�t�|¡xy{�~��e�e£¢|¡gG�
xy{htvceg�rut�~�tvg�x�¦¾£¢|¡{e¯srW·�c�g�{*|¢{h|}rWg_{�w�xyze{Ctvg���g_��|¢{D~4�e�vxy����~�f�ª$kFxCr�t�¨qpCtvgGw�xs�sgGrW~���g%�y|¡¬yg�{*~ltv��|¢¬C|}~�£
$ {eg�zetv��~�£*)Yrvg�f*~�{Ct�|¢w�qrv|¢{�w�g«tvceg_p��sx�{�x�t��e£¢~�pD~��vxy£¡g¤|¡{/tvc�g¤£¢|¡{�¯qr�w��vgG~�tv|¢x�{��e�vxsw�g_r�r�ª�b2~�¨e£¢g /¤��|¢¬�g_r
t�ceg¤rvg�f*~�{yt�|¢w�¦§x��¥tvceg¤f.~�|¡{/~�w	t�|¡xy{�r_ª�nqg_¬�g_��~�£�x��Lg���~�t�x���rW~�{��D{ex�t�~�tv|¢x�{�rY~���g�z�rvg_�D|¡{*t�ceg4rug_f.~�{Ctv|}w
��ze£¢g_r 8

� closure(L)
g�{�rvze��g_r¥tvc�~�t�tvceg£¢|¢{e¯/~��v��~�p

L
��g�f*~�|¡{�r%t���~�{�rv|³t�|¡¬yg�£¢pDw�£¢xyrvg_�µ

� π→
p
(L)
�sg_{ex�t�g_r%tvc�g�e�vx���g_w�tv|¢x�{�x�¦

L
xy{/t�ceg¬�gGw	t�x���x�¦Ng��¾g_w	t�|¡¬yg�~�����zef.g_{yt�r�

� I ? S
|}r*t�ceg1w�x�f.�Lxyrv|³t�|¡xy{´x��Lg���~�tvxy�_�t�c�~�t��e��x���~��y~�t�g_rht�ceg©£¢|¡{�¯qr/x�¦

S
¦§��x�f t�ceg©|¢{e|¡tv|}~�£

ru|¡tvz�~�tv|¢x�{
I


� v̄
�vg_�e��g_rvg�{Ct�r¥tvc�g�~�¨�rutv��~�w�t�w�x�{Ctvg_{Ct�x�¦$t�ceg¬�~���|¢~�¨e£¡g

v
ª

b�ceg.~�£¢��xy�v|¡tvc�f rutvxy��r¤·�ceg�{1�vgG~�w�ce|¢{e��~D²e¶=��xy|¡{Ctl¦§x��¤tvceg.rut�~�t�g�x�¦Wtvceg.£¢|¡{�¯�~��v��~�p�~�t¤��g�t�ze��{
�Lx�|¢{Ct�r $ ·¥g*{�x�tvg

Linkr
m

t�ce|}r�£¢|¡{e¯�~�����~�p�¦§xy��~�f.g�t�cexs�
m

)�N~�{���|³t�r��e��x���gGw	tv|¢x�{�x�{�t�cegD¬q|¢rv|¢¨e£¡g
£¢|¢{e¯sr�x�¦

m
��|¢¬�g_r�z�r%tvcegg�¶s~yw	t�rv|¡�y{�~�t�ze�vgl¦§xy��tvcegf.g�t�cexs�µª

Ä2Ä Ñ�H�IGÙ.J�K�L@M�N@O�P�Q



/G� ��� �������	��
����� �����������:��� � ��� ����� ���

��� ��� � �4» � + ( ���e� +¸À,*
j¤{�w�g�w�xyf.�ezstvgG�µet�ceg�rv|¡�y{�~�t�ze�vgGr�f�z�rut«¨Lg�f*~��sg�~�¬�~�|¡£}~�¨e£¢gl¦§x���t�ceg�g�¶qgGw�zst�|¡xy{�g�{e�y|¡{egy�rvx.tvc�~�t«|³t
w_~�{*t�~�¯yg«~��s¬�~�{yt�~��yg�x�¦µt�ceg�f�ª 5�w	t�z�~�£¢£¢p�yt�·¥x�|¡{s¦§xy�vf*~�tv|¢x�{�rYf�z�rut¥¨Lg«t���~�{�rvfh|¡tut�g_� 8Nt�ceg¤rv|¡�y{�~�t�ze��g
|¡t�rvg�£¡¦�~�{��:$f.x���g*|¡f.�Lx��vt�~�{ytG$g_{ex�ze�yc°�e~�t�~�¦§xy��g�{�~�¨e£¢|¡{���tvceg�rvpsr�t�g�f7tvxF¬�g_�v|¡¦§p=|¡t�r�w�x�����g_w	t�{eg_r�r_ª
+ {\x����sg���tvx°~yw�ce|¡g_¬�g�tvce|}r�¥·¥g���g�£¢p°x�{\~1£¢|¡�ycyt�·%g�|¢��cCth¨CpCt�g_w�xs�sg�¬�g_�v|¡²�w_~�tv|¢x�{ % U�( ª\b�ceg��e��|¡{�w�|¢�e£¡g
|}r¤tvx���ze{�~�rv|¡f.|¢£¢~��4~�{�~�£¢psru|}rl|¡{1tvc�ghg_f�¨Lg_�e�eg_��rupsrutvg�f�:·�c�|¡£¢g*~�¬�x�|}�s|¢{e�*t�cegDw�xyfh��£¡g�¶q|¡t�pFx�¦¥tvceg
~�£¡�yx���|³t�cef ¨qp©¯yg�g���|¡{e��t�ceg.²�{�~�£Yr�t�~�t�g_rx�¦¥t�cegD~�£¢��xy�v|¡tvcef'~�t£¢~�¨�g_£��Lx�|¢{yt�r $ rvx�tvc�~�ttvc�g���gh|}r{ex
{�g�g_��¦§x���z�{e|³²Lw�~�t�|¡xy{:)	ª

WYX�� ��a��l_/^ a ^ c-m?dfm�`/n-c i ^�m?d�`5_�p d�cei ��-en-` �6^ p
��� � ��- �U222� À�� + � �s� +?À *
5«{�~��e�e��x�¶s|¡f*~�t�|¡xy{=·�~�rlce|}�e�sg�{�|¢{1t�ceg*rug_f*~�{Ctv|}w�x�¦Yt�ceg � [��3T�� ,����/¨qpyt�g_w�xq�eghz�rugG�=|¢{ bN~�¨�£¡g /�ª
j¤{�g�¯�g_p��Lx�|¢{Ct¤|¢{=��g�¦§g���g�{�w�g_r¤~�£¢|¢~yru|¢{e�*|}r«c�x�·��e�vgGw�|}rug�·¥g�·�|}rvcFtvx/¨�g��vg_�y~����s|¢{e�.²�g_£¢�er 8�x�{�g�w�~�{
|¢f*~��y|¡{eg4¨Lg�|¢{e��~yr��e��g_w�|}rvg4~yr Q�tvce|}r���g�¦§g���g�{�w�g4|¢r¤w�xy{yt�~�|¢{eg_�/|¢{�²�g�£}� ��x�¦2²�g_£¢���/x�¦�²�g�£}���Dx�¦Nt�c�~�t
xy¨s��g_w�tCS	�¦§xy£¡£¢x�·�|¡{��·¥xy�v¯sr�£¢|¡¯yg % ��(@ª�S%zst�t�ceg���g«~���g�~�t¥£¡gG~�rutWt�·¥x��s��~�·�¨�~yw�¯qrNt�xtvc�|¢rYfhg�tvcexs�µª�EN|¢��rut_
·%gh·%~�{yt4t�x����vx�¬q|}�sg�|¢{s¦§xy�vf*~�t�|¡xy{�r¤tvc�~�t�~���g�¬yg���|³²�~�¨e£¢g�¨qp©rvf*~�£¢£Wg�f�¨Lg_���sg_��rupsrutvg_f.r_$~�{��=t�c�~�t
¯q|¢{���x�¦��sg_r�w���|¢�stv|¢x�{ w�~�{$ t�¨LgDc�~�{��s£¢g_��·�|¡tvcexyzst�ceg_~�¬qpFt��vgG~�t�fhg_{Ct�r_ª�kFx���g�x�¬yg��G¾tvcegD�e|¢w�tv|¢x�{�~��vp
f�z�rut2¨LgY¯�g_�stN�eze�v|¢{e��t�ceg%£¡|¡¦§g�t�|¡f.gYx�¦stvceg�rvpqrutvg_f��rvx�|¡tNf�z�rut2¨Lg¥~�r2ruf*~�£¡£q~�r$��xCrvrv|¡¨�£¡gyª + {�~y�e�s|¡tv|¢x�{:
¯yg�g_�e|¡{��/rvz�w�c=�e��g_w�|¢rvg�|¢{s¦§x���f*~�t�|¡xy{�r«·%x�z�£¢�=w�x�{�rutv��~�|¢{Ft�ceg�|¢{eceg_�v|¡tvgG�=f.g�t�cexs�erl|¡{©tvcegh¨Lx�ze{���r¤x�¦
t�cexyrvg�£¡|¢{e¯sr $ ~�{\|¢{eceg_�v|¡tvgG� f.g�t�cexs� w�x�z�£¢� {ex�tDw���g_~�tvg�x�t�ceg��*£¢|¡{�¯qrht�c�~�{\tvc�g�xy{eg_rh|¢f.��xCrugG� ¨qp
t�ceg�¨�~yrugf.g�tvcexs��)��·�ce|}w�cF·%x�ze£}�Fw�£¢xyrvg�£¢p�¨e|¢{��F~Drvg�f*~�{yt�|¢wlt�xD|¢fh��£¡g_fhg_{Ct�~�t�|¡xy{=�sg�t�~�|¢£¢r_ªC+ {�r�t�g_~y�
x�¦�tvc�~�t_%·%g��sgGw�|}�sg_� tvx�ze{e|¡¦§p ~�£¡£%tvc�g/²�g�£}�er.x�¦4~�{ xy¨s��g_w�t 8�·�ceg�{�g�¬�g_�h~©²�g_£¢�\|¢r*~yw�w�g_r�rugG�µW·¥g
���vg�tvg�{���tvceg�x�¨s��gGw	tl|³t�rug_£³¦Y|}rl~�w�w�g_r�rugG�µª�+ t4|¢rl~*¨e|¢�/~��e�e��x�¶s|¡f*~�t�|¡xy{:�¨�zst4~D¬�g���p�w�x�{q¬yg�{e|¢g�{Ct«xy{eg�
¨Lx�t�c1|¢{1tvg���f*rlx�¦¥g�±Dw�|¢g�{�w�p=~�{��1ru|¢f.�e£¡|}w�|¡t�p�ª*nq|¢f.|¡£}~���£¡pyµ·�ceg�{ ~�w_w�gGrvrv|¡{��/~�{1x�¨s��gGw	tGµg�¬�g_�vp�²�g�£}�
x�¦�tvc�|¢r4xy¨s��g_w�tl|}r4w�x�{�ru|}�sg���g_�1~�r4~�w_w�gGrvrvg_�µL¦§xy�¤t�cegh¬�g���p=r�~�f.g���g_~yruxy{:ª S%pF�vg_£¢~�¶q|¢{e��w�x�{�r�t���~�|¡{Ct�r
xy{6|¢fh��£¡g_fhg_{Ct�~�t�|¡xy{�r_W·¥g��y~�|¡{ ?�g�¶s|¡¨�|¡£¢|³t�pyª6nqx�f.g�x�tvceg_����g�£}~�t�g_�°·%x���¯sr�£¢|¡¯yg % � (�f*~�¯�g��s|��Lg_�vg_{yt
w�c�x�|}w�g_r_¾�vg_f*~�|¢{e|¡{���¬�g_�vp��e��g_w�|¢rvgh·�|³t�c©t�ceg�xy¨s��g_w�t¤²�g�£}�er4¨ezst£¢xyrv|¡{e�/|¡{Ct�g�� -@f.g�t�cexs�=�e��g_w�|¢rv|¢x�{=¨qp
�Lg��v¦§x���f.|¡{��h~6?�x�· - |¢{�rug_{�rv|³t�|¡¬ygl~�{�~�£¢psru|}r�ª
b�ceg_�vg�¦§x���g�C·�ceg�{/ze�¾�e~�t�|¡{e��tvc�g¤£¢|¡{�¯D~�����~�pyyrvx�f.g¤~y�e�s|¡tv|¢x�{�~�£ $ ~�{���f*~�pC¨Lg¤w�x�ze{Ct�g�� -@|¢{Ctvze|¡tv|¢¬�g�)

£¢|¢{e¯sr*~���g�w��vgG~�tvgG�6t�x �vg?�g_w�tht�ceg=~����e�vx�¶s|¢f*~�tv|¢x�{$ª i¥x�{�ru|}�sg���|¢{e�©t�cexyrvgF~��e�e|³t�|¡xy{�~�£�g_£¡g_fhg_{Ct�r.|¢{
t�ceg�£¢|¢{e¯F~�����~�psr�|}r�t�ceg�rv|¡f.�e£¢g_rut¤·�~�p/tvx�xy¨st�~�|¡{=~�w�x�����g_w	t¤�vgGruze£¡t«·�ce|¢£¢g�¯�g_g��e|¢{e�*t�ceg.¹yz�~�{Ctv|¡t�p/x�¦
|¢{s¦§xy�vf*~�t�|¡xy{�~yr�£¡x�· ~�r��Lxyr�ru|¢¨e£¢g�ª

��� � � � � � �_��� �_��� �N�����2� » �
j«t�ceg��.rutv��z�w	t�ze�vgGr�~��vgD{�g�g_�eg_� �eze�v|¢{e�Ft�ceg�~�{�~�£¡psrv|¢r_Wruz�w�c\~�rh~�{ ~�¨�r�t���~yw	t�|¡xy{�x�¦�tvc�g�g�¶sgGw�zst�|¡xy{
rut�~yw�¯¾ª�b�c�xyrvgDr�t��vz�w�tvze��g_r�~���g*{eg�gG�sg_�6x�{e£¢p©¦§xy�t�pq��g�w�xyfh��zst�~�tv|¢x�{6~�{��°~�£}rux�t�x©�sg�t�g���f.|¡{eg�tvceg
g�¶e~�w	t/fhxyf.g�{Ct�·�ceg_{ tvceg�~�{�~�£¡psrv|¢r*c�~�r*��g_~yw�ceg_�J|¡t�r�²e¶J�Lx�|¢{Ct_ª®b�ceg_pJ�ex6{ex�t�~��e�Lg_~��D|¢{´tvceg
rvg�f*~�{yt�|¢w_r�¨e��|¡g?�p��sgGrvw��v|¢¨�gG��|¢{Fb2~�¨e£¢g6/4|¢{�x����sg��%tvx*¯yg�g_��t�ce|¡{��yr�~�r�w�£¡gG~���~yr���xCrvrv|¡¨�£¡gyª
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> HFI8??L @�OBA�CD? > HJI8??L @�ODA�CD? > HJI8??L @�OBA�CD?

E @ >�������8FHG

EJI @LK�%1M�=!K�$

N @��?�������8F N
G+@��&��M��1K�%!F EE @ >�������8FHGO @#��=*P
Q @ ��(�>$6��MRF6G
S @ �� =��T @ ���M��1K�%!F6GU @ 9.?��% EJI
G N @4$&%>' V O
G O @o��=JP
G Q @e $?�?�1W�%&��P�%&�?(�?�XV Q
G U @��&��M?�1K�%!F O
G I @��?�������8F E
G�Y-@��?�������8F OEJN @ZP�=!M�. (%?��� V EEJO @��?�������8F OE1Q @��&��M?�1K�%!F EE S @-2��1M?� E
EJI @[K�%1M�=!K�$
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